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ONSOz
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konup, matematiksel bircok probleme farkh bakis agilari sunmaktadir. g-Analiz de
gecmisi Euler’e kadar uzanan soyut ve uygulamali matematigin bircok alani ile iliskili
genis bir konudur. Biz, bu ¢calisma kapsaminda, bu iki analiz arasinda bagintilar kurarak,
yeni tanimlar ve bu tanimlar dogrultusunda teoremler ve nliimerik yontemler ortaya
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CARPIMSAL ANALIZIN g-GENISLEMESi:
g-CARPIMSAL ANALIZ VE UYGULAMALARI
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DoktoraTezi
Tez Danismani: Prof. Dr. ibrahim EMIROGLU

Bu calismada, klasik analize alternatif olarak ortaya konan iki farkli analiz incelenmistir.
Bu analizler, yillardan beri siire gelen g-analiz ile, son zamanlarda poplileritesi artan
¢arpimsal analizdir. Calismamizin temel diislincesi ise, bu iki analiz arasindaki bagintilar
incelenerek, carpimsal analizde mevcut olan tanim ve kavramlari, g-teorisini kullanarak
yeni tanimlar ortaya koymakti. Tezin akisi sirasinda 6ncelikle g-analiz ve ¢arpimsal
analiz kavramlari ortaya konup daha sonra tezimizin 6zglin kismi olan g-¢arpimsal
analiz kavramlari verilecektir. En son kisimda da bu yeni tanimlar dogrultusunda sayisal
yaklasim ifadeleri uygulamalari ile birlikte gosterildi.
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In this study, two different analyzes put forward as alternatives to classical analysis
were examined. These analyses are g-analysis which has come over the years, and
multiplicative analysis whose popularity has been increasing recently. The basic idea
of this study was to examine the relationship between these two analyzes and put
forward new definitions by using the definitions and concepts present in the
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BOLUM 1

GiRiS
1.1 Literatiir Ozeti

Gunlmuzde en ¢ok kullanilan matematiksel teori olan klasik analizin temelleri, 17.
Yizyihn 2. yarisinda Gottfried Leibnitz ve Isaac Newton tarafindan atilmistir. Bu
analizde toplama islemi en temel islem oldugu disinilerek bu analize toplamsal
(klasik) analizde denilmistir. Klasik analizden yola gikarak farkl aritmetik islemlerle yeni
analizler ortaya konulmustur. Bunlara érnek olarak g-Analiz (g-Calculus) ve ¢arpimsal

analiz (Multiplicative Calculus) bunlardan sadece ikisidir.

g-Analiz ya da Kuantum Analiz, gecmisi Euler’e kadar uzanan en az dort yiz yillik tarihi
olan soyut ve uygulamali matematigin bircok alani ile iliskili genis bir konudur. Fakat
modern anlamada g-Analizin ortaya cikisi Jackson tarafindan g-integrallerin taniminin
gelistirildigi [1] makalesi ile olmustur. Glinlimuzde g-Analizin matematikte uygulama
alanlari olarak ortagonal polinomlar, 6zel fonksiyonlar ile Lie cebirleri verilebilir. Ayrica
fizikte de genel rolativite kuantum kromo dinamigi, sicim teorisi, molekiler ve nikleer

spektroskopi gibi uygulama alanlari mevcuttur [2].

Klasik g-teorisi negatif olmayan tamsayilarin g-benzerlerini tanimlamakla baslamistir.

Bir n tamsayisinin g-benzeri 0 < g < 1 olmak lizere

I 1-q"
qu{l_ 1—q - n

esitliginden esinlenerek tanimlanmistir.

g-Analiz son yillarda arastirma konularinin odagi olmasiyla birlikte klasik anlamdaki

bircok teori ve metodlar g-Analiz sayesinde bir g reel parametresine bagl olarak



tanimlanmasi ya da genisletilmesidir. Fakat ¢ — 17 limiti icin klasik anlamdaki sonuglar
elde edilmektedir. g-Analizdeki bu g reel parametresi kullanilarak elde edilen yeni

tanimlarin en temel noktasi ise herhangi bir fonksiyonun tiirevinin, limiti alinmadan

ey = L)

farklar seklinde ifade edilmesidir.

Klasik analize alternatif olarak garpimsal analiz, ilk temelleri 1887 yilinda Vito Volterra
tarafindan atilmistir [2]. Klasik analizde nasil ki en temel islem toplama ise ¢arpimsal

analizde de ise ¢garpma islemidir.

Bu analizde de tiirev tanimi klasik analizden farkli, carpimsal anlamda

1
. . (f(x+ )R
re = lm ()
seklinde ifade edilerek ilham alinmis ve yeni tanimlar ortaya konmustur. Dolayisiyla
carpimsal analiz ismini buradan almaktadir. Carpimsal analiz, her ne kadar eski
tarihlerden itibaren var olmus olsada, matematikgiler tarafindan yeterince 6nem
verilmemigstir. Michal Grossman ve Robert Katz tarafindan 1967 ve 1970 yillari arasinda
yapilan c¢alismalar sonucunda, geometrik analiz, bigeometrik analiz, anageometrik
analiz tanimlanmistir. Bu analizler Non-Newtonian olarak da bilinmektedir. [4] de 1972
yiinda Grossman ve Katz tarafindan bu analizle ilgili yeni tanim, kavram ve
uygulamalara yer verilmistir. 1999 yilinda, Dicks Stanley tarafindan geometrik analiz
carpimsal(multiplicative) analiz olarak ifade edilmistir [5]. .Bu analizin hangi alanlarda
kullanilabilecegi ortaya ciktikca her gecen giin matematikgilerin ilgisini Uzerine
cekmistir. 2008 yilinda Bashirov, A.E.,Misirli and E., Ozyapici, A tarafindan [6] da verilen
carpimsal analizin temel kavramlarinin tanimlandigl ve bazi uygulamalarinin yer aldig
calisma ortaya konmustur. 2009 yilindaki bir calismada carpimsal analizin farkh bilim
dallarindaki problemlere yeni bir bakis acisi sundugu gérilmustir [7].  Ozellikle
ekonomi ve finans alaninda bircok problemlerde yer almaktadir. Bununla birlikte
carpimsal difarensiyel denklemlerin konusuna giren oransal bliylime problemleri de

yine bu analiz ile ¢ozilebilmektedir. Yine 2009 yilinda, [8] de ¢arpimsal sonlu farklar



yontemi, ikinci mertebe Volterra tipi ¢arpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal

¢Ozlimlerine yonelik bir yontem olarak literatlire gegmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu c¢alismada, g-Analiz ve c¢arpimsal analizin temel kavramlari ele alinip, bu ikisi
arasindaki iliski incelenmistir. Carpimsal analizin g-genislemesini ortaya koymak ve
buna ek olarak c¢arpimsal analize ait bazi nimerik yodntemlerin, g-operatér

karsiliklarinin bulunmasi amaglanmistir.

1.3 Orjinal Katki

[9] da verilen garpimsal analizin temel tanim ve kavramlarin g-calculus ile iliskisi
incelenerek ¢arpimsal analizin g-genislemesi elde edilecektir. Bu durum o&zellikle
a7

carpimsal analiz konular Uzerinde c¢alisan arastirmacilar icin “q” parametresi

kullanilarak farkh agilardan ele alabilecegi kaynak bir ¢alisma olacagi 6ngorilmektedir.



BOLUM 2

g-ANALIZ
Bu kissimda g-analiz ait temel tanimlar olan, g-dogal sayisi, g-faktoriyel, g-binom
katsayilari, g-Taylor formull, g-tirev ve g-integral gibi kavramlar tanimlanip bazi
uygulamalara yer verilecektir. g-Analize ait bu kavramlari [10] da daha detayli bir

sekilde bulmak mimkunddir.

2.1 g-Analizdeki On Kavramlar ve Notasyonlar

Klasik g-teorisi, negatif olmayan tamsayilarin g-benzerlerini tanimlamakla baglar. Bir n
dogal sayisinin g-benzeri 0 < g < 1 igin

. 1-q"
lim
q-1- 1-— q

=n

esitliginden esinlenerek ortaya ¢ikmistir. Bu tez boyunca aksi ifade edilmedigi sirece

0 < g < 1 kabul edilecektir.
Tanim 2.1

Bir n pozitif tamsayisinin g-benzeri, 0 < q <1 olmak lzere [n], veya [n] seklinde

gosterilir ve

[n], = =1+q+q*+-+q* (2.1)

1-g¢q

seklinde tanimlanir. Literatirde (2.1) ifadesi g-analog (g-analogue) yada g-genisleme
(g-extension) olarak da yer almaktadir. (2.1) ifadesini reel ve kompleks sayilar igin

tanimlamakta muamkdndur. Herhangi bir reel yada kompleks a sayisi igin



klasik analizdeki sonsuz kavraminin g-benzeri elde edilir [10].
Tanim 2.2

Pozitif bir n tamsayisi igin

[n],! = { [n]q[ln —1]g..1 :: é,z, 22

ifadesine n sayisinin g-faktoriyeli denir. (2.2) ifadesinin ¢ — 1 yaklagimi igin

(lliinl[n]q! =n!

oldugu acikca gorilmektedir.

Tanim 2.3

k=0,1,2,...,n olmak tzere (Z) binom katsayisinin g-benzeri

n [n],!
[k]q “n- k]qq! ], (2.3)

seklinde ifade edilir. g-binom katsayisina 6rnek olarak (x + y)™ iki terimlisinin
acithminin g-analizindeki karsihgi

n

(x+y)g = Z [Z]q xhyk

k=0
verilebilir.

Bu kisima kadar g-tlirev ve integral kavramlari icerisinde yer alan bazi kavramlari

verdik. Simdi de g- tlirev ve g-integralin tanimlari ifade edelim.



2.2 g-Tiirev
Tanim 2.5

Herhangi bir f fonksiyonunun g-diferansiyeli d, f seklinde gésterilir ve
dof = f(gx) — f(x)

dgx =qx —x

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6

Bir f fonksiyonunun g-turevi D, f ile gésterilir ve

def () _ f(gx) — f(x)

#0
dgx qx —x x

qu(x) =

seklinde iki diferansiyelin orani olarak tanimlanir. Burada D, g-fark operatériddr.
Klasik analizde ki tlirevde yer alan artim miktarina Ax dersek, g-analizde onun yerine

Ax = qx — x yer almistir ve limit kavrami g-tiirevde mevcut degildir.

x = 0 noktasinda f fonksiyonu igin g-tirev f'(x) olarak tanimlanir. Buna goére bir f

fonksiyonun g-turevi literatiirde

f(gx) — f(x)
Dquf(x) = qx — x x#0
f'(0) x=0
yada
f(x) = f(gx)
qu(x)= X —qx x#0
f'(0) X =

tanimlanir. g = 1 igin

d
}qigq Dyf (x) = % = f'(x)
dir. Yiiksek mertebeden g-tiirev, D [f(x)] seklinde gésterilir ve DJ[f(x)] = f(x) ,
DIf(x)] = DF[D,f (x)] esitlikleri vardir.

6



Tanim 2.7
Herhangi bir f fonksiyonunun n. mertebeden g-tiirevi

pj1fe0) = @ = 0xra )Y ] -1sa@riario,

k=0
{qg*x,k=0,1,2,..,n}
seklindedir.

Ornek 2.8
f(x) =x™ n € Z* fonksiyonun g-tirevini bulalim.

D f(x) = (q;c)" —x"_xM@"-1) ¢" -1

n—1

x—x  x@q-1) g-1~

= [n]gx"™

Ayrica yukardaki ifade de esitligin her iki tarafinin g — 1 limiti alinirsa klasik analizdeki

. — . _1 — _1
‘1]1_1‘2 Dgx™ = ‘lzl_r)ri[n]qx” = nx"
elde edilir.

Ornek 2.9

f(x) = Inx fonksiyonun g-tlrevini bulalim.

In(gx) — Inx Inq
D,lnx = =
qx —x x(g—1)

q

Simdi de g-Tirev ait temel o6zellikleri ifade edelim. Bunun icin asagida bazi esitlikler
verilmistir ve ispatlari g-tlirev tanimindan elde edilebilir. Biz sadece birkagini

gosterecegiz.
f(x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon ve a da bir sabit olsun. O halde
1) Dg(a) =0

2) Dy(af (x)) = a(Dyf)(x)
3) Dglf (x) £ g(x)] = Dy f (x) + Dyg(x)



4) Dy[f (x)g(x)] = f(gx)Dqg(x) + g(x)Dyf (x)

f(x)] _ 9()Dgqf (x)—f(x)Dqg(x)
5) Dq [g(x)] - 9()g(qx) gx)g(gx) # 0

6) Dg(f0g)(x) = Dq,q(f (g(x)))Dqx(g(x))

Ozellik 4 igin
D, [F ()9 ()] = f (QX)g(cZC)_— ; (x)g(x)
_ flgx)g(gx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — f(x)g(x)
B gx —x
g(gx) — g(x) flgx) — f(x)
=f(q )— g(x) Er—

= f(qx)Dag(x) + g(x)Dgg(x)

seklinde Leibniz kurali ispatlanir. Ozellik 6 icin ispat ise

flgg0) — f(g()

Dq[fog](x) = qx —x
_ flglan) - f(9g() g(gx) — g(x)
9(gx) — g(x) qx —x
= Dggf(9(x))Dgxg(x)

seklinde bulunur.
Tanim 2.10
(x — a)™ polinomunun g-benzeri asagidaki sekildeki gibi tanimlanir.

(x—a) = {(x —a)(x — qai w(x—q" ta) Z i é

Yukardaki tanim ozellikle g-Taylor serisinin taniminda faydal olacaktir. Yalniz bu
polinomun bir 6zelligini vermekte fayda vardir. m ve n iki tam sayi olmak (zere

asagidaki esitlik dogrudur.

(x —)i** = (x —a)? (x — q"a)k

ispati ise

(x—)i** = (x—a)(x—qa)..(x —q" 'a)(x — q"a) ...(x — ¢""* ta)

8



=((x-a)(x-qa)..(x~ q"‘la))((x —q"a)(x-q(@"a) ... (x
~ ¢“"(q"a))
= (x—-a)j (x—-q"a)j
seklindedir. Ayrica (x — a)™ nin baska bir 6zelligi ise

(a—x)g #(=D"(x-a)g

olmasidir. Bunun yerine

(a =)} = (~1)"q""V/2(x — g ")}

esitligi gecerlidir.
Ornek 2.11

(a — x)g polinomunun g-tirevini bulalim.

n(n-1

)
Dy(a—2)f =Dy (D"~ 7 (x—g""a))

n(n-1)

=(-D"q 2z [nl;x—-q¢'"")p?
n—1 n—-1 w —n+2 -1 n—1
= (DD nlgg" g 2 (x—q " (@7 a))g
(n-1)(n-2)

=l D - g
= —[nlqq" ' (aqg™ — 207"
= —[n]g(a—qx)g™"

Ornek 2.12

(x—a)l, n=1ign

Dy(x —a)f = [n]g(x —a)i™!

bulunur. Cozim icin [10] bakilabilir.

Sonug itibariyle 6rnek 2.11 ve érnek 2.12 ye bakildiginda D,(x — a)g # D,(a — x)g

olmadigi goralir.

Simdi de bir f fonksiyonun Taylor agiliminin g-analizdeki karsiligini gérelim.



Tanim 2.13 ( g-Taylor Formiilii )

f(x), (a,b) araliginda surekli bir fonksiyon ve c¢ € [a,b] olsun. O halde g-Taylor
formuld [10]

B = (x —c)k
£ = ;Dz;mc)] W
gosterilir.
Ornek 2.14

f(x) = x™ fonksiyonunun ¢ = 1 igin g-Taylor gosterimini bulalim.

Dof (3) = [lgx""!
DZf(x) = [n]q[n — 1]gx™1

Déf(x) = [nlyln—1]; ..[n—j + 1]gx™ !

DJf(D) = [nlgln— 1], ..[n—j + 1],

olur. Buna gore f(x) in x = 1 noktasi civarindaki g-Taylor formili

n

) = z”: [nlgln =g ln—k+1lq 1 = z ] e - 1

1
k=0 Lk]q! k=0

seklinde olur.
Tanim 2.15

e” exponansiyel fonksiyonunun g-Taylor acilimi 2 sekilde gosterilmektedir.

Xk

R (2.5)

o
X —

eq =

k=0

E¥ = z gk k=172 T
k=0 a

Bu iki g-exponansiyel fonksiyon esitliginden, ilerleyen bolimlerde (2.5) ifadesi

kullanilacaktir.
10



Ornek 2.16

Klasik anlamda e™ exponansiyel fonksiyonunun Taylor agihmi

dir ve bu seri R’ de diizgiin yakinsaktir. Simdi yukardaki exponansiyel ifadenin g-

tlrevine bakalim.

elde edilir. Bu durum g — 1 yaklagimi igin klasik anlamdaki sonucu verir.

Tanim 2.17

g-Trigonometrik fonksiyonlar g-listel fonksiyonlarin yardimiyla asagidaki sekildeki gibi

tanimlanir.
_ ,—ix —ix
] B eq eq B eq +eq
Singx = ————, COSgX = ————
2i 2i
ve bunlarin g-tirevleri
a a

sinax

D, [sinqax] = cosax ve D, [cosqax] = —

11



seklindedir.

2.2.1 g-integral
Tanim 2.18

D,F (x) = f(x) ise F'ye f nin g-karsit tiirevi denir ve
ff(x)dqx

seklinde gosterilir.

g-integralin tanimi 1910 yilinda Jackson tarafindan verilmistir[1]. Buna gore f, [0, a]

araliginda sirekli olmak tizere f(x) in bu araliktaki belirli g-integrali
a o o]

[ redgr = Faa @™ - aq™) = ali =) ) " aq™

0 n=0 n=0

esitligi ile tanimlanir. 0 < a < b keyfi sayilar olmak tzere
b b a

jf(x)dqx = jf(x)dqx - jf(x)dqx

a 0 0

seklinde gosterilir. Burada g — 1 iken limit durumunda

}Ji_r)rijo f(x)dqx=JOf(x)dx

elde edilir.
Ornek 2.19

f(x) =x™ ven € Z* olsun.

fx"dqx =(1- q)xz q’q"x"
j=0

— (1 _ q)xn+12 qj(n+1)
j=0
_ 1— q xn+1 _ xn+1
1—qn*? [n+ 1],

12



elde edilir. Yukardaki érnekte n =3 ve (0,a) araliginda f(x) = x3 fonksiyonu goz

onune alinirsa

a

1-9)
fx3dqx= T4 a*
0

olur. Burada g — 1 yaklagimi yapilirsa

lim(l_q)a“—a—4
q—>11—q4 _4

klasik analizdeki

a

4
a

3d —_— —
fx x 7

0
esitigine indirgenmis olur.
Ornek 2.20

f(x) =In(x) fonksiyonun (0,1) araliginda g-integralini bulalim.

1 0
f In(x) dgx = (1 —q) z q"In(q™)
0 n=0

qing
=(1-¢qg)——
_qlng
=14

- P 0o n _— i o n — ii = 1
elde edilir. Burada |q| < 1 olmak Uzere }.;_ong™ = 45 Yme0q" =q da1a = A’
ifadesini kullandik.
Tanim 2.21 ( g-integralin temel teoremi )

0 < a < b < xve f fonksiyonunun bir karsit tiirevi F olsun. F,x = 0 da slirekliyse,

b
ff(x) dgx = F(b) — F(a)

13



dir. Yukardaki esitligin bir sonucu olarak, x = 0 noktasinin bir komsulugunda f'(x)

varsa ve x = 0 da slrekli ise

b

| Dt @ dox = £ - £ (@

a

dir.

14



BOLUM 3

CARPIMSAL ANALIZ

Bu boélimde c¢arpimsal analizin en temel kavramlarindan olan carpimsal tirev ve
carpimsal integral kavramlarinin tanimlari, bazi 6zellikleri, tirev ve integral alma
kurallan verilecektir. Ayrica bazi teorem ve uygulamalari gosterilmistir. Carpimsal

analize ait daha kapsaml bilgi icin [4], [5], [6] bakilabilinir.

3.1 CGarpimsal Tirev

Oncelikli olarak carpimsal tiirevi anlamimizi kolaylastiracak olan klasik analizdeki tiirev

tanimi ortaya koyalim ve aralarindaki bagi géstermeye calisalim. Klasik tlirev

fx 4+ Ax) — f(x)
Ax

(3.1)

1=,

bagintisiyla tanimlanir. Bu bagintida gorilecegi (zere, herhangi bir fonksiyondaki
degisim orani, o fonksiyonun klasik tlrevi olarak ifade edilir. Aslinda pek c¢ok
problemde ortaya c¢ikan bu degisim tirev kavrami olarak ifade edilir. Simdi bu degisimi

gliniimilz problemlerinden bir uygulamayla acalim.

Diyelim ki bankaya yatirilan a liranin bir yil sonra b lira oldugu dustnlarse, bir yildaki
paranin degisim orani b/a olacaktir baska bir deyisle b/a kat degismis olacaktir. Simdi
bu paranin 1 ayda kag kat degistigini bulalim. Bunun icin bir aylik degisim tablosu

yapalim. Burda aylik degisim orani p olursa

1 aylik degisim — ap?
2 aylik degisim — ap?

15



12 aylik degisim — ap'?

olur. Burada ki p degeri
1
b\12
»= ()
olarak hesaplanir.

Bu sayede bankaya yatirilan glinllik, saatlik, dakikalik v.s degistigi ve farkli zamanlardaki
anlik degerinin f fonksiyonu ile ifade edildigi diislinulirse, miktarin anhk x zamanda
kac kat degistigi

AI;TO ( f(x+ Ax))ﬁ

W (3.2)

ifadesi kullanilarak elde edilebilir.

Eger (3.2) ifadesi tanimlh ise, f fonksiyonunun x degiskenine bagl ¢arpimsal tiirevi
olarak adlandirilir ve f*(x) semboli ile gosterilir. A € R agik kiimelerindeki tim x
degerleri igin f*(x) fonksiyonu f*(x):A — R seklinde tanimlanir. f nin pozitif bir

fonksiyon oldugu varsayilarak ¢arpimsal tiirev

flx+ Ax))H (33)

= fim, (W

yada diizenlenirse

f(x+Ax)>ﬁ

. ln(
* = f(x)
F = fime

In(f (x+Ax))—=In( £ (x))
= lim e Ax
Ax—0

seklinde gosterilir. Yukaridaki ifadeden de gorilecegi gibi carpimsal tlirevin klasik

tireve bagl gosterimi

lim ln(f(x+AxA)3)C—ln(f(x))

fr(x) = esx=o

_ e;—xln(f(x))

= o) ()

16



seklinde verilebilir. Burada In o f fonksiyonu logaritmik fonksiyon ile f fonksiyonunun
bileskesi olarak tanimlanir ve bazi kaynaklarda Inf olarak da geg¢mektedir. Biz

calismamizda Inf gosterimini kullanacagiz.
Teorem 3.1

Pozitif bir f fonksiyonu, ancak ve ancak, herhangi bir x, noktasinda klasik anlamda

diferansiyellenebilir ise yine ayni noktada ¢arpimsal anlamda diferansiyellenebilir.
Teorem 3.2

Eger f, xo, noktasinda carpimsal anlamda diferansiyellenebilir ise x, noktasinda

streklidir.
Teorem 3.3

Eger f* fonksiyonun tiirevi varsa, f fonksiyonunun ikinci mertebeden ¢arpimsal tiirevi
olarak isimlendirilir ve f** ile gosterilir. Benzer sekilde n. dereceden g¢arpimsal tiirevi

™ notasyonu seklinde gosterilir.
Ayrica, f fonksiyonunun x noktasinda ikinci mertebeden klasik tiirevi mevcut ise
F(x) = e = )"0

dir. Burada f"'(x) var oldugu igin (Inf)" de vardir. f pozitif bir fonksiyon ve f nin x

noktasinda n. mertebeden klasik tlrevi de varsa

£ (x) = eN® (3.4)
seklinde ifade edilir. islem kolayligi acisindan carpimsal tiirev icin (3.2) bagintisini
kullanmaktansa (3.4) tercih edilebilinir.

Teorem 3.4

Eger pozitif bir f fonksiyonu x noktasinda ¢arpimsal anlamda diferansiyellenebilir ve

klasik anlamda da diferansiyellenebilir ise

f'(x) = f)Inf*(x)

17



seklinde klasik tlirev, carpimsal tirev cinsinden gosterilebilir.
Onerme 3.5
Ustel bir fonksiyonun ¢arpimsal tiirevi sabite esittir.

ispat: Herhangi bir tstel fonksiyon f(x) = Ab* ve b > 0 olsun. O halde

f*(x) = lim

Ax—0

(f(x + Ax))ﬁ
f(x)

1

Ab(x+Ax) Ax
Alalcr—%( Ab* )

— Ti Ax\1/Ax _
AP =0

sonucu elde edilir.
Onerme 3.6

k sabit bir sayr olmak tzere f(x) = kg(x) ise bu fonksiyonlarin garpimsal tirevleri
f*(x) = g*(x) esitligi vardir.
Ornek 3.7

f(x) =5x3 ve g(x) = 8x3 fonksiyonlarini ele alalim ve carpimsal tiirevlerinin ayni

oldugunu gosterelim.

f*(x) = e(ln(5x3)),

— e(ln5+lnx3)'
— eS/x

ve

g (x) = e,(ln8x3)'
— e(In8+Inx3)
— eB/x

elde edilir. Boylece f*(x) = g*(x) elde edilir.

18



3.1.1 Carpimsal Tiirev Alma Kurallar

f ve g carpimsal anlamda diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. A bir sabit olmak

Uzere asagidaki esitlikler verilebilir.

1) (AF)"(x) = f(x),
2)(fg) (x) = f"(x) g (x),

fx) gx)

3) (f +9) () = f* (TP g* ()Torma,
W) 0=

g x)

5) (F9)"(x) = ()T D f ()9 @

Ispat: Yukardaki esitliklerin 3. ve 5. ifadeler ispatlanacaktir. Benzer yaklasimlarla diger

bagintilarda kolaylikla ispatlanabilir.

3. ozellik igin, f ve g carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olma tzere

(f + g)*(x) = enU+9))'(x)

U+9)'(x)
= ef(x)+g(x)

') +g' (%)
=e¢ f)+g(x)

fx) g(x)
f*(x)f+gC) g*(x) FO+g(x)

bulunur.

5. ozellik igin, f ve g carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak lzere

(F9)* (x) = elgn() )
— (9"t +gnf)") ()
= 9 (U)X +g () (nf) (x)

— 09’ (U@ LgUnf) ()

= f*(x)9P) f(x)9' @
bulunur.

Carpimsal analiz avantajlari oldugu kadar dezavantajlari da mevcuttur. Ornegin
(f — g)*(x) igin formilin garpimsal analizde zorlastirildigi séylenebilir. Bunun sebebi

de carpimsal analizin temel islemlerinin garpma ve onun ters islemi bélme olmasidir.
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Tanim 3.8
S c R*ve f:S - R* olsun. Eger her £ > 1 igin

IO - ¢

<Jdik
iken | =23

xESve|z
a

olacak sekilde § > 1 varsa f fonksiyonunun a € S noktasinda ¢arpimsal sureklidir.
Onerme 3.9

Her xe(a, b) igin ancak ve ancak f*(x) = 1 oldugunda, (a, b) acik araliginda ki f(x) =

A > 0 sabit fonksiyon olur.

Simdi carpimsal tlirev icin ortalama deger teoremini ifade edelim. Ortalama deger
teoremi bilindigi tizere bircok matematiksel problemin ¢6ziimiinde 6nemli bir yer tutar.
Yalniz bunu gosterirken dikkat edilmesi gereken 6nemli kisimlardan bir tanesi klasik

analizde yer alan "0" in yerini carpimsal analizde "1" in tutmasidir.
Onerme 3.10

Pozitif f fonksiyonu igin, ancak ve ancak, f*(x) = 1ise f'(x) = 0 olur.
ispat: Eger f'(x) = O ise

f'(x)
f*(x) =eflx) = eO =1

elde edilir. Eger f*(x) = 1lise f'(x) = O igin

esitligi elde edilebilir.
Teorem 3.11 ( Carpimsal Rolle Teoremi )

f fonksiyonu (a,b) arahginda carpimsal diferansiyellenebilir olsun. Eger pozitif f

fonksiyonu [a, b] araliginda strekli ve f(a) = f(b) ise
fre)=1

olacak sekilde (a, b) araliginda bir ¢ sayisi vardir.
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Teorem 3.12 ( Carpimsal Ortalama Deger Teoremi )

Eger f, [a, b] araliginda garpimsal anlamda stirekli, pozitif ve (a, b) araliginda garpimsal

anlamda turevli bir fonksiyon ise (a, b) araligindaki dyle bir ¢ sayisi igin

fro) = 7=

ﬂmr%
@

bagintisi elde edilir.

3.2 Garpimsal integral

Bu kisimda carpimsal terstiirev tanimi ile ¢arpimsal ve klasik terstlirev arasindaki
baginti verilecektir. Daha sonra ¢arpimsal belirli integral tanimlanacaktir ve bazi temel

ozellikleri ve carpimsal integral alma kurallari ifade edilecektir.
Teorem 3.13
Her x € (a,b) icin g*(x) = f(x) ise g(x) fonksiyonuna, f(x) fonksiyonunun bir

carpimsal terstilirevi oldugu soylenebilir. Bu kavram igin gosterim

[ re® = g

seklindedir. Burada dikkat edilmesi gereken durumlardan biri diferansiyel "dx"
gosterimi carpim durumunda degil Ustel durumdadir. Ayrica klasik terstirevde nasil ki
daima keyfi bir sabit ekleme var oldugu gibi ¢carpimsal terstiirevde de sabit bir ¢arpan

vardir.
Teorem 3.14

Eger f fonksiyonu, [a, b] araliginda pozitif ve stirekli ise (a, b) agik araliginda garpimsal

anlamda integrallenebilir ve
b
b
jf(x)dx = eJa INUF()ax
a

seklinde tanimlanir.
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3.2.1 Garpimsal integral Alma Kurallan

f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda ¢arpimsal anlamda integrallenebilir ve (a,b)
araliginda pozitif ve sirekli olsunlar. O zaman k € R ve a <c < b olmak lzere

asagidaki fonksiyonlar carpimsal anlamda diferansiyellenebilir ve ¢carpimsal integralleri

) 12 ((re))” = (e
2) [ (fF)geN™ = [(F)™ [ (ga)™

b FENE  [P(re)™
3) [, (E) = Pleen™

4) [ (FE)™ = [SFEN™ [L(Fa)N®, a<c<b

dir.
Teorem 3.15 ( Carpimsal Analiz’in Temel Teoremi )

f(x) > 0 fonksiyonu, [a, b] araliginda strekli bir fonksiyon ve F(x)
b

F(x) = ff(x)dx, a<x<bh
a

olacak sekilde [a,b] araliginda tanimh olsun. Bu durumda F, f nin c¢arpimsal
terstirevlerinden biri olur. Eger G(x), f fonksiyonunun [a, b] araliginda herhangi bir

terstlrevi ise

b
G(b)
dx —
[re -2
a
seklinde yazilabilir.
Teorem 3.16 ( Carpimsal Kismi integral )

f:la,b] » Rt ve g:[a,b] » R* carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Boylece f9 de carpimsal diferansiyellenebilir ve asagidaki baginti elde edilir.

b
ey = L O -
af RN TGRS [ (e @)™
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BOLUM 4

g-CARPIMSAL ANALIZ

Bolim 2 ve 3 de g-analiz ve ¢arpimsal analize dair temel bilgiler verildi. Bu bolimde ise
tezimizin 6zgin kismi olan, bu iki analiz arasindaki tanimlardan yola ¢ikilarak ¢arpimsal
analizin g- benzeri(analog) yani ismini verdigimiz g-carpimsal analize ait tanim, teorem
ve uygulamalar ifade edilecektir. Ozellikle g-carpimsal tiirev ve g-carpimsal integral
tanimlar verilerek, carpimsal analize ait bircok kavramin g-genislemesi gosterilecektir.

Bu tanimlara ait bilgiler icin [9] incelenebilinir.

4.1 g-Carpimsal Tiirev

g-Carpimsal tireve gegmeden 6nce (3.3) de ifade edilen garpimsal tlreve bir goz

atalim

Ala-c—>0 <]C(9]CCZ;C)AX))ﬁ '

Klasik tirev ile arasindaki farklilik, gorilecegi tzerine f(x + Ax) — f(x) aradaki fark

f(x+Ax)
f(x)

olarak gelmistir. Bu benzerliklerden yola cikilarak [9] da, yukardaki kavramlarin g-

yerine bolim ifadesi , ve payda da yer alan artim miktarida, 1/Ax olarak Ustel

teorisiyle olan iliskisi ortaya konmustur.
Tanim 4.1 ( g-Carpimsal Tiirev )

f(x) fonksiyonu pozitif ve g € (0,1) olsun. O halde ¢arpimsal tiirevin g-benzeri
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f (QX))‘I"—"‘ @1

%U@H=<ﬂ@

tanimlanir ve g-carpimsal tlrev olarak adlandinhr. (4.1) ifadesi S € R acik

kiimesindeki her x € A igin Dg[f (x)] varsa Dg[f (x)]: S — R olarak tanimlanir.

Bu tanimda klasik tiirevde yer alan x + Ax yerine gx yani x + Ax = qx , ayrica Ax
yerine de payda da gx — x = (q — 1)x ifadesi konmustur. Dolayisiyla (4.1) ifadesinin
ustel kismindan dolayr x = 0 noktasinda diferansiyellenebilir olmasi gerekir. (4.1)
ifadesine dikkat edilirse carpimsal tlirevde yer alan fakat g-tiirev de bulunmayan limit

kavrami mevcut degildir.

n. dereceden g-carpimsal tirev ise D;(n)[f(x)], k=012, ..,n vyada fq*(n)(x)
seklinde gosterilir.

Ayrica g-carpimsal tiirev kisaca g*tiirev olarak da ifade edilmektedir. Tanim 4.1
sayesinde g-carpimsal analiz teorisine dogru adim adim ilerleyebiliriz. Aslinda
yapacagimiz tanim ve teoremler carpimsal analizin genisletilmis hali olacaktir. Nasil ki
g-analizde g—> 1 durumu igin klasik analize indirgenmektedir ayni sekilde g-¢arpimsal
analizde de carpimsal analize indirgenmektedir. Simdi g-carpimsal tlirev tanimini

kullanarak garpimsal analizin temel kavramlarin g-benzerlerini ifade edelim.
Teorem 4.2
q € (0,1) ve f(x) fonksiyonu g-diferansiyellenebilen pozitif bir fonksiyon olsun.

O halde f(x) in g-carpimsal tirevi

D;[f ()] = eg" ™ (42)

seklinde gosterilebilir.

Ispat: (4.1) ifadesini kullanarak

o (59

DIF(O] = e,

1 f(qx)
_ e(q—l)x”‘(f(x))
!
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Inf(qx)—In £ (x)

_ (q—-Dx
= eq
__ Dglinf(x)]

bulunur.

Agikca gorilmektedir ki, (4.1) de verilen g-carpimsal tlrevin genel tanimindan
problemleri ¢dzmeye calismak, bazi durumlarda islemlerin zorlasmasina sebep olabilir.
Bu yuzden (4.2) ifadesini kullanmak problem ¢éziimiinde daha kolaylik saglayacaktir.
Ayni zamanda (4.2) ifadesinde yer alan Inf (x) , fonksiyonun pozitif olmasi gerektigini

acikca gostermektedir.

(4.2) kullanilarak, (4.1) ifadesinde g — 1 yaklagimi uygulanirsa

DglIn f(x)] limw
. * e q n x _ lim q_l n
211—13} Dalf ()] = lll_rg e — e

ve Ustel kisimda yer alan belirsizligi yok etmek i¢in L'Hopital kuralindan

(@-Df' () %)
lim D[f ()] = g™ = T = f*(x)
q—)

klasik anlamda ki ¢carpimsal tiireve indirgenmektedir.

Ayrica gozardi edilmemesi gereken bir baska durum ise f(x) pozitif bir fonksiyon

olmak Uzere

Dq [f ()]

* Dglinf (x)]
Dilf (] = e, # o T

esitsizligi vardir. Ornegin f(x) = x fonksiyonun g-carpimsal tiirevi

Inq
i Dolinf(®] _ Tq-Dx
Dlf )] =, = e

olmasina karsin

Dq[x] 1
X — X

€q =€
seklindedir.
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Sonu¢ 4.3

q € (0,1) ve f(x) fonksiyonu pozitif bir fonksiyon olsun. O halde f(x) in n. dereceden

g-carpimsal tiirevi

m
DG = et M n—1a,. (43)

dir.

Ispat: Teorem 4.2 kullanarak f(x) in 2. dereceden g-carpimsal tiirevini bulalim. Buna
gore

b lin qu[lnf(x)]
D;*[f(x)] — eqq[ ( q )]
e(z;q[uq[znf(x)]]

2
eé)q [inf ()]

elde edilir. Simdi de 3. dereceden g-¢arpimsal tiirevini bulalim.

D;(S) (F00] = e:q [ln<e;‘)q[lnf(x)]>]

2
e;vq[uq [inf ()]

___D3[inf(x)]
= eq

Bu islemlere n kez tekrar edildigi takdirde, f(x) in x noktasinda n. mertebeden g-

carpimsal tirevi varsa

. & inf (x)]
D, [f ()] = e,

elde edilir.
Teorem 4.4

q € (0,1) ve f(x) pozitif fonksiyon olsun. O halde
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n k
*(n) (Q—l)‘nx—nq_(z) Zzzo[Z]q(—l)kq(z)lnf(qn_kx) )
Dq [f(x)] = e,

dir.

ispat: Tanim 2.7 kullanilarak ifadenin ispati kolaylikla gésterilebilinir.

g-Turev tanimina bakildiginda klasik analizle ile ilgili olarak sadece x = 0 noktasindaki
tirevi D, f(0) = f'(0) oldugu goriilmektedir. iste bu iliskiden yola gikarak g-¢arpimsal

turev ile klasik turev arasindaki bagintiyi x = 0 noktasi igin inceleyelim.
Teorem 4.5

q € (0,1) ve f(x) pozitif fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda n.

dereceden g-carpimsal tlrevi

[nlq!'f™(0)

D;(n) [f(o)] — eqn! f(0)
dir.

Ispat: Teorem 4.4 den

n k
o e O] o
D [F(0)] = lime,

k
 Sofy] 04 et
lim

x—-0

(q—l)”an(g)

lirré oldugu igin L'Hopital kuralini n kez uygulayalim. O halde
X—

k
Zhoof], (-1*ale) gm0 o gt

= (s
* —1)n! n—
D, IF(O)] = e, (a=1y"mia 2 (am )

(—1)”(1—q”)(q—q")(q—q:)---(q"‘l—q”) f™(0)

=e (q—l)"n!q(z) 1)

q
[nlq!r™(0)
e O

bulunur.
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Ozel bir durum n = 1 degeri icin yukardaki ifadeden

(0
fiG) =el©® - f'(0) = f(0)Inf; (0)

seklinde klasik tiirevin g-carpimsal tlirev cinsinden ifadesine ulasilir.

Ornek 4.6

f (x) ustel fonksiyonu igin

e~ U*¥ x #0
x:
o ={e " x20

dusiinelim. R Uzerinde f(x) fonksiyonun n kez diferansiyeli ele alindigi takdirde

Teorem 4.4 den

D™ Hn + 1],!

q(rzl)xn+2

D, ™[f ()] =

bulunur. Fakat burda Ozellikle Uzerinde durmak istedigimiz kisim, sonsuz kez
diferansiyeli alindiginda x # 0 durumunda ispatlamak kolay olmakla birlikte, x =0
durumunda f(x) fonksiyonunun tirevinin sifir oldugunu gostermenin bir o kadar zor
oldugudur. iste burda g-carpimsal tiirevin avantajini kullanarak bunu gdstermeye

¢alisalim. Teorem 4.5 den

n!

[,

F™(0) = ——£(0) In D;™[£(0)]

yazilabilir. Dolayisiyla ~ f£(0) = 0 oldugundan dolayi f™(0) = 0 denilebilir ve

dogrulugu gosterilmis olur.

Teorem 4.6

q € (0,1) ve f(x) pozitif fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonu x, = 0 noktasinda g-

diferansiyeli varsa yine x, = 0 noktasinda g-¢arpimsal anlamda diferansiyellenebilir.

Ispat: f(x) fonksiyonu pozitif ve x, = 0 noktasinda g-carpimsal diferansiyellenebilir
olsun. O halde (4.2) bagintisindan Inf(x) de x, = 0 noktasinda g-diferansiyeli vardir.

Boylelikle f(x) fonksiyonu da x, = 0 noktasinda g-diferansiyeli mevcut olur. Diger
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tarafdan f(x) , xo = 0 noktasinda g-diferansiyeli varsa ayni zamanda Inf(x) in g-

Dglinf (x)]

diferansiyeli vardir ve dolaysiyla (4.2) bagintisindaki eq

gerceklenir olup, f(x)

g-carpimsal diferansiyeli mevcut olur.

Not: Teorem 4.6 de Ozellikle x, = 0 noktasi alinmistir. Clnki g-diferansiyel tanimina
bakildiginda x = 0 igin f'(0) varsa o fonksiyonun g-diferansiyeli mevcut olmaktadir.
Ayrica teorem 4.6 ispatinda gegen g-diferansiyel kavraminin varhg aslinda klasik

analizden bildigimiz f'(0) ifadesinin varligi ile ilgilidir.

4.1.1 g-Carpimsal Tiirev Alma Kurallari

Bu boélime kadar g-¢carpimsal tiirev ile ilgili genel tanimlar verildi. Simdi ise g-carpimsal
tlireve ait bazi kurallar ispatlari ile birlikte verilecektir. f(x) ve g(x) fonksiyonlari g-
diferansiyellenebilir ve a, f da pozitif sabitler olsun. O halde asagidaki fonksiyonlarin

g-carpimsal turevleri

1)Sabit kurali : Dg[af (x)] = Dglf (x)],
2)Carpim kurali: Dg[f (x)g(x)] = Dglf (x)]1Dglg (x)],
3)Blum kurali: Dglf(x)/g(x)] = Dglf (x)1/Dgqlg ()],

4)zincir kurali : Dg[(fog) (x))] = (Dq’g[f(g(x))])gq(x)’

5)Kuvvet Kurali : Dy [f(x)g(x)] = (D; [f(x)])g(qx) f(x)Dq[g(x)].
seklindedir.
Ispat:

1.f fonksiyonu g-¢arpimsal diferansiyellenebilir fonksiyon ve a bir sabit olsun. O halde

Dilaf (x)] = if;((qxx))lq
_[r (qx)lq%-x
| f(x)
= Dg[f ()]
bulunur.

2.f ve g fonksiyonu g-¢arpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O halde
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Dilf(x)g(x)] = eDqlln(f (x)g(x))]
— Dqlinf ()] +Dg[Ing ()]

el qu [lnf(x)]qu[lng(x)]

= Di[f (0)1Dglg ()]

bulunur.

3.f ve g fonksiyonu g-carpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O halde

Nfe)
Ngo|

_ PG

Dglinf (x)-Ing(x)]
q

Dglinf (x)]-Dqling(x)]
q
Dglinf (x)]
L
qu [Ing(x)]
q

D;Lf (0)/Dglg(x)]

bulunur.

4.f ve g fonksiyonu g-carpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O halde

_1
qx—x
D;[(fog)(x)] = ()?fg(_gl;)))))
_ (f(g (qx))>g(qx)1_g(x) g(Qé?(:g(x)
“\Flew)
= Dy glf (g(x))194™

bulunur.

5.f ve g fonksiyonu g-¢arpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. O halde

Di[f(x)9®] = ln(f(x)g(x>)]

_ Dglg()Inf(x)]
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eg(qx)Dq[lnf(x)]+lnf(x)Dq [g(x)]

q
_g(@x)Dglinf(x)] Inf(x)Dglg(x)]
=€ €q

(D5 )7 f () Palo]

bulunur.
Teorem 4.7
f(x) ve g(x) iki fonksiyon olsun. n € Z* igin

SReol i), Db linf (") D3 ~*lg (o

D™ [f(x)9®] = e, (4.4)

dir.
ispat: Oncelikle (4.4) ifadesindeki esitlik icin 1. mertebe g-carpimsal tiirevini bulalim.

D; [f(x)g(x)] = eé)q[ln(f(x)g(x))]

Dglg(x)inf (x)]
€q

_ I @0Dglg 1+ (IDglins (0]

q

Simdide 2.mertebeden g-carpimsal tirevi icin

o Dg|In f(gx)Dg[g(x)]+g(x)Dg[inf (x)]
Dq [f(x)g(x)] — eqq[ q q ]

—e Inf(q?x)D3[g(x)]+[2]qDqlg(x)]Dg[Inf (qx)]+g(x)DEZ[Inf (x)]
T~ 7q

3.mertebe tlrevi igin

Dg[In £(q*x)DZ[g(x)]+[2]14Dq[g()1Dglinf (qx)]+g(x)DZ[inf ()]

D;(3) [f(x)g(x)] =e,

_ elnf(q3x)D3 [9(0)]+[314Dq g (x)]1DE[Inf (qx)]+[3]14DE[g(x)]1Dg[Inf (q%x)|+g(x)DF[Inf (x)]
q
bulunur. Ayni islemler n kez tekrar edildigi takdirde

) Sitol] DE[nf(a™ 2|0 g (x)]
Dq(n) [f ()9 = e, a

elde edilir.
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Ornek 4.8

f(x) = [a]4A* ve A > 0 olsun. f(x) fonksiyonunun g-garpimsal tiirevini bulalim.

" Dgl|inf[a] A%

DIf(x)] = elalmela®]
__Dg[ina*¥]
=elMt =1

Bu ornekte goriilecegi lzere, Ustel bir fonksiyonun g-garpimsal tlrevinden sabit elde
edilmektedir. Bu sabite ayni zamanda g-¢arpimsal analiz de, ¢arpimsal oran olarak
ifade edilebiliriz yada baska bir tabirle A ya, birim zamandaki carpimsal faktor

denilebilir.

Onerme 4.9

f(x) = [a]qA* ve 1 > 0 olsun. f(x) fonksiyonu icin

fGx+1) = Dalf (Olf (x)

esitligi saglanir.

ispat: Ornek 4.8 den f(x) = [a],A* oldugundan D;[[a]q/lx] = A olur. Dolayisiyla
flx+1) = [a] 7 = [a]g4%2 = f () Di[f ()]

elde edilir.

Ornek 4.10

f(x) = [5]4€” olsun. f Gstel bir fonksiyon oldugu icin yukardaki 6nerme ve 6rnekten
fl+1) = D[f]If @) = e. [5]ge* = [5]ge**!

bulunur.

Onerme 4.11

f(x) ve g(x) iki pozitif fonksiyon olmak tizere eger bir fonksiyon digerinin sabit bir

carpimina esitse yani f(x) = 1g(x) ise
Dglf (x)] = Dglg(x)]
bagintisi saglanir.
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Ispat: f(x) = Ag(x) olsun. O halde g-carpimsal tiirev tanimindan

f(qx))qx%x
e

_ </’lg(qx)>qx x
Ag(x)

< qx)>qx x
g(x)

Dglg(x)]

Dglf ()] = <

ispat tamamlanmis olur.
Ornek 4.12

f(x) = 5x? ve g(x) = 8x2 fonksiyonlarinin g-garpimsal tiirevlerini inceleyelim.

5g2x2 ﬁ
itr = (5 )

2z
= q(q_l)x

ve g(x) fonksiyonu igin

1

8q2x2>qx__x

Dglg(x)] = ( 22
2 _
= q(q_l)x
elde edilir. Boylece
DI (0] = DyLg ()]
dir.
Onerme 4.13

f(x) =2>0 ve her x € (a,b) icin ancak ve ancak D;f(x) =1 oldugunda (a,b)

araliginda sabit bir fonksiyon olur.
ispat: (a, b) araliginda f(x) = 1 > 0 olsun. O halde
Dif (x) = ePdlmtl =0 =1, x € (ab)

33



dir. Tersi olarak, her x € (a, b) igin

Daf(x) =1

ise

Dif (x) = ePqllnf() ] — 1

dir. Buradan

Dg[Inf(x) ] = 0ve f(x) = 4> 0 oldugu agikardir.

Asagidaki tabloda siklikla kullanilan bazi fonksiyonlar icin ¢arpimsal ve g-¢arpimsal

turevleri verildi. Bu esitlikler incelendiginde, bazi fonksiyonlarin tiirevlerinin birbirine

esit oldugu da gézlemlenmektedir.

Cizelge 4. 1 Bazi fonksiyonlarin carpimsal ve g-¢arpimsal tiirevleri

f(x) fr(x) fq ()
k 1 1
ke™ ek e(gk]q
kb* b b
kx™ 1 [k]qlng
ex (g-Dx
€q
ked®) (g*(x))9™) egq(x)
q
1 1 1
g(x) g (x) 9q(x)
cg(x)* (g™ ()" (9:0)"
h(x . h(x) / h(gx)
(g(x)) (g°G) @™ @ | (gz0) T (gt
eSinax eacosax 1%cos ax
e, ”
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Cizelge 4. 2 Bazi fonksiyonlarin ¢arpimsal ve g-¢arpimsal tiirevleri (Devami)

i a .
eCosax easinax - sin ax

1-q

Simdi de, g-carpimsal analiz de siirekli fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini ifade edelim.
Oncelikle lokal ekstremum noktalarinin  komsulugunda g-carpimsal tiirevin
davranislarinin nasil oldugu asagidaki teoremlerde gorebiliriz. g-Analize ait yerel

maksimum ve minumum nokta icin ayrica [11] incelenebilinir.

Teoremlere gecmeden 6nce Carpimsal analize ait bir hususu ifade etmekte fayda

vardir. Klasik analizdeki 0 sayisinin rolini ¢arpimsal analizde 1 sayisi Gstlenmektedir.
Onerme 4.14

f(x) pozitif fonksiyonu icin ancak ve ancak Dgf(x) = 1ise D, f(x) = 0 dur.

ispat: D, f (x) = 1ise

D;f(x) = ePalln /] = 1 = ¢0

Dq [lnf(x)] =0
Infgn =Inf) _

qx — x
flgx) o
fo ¢!
flax) = f()
flg) - fx) =0 - %zO—mqf(x):o

bulunur. Simdi de tersinden D, f (x) = 0 olsun. O halde

flgx) - f&) _
qx — x

flgx) —f(x) =0

flax) _

f(x)

flax) _

f(x)

Dqf(x) = 0

1

In1=0

In
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InL (gx)

1

Dif (x) = ePalnf @) = gaw—x "Fx)
Llnl

Dyf(x) =eax—x" " =¢e%=1

bulunur.

Teorem 4.15

f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda strekli bir fonksiyon ve ¢ € (a, b) de yerel maksimum

nokta olsun. O halde

i. 0 <a < bolmak uzere eger u € (0,1) varsa, o halde

>1 Vqge 1) }

Ds[f(c)]{ <1 vgeLp™

dir.

ii. a < b < 0 olmak lizere eger u € (0,1) varsa, o halde

<1 Vqe1l) }

Ds[f(c)]{ >1 vge(lp™

dir. Dolayisiyla (V q € (,u,,u‘l))(flf € (a, b)) 1 Dg[f ()] =1 dir.

Ispat: i ve ii esitliklerinin ispatlar benzer oldugu igin yanlizca ilkini gdsterecegiz. ¢ €
(a,b), f(x) fonksiyonunun maksimum noktasi oldugundan & > 0 vardir. Dolayisiyla
f(x) < f(c) ifadesi butin x € (c —¢,¢c + €) c (a,b) igin yazilabilir. Farz edelim ki
0<a<hb, qo € (0,1) olsun o halde ¢ — ¢ < gy < c dir. Butin g € (qo, 1) igin gc <

1 ..
cve pr < 0 gecerlidir.

£ flaoyee 1
o s1:><f(c)) > 1< = 1 (4.5)

Dg[f(c)] = 1.

Benzer sekilde g; € (0,1) igin ¢ < qi < ¢ + ¢ yazilabilir ve 8yle ki bitin g € (1,q71)
1

- 1 -
icingc >c = P > 0 gecerlidir.
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Gk i6) o=t (4.6)
D;If(O] < 1

flqo) _ | = (f(QC)>W< . L

Sonug itibariyle , © = max{q,, q,} elde edilir.
Simdi de ¢ € (a, b), f (x) fonksiyonunun maksimum noktasi olsun.

a<b<0, gq,€(0,1)igin cq, € (c,c + ¢€) vardir. Butin q € (q,,1) igin gc > ¢ =
1

p— > 0 gecerlidir.
(40) (q0)\ T
f(qc flgo\@= _ 1
o <1 = <f(c)> < 1@< =1 (4.7)

Dilf ()] <1

Benzer sekilde g5 € (0,1) igin c — e < qi < ¢ yazilabilir ve éyle ki bitiin g € (1,q3%)
3

- 1 -
icingc<c = P < 0 gecerlidir.

£(a©) fFlgoyes 1
o <1 <f(c)> > 176¢ = 1 (4.8)

Dalf (9] =1

Sonug itibariyle , 4 = max{q,, q3} elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu c¢ noktasinda
tlrevi mevcut oldugundan sagdan ve soldan g-carpimsal tlrevi birbirine esittir.(4.5) —

(4.8) ifadelerini goziintine alirsak
ce(@b), Dilf@1=1, Dif(@]<1 = Dilf(e)]=1

elde edilir.
Teorem 4.16

f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda strekli bir fonksiyon ve c € (a, b) de yerel minumum

nokta olsun. O halde

i. 0 < a < b olmak tzere eger u € (0,1) varsa, o halde
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. <1 Vqe(ul)
VG )

>1 vge (1,ut

dir.

ii. a < b < 0 olmak Gzere eger u € (0,1) varsa, o halde

>1 Vqge 1) }

Ds[f(c)]{ <1 vgeLu™

dir. Dolayisiyla (V q € (u,u™))(3¢ € (a,b)) : D;[f(§)] =1 dir.
Ispat: Teorem 4.15 ispatindan faydalanarak benzer sekilde yapilabilir.

Not: Daha 6nce ifade edildigi izere f fonksiyonu x € (a, b) de diferansiyellenebilir ise
(1112 Dg[f(x)] = f*(x) dir. O halde c € (a,b) noktasi f fonksiyonunun yerel
ekstremum noktasi i¢in f*(c) = Di[f(c)] = 1 dir.

Ornek 4.17

f(x) = —x? + 4x — 1 fonksiyonunu diisiinelim.

f(x) fonksiyonunun maksimum noktasi ¢ = 2 dir. Teorem 4.15 den g-¢arpimsal
tlrevinin 1 olmasi igin

1
—q%x% +4qx — 1 ‘Ix——x_l
—x2+4x -1 B

Dif(x) = (

_q2x2 +4gx — 1 _ qax-x
—x2+4x -1
—q*x*+qx—1=—x?>+4x—1
x*(1—q*) =4x(1—q)
4

X =—

1+¢q

elde edilir. Dolayisyla g-carpimsal anlamda maksimum nokta icin  Dg[f(§)] =1

esitliginden
£ = 4
T 14gq
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elde edilir. O halde u € (0,1) olmak tzere u = 1/3 olsun. Dolayisiyla g = Z €l

icin g-carpimsal tirev ifadesinden

2 3
—(%) 22+4%2—1 72
Di[f(2)] = = 1.19
%U( )l —22 +4x2 — 1
ve
4 4 16
£ — =228

T1+q 1+@3/4) 7
bulunur. Sonug itibariyle q = 3/4 degeri igin 6rnegimiz Ds[f(2)] ifadesinin karsiligi
4

olarak 1.19 degerini Uretti. Bu 6rnegi klasik g-analiz yerel maksimum teorisi ile ve g

nun yine ayni degeriyle yapildiginda yani Dsf(2) olarak bulundugunda sonug¢ 0.5
4

degerini vermektedir. Bu iki ayri sonug i¢in g-analiz igin extremum noktalar bulmada
1.turev karsihgl O a esitlenirken [11], g-carpimsal analizde ise Teorem 4.15 ifade

edildigi gibi 1 esitlenmektedir.

Teorem 4.18 (g-Carpimsal Rolle)

f(x), [a, b] araliginda strekli bir fonksiyon ve f(a) = f(b) olsun. O halde u € (0,1)
icin

(Vge(wu™D)3Ee(ab): Dlf(O)]=1

dir.

ispat: Eger f(x) sabit bir fonksiyon ise Dg[f (x)] = 1 elde edilir. f(x) fonksiyonu (a, b)

araliginda bir ekstremum noktaya sahip oldugu takdirde ise teorem 4.15 ve teorem
4.16 gore kolayhkla

¢ € (a,b) igin Dg[f($)] = 1 bulunur.

Teorem 4.19 (g-Carpimsal Ortalama Deger Teoremi)

f(x) fonksiyonu kapal [a, b] araliginda strekli bir fonksiyon ve agik (a, b) araliginin

her noktasinda g-carpimsal diferansiyeli mevcut olsun. O halde u € (0,1) igin
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f( )>_a

(va e Gu)@se@b): Bl ©) = (73

dir.
Ispat: G (x) fonksiyonu

@(@)g

6O =% \Foy

V x € [a, b]

[a,b] araliginda surekli ve (a,b) araliginda g-carpimsal diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Ayrica G(a) = G(b) oldugu kolaylikla gériulmektedir. Rolle teoremi
hipotezine goére ¢ € (a, b) igin Dz[G(§)] = 1 dir. Simdi G(x) fonksiyonun g-¢arpimsal

trevini alalim.

f( ))

Dil6G] = DilF ) (5

bulunur. Dg[G (§)] = 1 ifadesini yukarda yerine yazdigimiz takdirde

f(a)
si® (ﬂb))

f(a)>b a

D)) = ( 0

elde edilir.
Onerme 4.20

f(x), (a,b) araliginda g-carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. u € (0,1)

olmak lzere
1. Vg€ uu), &€ (ab)iginDy[f(§)] > 1ise f artan bir fonksiyondur.

2. Vgeupu™) ,E€(ab) igin Di[f(§)]=1 ise f monoton artan bir

fonksiyondur.

3. Vg€ upu™), &€ (ab)iginDy[f(§)] < 1ise f azalan bir fonksiyondur.
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4. Vg€ up™) ,£€(ab) icin Di[f(§)] <1 ise f monoton azalan bir
fonksiyondur.
ispat:

1. x;,x, € (a,b) ve x; < x, seklinde segelim. f(x) , [xq,x,] araliginda surekli ve g-
carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere Teorem 4.19 deki g-gcarpimsal
ortalama deger teoreminden (3 & € (x4, x3)) igin
—X1 — f(xz)

f(x1)

bulunur. Dg[f (§)] > 1 oldugundan

(DaIFEN™

>1

1
f(xz) Xp=X1 f(xz)
<f(x1)> e

dolyisiyla
f(xz) > f(xq)
elde edilir.

2. x1,%, € (a,b) ve x; < x, seklinde segelim. f(x) , [x1, x,] araliginda surekli ve g-
carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere Teorem 4.19 deki g-¢carpimsal

ortalama deger teoreminden (3 ¢ € (xq, X)) icin ve Dg[f (§)] = 1 oldugundan

>1

<f<x2>>H21 L e,

f(x1)

olur ve sonug itibariyle

f(xz) = fx1)
elde edilir.
3. xq,x, € (a,b) ve x; < x, seklinde segelim. f(x) , [xy,x,] araliginda surekli ve g-

carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere Teorem 4.19 deki g-¢carpimsal

ortalama deger teoreminden (3 ¢ € (x4, x3)) icin

o _f0)
fGr)

(DI ()1)™
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gosterilebilir. Dg[f ()] < 1 oldugundan

<1

£\ f)
(f(xl)) <l 2 fe

yazilir ve sonug itibariyle

f(x2) < f(xq1)

gosterilmis olur.

4. x,,x, € (a,b) ve x; < x, seklinde segelim. f(x) , [xq,x,] araliginda surekli ve g-
carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak lizere Teorem 4.19 deki g-carpimsal

ortalama deger teoreminden (3 ¢ € (x4, x;)) icin ve Dg[f ()] < 1 oldugundan

1

<f(xz)>H <1 R f(x3)
f(x1)

<1

fx) ™~

gosterilebilir ve sonug itibariyle

f(x2) < f(xq1)

elde edilir.

Teorem 4.21 ( g-Carpimsal Taylor Teoremi )

f(x) , (a,b) araliginda strekli bir fonksiyon ve ¢ € [a,b] olsun. O halde g-Taylor

Teoremi

n (x-0)k

e = [ [(2s21r@1) ¥ Ris

k=0

seklinde tanimlanir. Burada
k-1

(x—0)g=1 (x—c)k :n(x—cqi), keN
i=0

dir. Ayrica R4 g-carpimsal Taylor formulinun kalan terimidir ve

(x—C)’lf

(ne@D)(Vae@wD).(FEe@h),  Riw = (D% Ir(]) ™
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dir.
Ornek 4.22

flx) = e" fonksiyonun x = 1 komsulugunda g-¢arpimsal Taylor agilimina bakalim.

k < n olmak Gzere

DIF ()] = ePame™] = gPal™) = lnlgx

n-2

(2) XN nlgx™~1
D;* U(x)] — quz [lne ] — qu[lne[ lq ] — e[n]q[n—l]qx

n-k

D;(k) [f(X)] — e[n]q[n—l]q...[n—k+1]qx
x = ligin
D;(k) [f(l)] — e[n]q[n—l]q...[n—k+1]q

bulunur. O halde

n (x-1)k
o™ = n(e[n]q[n—l]q...[n—k+1]q)—[k]q!
k:O
[kl -1
=] [
k=0
bulunur.

4.2 g-Carpimsal integral

Bu kisimda oncelikle carpimsal integral tanimi verilecektir ve daha sonra bu tanimdan
yola c¢ikarak carpimsal integralin g-genislemesi yani g-carpimsal integral bagintisi

tanimlanacaktir.

Riemann carpimsal integrali literatirde su sekilde ifade edilir. f , [a, b] araliginda
pozitif bir fonksiyon olsun. W = {xg,xy, ... X;n}, k =1,2,...,m , [a,b] araliginin
bollntllerinden olusmak Uzere &, da x,_; ile x; arasindaki herhangi bir nokta ve

Asy = x; — Xj—4 olsun. Bashirov[6] tarafindan verilen integral carpimi
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m
p(rwy = | | regotss
k=1
seklindedir. Dolayisiyla Teorem 3.14 de verilen garpimsal integral

b
ff(x)dx _ effln(f(x))dx
a

ifadesi g6zénline alindigi takdirde [a, b] araligindaki [nf in Riemann integrali
m

Hf (&2 = eZi=a(nNEbse

k=1

seklinde verilir.

Tanim 4.23 ( g- Carpimsal integral )

f(x), 0 <a < b araliginda sinirli ve pozitif bir fonksiyon olsun. O halde garpimsal

integralin g-benzeri

" fInf(x)dgx
L0 = [ feotr =M, e (4.9)
seklindedir ve g-carpimsal integral olarak adlandirilir. Belirli g-carpimsal integral ise

b
. ({0 In f(x) dgx—[3 In f(x) dgx (4.10)

b

L0 = [ Feote =
a

seklinde tanimlanir. g-Carpimsal integral kisaca g*integral olarak da ifade edilebilinir.

Simdi g-carpimsal integralin Riemann toplamini gosterelim. (), lineer operatori
Q,(F(x)) = F(qx) seklinde tanimli olsun [10]. D, nin tanimindan D,[F(x)] = f(x)
verilebilir. Farzedelim ki F(x) = [In f(x)dgx olsun. O halde D,[F(x)] = In f(x) dir.
Dolasiyla

F(gx) — F(x)

1
——(Q, - 1)F(x) = @ —Dx

(¢~ Dx -

ifadesin den F(x) i ¢ektigimiz takdirde
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1
F(x) = m(u — @)xInf(x))

= (1-9) ) 0ixInf(x)
i=0

=1 —-q)(xInf(x) +gxInf(qx) + q*xInf(qx) + )

o

= (1-9)x ) q'Inf(q'x) (4.11)

=0

ifadesi bulunur. (4.9)ifadesinde (4.11) bagintisi koyuldugu takdirde g-garpimsal

integral igin Riemann toplami gosterimi

. [Inf(x)dgx 1-q)x X2, q'1 {
I;(f) =ff(x)dqx =e, a =€(§ DxXi=0q Inf(q'x) (4.12)

olur.

(4.9) ifadesi g — 1 igin limit alinirsa
b b
() = lim [ r@e = [ roo® (4.13)

carpimsal analizdeki integral tanimi elde edilmektedir.

Simdide g-carpimsal integral icin Jackson integralinin hangi kosullar altinda

yakinsadigina bakalim.
Teorem 4.24

0<qg<1vef(x)>0olsun. 0 < a <1 olacak sekilde |x%In f(x)|, (0,S] araliginda

sinirli ise
f fr)dax = gl V¥ L NS (@D) (4.14)

bagintisi (0,S] araliginda f fonksiyonunun g-garpimsal tlrevi olan F fonksiyonuna

yakinsar. Ayrica F(0) = 1 olacak sekilde x = 0 noktasinda sireklidir.

ispat : (0,S] araliginda |x%In f(x)| < M olsun. Herhangi 0 < x < S, i € Z% igin
|(qix)alnf(qix)| <M
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(qix)“|nf(gix)| < M

Inf(gx)| < M(qix)™"

dir. Béylece 0 < x < S icin

|a'inf(q'x)| = ¢'[Inf(q'x)| < M(q'x) "q' = Mx~*(q"~)/

(4.14) deki ustel kisimdaki serinin yakinsakhigini incelemektense, 1 —a > 0 ve 0 <

q < 1 oldugundan
Z Mx—2(q)] (4.15)
j=0

geometrik serisi incelenebilir. (4.15) serisinde de 1—a>0 ve |¢g17% <1

olacagindan bu seri yakinsak olur. Seriler igin karsilastirma testini distinirsek

> a'infgin)
i=0

serisininde yakinsak oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla f(x) in ¢arpimsal anlamda

Jackson integralinin bir F (x) fonksiyonuna yakinsayacaktir. Yani

_ (-@xERyqtInf(g'x)
F(x) =e, t=0

dir. Yukardaki ifadede x = 0 icin F(0) = 1 oldugu aciktir. Simdi de x = 0 da F(x) in
surekli oldugunu gosterelim. Tanim 3.8 den Ve >1 icin |xi| < § oldugunda
0

% < & olacak sekilde bir § > 1 sayisi bulunabiliyorsa, x = x, i¢in f(x) — [ dir
0

denir. Buna gore x, = 0 igin

(1-9)x 2, q' In f(q'x)
‘F )| &g

F(O)| ey

e(l—q)|x|2§zo Mx~%(q=%)!

< ¢

M&1"%*(1—¢q)
1_q1—a
<e,

M&'=%(1—-q)
1—gie <lhe<e

<&
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olacak sekilde & > 1 sayisi bulunabilinir. O halde lirr(g F(x) = F(0) = 1 olacagindan
X—

F(x), x =0 noktasinda surekli olur. Simdi de F(x) fonksiyonunun f(x) in g-

carpimsal antitlirevi oldugunu gosterelim.

* * (1_ ) Zlog il f ¢
DiF ()] = D [eli~PxE0a a5

Dq[(l_CI)x Z(LX_—)O qi In f(qlx)]
eq

g-tlrev icin garpimin tirevinden

- Roa'Inf(q'x)]+232, ' In F(qx) (1-
D;[F(x)] _ e(gl @)axDg[E2, q' In f(q'x)]+X20 a'In f(qix)(1-q) Dgx

-1nf(qi+1x)—1nf(qix)l

(1-@)qx X2, q* @=Dx F(1-q) 32,4 In f(qix)
B e((lq'_"l))"xx(zz’io q'1n£(q"*1x)-q' In f(q'x)) +(1-q) £, ¢' In £ ('x)
T Taq
_ o Zi20a " Inf (M x) 4220 4" M Inf(a'x)-E20 0™ In f(a'x)+ 2
q
_ e—Zfioqi“lnf(qi+1x)+22-’ioqilnf(qix)
q

oZic0d' Inf(a'x)-221 4" Inf(q%)
q
1

= e, "W = f(x)

Boylelikle F fonksiyonun g-garpimsal karsit tlirevi gésterilmis oldu.

Ornek 4.25

204" Inf(q'x)

flx) = e;/x fonksiyonu icin carpimsal anlamda Jackson integralini inceleyelim.

Dg[F (x)] = f(x) bagintisindan

—

ogql
« [ log)| _ q-1x
Dq [eq = e,

bulunur. O halde

logq1 %a*
| (eq‘*‘“‘) = F(0)

g-carpimsal kuvvet kuralindan
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logq1\ 4a* 15\ dgx\ q—1 :

q-1x _ x _ ogx
J. €q = f<9q> =€q

1\ %a¥ q—1 logx

e* — eIqu

q q

elde edilir. Goruldigu UGzere f(x) fonksiyonun integrali bulunmus oldu. Simdi de g-

carpimsal integrali (4.14) verilen Riemann toplami seklinde bulalim.

— 00

dgx . i1
1\ “a ; - ® gl=
f<e§> A-rEZoqimet/ax _ (-Driso @ ("D T

q = €q =€ q

Sonug itibariyle f(x) in ¢arpimsal anlamda Riemann toplaminda, Jackson integralinin
olmadigini gostermektedir. Bu sonucu bir dnceki teoremden, x* In f(x) fonksiyonun

0 <a <1vex € (0,S] olmak tzere sinirh olup olmadigina bakalim.

1 1-«a

x%Inf(x) = x%Ine/* = x“% = (;) = g(x)

g(x) fonksiyonunda x yeterince kiigtik segilerek istenildigi kadar biyuk yapilabilir buda
g(x) in bir Ust siniri olmadig gostermekle birlikte sinirli olmayacaktir. O halde
yukardaki teoreme gorede f(x) in ¢arpimsal anlamda Jackson integrali F(x) e

yakinsamayacaktir.
Teorem 4.26 ( g-Carpimsal Analizin Temel Teoremi )

f(x) , fonksiyonu 0 < a < b arali§inda pozitif ve siirekli ve Dg[F(x)] = f(x) olsun. O
halde

b
F(b)
dgx —
| reie =55
a
dir.
ispat: [a, b] araliginda F(x) stirekli ve D;[F (x)] = f(x) olsun. f(x) fonksiyonu pozitif
oldugundan

b 00 i i
efo In f(x)dgx _ e(l—Q)bZi=oq Inf(a'p) _ F(b)

q q

seklinde ifade edebiliriz. Benzer sekilde
48



Jynfdex  (1-@a¥lyq'Inf(qia) _
e, = e, = F(a)

ifade edilir.

Simdi g-carpimsal bagintisi (4.10) dan

f In f(x)dgx— f In f(x)dgx

f flo)da* =

ecjl'o In f(x)dgx
efoalnf(x)dqx
q

_F(b)
 F(a)

teorem ispatlanmis olur.

Sonug 4.27

f(x) , g-carpimsal anlamda diferansiyellenebilir ve Dj[f(x)] , [a, b] araliginda g-

carpimsal integrallenebilir olsun. O halde

b
dgx _ f(b)

! (DF @)™ =75 (4.16)

dir.

ispat:

b b

; 2a* dgx [P Dglin f(x)]dgx
j (Dilf]) " = J (ePalins Gl Y% = goa P q
a a

Teorem 2.21 den

b

| streon) ™ = g Palin g

a

In f(b)-In f(a)
€q
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InZ+—<

f(a)

_f®)
@

elde edilir.
Teorem 4.28 ( g-Carpimsal Kismi integral )

0<a<barahiginda f(x), g-¢carpimsal diferansiyellenebilir ve g(x)

diferansiyellenebilir sirekli fonksiyonlar olsunlar. O halde

b
. gendax _ f(b)9®) 1
af (Gitren™) ™ = F@ [2(f(qxy9a)™e”

dir.
Ispat: g-Carpimsal integralin tanimini kullanarak

b b

g(x) g(x)D Infeol%* 2 ge)Dglin f(x)ldgx
[ (@alr @ /@)™ = [ (eg Pt @I - gjesnats it
a a

elde edilir. Ayni zamanda g-tiirevde iki fonksiyonun carpimi igin

Dglg(x)Inf(x)] _ elnf(qx)Dq[g(X)]+g(x)Dq[1nf(x)]
q T 7q

ifadesi elde edilir. Son olarak (4.16) ifadesinde yerine konuldugunda

e g Infd)-g(@Infb)—g@)Inf(a) _ eff Inf (qx)Dq[g(x)]dquf gx)DglIn f(x)]dgx
q T q

g®)In f(b)-g(a)In f(a)
pJa 9GIDlInf(agx _ €q

I f: In f(gx)Dglg(x)]dgx
eq

eg(b) In f(b) 1

= (a)Inf(a) N A%
eq M 1 ((pa0)*™)

_ fy*® 1
= f(a)g(a) f;(f(qx)gq(x))dqx

bulunur.
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Teorem 4.29

f(x), (0, a] araliginda strekli, pozitif bir fonksiyon olsun(a > 0). O halde

(Vae 0D)@¢E €[0,al): () = f £ )% = £(£)? @.17)

dir.

ispat: f(x), [0,a] araliginda siirekli olsun. O halde bu aralikta maksimum M ve
minumum m degerleri mevcuttur. g € (0,1) oldugundan dolayi 0 < aq' <a ve

m<f(ag')<M - Inm<Inf(aq’) <InM yazlr. O halde (4.12) den

(ImDaZZoa’ nm _ (1-@afi,q'Inf@'a) o (1-qaliZeq'InM

q =€ S e
dir. Buradan
. . 1
me < eél—Q)aZ?ioqllnf(qla) <M® - m< (I;;(f))(a) <M (@>0)

elde edilir. Dolayisiyla é € [0, a] olacak sekilde

I(f) = f(©°

vardir.

(4.17) bagintisindan asagidaki teorem gosterilebilir.
Teorem 30 (g-Carpimsal integral Ortalama Deger Teoremi)

f(x), [a, b] araliginda surekli, pozitif bir fonksiyon olsun. O halde

b
(Vg€ WD) @E €labl): L) = j )% = ()P

olmak tGzere u € (0,1) ve ¢ € [a, b] vardir.

ispat: Klasik analizdeki integraller igin ortalama deger teoremine gore asagidaki ifade

yazilabilir.

@Fée@b) : [[Inf(x)dx=(b-a)nf()

Buradan da

(3 ¢€e(ab): I'(f) = ela M@ — (- fE©) = f(£)0-0) (4.18)
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elde edilir.

lirr} 1;(f) = I"(f) oldugu (4.13) bagintisinda ifade edilmisti. O halde
q—)

(Vve>0)(Fqo € (01))(Vq €(qoD): I'(N—e<L(H<I'(f)+e (419
yazilabilir.

f(x) fonksiyonu strekli oldugundan, [a,b] araliginda maksimum-minumum nokta

olarak M, m alabilsin ve ¢ € (a, b) olsun. Dolayisiyla (4.18) ve (4.19) dan

fOP™D —e<Ii(H <P +e

1

@FueOD)(vg ewD) : fO)—e<(L(N) " <flo)+e

yazilabilinir ve

1
m < (1;(H)" <M
gercgeklenir. Dolayisiyla

@Fce(@b) = L) =FfEC

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

4.2.1 g-Carpimsal integral Alma Kurallari

Buraya kadar g-carpimsal integral ile ilgili genel tanimlar verildi. Simdi ise g-carpimsal

integrale ait bazi 6zellikler ispatlari ile birlikte verilecektir.

f(x) ve g(x), [a,b] araliginda g-carpimsal anlamda integrallenebilir ve (a,b)
araliginda pozitif ve slrekli fonksiyonlar olsun. O halde asagidaki fonksiyonlarin g-

carpimsal integralleri

1) Kuwvet kurali = [ (f (x)¥)%* = ( N f(x)dqx)k k €R

2) Garpim Kurali - [} (f (x)g(x))%* = [ f(x)%* [ g(x)%"
3) Bolim Kurali : [ (F(x)/g(x))%* = [} f(x)%*/ [} g(x)%*
4) f, FOO% = [} F%* [ f ()% ascs<b
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seklindedir.
ispat:

1. f, g-carpimsal olarak integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f pozitif ve surekli

oldugundan k € R igin

b
f(f(x)k)dqx = efcl:(ln(f(x))k)dqx

— ekf:lnf(x)dqx

— (efflnf(x)dqx)k

bagintisi bulunur.

2. f ve g g-carpimsal olarak integrallenebilir fonksiyonlar olsun. O halde

b
f (F@g®))™ = e Ja I COg(0)dgx

— oJ2nfCO+Ing(x)dgx

= ef; lnf(x)dqx+f; Ing(x)dgx

b

ff@fﬂjg@ﬂﬂ

a

bagintisi elde edilir.

3. f ve g g-carpimsal olarak integrallenebilir fonksiyonlar olsun. O halde

b ( ) dgx b
f (f_x> _ o JP (/g G dgx
2 \g()

— ola N FGO=1n g(0)dgx
_ oJaInf0dgx-[; Ing(dgx
[ ot
7 gt
bagintisi elde edilir.
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4. f, g-carpimsal olarak integrallenebilir bir fonksiyon olsun. a < ¢ < b olacak sekilde

sabit bir ¢ sayisiigin

b
ff(x)dqx — ef;lnf(x)dqx
a

_ i dgx+f) In f(x)dgx

_ olinrGdgx [ InfOdgx
c b

= ]f(x)dqxff(x)dqx
a [

elde edilir. Ayrica (4.10) bagintisi kullanilarak, ¢ sayisinin a ve b arasinda kabul edildigi

icin yukardaki ifade su sekilde de yazilabilir.

b
jf(x)dqx — ef;’lnf(x)dqx—f(?lnf(x)dqx
a

— efcblnf(x)dqx+focln f(x)dqx—f(;zln f(x)dgx

efcblnf(x)dqxefocln fx)dgx

ef(;llnf(x)dqx

L F Gt [ F G
J f oyt

Ornek 4.31

flx) = e(’;x,k € Z* fonksiyonun g-carpimsal integralini bulalim.

dgx [Ine**d,x
kx\"a" _— q
[y =

k(1-@)x X2, qlqix
€q

k-x2(1+(a2)+(a?) +(a2) +)
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Dikkat edilmeli ki, eger ¢ — 1 igin yukardaki ifadenin limiti alinirsa

kx?
. dgx A
lim (eZ,‘x) " =e¢72
q-1

elde edilir. Bu sonug Cizelge 4.2 de yer alan ¢ segenegi ile aynidir.

Ornek 4.32

flx) = e;inq(kx),k sabit olmak Uzere f(x) fonksiyonunun g-carpimsal integralini

bulalim.

ing(kx)
(esinq(kx))dqx _ efln e;mq x dgx
q T ra

ef sing(kx)dgx
q

1
_ —Ecosq(kx)
Asagida Cizelge 4.2 de, siklikla kullanilan bazi fonksiyonlar igin g-¢arpimsal integral
karsiliklari verildi. Bu esitlikler verilirken 6zellikle karsilastirma olanagl olmasi igin

carpimsal integralleri de eklendi.

Cizelge 4. 2 Bazi fonksiyonlarin garpimsal ve g-garpimsal integralleri

I(f) Ig(f)
j(l)dx —c J(l)aqx —
f(k)dx — ck¥ f(k)dqx — ck*
kx? kx?
f(ekx)dx —ce 2 f(e(,;xn)dqx _ ce;Tq
f(ekxn)dx - cekff:;l f(e!;xn)dqx _ Ce([?ﬁ%
.[(ecosx)dx _ ceSinx f(eqcosx)dqx _ Ce;inqx
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Cizelge 4. 2 Bazi fonksiyonlarin garpimsal ve g-¢arpimsal integralleri (Devami)

J.(e—sinx)dx = ceCos¥ f(eq—sinqx)dqx — Ce;osqx
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BOLUM 5

q-CARPIMSAL NUMERIK YAKLASIMLAR

Bu bdélimde klasik analizde yer alan bazi nlimerik yaklasimlarin, ¢arpimsal analizdeki
karsiliklarinin g-benzerleri gosterilecektir. Uygulamalarla birlikte elde edilen sonuglarin
klasik, carpimsal ve g-carpimsal anlamda karsilastiriimalari ifade edilecektir. Carpimsal
analize ait numerik yaklagimlar icin daha detayli bilgiyi [12],[13] ve g-analize ait

numerik yaklasimlar icin ise [14],[15] ve [16] referanslarinda bulunabilir.

5.1 Tek Degiskenli Denklemlerin Koklerinin Yaklasik Hesabi i¢in Bazi g-Carpimsal

Yontemler

Klasik analizde tek degiskenli fonksiyonlarin ¢arpanlarina ayrilabilir bir polinom olmasi
halinde, f(x) = 0 denkleminin koklerini tam olarak bulabiliriz. Eger f(x) = 0 denklemi
bir polinom degilse bu durumda da f(X) i kiiglik yapan bir X degeri bulmak gerekir. Bu
tir kokleri bulmak icin cesitli yontemler vardir. Simdi bu yontemlerin bazilari icin g-
carpimsal analizde nasil ifade edilebilecegini gorelim. Fakat yontemlere baslamadan

once asagidaki iki 6nemli teoremi verelim.
Tanim 5.1

Klasik analizde f:I=(a,b)) S R—->R ve a<xy,<b olmak lzere f(x,) =0 "

saglayan x, degerine o denklemin kdku denir.
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Tanim 5.2
Carpimsal analizde f:1 = (a,b) €S R -> R* ve a < xy < b olmak uzere f(x,) +1=
9(xo) esitligini g(xy) = 1 igin saglayan ¢arpimsal denklemin x, degerine o denklemin

koka denir.

Kok bulma yodntemlerinden bazilari kékiin bulundugu aralik belirlendikten sonra
uygulanir. Bu tip yontemler genelde yavas yakinsarlar, buna karsin mutlaka yakinsar.
ikinci grup yéntemlerde ise kdkiin bulundugu araligin belirlenmesi gerekmez. Bu tip

yontemler, genelde, yakinsadigi zaman hizli yakinsarlar fakat yakinsamayabilirler.

Oncelikle denklemlerin kékiinii bulmak icin carpimsal anlamda nasil ifade edildikleri ve

gerekli durumlari gésterelim.

f(x) fonksiyonunun kéki [a, b] araliginda ve f:[a, b] » R* igin f(x) = 1 denklemin
koku olsun. Bu denklemi saglayan [a, b] araligina ait X degerleri icin asagidaki kosullar

vardir.

i) Eger fi(a) < 1wve fi(b) > 1lise
ii) Eger f,(a) > 1ve f,(b) < 1lise
yada daha genel anlamda

i)In(fi(a)) <In1 =0 ve In(f;(b)) >In1 =0
i) In(f2(a)) >In1 =0 ve In(f,(b)) <In1=0

kosullari gerceklenir. Bu bagintilardan
In(f(a)) In(f(b)) <0 (5.1)

yazilabilir. Bu kosullar altinda (5.1) bagintisini saglayan [a, b] araliginda garpimsal
denklemin bir kokl vardir. Dolayisiyla ifade edilecek yontemler icin, verilen denklemin

yukardaki kosullar altinda olmasina dikkat edilmelidir.
Tanim 5.3

{an}n=o dizisi herhangi bir a sayisina yakinsasin ve e, = a, —a oldugunu kabul

edelim. n = 0 degerleri igin

|an+1 — al _ lensal
|an_a|r |en|r

(5.2)
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olacak sekilde bir pozitif ¢ ve r sayilar varsa {a,}n=o dizisi a ya, ¢ asimptotik hata

sabitiyle 7 mertebeden yakinsaktir denir.

Eger {a,} dizisi a = g(a) ¢Ozimlne r mertebeden yakinsak ise, a, = g(a,_1)
iterasyon fonksiyonuna a mertebedendir denir. Yakinsakligin mertebesi ile ilgili olarak

bazi 6zel durumlar vardir.

I.7 = 1igin lineer yakinsaklk
Il. 7 = 2 igin kuadratik yakinsaklik
lll. r = 3 igin kibik yakinsaklik

olarak adlandirilir.

5.1.1 g-Carpimsal Newton-Raphson Yontemi

Newton-Raphson yontemi yada diger bilinen ismiyle Newton yontemini g-carpimsal
Taylor serisinden ¢ikarabiliriz. Teorem 4.21 deki tek degiskenli f(x) fonksiyonun x,
noktasinda Taylor serisine acilimini g6zonline alalim. Buradaki agilimda x, yerine x,,, x
yerine x, 44 yazilirsa agagidaki esitlik elde edelir.

(Xn+1—%n)gq (xn+1_xn)z21

f@d) = fGa) (fiGa)) M (@) (53)

Burada &, x; ile x;,, arasinda bir degerdir. 1. mertebeden tirevi igeren terimlerden

sonraki ifadeler ihmal edilir ve f(x,,+1) = 1 olarak alinirsa

1= f(xp) f () ntr=2n)

esitligi yazilir. Sonug itibariyle asagidaki denklem elde edilir.

In f(x,)

Xn+1 = Xn — m (5:4)

Ayrica (5.4) dizenlenirse

B In f(xn)
Xn41 = Xpn — In f(x,,) —In f(qx,)
Xn — qXn
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e (@) Infle)
LT Inf(x,) — Inf(qxy)

(5.5)

elde edilir. Yukardaki (5.4) ve (5.5) formulleri g-carpimsal Newton-Raphson formuli

olarak adlandirilir.
Simdi de g-¢arpimsal Newton-Raphson yonteminin yakinsaklik mertebesine bakalim.

f (x) fonksiyonunun gergek koki € olsun. g-carpimsal Newton-Raphson formiliinden

Yy — € = T — £ — it 1)
n+1 - +n lnf;(xn)
yazilabilir. Buradan
Inf(xn) + (e = xn) In ff (%) = In f7 () (€ = Xp41) (5.6)

elde edilir. n = 2. mertebe ve x, noktasi i¢in g-carpimsal Taylor formilinden

(e=xn)?

f(&) = FOmdfy Gan) T f* (i) o

ve f(g) = 1alinirsa

(S - xn)z
- lnf(xn) =(e—x,)In fq*(xn) + In ﬁq**(xn)
[2]4
(8 - xn)z
In f(x,) + (e = %) In f () = — Tln fq" (x) (5.7)
q

(5.6) bagintisinda gerekli dizenlemeler yapilir ve (5.7) denkleminde yerine konursa

_ 2
(5 - xn+1) In fq* (xn) = - (‘9 xn) In fq**(xn)
[2]4

1 Infg™(xn)

— _ 2
Tt nf e & ™

(& = Xn41) =

bulunur. (5.2) den

1 |Infy ()|

_ 2
A+ o] &)

le = xnyal <
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yazilabilir. Boylece g-¢arpimsal Newton-Raphson yonteminin yakinsaklik mertebesinin

2 oldugu gorilmis olur.

5.1.2 g-Carpimsal Chebyshev Yontemi

Cheyshev yontemi ikinci mertebe tiirevlere dayanmaktadir ve ancak ikinci mertebe
tirevlerin hesabi zor olmadiginda etkili olabilmektedir. Buna karsin bazi durumlarda
ikinci mertebe tlrevlerin hesabi ¢ok zor yapilmaktadir. Bu kisimda klasik anlamda

Chebyshev metodunun g-carpimsal gosterimini ifade edecegiz.
Oncelikle f (x) fonksiyonunu g-carpimsal Taylor serisine acalim.
(x x) (xn+1_xn)é
* n+1-4Anlq * 21,
fG) = £l (£ ) (%) P
f(x) = 1 carpimsal denklemin koku olmak Gizere
(tna1—2n) M
" n n/q %
1~ () (f; () (Pw)
seklinde 2. dereceden g-Taylor acilimini ele alalim. O halde

(tn+1 _xn)é

(Xn+1=%n)q (f*(z) (x)) 2T
q

1= £ (f700)

(xn+1_xn)z21

i P) P

(-0

(Xn+1 _xn)é

SInfGe) = In(fGe)) T I (1P ) P

- lnf(xn) = (xn+1 - xn)q In fq*(xn) + wln fq*(Z) (xn)
q
_ o InfG) G - x)EInf ()
Xn+1 = Xp — In ;7 () - 21, In f; Gen) (5.8)

ifadesine ulasilir. Simdide daha 6nce tanimladigimiz g-carpimsal Newton ifadesi olan

__Inf(xn)

Xn+1 — Xp = _lnfq*Tn)

bagintisini (5.8) de yerine koyalim. O zaman
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_ o Inf) 1 <lnf(xn)>21nfq*(2)(xn)
i = T e o) 20 \Infy () Inf G

seklinde yazilabilir. Son olarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

o Inf) 1 <lnf(xn)>21nfq*(2)(xn)
T = T i ) 20 \Infy (o)) Infy Gen)

*(2)
o (RS e
elde edilir. Eger yukardaki esitlik daha basit sekilde, tirevleri alinarak yazilirsa
o xm-qnf(a)
Tl = T F () — In f(qan)
— Xn (1 - CI) lnf(qzxn) - [z]q lnf(qxn) + q lnf(xn) (ln f(xn))z

2]l «q (In f(x) —In f(qx,))°

iterasyon formili elde edilir. Elde edilen bu bagintiya ise g-¢arpimsal Chebyshev

formala denir.

Goruldugi uzere elde edilen (5.9) bagintisi ikinci mertebe tirev igermektedir ve
metodun uygulanigi zorlagsmaktadir. Bundan dolayi lineer olmayan denklemlerde,
hesaplanmasi daha kolay olmasi agisindan g-¢arpimsal Newton metodu daha ¢ok tercih
edilebilinir. Fakat g-Carpimsal Cheyshev yontemi igin ikinci tlirevden bagimsiz farkh

iteratif gosterim gelistirirebiliriz. g-carpimsal Taylor acilimindan

fdOm) = fq*(xn)( o (x))(y"_xn)q

yazilir ve buradan

In fg (yn) — fq (xn)

Yn—Xn

In £ (x,) =

olmak lizere (5.9) ifadesi

e (1 1 Infi(w) - lnfq*(xn)> In f(x,)
n+1 n [Z]q In fq* (xn) In fq* (xn)

(5.10)

seklinde de ikinci tlirevden bagimsiz ifade edilebilir.
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Simdi de g-garpimsal Chebyshev yonteminin yakinsaklik analizine bakalim.

f:D cR—> R* ve f fonksiyonunun D acik araligindaki kéki & € D olsun. f(x)
fonksiyonunun D araliginda birinci, ikinci ve Uclncl tlrevleri mevcut olsun.

islemlerimizi kolaylastirmak amaciyla

en = (xn — &)q ve d, =y, — x, olsun. f(x) fonksiyonunu g-carpimsal Taylor serisine

acalim.
£ = Feu (£ 0) " (7200 )P (19 ) Tl 0 ety (5.11)
Inf(2) = Inf(x,) = (en)gIn fi () + = £; P () — ==In £, (x,) + 0(ef)

[] []

ve f(&) = 1 alinip diizenlenirse

In £;P () + —=1n f;P(x,)) + 0(e)

In f(xn) = e In f7'(xz) —

[] []

ve esitligin her iki tarafi In f5"(x;,) bolinirse

Infn)  eh W0 e P
oG~ " R G Bl Gy O (512)
elde edilir. (5.12) bagintisi
2 *(2)
Inf(x,) _ i Inf20n) o 513

TG " 21! Infy Goy)

seklinde yazilabilir ve f;" () nin Taylor agilimi

dZ

FOm) = £ G (o)) ™ (9 e P 02

N e e «(2) di @ 3
In f77 () = Inff (xp) + dp In f " (%) + 57—~ In f; 7 (%) + 0(d5)

[2]4!

(5.13) ifadesinden
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2
e,% (ln fq @ (xn)) 6’721

* _ * *(2) . *(3)
In f7 () = In f (x5) + ex In f77 () 210 I/ Go) + [Z]q!lnfq (xn)
+0(en)
ve son diizenlemeler yapilirsa
1 Inff) —Infym) e, Infy®(x,)
[2]4! In f7 (%) (21! Infy(xn)
e2 (lnfq*(Z)(xn))z
([Z]q!)z (lnfq*(xn))z
eZ
+—L—Inf®(x,) + 0(ed) (5.14)
(1213)° ™

elde edilir. (5.11) ve (5.14) den

1 In fq* (yn) —In fq* (xn) In f(xn)
[2]4! In f7 (xp) In f7 (xn)

B { en lnfq*(Z)(xn)_ e2 (lnfq*(z)(xn))z

21! nf7Gad) ([21,)° (nfi(en)’

eh «(3) _ es lnﬁ;(z)(xn) 4
¥ ([Z]q!)zlnf" (x")}x{e" 2 I frGey |+ Ot

g P e (fP0w)
2l I fiC) 2la! (in £ (o)’

L P
(121q)" Infa )

+0(ep) (5.15)

elde edilir. O halde

Xpoq = X, — (1 _ 1 InfgQm) - lnfq*(xn)> In f (x,)
n+1 n [z]q In fq* (x,,) In fq* (x,)

e — e — lnf(xn) . 1 lnfq*(yn) _lnfq*(xn) lnf(xn)
T Infy () [2]g In f7 (xn) In f7 (xn)
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(5.11) ve (5.15) den

e% lnﬁ;(Z)(xn) 873; lnﬁ;(:‘})(xn)}

fnt1 = En = {e" T2 InfGa) | [Blg! Infg G

e? In fq*(z)(xn)_ el (mﬁ;(z)(xn))z_l_ e3 In fq*(3)(xn)
214! Infi(xn) (2], (lnﬁ;‘(xn))z ([2]q!)2 In f7 (x,)

+ 0(ep)

+ 0(ep)

el (lnfq*(z)(xn))z_ 3< 1 N 1 )ln]z*(B)(xn)
2 (nfrGen)’ Bl 21 T Gen)

Sonug olarak

€n+1
en

(8 - xn+1)q
(8 - xn)g

1 (lnfq*(Z)(xn))2_< 1 N 1 >1n fq*(B)(xn)
21a" (n £ () [31,!  [2],!) Inf;(xn)

elde edilir ve g-carpimsal Chebyshev metodu icin kibik olarak yakinsamaktadir denir.
Ornek 5.4

f(x) = xe* — 1 fonksiyonunun (0, 1] arahgindaki kékinl garpimsal olarak tanimli

yontemlerle hesaplayalim. Baslangi¢ kosulu ise x, = 1 olsun.
Oncelikle Tanim 5.2 ye gore f(x) + 1 = g(x) dénisimii ile

f)+1=xe*=-1+1=xe*=g(x) (5.16)

seklinde carpimsal bir denklem elde edilir. Simdi de g(x) fonksiyonunun tanimlanan

arahkta koktndn varhigini inceleyelim.

Ing(0.1) = —-2.20 velng(1) =1

elde edilir. Boylece

Ing(0,1).Ing(1) =-2.2<0

kosulu saglanir ve verilen aralikta denklemin koki vardir.
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Simdi (5.16) carpimsal denklemini, g € (0,1) araligindaki degerlere karsilik gelen x;
degerlerini tablo seklinde gosterelim. Bu degerlerin bulunmasinda Matlab programi

kullanilmistir.

Cizelge 5. 1 g-¢arpimsal Newton-Raphson ve Chebyshev metotlari igin elde edilen

degerler
g-carpimsal g-¢arpimsal g-carpimsal g-¢carpimsal
Newton- Chebyshev Newton- Chebyshev
Raphson Raphson
q X1 X1 Xy X,

0.9999 0.5000125005 0.5625203128 0.5643813207 0.5671431468
0.999 0.5001250521 0.5627032527 0.564371689 0.5671418869
0.98 0.5025210655 0.5666143307 0.5641783103 0.5671398946

0.97 0.5037976638 0.5687112792 0.5640843588 0.5671585
0.96 0.5050852155 0.5708355864 0.5639959811 0.5671913973
0.95 0.5063839092 0.5729879069 0.5639133176  0.5672391886
0.94 0.5076939385 0.5751689179 0.5638365133 0.5673025069
0.93 0.5090155024 0.5773793207 0.5637657181 0.5673820176
0.92 0.5103488054 0.5796198414 0.5637010863 0.5674784208
0.91 0.5116940578 0.5818912324 0.5636427776 0.567592453
0.90 0.5130514759 0.5841942734 0.563590957 0.5677248901
0.80 0.527347163 0.6091594738 0.5634701497 0.5702656998
0.70 0.5431529667 0.6384143344 0.5642295066 @ 0.5759171741
0.60 0.5608380028 0.6735099251 0.5661736255 0.5867783876
0.50 0.5809402158 0.716966285 0.5697678883 0.6070143612
0.40 0.604297522 0.7732639123 0.575773396 0.6459162399
0.30 0.6323476898 0.8515100293 0.5855644604  0.7281522518
0.20 0.6679723533 0.9748008842 0.6020508139 0.9413692701
0.10 0.718977022 1.235162746 0.6336293644 1.865040168
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Cizelge 5. 2 g-carpimsal Newton-Raphson ve Chebyshev metotlari igin elde edilen
degerler

0.9999

0.999

0.98

0.97

0.96

0.95

0.94

0.93

0.92

0.91

0.90

0.80

0.70

0.60

0.50

0.40

0.30

0.20

0.10

q-CNM
X3
0.5671388962
0.5671380695
0.5671192704
0.5671084118
0.5670969517
0.5670849419
0.5670724368
0.5670594935
0.5670461719
0.5670325346
0.5670186476
0.5668830646
0.5668250285
0.5669970864
0.5676585111
0.5692755779
0.5727674086
0.5802528707

0.5984273844

q-CCM
X3
0.5671432904
0.56714329

0.5671432686
0.5671434375
0.5671439131
0.5671448478
0.5671464048
0.567148759

0.5671520979
0.5671566222
0.5671625475
0.5673593479
0.5681051592
0.5702290567
0.5758295896
0.5913298076
0.6428891255
0.8983302005

3.918986867
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q-CNM
X4
0.5671432903
0.5671432887
0.5671431357
0.5671429523
0.5671426894
0.5671423411
0.567141902
0.5671413677
0.5671407343
0.5671399989
0.5671391592
0.5671253584
0.5671089948
0.5671213135
0.5672450292
0.5676775493
0.5688972496
0.572202559

0.5823187144

q-CCM
X4
0.5671432904
0.5671432904
0.5671432903
0.5671432918
0.5671432985
0.5671433157
0.5671433513
0.5671434156
0.5671435217
0.5671436858
0.5671439273
0.5671581536
0.5672469858
0.5676102877
0.5689000704
0.5736593404
0.5968640087
0.8453479963

10.08874322



Cizelge 5. 3 g-carpimsal Newton-Raphson ve Chebyshev metotlari igin elde edilen

degerler

x; NM CNM g-CNM M g-CCM

x;  0.6839397206 0.5 0.5000125005 0.6090191454 0.5625203128
x, 0.5774544772 0.5643823935 0.5643813207 0.5672093227 0.5671431468
x; = 0.5672297377 0.5671389877 0.5671388962 0.5671432904 = 0.5671432904
x, 0.5671432965 0.5671432904 0.5671432903 0.5671432904 0.5671432904
x5  0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904
xs 0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904 0.5671432904

Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2 de (0,1) araligindaki g degerleri igin x4, x5, x5, X, degerleri g-
carpimsal Newton-Raphson ve Chebyshev ydntemleri uygulanarak bulundu. islemler
sonucunda 3. iterasyon sonunda denklemin kokii x; = 0.5671432904 degeri, ilk
olarak g = 0.9999 degerine karsilik olarak g-carpimsal Chebyshev yontemi tarafindan
hesaplandi. Ayrica farkh bir g degeri icin g = 0.999 degerinin 4. iterasyon sonunda

istenen kok yine ilk olarak g-gcarpimsal Chebyshev yontemi ile bulundu.

Bu iki tablodan ¢ikan sonug, g-¢arpimsal iteratif yontemlerde g degerlerinin genel
olarak ne kadar 1 e yaklasik degerler alinirsa o kadar az iterasyon sayisi ile kokin

hesaplandigi gorilmastir.

Cizelge 5.3 de ise f(x) fonksiyonunun q = 0.999 degeri alinarak, klasik yontemlerle

elde edilen sonuglari karsilagtiriimistir.

Cizelge 5.3 de kok, ilk olarak carpimsal ve g-carpimsal yontemler tarafindan 3.
iterasyon sonunda bulundugu goriilmektedir. Klasik Newton metodunda ise 5.
iterasyon sonunda istenen koke ulasiimistir. Bu 6rnek icin g-carpimsal iteratif

yontemlerin klasik ydntemlere gore daha basarili oldugu gézlemlenmektedir.
Ornek 5.5

f(x) =Inx —sin(x) denkleminin  [2,3] araligindaki kokinli c¢arpimsal anlamda

baslangi¢ kosulu x, = 2 olacak sekilde hesaplayalim.
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f(x) +1=g(x) donisimi ile

gx) =Inx —sin(x) + 1

seklinde garpimsal bir denklem elde edilir. Simdi de g(x) fonksiyonunun tanimlanan
aralikta kokiniin varligini inceleyelim.

Ing(2) = —0.243537918 veln g(3) = 0.671664205

elde edilir. Béylece

Ing(2).Ing(3) = —0.163575702 < 0

kosulu saglanir ve verilen aralikta denklemin koki vardir.

Asagidaki Cizelge 5.4 de f(x) fonksiyonunun g = 0.99999 degeri alinarak, yaklagik

kokler elde edilmistir.

Cizelge 5. 4 g-carpimsal Newton-Raphson ve Chebyshev metotlari icin elde edilen

degerler

X q-GCN g-CcC

x;  2.20836865 2.198618478
X, 2.219078905  2.218903656
X3 2.219107149  2.219107127
X, 2.219107149  2.219107149
X5 2.219107149  2.219107149
Xe 2.219107149  2.219107149

Cizelge 5.4 de gorildigiu gibi elde ettigimiz yeni yontemlerle denklemin kokiine
yaklasik olarak ulasilmaktadir. Yontemlerdeki iterasyon sayilari birbirinden farkh
olmakla birlikte ilk olarak 3.itersayon sonunda g-carpimsal Newton yéntemiyle sonuca

ulasilmstir.
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5.2 interpolasyon Teorisi

interpolasyon kelimesi, bir fonksiyonun verilmis degerleri icin, bu fonksiyonun yine
verilen aralikta bilinmeyen degerlerinin hesaplanmasi islemidir. Baska bir anlamda
interpolasyon, verilen herhangi fonksiyonun 6zellikleri bilinen daha basit bir fonksiyona
indirgenmesi ve yerine kullanilmasi islemidir. Bir f(x) fonksiyonuna uygun f(x) e
yaklasik olarak esit g(x) fonksiyonuna yaklasim fonksiyonu denir asagidaki gibi ifade

edlir.

fx) = g(x)

Carpimsal analiz ve g-analizin 6zellikle matematik diinyasinda yer edinmesi ile birlikte
interpolasyon teorisi icin de yeni kavramlar ortaya cikmistir. Ozellikle bu kavramlari
kullanarak sayisal analiz icin de etkin bir sekilde kullanibilecek yeni yontemler
gelistirilmistir. Bu analizlerde ifade edilen Taylor formili sayesinde, Taylor agilimi
yapilarak sayisal analizde kullanilabilecek bircok yéntem ortaya konabilir. Ozellikle
temelinde Ustel fonksiyonlarin kullanildigi problemlerde ¢arpimsal analiz, sayisal olarak
cok daha iyi sonuglar vermektedir [12]. Bu bélimde g-carpimsal interpolasyon
kavramlari tizerinde durulacaktir ve uygulamalardaki sonuglarin klasik yéntemlerle olan
farklihklari gosterilecektir. Dolayisiyla bu yontemlerin klasik yontemlere alternatif

olarak da disinilebilir.

Oncelikle interpolasyon teorisinde yer alan tanimlarin ¢arpimsal olarak karsiliklarini

ifade edelim.

5.2.1 Carpimsal interpolasyon

2009 yilinda Misirli ve Ozyapici tarafindan [12] de verilen Ustel fonksiyon ydntemleri
icin farkh bakis acilari sunan tanimlar, g teorisinde uygulanabilirligi acisindan bu
bolliimde ele alindi. Tanimlara gegmeden 6nce bahsetmek gerikir ki, tstel fonksiyon
yontemleri sadece pozitif fonksiyonlar lzerine uygulanabilir. Bu durum her ne kadar
dezavantaj gibi goziiksede kullanlan problemlerde Ustel fonksiyonlar icin daha iyi

sonuclar vermesi de avantaj saglamaktadir.
Tanim 5.6 (Carpimsal Lagrange interpolasyon Formiilii)

X0, X1, -+ Xn_1, Xn, farkl noktalar olsun ve n. dereceden
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(x = x0) (x — x1) v (X = X)) (X = Xpg1) o (6 — X7)
(e — x0) (i — x4) (e — Xpe—1) (e = Xpeg1) - (g — X)

k=01,..,n

Ln,k (x) =

polinomlarini gézoniine alalim ve burada
0 eger k+i
L (i) = {1 eger k=i
dir. O halde E, (x) Ustel fonksiyonu olmak lzere n 4+ 1 farkh nokta igin ¢arpimsal
(Ustel) Lagrange interpolasyon formali

E,(x) = [f(xo)]Ln,O(x) [f(xn)]L"'n(x)

n

= [ [reor (5.17)

k=0
seklinde tanimlanir.
Tanim 5.7
f fonksiyonu [a, b] de n + 1 kez ¢arpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O

halde ¢carpimsal Lagrange yontemi icin hata formuli

n (xi—xg)

E(x) = [f*+D) (s)]n"=° (n+1)! (5.18)

olacak sekilde € € (a, b) noktasi vardir.

f (x) fonksiyonu esit araliklar oldugu durumda Ustel interpolasyon ¢ok terimlisi degisik
formda yazilabilir. Simdi de bu formun Ustel fonksiyonlar igin ¢arpimsal anlamda nasil
ifade edildigini gosterelim. Ayrica, klasik analizde gecen ileri yada geri fark operatori
carpimsal analizde ileri yada geri bolim operatori olarak ve yine klasik analizde ki
bolinmis fark formdlleri ¢carpimsal analizde carpimsal kuvvet-bolim formillu olarak

tanimlanmaktadir.
Tanim 5.8

Bir f(x) fonksiyonunun h # 0 ve x;, = x, + kh olmak Uzere x;, noktasinda ileriye

f(Xk+1)

dogru bolim gosterimi o0 seklinde tanimlanir ve A*f(x;) veya A*f} ile gosterilir.
k

Bu ifadenin ileriye dogru bolim operatdri notasyonu
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Aoy =Lk oo (5.19)

f ()

seklindedir. ileriye dogru ikinci dereceden béliim operatérii A*(Z)f(xk) veya A*(Z)fk
seklinde gosterilir ve

A f (Xg41) _ f (rea2) f (X))

MOf ) =8 (81 ®)) = 3703 = o)

dir ve n + 1. mertebe gosterimi
A*(n+1)f(xk) =AM (A*f(xk))

f(Xg41)
— Ax() [ LT+
A < D )

_ A ()
- AMf(x)

seklindedir. Geriye dogru bolim operatori V* seklinde gosterilir ve x_g, ...X_q1, Xp
aralik noktalari olmak lizere

f ()
f(xk-1)

VF(xe) = k=012,..

seklinde tanimlanir.
Tanim 5.9

X, X1, ) Xn—1,Xn, N tane nokta olmak uzere f(x) fonksiyonun n. mertebeden
carpimsal kuvvet-bolim formila

1
fl%iz1r Xizz oo xi+j])xi+j_xi

f[xi'xi+2' ---xi+j—1]

f[xl-,xl-H, ...,xl-+j] = ( (520)

seklinde tanimlanir.

Simdi de ileri bélim operatorinin kuvvet-bolim rekirsif bagintisi cinsinden ifadesine
carpimsal anlamda g6z atalim. x'in - xg,%q,%5, ..., degerleri igin sira ile
f(x0), f(x1), f(x3), ... degerlerini alan bir fonksiyon ele alalim. f(x) ‘in herhangi iki

degeri f(x;) ve f(x,,) olmak Uzere, birinci mertebe gosterimi
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£ >);
Xy ) \Xm—Xk

Pl ] = (7005

(5.21)

formu ile tanimlanir. Bu formda x,, ve x; degerlerinin ardigsik degerler olarak

alinmasina dikkat edilmelidir.

Buna benzer olarak f(x)’in iki kez c¢arpimsal anlamda kuvvet-bolim gosterimi
flxk, xm] ve flxm, x,] ise ikinci mertebeden ifadesi

— S X, xn] xn—ixk
e X %] = (}W)

formu ile tanimlanir. O halde

f(s1)

A f(x) = o)

olmak tzere (5.21) bagintisindan

1
f (xk+1)>xk+1_xk

[l Xk 41] = ( FOo0)

1
Flox X1l = (A f () )=

ulasilir. 2. mertebe icin, x; ve x, ardisik degerler olmak lizere h = x;, — x,, seklinde
kabul edilirse

A f (Xg+1)

N PDf(x,) = A FO0)

olmak Uzere

1
flXks1s xk+2]>xk+2_x’<

[ Xpe41]

Xk X1, Xies2] = <
1

(= )
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2
2h

(A*f(xkﬂ))H
1
(A*f(xk))H

- (A*<2>f<xk>)ﬁ

bulunur.

Sonuc olarak bu islemlere n kez devam edildiginde

1
F e X, - Xiean] = (8O () ) (5.22)

bagintisina ulagilir. Eger x;, = k alinirsa x4 1 —x, =k +1—k =1 = h bulunur ve
(5.22) bagintis

1

k!

Fle T, -0 Xiean] = (8 () (5.23)

seklinde ifade edilir.
Tanim 5.10

Xg, X1, -+, Xk, k + 1 tane nokta olmak Ustel interpolasyon yaklagimi
k
=10 ...
Eje(x) = f[xo] 1_[ ((Flxy, .., xHW=oC=)) (5.24)
i=1

seklinde tanimlanir. Ayrica (5.17) ve (5.24) bagintilarindan

k 1

flxo, %1, %] = n(f (xi))“7=°rf==i("i"‘f) (5.25)
i=0

yazilabilinir.

Tanim 5.11

Xo» X1, -, Xk, k + 1 nokta [a, b] araliginda ayrik noktalar olmak tizere f fonksiyonu

(a, b) de n kez carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde

Flxo %1, ., x] = (F® )" (5.26)
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olacak sekilde tek bir € € (a, b) noktasi vardir.
Tanim 5.12

j=0ve x; =x+ jh verildi§inde x = x, + sh degisken degistiriimesi yapilarak ileri
bollim operatorlerine baglh Ustel interpolasyon yaklagimi

n

E,(x) = exp [z (Z) In (A*(k)f(xo))] (5.27)

k=0

ayni sekilde veri noktalar x_,, ..., x_4, X, olmak tzere geri bolim operatorlerine bagl

Ustel interpolasyon yaklasimi

s+n—-1
E,(x) = exp [ z (S + ]lff B 1) In (V*(k)f(xo))]
k=0

seklinde tanimlanir.

5.2.2 g-Carpimsal interpolasyon Yaklagimi

Bir 6nceki kisimda ¢arpimsal Ustel interpolasyona ait bazi kavramlar verildi. Simdide bu
kavramlarin g-analizle olan iliskisi gozoniine alinarak yeni kavram ve uygulamalardan
bahsedecegiz. Bu kisimda interpolasyon yaklasiminin 6zel bir durumu dislnalda.
Genellikle matematiksel tablolarda fonksiyonlar esit araliklarla ifade edilir. Bu da, esit
aralikli noktalarda interpolasyon lizerinde ¢alisma guidlsi vermektedir. Biz de burdan
yola c¢ikarak ardisik noktalar arasindaki araliklarin esit olmadig ancak geometrik bir
artis icinde oldugu degisimi gdz onilne alinarak yeni bir interpolasyon formunu ele

aldik. iste bu ortak ilerleme orani(geometrik artis) da “q” ile gosterilecektir.

Oncelikle sonlu bolim analizine gecmeden 6nce g-analize ait birka¢ tanim lizerinde

duralim. n tamsayi olmak lzere, verilen bir g > 0 igin

q+1
n qg=1

olarak tanimlanir, [n] g-dogal sayisi olarak adlandirilir. Bu tanimi n ‘yi herhangi bir reel

say!l kabul ederek de genisletebiliriz. Bu durumda [n], g-reel olarak adlandirilir [14].
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Ornegin g > 0 icin M = {[n]: n € N} tanimli olsun. O halde M kiimesi
M={0,11+q1+q+q%1+q+q?*+q>3..}dir. M kimesini inceledigimizde
- Eger g > 1ise araliklar giderek artacak
- Eger 0 < g < 1ise araliklar giderek kugulecek

- Eger g = 1 oldugu takdirde de n-tamsayilar kiimesi dogal sayilar kiimesine esit

olacaktir.
Tanim 5.13

nve k tamsayilariven = k = 0 olmak tzere

ny_[nlln—1]..[n—k+1] [n]!
[il= [k] (k]! [n — k]!

olarak tanimlanir ve bu ifadeye g-binom katsayisi denir.

Simdi de birka¢ tanimdan sonra ¢arpimsal analize ait interpolasyon kavramlarinin g-

genislemelerini gosterelim.

(5.20) bagintisina géz attigimizda Ustel kismin paydasinda yer alan ve iki nokta

arasindaki farki gosteren x, — x,, ifadesindeki x;, = [k] sekilde tanimlayalim.
Xo = [O]! X1 = [1], Tty Xp = [Tl]

bu durumda x; = [k] alindiginda iki nokta arasindaki fark

Xptm1 — X = [k +m+ 1] — [k]
1— qk+m+1 1— qk

1-q¢ 1-g¢

_g*A—-q™")
1-q

q“[m+1]
Xiamer = X = q*[m + 1] (5.28)

(5.28) den, ardisik iki nokta icin g-carpimsal-kuvvet formlu

f (xk+1)>xk+1_xk
f ()

[l Xie41] = (
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1
_ (f(xk+1))qk
f )
seklinde olur. Daha genel olarak yazilirsa herhangi iki nokta m > k olmak (izere birinci

mertebe ileri bolim formillinin g-carpimsal ifadesi

1
f(xm)>qk[m—k]

() (5.29)

Floio xn] = (

seklinde tanimlanir.
Simdi de carpimsal ileri bdlim operatériiniin g-fark operatériiyle iliskisini kuralim.

g-carpimsal ileri b6lim operatdri Ay olmak lzere

F
T

seklinde ifade edelim. O halde ileri bélim operatériiniin kuvvet-bolim gosterimi

S
flxp, Xkl = (Aaf(xk))qk

yada
Aq fOa) = (f[xu, x4 D9

k

dir. Burada k = 0 yada q = 1 icin A f(x;) ifadesinin birinci mertebeden A* f(x;) ile

aynidir.

Simdide daha yuksek mertebeden kuvvet-bolim bagintisini inceleyelim. (5.20)

bagintisindan

Xk X1, Xies2] =

S, Xpe4]

1

ey )

Burada (5.28) den x4, — xx = q*[2] oldugundan
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fXk Xpes1, Xger2] =

qk[2]

(A f(xk+1))qk+1

bulunur. Dolayisiyla

f[xk;xk+1;xk+2] =

@wmmﬁ
) _1
1 2k[2]
(8 G\’
%ﬂm)/

(5.30)

seklinde ikinci mertebe kuvvet-bolim bagintisi yazilabilir. Eger (5.30) bagintisinda

AP f () =

1
(83 (tes))?

Aaf(xk)

yazilirsa ikinci mertebe kuvvet-bolim bagintisinin ileri bolim operatori gosterimi

1
X — (A Py
f[ k’xk+1'xk+2] - (AQ(Z)f(xk)>qz 2}

seklinde yazilir. Simdide bu iliskiyi gliclendirmek adina lg¢lincii mertebeden kuvvet-

bollim bagintisinin ifadesine bakalim.

f 1%k X1, Xiet2) Xie 3]

f %k X1 Xes2]

(Xk42)

f(xk+2) Xje+2=Xkc+1

f(xk+1)

1

<f[xk+1: Xk+2) xk+3]>xk+3_xk

X X
f(xk+3) xk+3—xk+2\ s e

(xk+1)

(xk+1) xk+1 Xk

f(xk)

(7
(
/fwhgm“mﬂ
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(a ﬂn“>“2\“ .
|\ (ar )™ /
/(J@Hak“
(83f(x0)™

( *(z)f(x 2k+2 \qk
(*mﬂ )”m /

q3k[3]!
* 2
(Aq(Z)f(xkﬂ))q \

CREYN

elde edilir. Burada [3]! = [3][2][1] seklinde g- faktoriyel sayisidir. O halde yukardaki

esitliklerden asagidaki tanimi yapabiliriz.
Tanim 5.14

f herhangi bir fonksiyon ve k = 0,1, ..., n olmak lGzere n + 1. mertebeden g-¢arpimsal
ileri bolim operatori ifadesi

1

(857 f Ga)) ™
(857 Ge)

8"V f () = (5.31)

seklinde tanimlanir. n tamsayisinin 0 ve 1 degerleri igin AZ(O)f(xk)zf(xk) ve
ALV fGa) = A f Gy dir.
Dikkat edilirse g = 1 degeri igin ¢arpimsal analizdeki ileri bolim bagintisina ulasilir.

Ancak g =1 olmadigi takdirde, k = 2. mertebeden Az(k)f(xk) ile A"f(x;) ayni

degildir.
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Onerme 5.15

f, g iki fonksiyon ve a,f sabitler olmak Uzere g-¢carpimsal bolim operatéri igin

asagidaki esitlikler yazilabilir.

1. A ((af(xk)). (,Bg(xk))) = AL f O DG g (xk),

« faf () _ Agf(xg)
2 q(ﬁg(xk)) N

Agg(xg)
3. f sabitise Ay f(x;) = 1dir,

Teorem 5.16

Butinm,k =0, [m]! = [m][m — 1] ...[1] ve x;, = [k] olmak Uzere

x 2R mi
fX0 Xka1s ooos Xpam] = (Aq(m)f(xk))q [

dir.
ispat: ispati timevarim kullanarak yapilabilir.

I.m = 0igin

1

Flad = (852 F @) ) = £x0)

dogrudur.

II. m igin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman

1
* k
[k Xiea1 s Xiwms Xiam] = (Aq(m)f(xk)>q mlt

dir.
lll. m + 1 igin dogrulugunu gosterelim.

1
[l Xiea1 o Xiewmo Xama1] = (Az(mﬂ)f(xk))qk(mﬂ)[m+1]!

oldugunu bulmamiz gerek.

1
f[xk+1, “ea ,Xk+m+1]>xk+m+1_xk

f[xk' ey xk+m]
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yazilir. (5.31) bagintisi kullanilarak

1

1 k
- - q~[m+1]
* (k+1)m |
(Aq(m)f(xk+1))q m \

f[kaxk+1J "'Jxk+mﬂxk+m+1] = 1 /
* gkmiml
(85 f G )
) 1
— qkm+1)[m+1]!
(Aq(m)f(xkﬂ))q \

A f ()

1
* gkMm+D[mi1)t
(Aq(m+1)f(xk))q mAD) [mt1]!

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Simdide yukardaki tanimlari kullanarak c¢arpimsal Lagrange yonteminin g-benzerini
gosterelim. (5.24) deki carpimsal Ustel interpolasyon yaklasim ifadesinde yer alan

noktalar x;, = [k] seklinde olsun.

T, (x) = | | xn—x =x(x — [1DG—[1DEx - [2]) ..(x —[n—1]), n>0
k=0
mo(x) =1

O zaman x = [r]yazilirsa, k = 1,2, ...,n — 1 igin

_1_qr 1_qk_ kl_qr—k

2 =[] = [r] = k] = = 7= = gt — = gt — K] (533)

m,([r]) = ﬁ[r] — [k] = [r](r] = [ADAr] = 2D .. ([r] = [n = 1D (5.34)
k=0

oldugundan

m,([r]) = [rlg'[r — 1]q*[r = 2] ...q" " '[r —n + 1]

2, (D) = ¢ 2l = 10 = 2] o [r — 1 + 1] (5.35)

elde edilir. O halde (5.32) ve (5.35) kullanilarak
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nn-1)
q 2 |[r][r-1][r-2]..[r—n+1]

1
(o, 1, e, 2 )™ 0D = ((Atf")ﬂxo))["“)
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

nn-1)

q 2 |[rllr-1][r-2]..[r—-n+1]
(a1 20 = | (857F ) "
qn(n—l)[r]

= (8"fG) "
Sonug itibariyle x, = [r] igin

n k(k—1)[r]

% q

Eq,n(x) = Eq,n([r]) = 1_[ (Aq(k)f(xo)) k

k=0

elde edilir. Bu ifade ise garpimsal analizde yer alan Ustel interpolasyon yaklagsim

bagintisinin g-benzeridir. ¢ —» 1 igin limit alinirsa ¢arpimsal Uustel interpolasyon

yaklagimi elde edilir.

Tanim 5.17

Butin f:[a,b] » R, f € C[a, b] olsun. xg, x4, ..., X, farkh noktalar, [a, b] araliginda

olmak tizere V x € (a, b) icin f*™ (x) var olsun. O halde

1

(f*(k) (S))l/k! _ (A:I(k)f(xo)>[k]!

olacak sekilde € € (xq, x,,) vardir.
ispat: (5.32) den
1
*(k ik |
f[xj;xj+1, ""xj+k] = (Aq( )f(x]))q] [k]!

Jj = 0igin

1

f[xo, X1, ...,xk] = (Az(k)f(xo))[k]!
yazilabilir. Ayrica (5.26) da
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Flxo, X1, X ] = (f*(k)(g))l/k!

oldugundan dolayi

L
[k]

(@)™ = (85 f o))

elde edilir.

Onerme 5.18

Aralik noktalar x; = xo,x1,..x, j=0,12,..,n , q >0 olmak lzere, x; = [k]

noktasi sabit bir tamsayive 0 < k < n igin

[ [ - = omrarenkrzpg - i

Jj*k

esitligi saglanir.

ispat 0 < k < nve k # j oldugundan esitligimizi 2 kisma ayiralim. 1. kisimda j degeri 0

dan k — 1 kadar 2. kisimda ise k + 1 den n ye kadar olsun. O halde

k-1 n

ka—sz xk—le_[xk—x]'
j£k j=0 j=k+1
dir. 1. kisim igin
k-1 k-1

X = Xj = k1([k] — [1D (k] = [2]) ... ([k] = [k —
j=0 ]=0
(5.28) den
k-1

[k] = [j] = [klq*[k — 1]q*[k — 2] ...q*"*[1]

j=0
k(k—1)
=q 2 [k]!
2. kisim icin
n

1_[ [k] = [T = ([k] = [k + 1D ([k] = [k + 2]) ... ([k] = [n])
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Bu kisimda j > k oldugundan

n

L gkt — g\ [q**? — g~ q" — g~
[ -v-(=0) (=) (=)

j=k+1

_q*@-Dg*@ -1 @ -D

p— e
= (- *gk=B1][2] ... [n — k]
= (=1)" kgk=Bn — k]! (5.38)

(5.37) ve (5.38) esitliklerinden

Kk(k—1)
[ [re-% =0 7 w1 g9 - s

Jj*k

— (_1)n—qu(2n—k—1)/2 [k]! [n _ k]!
bulunur.
Teorem 5.19

Aralik noktalar x; = x¢,%,..x, j =0,1,2,..,n olmak lzere q >0 ve x; = [K]

noktasi sabit bir tamsayi olmak lizere

_1yn—k k(k—2n+1)/2[1
(-1 Kk ]

8,Pf o) = | [(re) (5:39)
k=0

dir.
ispat (5.25) ve (5.32) bagintilarindan

1
[n]!

flx0, X1, s Xn] = (Az(n)f(xo))

esitligin sag tarafindaki Ustel kismi, asagidaki sekilde yazilabilir.

n [n]!
Az(n)f(xo) — ﬂ(f(xk))nj=0'j¢kxk_xj
k=0

ve ayni zamanda 6nerme 5.18 den
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n [n]!
A’;(Tl)f(xo) — n(f(xk))(_1)n—qu(2n—k—1)/2[k]![n_k]!
k=0

— n (_1)n—qu(k—2n+1)/2 [Z]
=[ [oreo)
k=0

elde edilir.

Ornek 5.20

f(x)=xze(_5) olsun. Oncelikle g’ nun herhangi keyfi degeri icin g-dogalsayi

noktalarini olusturalim.

q = 0.5igin
1—(0.5)2

Xog = [2] —1_—0.5— 1.5
1—(0.5)*

X1 = [4] = m = 1.875
1-(0.5)°

Xy = [5] = m = 1.9375
1—(0.5)8

X3 = [8] = m = 1.9921875

— [10] = — ©5® _ | 998046875
e T T o5 T

Yukardaki xg, x1, X5, X3, X4, X5 noktalarindaki degerlere gore f fonksiyonunda karsilik

gelen degerler asagidaki gibi olur.

f(xo) = f(1.5) = 1.062825

f(x;) = f(1.875) = 1.376739

f(x,) = f(1.9375) = 1.424822
£(x3) = £(1.9921875) = 1.465758
£(x,) = £(1.998046875) = 1.470080

Simdi de carpimsal kuvvet-bolim karsiliklarini ifade edelim.

1

flxa] 270
Flxol = 1.993913329739197
0

flxo, 1] = (
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1

flx1, 2] \*2=%o

Xo—Xg
[x0, %1, %,] = < > = (0.724770323133711
flxo, 1, %, flx0,x1]

1

X1, X0, X X3—Xg
M) T 1117528486760500

flx0, x1, %]

flxo, x1, %2, 3] = (

(5.24) deki carpimsal Ustel yaklagimi formiliinde n = 3 igin

E;(x) = 1.062825x(1.993913329739197) *~ 15
x(0.724770323133711) *~1.5)(x-1875)
x(1_1175284867605)(X—1.5)(x—1.875)(x—1.9375)

elde edilir. O halde

_ 6
[6] = 11_0(;55 = 1.96875 icin E5(1.96875) degerini bulalim.

E;(1.96875) = 1.062825x(1.993913329739197)(1:96875-1.5)

X(O72477032313371 1)(1.96875—1.5)(1.96875—1.875)
X(l.l175284867605)(1'96875_1'5)(1'96875_1'875)(1'96875_1'9375)

E3(1.96875) = 1.448344300791526

(5.18) den

(e=x0) (Xx—x1)(x=%2) (x—x3)

Ey(0) = [ @) "

yazilir. Mutlak hata igin
. 1/k!
f[x01 xlr"lxk] = (f (k)(g))
oldugundan
f[xOJ X1, X2, X3, x4-] = (f*(4)(€))1/4!
o halde
flxo, x1, X2, x3,x4] = 0.971189638465264

E,(1.96875)

~ 0.971 189638465264(1.96875—1.5)(1.96875—1.875)(1.96875—1.9375)(1.96875—1.9921875)(1.96875—1.998046875)
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E,(1.96875) = 0.9999999724

Simdi de Ustel interpolasyon formilinin g-benzer formilini kullanarak

E,3([6]) = E3(1.96875) degerini bulalim.

n k(k—-1)

Egn([rD = 1_[ (Az(k)f(xo))qT[lrc]

k=0

formuliinden

@’[3]

6 6 6
a6 = (47 G) ™ (3£ ) Y (2 0x0)) ™ (4,7 )

(5.39) dan

AV F (x,) = 1.062825

5 fao) =E28

= 1.295358125749771

0 ) = LRI G

fle) @
= 0.826852683683331

(3] 1

AZ(3)f(x0) — f(xl)qu(x3[)3(]l3

fxo)f ()@
= 1.322358341966941

6]

A2(4)f(x0) _ f(xo)f(z)q f(J[Z)qG
fle) @ f(x3)a®

= 0.025879468145896

elde edilir. O halde
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E,([6]) = 1.062825x(1.295358125749771)96875

x(0.826852683683331)0:999969482421875
x(1.322358341966941)0-249999761581421
= 1.568545810621158

(5.32) kullanilarak

(Fr@@)”™ = (85" f () )

yazilir ve g-¢arpimsal mutlak hata

1, ([6]=x0)([6]-x1)([6]-x2)([6]-x3)
Eqa(l6]) = ((A:,(‘”ﬂxo))‘“)

(0.46875)(0.09375)(0.03125) (~0.0234375)
E,4([6]) = (0.025879468145896) 24

= 1.000004900817399

elde edilir.
Ornek 5.21

Bu oOrnektede g-carpimsal Ustel yaklasimi ve Newton bollinmis fark interpolasyon

formlarini karsilastiralim.

q = 0.5 keyfi g-dogal sayisi i¢in noktalar

=[2] =
4] = 1.875

[
= [
[5] = 1.9375
[
[

8] = 1.9921875
10] = 1.998046875

ve f fonksiyonun bu noktalarda aldig degerler

xp = 1.5 —> Fxo) = 4.13
x; = 1.875 —> fxy) = 4.22
x, = 1.9375 —> F(x,) = 431
x; = 19921875  —> £(xz) = 4.39
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x, = 1.998046875 —> £(x,) = 4.46
xs = 1.999755859 —> f(xs) = 4.53

seklinde olsun. Newton bolinmis fark formli [14] icin 4.mertebeden agilimi
93(x) = flxol + flxo, x11(x — x0) + flx0, %1, %21 (x — x0) (x — x1)
+ fx0, x1, %2, 3] (x — x0) (x — x1) (x — x3)
seklindedir.
Buna gore [6] icin

1-05°

=1"05 1.96875

[6]

bulunur. O halde Newton boéliinmus fark formuli

95(1.96875) = 4.13 + 0.24(1.96875 — 1.5)
+ 2.742857143(1.96875 — 1.5)(1.96875 — 1.875)
—5.176501888(1.96875 — 1.5)(1.96875 — 1.875)(1.96875 — 1.9375)

Sonug itibariyle

93(1.96875) = 4.355926870756836

bulunur. Bu fonksiyon icin mutlak hata [14] verilen bagintiya gére
f(x) = g3(x) = flxo, x1, %2, 23, 4] (x — 20) (x — 1) (x — x3) (x — x3)
f(1.96875) — g53(1.96875) = 2832.654075x(0.46875)x(0.09375)

x(0.03125)x(—0.0234375)
= —0.091173243552446

Simdi de g-carpimsal interpolasyon formalini uygulayarak E5(1.96875) = E5([6])
degerini hesaplayalim. (5.36) bagintisindan

_ (A*©® [(6)] *(1) [ﬂ *(2) q[?]
Eqa([6]) = (8, £ () x (85 F (o) ) x (8,2 f (o)
N (Az(s)f(x()))qz’[gl

yazilabilir. g-carpimsal ileri bolim operatori karsiliklarini bulalim. (5.39) dan
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ALV f (%) = 4.13

AV F (%) = 1.021791767554479
AP f (%) = 1.020862472270661
AP f (%) = 1.042969203190113

AP F (%) = 0.000046775650502
Elde edilir. O halde

E,3([6]) = 4.13x(1.021791767554479)¢1x(1.020862472270661) 1]

x(1.042969203190113)7°[20]

E,3([6]) = 4.445464101746742

bulunur. f fonksiyonu igin mutlak hata ise

1 ([6]=xp)([6]—x1)([6]-x2)([6]—x3)
Ega(l6]) = ((Atf‘”f(»co))‘“)

(0.46875)(0.09375)(0.03125)(—0.0234375)
EqA(x) = 0.000046775650502 24

EqA(x) = 1.000013371099519
bulunur.

Sonug itibariyle bu iki ornege bakigimizda o6zellikle Ustel fonksiyonlar icin ¢arpimsal
niimerik formiller daha etkili olmaktadir. Mutlak hatanin klasik analiz icin sifira, g-
carpimsal analiz icin 1’e yakinhigina gore bakilmak Uzere, ilk 6rnegimizdeki g-¢carpimsal
nimerik yontem igin ¢ = 0.5 degeri alindiginda bulunan sonug, ¢arpimsal yonteme
gore daha etkili olamamistir fakat g nun farkh degerleri igin daha iyi sonuglar elde
edilebilinir. ikinci ©rnegimizde de g-carpimsal ustel yaklasim metodu, Newton

interpolasyonuna gore daha etkili sonug verdigi gorilmektedir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calisma kapsaminda carpimsal analizin ve g-analizin temel kavramlari, bazi
ozellikleri verilmis olup temelinde g¢arpimsal analiz olmak Uzere onun g-genislemesi
yani g-carpimsal analiz ortaya konulmustur. Ozellikle literatiire katki anlaminda yeni
olarak tanimlanan g-garpimsal tiirev ve g-garpimsal integral tanimlariyla birlikte
carpimsal analize ait teorik kavramlar farkli noktalardan yeniden insaa edilmistir. Son
yillarda vyapilan c¢alismalar dogrultusunda, bircok klasik analize ait kavram ve
yontemlerinin g-genislemesinin ortaya ¢ikmasi, bundan sonraki siirectede g-carpimsal
analiz tanimlariyla arastirmacilara farkli bakis acgisi sunacagi gorisiindeyiz. Buna bir
ornek olarak ¢alismamizin son kisminda da, g-¢arpimsal anlamda niimerik analize ait
yontemler sunduk ve bunlari problemlerle pekistirerek karsilastirmalar yaptik. Her ne
kadar problemler pozitif fonksiyonlar icin gecerli olsada elde edilen sonuclarin klasik
yontemlere gore daha iyi sonug vermesi g-carpimsal analizin avantaji olarak gorilebilir.
Sonug itibariyle g-carpimsal analiz o6zellikle matematik olmak Gzere uygulamali bilim
dallarinda bircok konunun modellenmesinde ve problem ¢ozliiminde farkh bakis acilari

sunacaktir.
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