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OZET

YENI BiR CISiM UZERINDEKI DiZi UZAYLARI

Ahmet Faruk CAKMAK

Matematik Miihendisligi Anabilim Dal1

Doktora Tezi

Tez danismani: Prof. Dr. Feyzi BASAR

Bu tezde, 1972 yilinda Michael Grossman ve Robert Katz tarafindan ortaya atilan New-
tonyen olmayan hesap argiimanlari en temel fonksiyonel analiz kavramlar ile 6zdesles-
tirilerek matematik, fizik, finans biyomatematik vs. problemlerin ¢6ziim metodlar1 hak-
kinda muhakeme kabiliyeti gelistirilmeye ¢alisildi. Kullanimi yaygin olan, ¢esitli saha-
larda ve problemlerde klasik hesaba nazaran daha iyi sonuglar veren ¢carpmaya dayanan
hesap temel alinarak, fark dizi uzaylari inga edilerek bunlarin dualleri tayin edildi. Bunlar
yapilirken tezin ilk boliimlerinde ve ilgili eserlerde nesredilen gecerli kurallar kullanildi.
Bu caligmalarin devami olan Newtonyen olmayan manada matris doniistimleri icin bir
altyap1 tegkil edildi.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen olmayan hesap, dual uzaylar, dizi uzaylari, toplana-
bilme, Banach uzaylari.
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ABSTRACT

ON SOME NEW SEQUENCE SPACES OVER A NEW FIELD

Ahmet Faruk CAKMAK

Department of Mathematical Engineering

Ph.D. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Feyzi BASAR

By identification of the arguments of the non-Newtonian Calculus, introduced by Mic-
hael Grossman and Robert Katz in the year 1972, with the basic concepts of Functional
Analysis the approach for solving the problems in Mathematics, Physics, Finance and
Biomathematics is given in this study. by using The Multiplicative Calculus which has
an advantage and given the better results then the usual calculus the spaces of difference
sequences have been constructed and determined their duals with respect to the rules of
Multiplicative Calculus. Therefore, the background is presented for the matrix transfor-
mations between the sequence spaces over the non-Newtonian real or complex field.

Keywords: Non-Newtonian Calculus, dual space, sequence spaces, summability, Banach
spaces.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Newtonyen olmayan hesap, ilk defa Grossman ve Katz [1] tarafindan ortaya atilmig ve
ilerleyen yillarda, 6zellikle carpmaya dayanan hesap yaygin olarak kullanilmistir. Gross-
man ve Katz 1972 yilinda "Non-Newtonian Calculus" [1] adli kitab1 yayimladilar. Bu
kitapta dokuz ¢esit Newtonyen olmayan hesabin genel karakteristik 6zellikleri mevcuttur.
Ayrica yine ayni kaynakta Newtonyen olmayan hesap cesitleri i¢in ¢éziimleyici metodlar

siralanmagtir.

Meginniss [2] tarafindan c¢ikartilan, insan davraniglar1 ve karar verme mekanizmasi hak-

kinda bir istatistiki teori insa etmek i¢in Newtonyen olmayan hesap kullanilmistir.

Filip ve Piatecki [3] calismasinda, "neoklasik (Slow-Swan) dis kaynakli ekonomik bii-
yliime modellerine bir Newtonyen olmayan hesap nasil uygulanabilir?" sorusuna cevap
aramuglardir. Yine Filip ve Piatecki [4] calismasinda, belirtildigi lizere 15. yiizyilda da
Luca Pacioli tarafindan ortaya atilan ¢ift kayit sistemi ile muhasebe tutma modelini ¢arp-

maya dayali hesap argiimanlariyla yeniden ele almiglardir.

Florack ve van Assen, biyomedikal goriintii analizinde klasik hesap tarzina alternatif ola-
rak carpmaya dayanan hesap kullandilar. [5] numarali ¢calismada ¢arpmaya dayali hesa-
bin, pozitif goriintii ve pozitifligi koruyan operatorler ihtiva eden problemlerde tabii bir
iskelet catis1t meydana getirdigi goriilmiistiir. [6] numarali ¢alismanin amaci da ¢carpmaya
dayali hesabin pozitif tanimli matris cisimlerinin regiilerizasyonuna uygulanabilirligini

gostermektir.



Ozyapic1 ve Bilgehan [7] ¢carpmaya dayali hesab: temel alarak, sinyallerin gosterimi iize-
rinde caligtilar. Bu ¢alismada, ¢arpimaya dayali hesap gosterimlerinin iistel tipli sinyalle-
rin gosterimlerine son derece uygun bir metod oldugu goriilmiistiir. Buna ek olarak carp-

maya dayali en kiiciik kareler metodunu, bir alternatif seri acilim ile sunmuglardir.

Bashirov, Riza, Tandogdu, Misirli Kurpinar, Giirefe ve Ozyapici; Kompleks Analiz, Di-
ferensiyel Denklemler, Sonlu-Farklar Metodu ve Cok Degiskenli Fonksiyonlar ile ilgili
calismalar kaleme almiglardir; [8], [9], [10], [11], [12],[13],[14] ve [15]. Bu ¢alismalarda

carpmaya dayal1 hesap esas alinmistir.

Uzer [16] kompleks degiskenli, kompleks degerli fonksiyonlar i¢cin carpmaya dayali hesap
gelistirdi. Devaminda [17] ¢calismasinda bu gelistirilen hesap kullanilarak elektromanyetik

dalga problemlerinde bir takim seri ¢oziimlemeler elde etti.

Tirkmen ve Basar [18], carpmaya dayali hesab1 kullanarak fonksiyonel analiz metodlari

elde etmeye calisip dizi uzaylari lizerine yeni teoriler gelistirmislerdir.

Cakmak ve Basar [19], en genel halde Newtonyen olmayan hesab1 kullanarak fonksiyonel
analiz metodlarini ele alip klasik dizi uzaylart olarak bilinen sinmirli, yakinsak ve sifira

yakinsak dizi uzaylarinin birer Banach uzay1 teskil ettiklerini gdstermislerdir.

Aniszewska ve Rybaczuk [20], carpmaya dayali dinamik sistemlerde kaos {izerinde ¢a-
Listilar. Bu caligmada, biitiim klasik kaos davraniglarim ilgilendiren sartlarin ¢arpmaya
dayal1 karsilig1 elde edilmektedir. Ornek olarak bir-boyutlu lojistik denklemin ¢arpmaya
dayali karsilig1, cok-boyutlu non-lineer dinamik sistemlerin bigeometrik tiirev metodu ile

tanimlanmasi gibi konular tartisiimaktadir.

Rybaczuk ve Stoppel [21], bigeometrik hesab1 fraktallar ve malzeme bilimlerinde kullan-

muglardir.

Agirlastirllmig Newtonyen olmayan hesap [22] numarali calismada, Liu ve Guo tarafindan
egrileri diizlestirme icin kullanilmistir. Yine agirlastirilmis Newtonyen olmayan hesap,
Baqgaee [23]’de zamanlar aras1 kararin aksiyomatik temelleri hakkindaki bir ¢alismada

kullanilmustir.



Sinirh ve siirekli fonksiyon uzaylarinin yapisin1 Cakir [24], carpmaya dayali kompleks

cisim iizerinde ele almisgtir.

Tekin ve Basar [25], klasik dizi uzaylarin1t Newtonyen olmayan kompleks cisim iizerine

genislettiler.

Ozavsar ve Cevikel [26]’da carpmaya dayali metrik uzay ve daralma doniisiim prensibini

ele almiglardir.

Kadak, Basar ve Efe [27], kalsik dizi uzaylarinin Newtonyen olmayan manada o-, f3- ve

Y- duallerini incelediler.

Son olarak Cakmak ve Basar [28] numarali ¢alismada kompleks cisim iizerinde New-
tonyen olmayan manada siirekli fonksiyon uzaylarin1 tanimlayip ¢carpmaya dayali hesap

manasinda i¢ carpim uzaylarina genislettiler.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda 6ncelikle Newtonyen olmayan hesabin temelleri ve bu yeni matema-
tik yapinin klasik hesap tarziyla olan iligkisi incelenmektedir. Verilen dogurucu fonksi-
yonlarin secilisine bagli olarak Newtonyen olmayan hesabin istenilen sayida ¢cogaltilmasi
miimkiindiir. Bu sebeple klasik ve Newtonyen olmayan hesap arasindaki tercih, tamamen
calisilmasi gereken problemlerin yapisina baghdir. Daha sonra Newtonyen olmayan reel
sayilar climlesinin kendisine has toplama ve carpma islemlerine gore bir cisim oldugunu
ve fonksiyonel analiz kavramlar1 goz oniinde bulundurularak ehemmiyet arz eden bazi
esitsizliklerin ispati verilmistir. Metrik ve normlu uzay ozelllikleri ele alinip Newtonyen
olmayan R* reel sayilar ciimlesinin *-mutlak deger metrigine gore tamlig1 ve daha sonra

bu metrigin indirgendigi norma gore R*’1n bir Banach uzay1 oldugu gosterilmektedir.

Klasik dizi uzaylari olarakta bilinen sirasiyla biitiin, sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve
p-mutlak toplanabilen dizilerin w, {w, ¢, co ve £, uzaylarinin Newtonyen olmayan manada
kargiliklart verilip w ctimlesinin R* cismi iizerinde bir vektor uzayi teskil ettigi ve tizerin-
deki tabii d* metrigine gore bir metrik uzay oldugu ispatlanmaktadir. Daha sonra /.., c, ¢

ve £, klasik dizi uzaylarinin Newtonyen olmayan karsiliklarinin iizerlerindeki metrige



gore birer Banach uzayi olduklar gosterilmektedir. Newtonyen olmayan reel sayilar i¢in
yapilan bu tartismalarin yine Newtonyen olmayan kompleks sayilara ne suretle genigleti-

lecegi izah edilmektedir.

Newtonyen olmayan hesap cesitleri arasinda en yaygin olan ¢carpmaya dayal1 hesabin ku-
rallar1 ve uygulama sahalar1 hakkinda bilgiler hulasa edildikten sonra carpmaya dayali
hesaba dayanan fark operatoriiniin tanimladig1 dizi uzaylarinin yapisi incelenmektedir.
Kizmaz’in [29] de /., c Ve ¢ dizi uzaylari iizerine yapmis oldugu tartismalar burada Ne-
wtonyen olmayan kargsiliklar1 bakimindan yapilmaktadir. Daha sonra, tarif edilen yeni

fark dizi uzaylarinin dualleri hakkindaki sonuclar verilmektedir.

1.3 Orijinal Katki

Newtonyen olmayan hesap argiimanlari temel fonksiyonel analiz kavramlari ile birlestiri-
lerek matematik, fizik, finans, biyomatematik vs. problemlerin ¢6ziim metodlar1 hakkinda
muhakeme kabiliyeti gelistirilmeye ¢aligilmistir. Kullanimi yaygin olan, ¢esitli sahalarda
ve problemlerde kalsik hesaba nispetle daha iyi sonuglar veren bir hesap tarzi olan ¢arp-
maya dayali hesap temel alinarak, fark dizi uzaylari insa edilerek bunlarin dualleri bulun-
mustur. Bunlar yapilirken tezin ilk boliimlerinde ve ilgili eserlerde verilen kurallara bagh
kalinmistir. Bu ¢alismalarin devami olarak Newtonyen olmayan matris doniisiimleri i¢in

bir altyapr teskil edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde; Newtonyen olmayan aritmetik sistemler ve yapisi, bu aritmetiklerin dogur-
dugu x-hesap diye adlandirilan yeni bir hesap tarzi insa edilmektedir. Daha sonra *-hesap
yardimiyla tegkil edilen matematik yapilarin ve esitsizliklerin 6nce reel sayilar sonra da
kompleks sayilar cismi {izerinde haiz olduklar1 genel karakteristik ozellikler hulasa edil-

mektedir.

2.1 Newtonyen Olmayan Hesaba Giris

Bos olmayan bir X ciimlesi, iizerindeki islemlerle bir cisim yapisina malik olsun. Eger
biitiin x,y € X’ler icin x ve y karsilastirilabilir ise X climlesine tam sirali ciimle ve X tam
swral cisim bolgesi denir. Mesela R reel sayilar climlesi tam sirali bir cisimdir. Tam sirali

bir cismin bolgesi eger R’nin bir altclimlesi ise ona, bir aritmetik denir.

Tanim ciimlesi R ve goriintii ctimlesi R’nin bir altciimlesi olan bir bire-bir ve orten (bijek-
tif) fonksiyona dogurucu denir. Mesela; I birim fonksiyon, e fonksiyonu, x> fonksiyonu,

vs. birer dogurucudurlar.

Ronesans boyunca, aralarinda Galileo’nun da bulundugu, bir¢ok bilim adami asagidaki
problem iizerinde diisiinmiislerdir: "Bir atin fiyati hakkinda iki tahmin vardir. Biri 10 para
birimi digeri de 1000 para birimidir. Hangi tahmin bu atin gercek degeri olan 100 para bi-
riminden daha fazla sapma gostermistir?" Bu sapmalarin farklarla 6lciilmesi kanaatinde
olan bilim adamlar i¢in, 10 tahmini atin ger¢ek degerine daha yakindir. Mamafiih, Ga-
lileo en sonunda bu sapmalarin oranlarla Sl¢iilmesi kanaatine varmis ve bu iki tahminin,
gercek degere olan sapmasinin esit oldugu sonucuna ulagsmisti. Iste bu adim artik aligila
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gelen hesap disinda, adina "carpmaya dayali hesap" denilen, bir hesap tarzi ortaya ¢i-
karmistir. Bu sistematikte dogurucu fonksiyon, ¢* fonksiyonudur. Carpmaya dayali hesap
gibi dogurucu fonksiyolarinin c¢esitliligine gore degisik hesap tarzlari insa edilebilir. En
genel manasiyla bunlara Newtonyen olmayan hesap tarzlari denilir. Nitekim ¢arpmaya

dayal1 hesap, bir ¢esit Newtonyen olmayan hesap 6rnegidir.

Simdi o, tamim ciimlesi A olan bir dogurucu olsun. A ciimlesi iizerinde tanimli islemler
ve siralama bagintist agagidaki gibi olan aritmetige o aritmetik denir. Biitiin x,y € A’lar

icin; + toplama, — fark, x ¢arpma, / bolme ve < siralama islemleri,

-1

a—toplama x4y = oafa '(x)+a ()]
a—cikarma x—y = afo”(x)—a"(y)]
a—carpma xxy = ofa”'(x)x o !(y)]
a—bslme x/y = afa'(x)=a ()
a—siralama x<y < a l(x)<a7l(y)

olarak tammlanir. Bu iglemler altinda (4,4, =, x, /, <), tam siral bir cisim yani bir arit-
metiktir. Bu aritmetigi o fonksiyonu dogurdugu i¢in buna —aritmetik denir. Her bir o
dogurucu tam olarak bir oc-aritmetik dogurur. Mesela, birim fonksiyon olan I(x) = x bili-
nen klasik aritmetigi dogurdugu gibi, o(x) = ¢* fonksiyonu da geometrik (veya ¢armaya

dayanan) aritmetigi liretir.

Klasik aritmetikteki her bir islemin dogal bir karsiligint -aritmetikte bulmak miimkiin-

diir. Simdi bunlardan bazilarinin iizerinde duralim:

x € A igin eger 0<x ise x sayisma a-pozitif say1, eger x<0 ise x sayisina ot-negatif say1
denir. 0 sayisina o-sifir, 1 sayisma da «-bir denir ve bunlarin klasik hesaptaki karsilikla-
rinin sirastyla o(0) ve a(1) oldugu goriiliir. O sayis1 ve 0 sayisina a-toplama ile 1 ekleye-
rek ve a-cikarma ile 1 cikartarak elde edilen ardigik yeni sayilar ciimlesine a-tamsayilar

ctimlesi denir, Z* ile gosterilir. Yani,

cno(=3),a(=2),a(—1),a(0),0(1),x(2),0(3),...



Buna gore; a-tam sayilarin Z* ciimlesi,
7F={nln=o(n), ncZ}
olarak tamimlanir.

Bir x € A sayisinin |x|* Newtonyen olmayan mutlak degeri,

X , x>a(0),
=9 @0) , x=a(0),
o(0)—x , x<o(0).

olarak tanimlanir, x’in o-mutlak degeri (veya x-mutlak degeri) diye isimlendirilir.

A C R* ciimlesinden alinan herhangi a ve b sayilar igin eger a<b ise, a<x<b olacak
sekilde bulunan biitiin x sayilarinin ciimlesine a-arali§1 denir ve [a,b] ile gosterilir. Bu
araligin o-uzunlugu b—a dir ve a<x<b olacak sekildeki A’da bulunan biitiin x sayilarinin

climlesine de bu aralifin o-i¢i denir.

Tamm 2.1.1 (u,), A C R*’da bulunan sayilarin bir sonsuz dizisi olsun. Bu taktirde A’da
en fazla bir u sayist mevcuttur oyle ki; u’yu ihtiva eden her bir o-araliginin o-igi (uy,)
dizisinin sonlu sayidaki terimleri haricindeki terimlerini ihtiva eder. Eger boyle bir u sa-
yist varsa, (uy) dizisi u sayisina o-yakinsaktir denir. Buradaki u sayisina da (uy) dizisinin

o-limiti denir ve x — lim,,_, u, = u yazilir. Baska bir ifade ile:

* — lim u, = u < Ve>0,3ny € N,Vn > ng, |u,—u|*<e.
n—soo
Simdi de bir xg € A noktasinin delinmis r-komsilugunu tarif edelim.

Tamm 2.1.2 xo € A ve r > 0 olsun. Bu durumda; 0<|x—xo|*<r esitligini saglayan x €

A’lanin ciimlesi, xy noktasimin delinmis r-komsulugu olarak adlandirilir.

o ve B secilmis keyfi iki dogurucu olsunlar ve(a-aritmetik, f3-aritmetik) de x-aritmetige
gore siralanmig bir aritmetik ¢ifti olsun. Asagidaki iglemler ¢t-aritmetik ve f-aritmetik
icin kullanilirlar. a-aritmetik i¢in verilen tamimlar f3-aritmetik i¢in de gecerlidir. Mesela
B-yakinsaklik; B-araliklar ve onlarin B-icleri yardimiyla tanimlanir.
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Tablo 2.1 a-aritmetik ve B-aritmetik notasyonlart.

o -arithmetik | B -arithmetik
Tanim Bolgesi A B
Toplama + +
Cikarma - =
Carpma X X
Bolme / /
Siralama < <

x-hesap tarzinda a-aritmetik degiskenler icin, B-aritmetik ise degerler i¢in kullanilir. Bu-
nun gibi, degiskenlerde ve degerlerde meydana gelen degisimler sirasiyla a-fark ve -
fark ile olciiliirler. *-hesabin iglemleri, degiskenleri A’da ve degerleri B’de olan fonksi-

yonlara uygulanir.

Artik Tanim 2.1.2’yi kullanarak bir fonksiyonun Newtonyen olmayan manada bir nokta-

daki limitini tamimlayabiliriz.

Tanmm 2.1.3 A,B C R ve f: A — B olsun. Bu durumda; istenildigi kadar kiiciik secile-
bilen her €30 ve xy € A noktasimin delinmis 5-komsulugundaki biitiin x noktalart icin
| f(x)Zyol*<e esitsizligi saglanacak sekilde bir & = &(€)>0 sayist ve bir yy € B nok-
tast mevcut ise o zaman "f fonksiyonunun xy noktasi civarindaki limiti yo’dir" denir ve

F(x) S yo,x = x veya  — limy .y, f(x) = yo yazilir.

Bagka bir ifade ile A ciimlesindeki noktalarin bir (x,,) dizisi xo noktasina yakinsarken onun
{f(x,)} goriintiiler dizisi y limitine ulagtyorsa o zaman "f fonksiyonunun xo noktasindaki
*-limiti yo’dir" denir.
x = xg icin fi(x) = Ly ve fo(x) = L, ise bu durumda asagidaki esitlikler gecerlidir.
() AE)TAE) D LTL,x = x.
(i)  fi(x)Xfo(x) D LiXLo,x = xg.
(i) fi()/f2() = L1/La.x = x0,Lp #0.
Tanim 2.1.4 Bir f : A — B fonksiyonu, x —limy_,, f(x) = f(a) olmast halinde a € A

noktasinda x-siireklidir denir. f, A ciimlesinin her noktasinda x-siirekli ise o zaman " f, A

lizerinde *-siireklidir" denir.



Bir [a, b] aralifindan *-siirekli f; ve f> fonksiyonlarinin f;+ f, toplaminin ve o X f; saka-
larla carpiminin da *-siirekli oldugu kolayca gosterileceginden [a,b] araliginda *-siirekli
fonksiyonlarin ciimlesinin fonksiyonlarin Newtonyen olmayan manada toplama ve ska-

larla carpma iglemleri ile bir vektor uzay: tegkil ettigi agiktir.

Eger o ve B fonksiyonlarinin her ikisi ayni1 anda 7 birim fonksiyonuna esit olmasi dzel
halinde, *-limit ve x-siireklilik kavramlari, klasik limit ve klasik siireklilik kavramlarina

indirgenir.

Tamim 2.1.5 o-aritmetikten B—aritmetige olan izomorfizma asagidaki ozelliklere sahip

birtek 1 (iota) fonksiyonudur:
(i) 1 fonksiyonu, bire birdir.
(ii) 1 fonksiyonu, A’dan B iizerinedir.

(iii)  A’dan segilmis herhangi u ve v’ler i¢in,

twtv) = 1u)Fi(v)
(u)=1(v)
tuxv) = 1(u)Xi(v)
w7
(u)

u

tu=v) = 1(u

X

tu/v) = 1u)/i(v); v#0

uv & 1(u)<i(v).

bagintilart gecerlidir.

Kolayca goriilecegi gibi; biitiin x € A’lar icin 1(x) = B[oc™!(x)] ve biitiin n € Z’ler igin
1(n) = ii olur. Mesela u+v = 1(u)+1(v) oldugundan, a-aritmetik ile yapilan iglemi, ko-
laylikla B-aritmetige tasimanin miimkiin oldugunu goriiriiz.

Bir f fonksiyonunun [a,b] a-araligindaki f-degisimi B ciimlesinde f(s)—f(r) farkina

esittir.

Tanmim 2.1.6 A ciimlesinden alinan bir fonksiyon x-siirekli ve esit o-uzunluklu iki o-
aralikta aynt B-degisime sahip ise bu fonksiyona *-lineer fonksiyon denir.
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Biitiin x € A’lar i¢in bir x-lineer fonksiyon, 1 (mxx+c) seklindedir. Burada m ve ¢, A ciim-
lesinden alinan birer sabittir. m = 1 ve ¢ = 0 alindiginda 1 fonksiyonunun x*-lineer oldu-
gunu gdormek miimkiindiir. x-lineer bir fonksiyon i¢in degiskenlerdeki her o-ilerlemesine

karsilik gelen degerler dizisi bir B-ilerlemedir.

*-lineer bir fonksiyonun, a-uzunlugu 1 olan her bir t-araligindaki -degisimine bu fonk-
siyonun x-egimi denir. Mesela, 1(mxx-c) fonksiyonunun *-egimi t(m) olur. Ozellikle

1(x) fonksiyonunun *-egimi 1 olur ve A ciimlesinde sabit bir fonksiyonun *-egimi 0 olur.

Tanm 2.1.7 Bir f fonksiyonunun [a,b] araliginda (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarin ih-
tiva eden x-lineer fonksiyonun x-egimine x-gradiyent denir,

[£ ()= f(a)]/[1(b) " 1(a)]

seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.8 Bir f fonksiyonunun eger a noktasinda

— lim {[£() ()} [1(0) " 1(a)]}

x-limiti mevcutsa f fonksiyonu a noktasinda *-tiirevlenebilir denir. Bu x-limite f foksiyo-

nunun a noktasindaki -tiirevi denir ve |D* f](a) ile gosterilir.

D* operatorii; D*(f+g) = D* f+D*g oldugundan S-toplamsallik ve ¢ sabit bir say1 olmak

tizere D*(cX f) = ¢xD* f olmast sebebi ile de f-homojenlik 6zelliklerine sahiptir.

[a, D] araliginda *-tiirevi mevcut fonksiyonlarin ctimlesi, Newtonyen olmayan toplama ve

skalarla ¢carpma iglemleri ile bir vektor uzayidir.

(Df)(a) klasik tirev ve (D*f)(a) *-tiirevi her ikisi ayn1 zamanda mevcut ve esit olmak

zorunda degildir. Ancak asagidaki tiirevler ayni anda a noktasinda mevcutsa

[D(a)](a), [D()](e™ (a)), [D(B™D(f (@), [DBI{B™" (f(a))}

(Df)(a) ve (D*f)(a) ayn1 zamanda mevcut olurlar ve (a, f(a)) noktasindaki *-tiirev kla-

sik tiireve esit olur.

Simdi f fonksiyonunun [a,b] araliginda [* f belirsiz *-integral tanimi yazilacak.
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Tamm 2.1.9 x-siirekli bir f fonksiyonunun [a,b] araligindaki M;‘b f =x-ortalamasi, [a,b]
araligindaki (ay,az,--- ,a,) sonlu dizisinin {f(ay),---,f(an)} goriintiiler dizisinin -

limitine denir.

[a, D] araliginda x-lineer bir fonksiyonun x-ortalamasi onun a ve b noktasindaki degerle-

rinin B-ortalamasina esittir ve ayn1 zamanda a ve b noktalarinin a-ortalamasina esittir.
x-ortalamanin asagidaki ozellikleri mevcuttur:
(i)  [a,b] arahginda h(x) = b ise M;"h = b esitligi gecerlidir.

(i)  [a,b] araliginda *-siirekli f ve g fonksiyonlari icin eger f(x)<g(x) ise M f&M*bg
esitsizligi gecerlidir.

(ili)  a<b<c olsun. Biitiin a,b,c€A’lar i¢in f fonksiyonu [a, c| araliginda siirekli ise
[1(b)“1(@)] XM fHL(e) L) XMy f = [1(e) L (@) XM f
esitligi gecerlidir.

Tanim 2.1.10 [a,b] araliginda bulunan x-siirekli bir f fonksiyonunun x-integrali, B ciim-

lesindeki [1(b)1(a)] X M? f degerine esittir ve [ f seklinde gisterilir

x-integralinin agirlastirilmig *-ortalama oldugunu

[ =) sty

bagintisindan gérmek kolaydir. Daha belirgin bir tamm yapacak olursak [ b f degeri,

n.terimi, [a,b] aralifinin ay,ay, -+ ,a, bir a-pargalanigi ve bu pargalanigin k, = ap—a; =

-+ = ap—ay_1 ortak degeri olmak iizere

[1(kn) X far) ]+ F[1(kn) X f(@n-1)]

B-yakinsak dizisinin limitine esittir. Eger o klasik manada siirekli bir fonksiyon ve 8 =1

ise, *-integrali Matematik Analiz’den bildigimiz Steiltjes integralidir.

Teorem 2.1.1 x-tiirev ve x-integral, asagida oldugu gibi ters bir iliski ile birbirine bagli-

dirlar.
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(i)  Eger f fonksiyonu [a,b| araliginda x-siirekli ise ve her x € [a,b] icin

ise, her x € [a,b] icin D*g(x) = f(x) esitligi gecerlidir.

(ii)  Eger |a,b] aralhiginda D*h fonksiyonu x-siirekli ise

/ " D' = h(b) “h(a)

olur.

Buraya kadar olan kisimda kisaca #-hesap tarzi incelendi. Simdi klasik hesap tarzi ile
x-hesap tarzi arasindaki iligkiyi gormeye ¢alisalim. Dolayisiyla *-hesap tarzindaki notas-
yonlarin aslinda klasik hesap tarzindaki karsiliklarina bakilmasi, tezin ilerleyen boliimleri

icin faydali olacaktir.

Her ¢ € A igin ¢ = a~!(c) olsun. f, degiskenleri A ciimlesinden ve degerleri de B ciim-
lesinden alinan bir fonksiyon ve f(¢) = B~'{f[e(¢)]} olsun. Bu taktirde * — lim, ... f(x)

ve lim,_,z f(¢) limitleri aym zamanda mevcuttur ve bu limitlerin mevcut olmas sartiyla,

i+~ lim £(x) = B [lim 7(1)|

X—C 1—c
esitligi gecerlidir. Su halde; f fonksiyonu ¢ noktasinda *-siireklidir ancak ve ancak f

fonksiyonu ¢ noktasinda klasik manada siirekli ise.
Bir f fonksiyonunun [a,b] araliginda G:” f x-gradiyenti
Gi'f =B (GL7)
esitligini saglar. Burada G2, [a, b] araliginda f fonksiyonunun klasik gradiyentidir.
Eger (D*f)(a) ve (Df)(a) ayn1 anda mevcut ise
(D" f)(a) = B[(DF)(@)]
esitligi gecerlidir.

Eger, f fonksiyonu [a,b] araliginda -siirekli ise

M f = B (MEF)
12



veE

/a*ble3</;f>

esitliklerinin gecerliligi agikardir.
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BOLUM 3

NEWTONYEN OLMAYAN CiSiM ve UZERINDEKI DiZI
UZAYLARI

Bu boliimde, R* Newtonyen olmayan reel ve C* Newtonyen olmayan komplex cisimleri
ingaa edilecektir. Bunun yaninda 4. Boliimde ihtiya¢ duyulacak bazi 6nemli esitsizlikler,

ifade ve ispat edilecektir.

3.1 x-Reel Cismi Uzerinde Yeni Dizi Uzaylar

R* Newtonyen olmayan reel sayilar ciimlesi iizerinde (+) toplama ve (X ) carpma iglem-
leri,
+: R*xR* — R
(xy)  — xby=afo ! (x)+a ()]
ve
x: R*xR* — R
(x,y) +— xxy=afa(x)xa ()]

olarak tanimlanir.
Teorem 3.1.1 (R*,+, x), bir tam cisimdir.

Ispat (R*, 4, x) iicliisiiniin cisim aksiyomlarin1 sagladig1, rutin islemlerle kolayca goste-

rilebildiginden teferruatlh ispat1 vermeyerek bunu, okuyucuya birakiyoruz.
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A C R* ciimlesinde o dogurucusu ile olusturulmus hesap i¢in, A’dan alinan bir x sayisinin
x2 33 x* -+ w-kuvvetleri asagidaki gibi tammlanir:

K =xxx = « [a_l(x) X OC_I(X)} = afo ! (x))?

= xx = a{oaHala @) xa T (¥)] )} xa T (0)} = a{[a‘l(x)f}

xP ZX(P*I)*j(x = a{[a—l(x>]p}

Buna gore, bir x sayisinin ﬁ* karekoki,
VE =\ Jo 1)

olarak tamimlanir. Burada, daha 6nce o [|o.~! (x)|] olarak tanimlanan bir x € R* sayisinin

|x|* *x-mutlak degerini dikkate alarak
V2 =y = afla (x)]] @3.1)
esitligi elde edilir.
x1 ve xp gibi herhangi iki xj,x, € R* noktalar1 arasindaki |x; —x;|* *-uzakligt,
il = afleT @) - (n)]

= afa ' (x)—a(x)|]
= |o—x|
esitligini saglar.
x € R* keyfi bir say1 olsun. Eger x>0 ise x’e bir pozitif non-Newtonyen say1 ve eger x<0

ise x’e bir negatif non-Newtonyen say1 denir. R* ve R ile sirasiyla Newtonyen olmayan

negatif ve pozitif x-reel say1 climleleri gosterilecektir.

Simdi, Matematik Analizde liggen esitsizligi olarak iyi bilinen bir esitsizligin Newtonyen

olmayan karsiligini verelim.
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Lemma 3.1.1 [+-Ucgen Esitsizligi] x,y € R* icin,
eyl < Il yl”

x-licgen esitsizligi gecerlidir.

ispat x,y € R* olsun. (3.1)’deki *-mutlak deger tanimi kullanilarak
byt = afloe (v )]

= a{l(aoa)[a @) +a ' y)]|}

= af|le ') +a ()]
oldugu goriiliir. Boylece, (3.3) esitligine o' fonksiyonunu uygulanirsa,

a (b)) = Ja @) +a )

< o' ]+ |o ()]
oldugu goriiliir. Bu da,

ey < afle ]+ e ()]

= af(a ' ea)[la @[] +(a oo [Ja” W]}

= oo )+ o (b)]
= Bl

esitsizliginin yani (3.2) *-iiggen esitsizliginin dogrulugunu verir.

Lemma 3.1.2 u,v € R* icin

% [’ x < % ul” x4 % V" *
(D) utv* = o(1)+|ul* o(1)+[v[*

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat u,v € R* olsun. Bu durumda;

B N [ (- () R )
AT = Mo Hele TG T T
afj(@ oot @ +a I}
iy allie Toalo 1 To 1]
. alla”! @) +o” ()] )

(@ Toa)a(1)] + (@ Too)la (u) - o 1(v)
alle @ o )]
o[l +]o=t(u)+a-t(v)|]
- %N=a{a-1<¢>/a—l<w>}
af(a " oa)la (u >+a—1< )|
(@ Toa)[1 +]a 1w+ o 1(v)

~ o () + a1 (v)]
- "‘{u+\al<u>+a1<vm}

esitligine o~ ! fonksiyonu uygulanmakla,

}
]

e Wta )
@) = e T+ 10)
ol e )
S Tra W] T T e )
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elde edilir. Boylece,

oW et )

1+|a <>|+1+|a <>|]

[ o o) ()] . (@ oa)a! (v) }

I+ a—loam ()] " T+ (@ Toa)a1(v)]

{ <u D, o el )] }

1+a T T Ta(a ()]

o 1<|u|> }

o 1<|u|*>
a- 1

aToa)(D)+ a1l

4

= o

I
S}

|
R

a” (v }
I+ a=t(v]*)

o (jv]")
e La—l oa><1>+a—1<rv|*>}

e |u| o (")
o [a(D)] + o1 (u]" >}+“{a1[a<1>]+al<\v\*>}

|u\ ) (")
“loa)a )+o (|u|*)}+a{(a‘1006)06‘1(06(1))+06‘1(|V|*)}

I
R

I
R

|u! o' (]v]*) }
a~e(D)+ul] o= o(1)+ v

0o wur*] jrieea ] af‘[;fl‘;ﬁfw*] 3

i
{
@
- a{ 006{06 |M|])+06 (|u|*)}+(06‘1O06){06‘1[0§|(i|)])+06‘1(|VI*)}}
e
£
{

= o

S
(1) +|ul* a(1)+[v[*

= *+* |V|*

N 06(1)+|u|* o(1)+|v[*

oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.1.3 [*-Minkowski Esitsizligi] p > 1 ve k = 1,2,3,...,n igin a, by € R, olmak

lizere,

- *
Z ak+bk (/ Zakp - *Z bkp*
k=1

esitsizligi gecerlidir.

Ispat p > 1 ve k € {1,2,3,...,n} icin ay, by € R* olmak iizere

p N e
Z ap+bp)” —{ Z{a Yap) + o' (by)] }p }
k=1
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kabul edelim. Bu taktirde,

*

l/tp* = Z{Ot ak +o (bk)}}p
= Za{[a” “HNaw) + o (b))}

- Za{ Yap) +a~ (bk)]”}
= afo N (ef[a (@) +a ' B)IPY) +--+ o (o (an) + a7 (Ba)]P})}

= affa (ar) + o (b)) + o+ o (an) + a7 (Ba))}

= {i (ax) +a~ (bk)]p}

esitligine ov~! fonksiyonu uygulanmasiyla,

= Y (e @)+ o (b))
k=1

elde edilir ki buradan klasik manada Minkowski esitsizligi kullanilarak

—1 « /P 1 1/
[05 (u? )} = Z, Hag) + o (b))

1/p 1/p
< { [O‘_I(ak)]p} +{ [O‘_I(bk)]p}
k=1 k

oldugu goriiliir. Elde edilen bu esitsizlige o' fonksiyonu uygulandig1 zaman

M=
=
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamim 3.1.1 X bos olmayan ciimlesi ve d* : X x X — R* fonksiyonu verilsin. Bu du-

rumda; her bir x,y,z € X icin,
(M*1)  d"(xy)=0sx=y,
(M*2)  d*(x,y) = d*(y,%),
(M*3)  d*(x,y)<d*(x,z)+d*(z,y)

aksiyomlarin saglayan d* fonksiyonuna X iizerinde bir x-metrik ve (X,d*) ikilisine de

bir x-metrik uzay denir.

Artik [19] numarali kaynakta ifade ve ispat edilen asagidaki teoremi verebiliriz:

Sonug 3.1.1 d*(x,y) = |x—y|* olmak iizere (R*,d*) bir x-metrik uzaydir.
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Teorem 3.1.2 Sirali x-reel sayr n’lilerinden olusan n-boyutlu R*" ciimlesi iizerinde x =

(X1,X2,...,X = (y1,¥2,---,Yn) € R olmak iizere

(x,y) \/ Z X—yi)’ :a{\/zn: [al(xk)_al()’k)]z}
=1

ile tamumlanan d* bagintist bir metrik tanimlar.

Simdi *-metrik uzay kavramindan sonra akla gelen ilk sey bu metrigin hangi normdan
indirgendigidir. Bu konudaki detaylara girmeden once, Newtonyen olmayan hesap tarzini
kullanarak normlu uzay aksiyomlarinin verilmesine ihtiyac vardir. Bunun i¢in, asagidaki

tanimi sunuyoruz.

Tanm 3.1.2 X ciimlesi R* cismi iizerinde bir vektor uzayi ve || - ||* : X — R fonksiyonu,

x,y € X ve o € R icin,
(N*1)  |x|"=0<x=0,
(N*2)  Joexx][* = Jorf*x||x[|*
(N*3)  [bebyll* <[l +ly ]

aksiyomlarin saglarsa, (X, || - ||*) ikilisine bir Newtonyen olmayan manada normlu uzay

veya kisaca x-normlu uzay denir.

Buradan bir || - [|* *-normu, X ciimlesinde

d*(x,y) = [x=y||"; (x,y €X)

esitligi ile bir * x-metrigi tanimlar. d*’a *-norm tarafindan indirgenen *-metrik denir.

Tamim 3.1.3 Bir X = (X,d*) x-metrik uzayindaki bir (x,) dizisi verilsin. Verilen her >0
sayist ve n > ng olan biitiin n’ler i¢in d* (x,,x) <€ olacak sekilde bir n = ny(€) € N pozitif
sayist ve bir x € X noktast mevcut ise (x,) dizisi, x noktasina *-yakinsaktir denir ve x —

lim,, 0 X, = x yazilir.

Tamim 3.1.4 Bir X = (X,d*) x-metrik uzayindaki bir (x,) dizisini alalim. Verilen her >0
sayist ve m,n > ng olan biitiin m,n’ler icin d*(x,, X, ) <€ olacak sekilde bir n =ny(€) € N
pozitif sayist bulunabiliyorsa (x,) dizisine x-Cauchy dizisi denir.
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X x-metrik uzayindaki her x-Cauchy dizisi x-yakinsak ise bu uzaya tam x-metrik uzay

diyecegiz.

Teorem 3.1.3 (R*,d*) x-metrik uzay: tamdir. Burada, d* x-metrik bagintist

k

d*(x,y) =/ Y bavd®  x= ()i, y = )y € R™ (3.5)
k=1

ile verilmektedir.

Burada goriildiigii gibi R*” ciimlesi, tanimlanan
+: R xR*" — R*

(x,y) = xty=(xi+ty,x0ty2, . X0 Vn),

x 1 R*xR" — R™
(a,x) > axx=(0Xx],0Xx,...,0XXy),

(4) toplama ve (x) skalarla carpma islemlerine gére bir vektor uzayidir.

(R*"* d*); bir tam *-metrik uzay oldugundan ve d* *-metrigi, || - ||* normundan indirgenen

bir norm bulundugundan asagidaki sonucu verebiliriz:

*
’

Sonug 3.1.2 (R*,||.||*) *-normlu uzay: bir Banach uzayidir. Burada || -

n k
Il = )T s x= () €RT (3.6)
k=1

esitligi ile tammlanmaktadir.

Simdi, klasik dizi uzaylar1 olarak da bilinen w,{w,c,co ve £, sirasiyla biitiin, sinurli, ya-

kinsak, sifira yakinsak ve p—mutlak toplanabilen reel terimli dizi uzaylarinin Newtonyen
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olmayan manada @, £, c*, ¢y ve £}, kargiliklarini

o = {x=(x): bitin ke N’leric¢in x, € R*},
r, = *sup | |* <<>o},
keN

x=() e :IeR"> *lim|xkél\*:()},
—)oo

hm PAMES O}
%

o

O *

I
/—’H/—"\/—"\/—"\

lekl i <°°}, (1<p<eo).
olarak tanimlayalim.

w* ciimlesinin R* cismi iizerinde (4) koordinata gore toplama ve () skalarla carpma
cebir iglemleri ile bir vektor uzay: teskil ettigini gérmek kolaydir. Burada (4) ve (%)
islemleri, x = (xz),y = (yx) € w* ve @ € R* olmak iizere agagidaki gibi tanimlanir:
+: o'xo" — of
(x,y) > xty= (et
ve
X : R'xo* — o
(a,x) — oxx=(axx),
Bunun gibi; £5,,¢*, ¢y ve £}, yeni dizi uzaylarinin her birinin w* uzayinin bir altzay1 oldu-

gunu gormek zor degildir.

Teorem 3.1.4 1 =a(1),2 = o(2) olsun. x = (x;),y = (yx) € w* olmak iizere w* iizerinde

tanmumlt d* metrik fonksiyonu

- |xk yk|* n n *
x *; X = (Xk )1, ¥V = 1 €W

seklinde tanmumlansin. Bu taktirde, (@*,d*) bir x-metrik uzaydur.
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Ispat (M*1) ve (M*2) aksiyomlarinin saglandig1 asikéardir. x = ()i, y= )i, eR™
olsun. (3.4) esitsizli§ine dayanarak k € {1,2,--- ,n}’ler i¢in
o=kl
265 (1 po—yul )

|k —zx|* , |zi—yi|*
¥ 4 ok - *
"3 s (=) 2% 5 (4] z—w]*)

esitsizliginin saglandig goriiliir. Buradan k € {1,2,--- ,n}’ler izerinden *-toplam alinirsa
= 1+|xk yil*)
- |xk 2k|* |2k —yi|*
Z (i T Z 555 (i
= (14|~ ze|*) (1 lze—yel*)
esitsizligi elde edilir. Ayrica her k € N i¢in,
el : i
= g T
2 (l—i-|xk yk] ) 2
] NS S
) (T po—zelt) = 28
|zk—yk|* PR N
2% (I lg—z)  — 2k

esitsizlikleri de asikar olarak saglandigindan karsilastirma testi bize

\xk yil*
X (1 p=yil*)

L5
i |Xk zl*
k=1
L5

x (14 |xe—zel*)

|Zk yil*
x (14 |zx—ye*)

serilerinin yakinsakligini verir. Boylece (3.7) esitsizliginde n — oo i¢in limit almakla,

. . |xk Vil*
d”(x, =
&) g’ x (14 [xx—yxl*)
. > \xk " |zx—yil”
< * -+
g X (14| —z]*) 22" (14 [zk—ye]*)
= d ,)+d*(Z,y),

elde edilir. Bu da (M*3) aksiyomunun saglandigini gosterir.

Teorem 3.1.5 A € {lw,c,co} ve x = (x;),y = (yx) € A* olsun. A* uzayinda d(x,y) =

SUPgen |Xk—i|* olarak tamimlansin. Bu taktirde; (A*,d%) uzayt bir tam x-metrik uzaydur.
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Ispat Ispat, c* ve ¢ uzaylari i¢in ayn1 oldugundan teorem sadece £, uzay1 igin ispatlana-

caktir. x = (x),y = (&), z = (z) € £Z olsun. Bu taktirde;
() supgey c—yi|* = 0 oldugunu kabul edelim. Bu esitlik, her k € N igin x;—y; = 0
esitligini gerektirir. Bu ise, x = y oldugunu gosterir.

Tersine, eger x = y ise her k € N i¢in x;—y; = 0 olur. Buradan d%(x,y) = 0 olur.

Boylece, (M*1) sart1 saglanmig oldu.
(i)  di(x,y) =dL(y,x) oldugu tanimdan agiktir.

(i11) (3.2) *-iiggen esitsizligini gdz Oniinde bulundurularak

de(x,y) = suplag—yl*
keN
= sup |xp—yr+ze—z|”*
keN
< sup g —zx|* +sup |y —zx|*
keN keN

= d:o(x7 Z)+d:°(Z,y)

elde edilir. Buradan (M*3) sart1 saglanir. (M*1)-(M*3) sartlar1 saglamgindan (¢, d)

bir *-metik uzaydir.

Geriye, /%, uzaymin tam oldugunu gostermek kalir. (x) dizisi £%, uzayinda, X" = {x,i,x,%, . }
ile verilen bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde keyfi x-pozitif € sayis1 ve m,n > ng olan
biitiin m,n € N’ler i¢cin

di (X", x") = sup x,(cm) 4x,(<n) e (3.8)

keN

kalacak sekilde bir ng pozitif tamsayis1 mevcuttur. Su halde keyfi sabit k € N ve her bir

m,n > ng olan biitiin m, n’ler i¢in

] (m) - " =g (3.9)

X X

olur. Boylece her k € N i¢in x,,, = {x,(cl) ,x,(cz), . } dizisi *-reel sayilarin bir Cauchy dizisi

olur. Daha once de (3.1.3)’de belirtildigi tizere n = 1 icin R™ Newtonyen olmayan ma-
nada tam bir metrik uzay oldugundan, x,(cm) 5 Xz, (m — oo) olur. Sonsuz sayida xy,x7, . ..

limitleri yardimiyla bir x = (x,x»,...) dizisini teskil edelim. (3.9) esitsizliginde m > ng
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iken n — oo icin limite ge¢ildiginde

*

( (m) Ze (3.10)

Xp =X

elde edilir. (x") = {x,im)} C ¢% oldugundan, Syle bir K,, *-reel sayisi vardir ki, her k € N
icin ‘x,((m)‘ <K,, kalir. Boylece, (3.10) ile (3.2) *-iicgen esitsizligi birlikte diisiiniiliirse,

m > ny i¢in

e < ’xkéx,(j”)‘ + )x,ﬁ’") ZetK, G.11)

elde edilir. (3.11) esitsizliginin her k € N i¢in saglandig1 ve bu esitsizligin sag tarafinin
k’dan bagimsiz oldugu agiktir. Buradan, (x;) dizisinin x-reel sayilarin sinirl bir dizisi
oldugu ortaya ¢ikar. Yani, x = (x;) € £%,. Yine (3.10) esitsizliginde m > n i¢in

*

<e

dL (¥, x) = sup x,(cm) =X
keN

elde edilir. Bu da bize m — oo iken x” = x oldugunu gosterir. (x™) dizisi *-reel saylarin

secilen keyfi bir Cauchy dizisi oldugu i¢in £, uzayi tamdir.

dZ x-metrigi,

X[l = sup |xe["s x = (xc) € A7, A € {le,c;c0} (3.12)
keN

normundan indirgenen metriktir. (3.1.5) den artik bilindigi gibi £, c*,cjj uzaylar || - ||%

normundan indirgenen d2, *-metrigi ile tam *-metrik uzaylar oldugundan asagidaki sonug

cikartilabilir:

Sonuc 3.1.3 0%, c* ve cy uzaylar, (3.12) ile tanumlanan || - ||Z, normu ile birer Banach

uzayidirlar.

0% uzay1 yerine K;‘, uzayinin tanimi hesaba katilarak Teorem 3.1.5’in ispatina benzer muha-
keme ile yapilabileceginden dolayi sikiciliktan sakinmak iizere asagidaki teoremi ispatsiz

olarak ifade ediyoruz:

Teorem 3.1.6 Newtonyen olmayan dizilerin olusturdugu 0}, uzayinda d,, metrigi d,, (x,y) =
% RN V0 .

(*Zk:O |xx—yi|P ) sx=(xx),y = (&) € £}, p>1 ile tamumlansin. Bu taktirde; ({},,d)

uzayi, bir tam metrik uzaydr.
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y o
d,, *-metrigi,

o (1/p)*
x|l = <*Z IXklp*> s (x=(w) by, p>1). (3.13)
k=0

normundan indirgenen metriktir. Teorem 3.1.6’dan artik bilindigi gibi £} uzay1 || - ||}, nor-
mundan indirgenen d,, *-metrigi ile tam metrik uzay oldugundan asagidaki sonucu ¢ikar-

tabiliriz:
Sonug 3.1.4 (}, uzayi, (3.13) ile tamumlanan | - ||}, normu ile bir Banach uzaydur.

3.2 *-Kompleks Cismi Uzerinde Yeni Dizi Uzaylar

Bu alt boliimde; *-kompleks sayilar tamimlanip, bazi esitsizlikler verildikten sonra -

* * % * 111
o € ve > dizi uzayla-

kompleks cismi iizerinde tanimlanan Newtonyen olmayan ®*, ¢
rinin karsiliklart verilecektir. Tekin ve Basar, bunu [25] numarali calismada gerceklestir-
diler. Newtonyen olmayan hesap i¢in kaleme alinan bu tezde, [25] calismasina teferruati

ile olmasa da kisaca deginilecektir.

A ve B kismi sirali iki ciimle olmak iizere, iizerlerinde sirasiyla o- ve fB-aritmetigi ta-
nimlanmg ve bu aritmetiklerin islemleri sirasiyla, (4, =, %, /,<) ve (+,=,%,/,<) ol-
sun. d € (A, +,-,%,/, <) vebe (B,+,~,%,/,<), secilmis keyfi iki elman olsunlar. Bu

taktirde (a,b) sirali ikilisine *-nokta denilir. Biitiin *-noktalarin ciimlesine Newtonyen

olmayan kompleks sayilarin ciimlesi denir ve C* ile gosterilir. Yani,
C*:={z*=(a,h):acACR, bc BCR}.

Newtonyen olmayan kompleks sayilar ciimlesindeki () toplama ve (©) carpma islemleri,
Zt = (d1,b1) ve 25 = (da,b2) olmak iizere agagidaki gibi tammlanir:
¢: C'xC* — C

(z1,23) V= 7@ = (dl-i-dz,b'l-'l'-b'z),

©: CxC — C

(ZT,Z;) — ZT @Z; = <OC (5152 —Zlgz> ,[3(5132 +Z152)> .
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Burada kolayca gériilecegi iizere; dy,d, € A ve by, b, € Bile
a) = a‘l(dl) =a! [Ot(al)] =a; €R

by =B~ (b)) =B [Blar)] =b1 €R
olur. Bu taktirde; (C*, @, ®) ticluisiiniin bir cisim oldugunu gostermek i¢in,
(1) (C*, @) ikilisinin bir Abelyen gurup,
(i)  (C*\{6*},©®) ikilisinin bir Abelian gurup,
(iii) ©® isleminin @ islemi iizerinde dagilma 6zelligi

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunlar1 gostermek kolay oldugundan, burada detaya gir-

meden bir alistirma olarak okuyucuya birakilmustir.

b € B C R olsun. b% b sayist ile b sayisimin B-karesini gosterecegiz. b € B negatif olmayan
bir say1 olsun. Bu taktirde; 8 [ i (b)} sayisina, b sayisinin 3-karekékii denir ve Vh
ile gosterilir. C* ciimlesinden alinan z} = (dy, b)) ve 2 = (d2,b,) noktalari arasidaki d*

x-uzaklig1,

d*: C*xC* — [0,%)=B C B

k

G — A =y [aa) PG 75 (3.14)
= B|Via—a)+bi—b)

ile tanimlanir. Artik C* tizerinde tanimli d* *-metrik fonksiyonunun indirgendigi *-normu

tanimlanabilir.

z € C* olsun. z*’n [z*| *-normu, d*(z*,0*) olarak tanimlanir. Yani, z* = (@,b) ve 6* =

(0,0) olmak iizere

[z[=a*(z",6") = \/[l(d40)]23'r(75;0)2 =B(Va*+b?)
olur. Daha genel ifade ile, z*,z5 € C* igin d*(z},25) = |2 © 23] esitligi ile | - | *-normu, d*
indirgenmis metrigini veren normdur.

(C*,d*) ikilisinin bir tam *-metrik uzay oldugu ve yine (C*,|-|) ikilisinin bir Banach
uzay1 oldugu tartigmalarini Tekin ve Basar [25] calismasinda ayrintili bir sekilde incelen-

diginden, burada sadece genel hatlar1 ile deginmekle yetinildi. Fakat Newtonyen olmayan
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Fonksiyonel Analiz kavramlarina dair tartigmalarda Cakmak ve Basar [19] ile Tekin ve

Basar [25] ¢alismalarinin 6nemini hatirlatmak faydali olur.
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BOLUM 4

CARPMAYA DAYANAN HESAP ve UYYGULAMALARI

Bu boliimde; ¢carpmaya dayanan hesap incelenip iizerinde yapilan bazi tartigmalar, klasik
manada bilinen Newton-Leibnitz alisilmis hesap tarzina nazaran ne gibi avantajlara haiz
oldugu ve ileriye matuf olarak bu yeni matematik modellemenin hangi ¢6ziim metodlarini
bilim diinyasina sunabilecegi hakkinda kisaca bilgi verilecektir. Onemli goriilen ve bu tez
icin esas teskil eden bazi teoremler iizerinde de ayrica durulacaktir. Bu ve bundan sonraki
boliimlerde *-hesap olarak kullanilan kavramlar, aksi belirtilmedigi miiddetce ¢carpmaya
dayanan hesap kavramlarini ifade edecektir. Ayrica iizerinde ¢alisilan cisim olarak da R*

climlesi goz 6niinde bulundurulacaktir.

4.1 Carpmaya Dayanan Hesap ve Ozellikleri

Grossman ve Katz, [ 1] numarali kaynakta geometrik hesap olarak da adlandirdiklar1 carp-
maya dayanan hesabin finans, biyo-matematik gibi bir ¢cok alanda uygulamasin1 sunmak-
tadir. Newtonyen olmayan bir hesap cesidi olan ¢carpmaya dayanan hesap, degiskenlerinde
o-dogurucu olarak 7 birim fonksiyonu ve degerlerinde de -dogurucu olarak ¢* fonksi-
yonu kullanilarak elde edilen hesap tarzidir. Carpmaya dayanan hesapta, fonksiyonlarin
degiskenlerindeki ve degerlerindeki degisim sirasiyla, farklarla ve oranlarla ol¢iiliir ve
operatorler yalnizce pozitif fonksiyonlara uygulanir. Dolayisiyla bu tezde, carpmaya da-
yanan hesap ile alakali biitiin ibarelerde, 6zel amaclar icin kullanilan dogal logaritma Inx
fonksiyonu hari¢ biitiin fonksiyonlar pozitif degerli kabul edilecektir. Mamafiih, negatif
fonksiyonlar i¢cin o = I ve B = —e”* se¢imi yaparak negatif sayilar i¢in carpmaya dayanan

hesap tarz1 yeniden kolayca elde edilebilir.

30



Carpmaya dayanan hesabin aritmetik islemleri asagidaki gibidir:

roplama xhy — BB(0+B ()] = e — oy

okarma vy = BB B = €M) = ey y0
“gapma wky = BB BI0)] = el gy
“bolme  x/y = BB@/BTIO) = e = m y

Goriildiigi gibi carpmaya dayanan hesap tarzinda toplama yerini carpmaya ve c¢ikarma
da yerini bolmeye birakmigtir. Ayrica siralama islemi ¢* fonksiyonunun monoton artan
olmasindan dolay1 yine alisilmis hesap tarzindaki siralama ile aynidir. Carpmaya dayanan
hesap ile ilgili temel prensipleri [1], [30] ve [31] numarali kaynaklarda bulmak miimkiin-
diir. Daha ileri konular ise [8], [9], [10], [11], [16], [18] ve [32] numarali calismalarda in-
celenmistir. Bu ¢calismalarin yaninda faydalanilabilecek diger eserler, kaynaklar kisminda

liste edilmistir.

Birinci Boliimde tezin amaci altbaglig1 ile, Newtonyen olmayan hesap tarzlari i¢in zikre-
dilen biitiin ifadeler carpmaya dayanan hesap tarzi icin de gegerlidir. Dolayisiyla burada
tekrar kaleme alinmayip benzer ifadelerin tekrarindan kaginilacaktir. Artik, yeni hesap
tarzinin ve yeni aritmetik islemlerin bilindigi g6z 6niinde bulundurularak, carpmaya da-

yanan hesap tarzini klasik hesap tarz ile de iligkilendirmek gerekir.

f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimlanan keyfi pozitif bir fonksiyon ve f(x) = In[f(x)]
olsun. f fonksiyonunun [a, b] araligindaki klasik gradiyenti G4 f ve f fonksiyonunun [a, b]

aralifindaki x-gradiyenti sz f olsun. Bu taktirde agagidaki bagintilar dogrudur:
(1) GPf=exp(Gaf),
2 (D*f)(a) =exp[(Df) (a)].
() MPf=exp(MJF).

@ L r=ew(N0F).

Hatirlatma 4.1.1 Burada (2) bagintist icin (D*f) (a) *-tiirevinin mevcut oldugu, (3) ve

(4) bagintilar i¢in ise [a,b] araliginda f fonksiyonunun siirekli oldugu kabul edilmektedir.

Geometrik gradiyent, giivenlik analizlerinde kullanilan "bilesik biiyiime oram" ile dogru-
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dan alakalidir. Geometrik tiirev ise logaritmik tiirev ile dogrudan iligkilidir. Klasik gradi-
yent ve tiirevin kullanildig1 yerlerde degisimler farklarla olciiliir. Yani, A fark operatorii
ve herhangi bir x = (xy) dizisi i¢in Ax = (x; — x4 1) olur. Carpmaya dayanan hesap kul-
lanildig1 yerlerde ise fark operatoriiniin A*x = (x;/x;.1) oldugu agiktir. Meseld, lineer
bir hareketin analizi i¢in klasik gradiyent ve tiirevden faydalanilir. Ciinkii, zaman ve me-
kandaki degisimler farklarla ol¢iiliir. Ancak bir viicuttaki bir organin viicudun bagka bir
organa gore biiylimesinin analizi i¢in uygun olan garadiyent ve tiirev, carpmaya dayanan
gradiyent ve carpmaya dayali (geometrik) tiirev olacaktir. Ciinkii, biiyiime oranlar1 en iyi

sekilde oranlarla olgiiliir. Bu sebeple, uygun olan fark operatorii, A* operatoriidiir.

4.2 Carpmaya Dayanan Hesaba Gore Dizi Uzaylar:

Bu kisimda, bazi bilinen dizi uzaylarinin carpmaya dayanan hesap tarzindaki karsiliklar
verilip bazi temel 6zelliklerinden bahsedilecektir. Carpmaya dayanan hesap tarzi, bir di-
ger adiyla geometrik hesap tarzi, Newtonyen olmayan bir hesap c¢esidi oldugu i¢cin Boliim
3’teki teoremler ve sonuglar carpmaya dayanan hesap tarzi i¢in de gecerlidir. Burada Bo-
liim 3’te gecen dizi uzaylarinin yaninda, daha degisik uzaylar da tamtilip bazi 6zellikleri

belirtilecektir.

Terimleri pozitif reel sayilar olan dizilerin ciimlesi w* ile goserilirse, bu ciimlenin x =

(xk),y = (yx) € w* olmak iizere
xty=x-y=(x-yx) ve axXx = ax(x;) = ((xlnx">

sirastyla koordinatlara gore *-toplama ve skalarla x-carpma iglemlerine gore bir vektor
uzay1 oldugunu gostermek rutin bir iglemdir. Bir dizi uzay1 ile w* uzayinin bir alt uzayini

kast ediyoruz.

b = (by) ve bW = {b,({n)} ,(n € N) dizisi, her k € N i¢cin b = e ve her n,k € N igin
b = 57 (n) olsun. Burada {5; (n)} dizisi,

& (n) = 4.1

ile tanimlanmaktadir.
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w* dizi uzayi,
w* ={x=(x):Vk e Nicin x; € Ry}

olarak tanimlanir ve iizerinde tanimlanan

=y |*
dv(x,y) =1 ]+ ;0= (xg),y = () EW
v ) = 3o (i o)

x-metrigine gore bir metrik uzaydir.

x-sinirl dizilerin £Z uzayi,

0, = {x=(x) € w suplag|* <oo}.
keN

ile tammlanir. £, uzayi, iizerinde
deo(x,y) = sup [ —yi|"s x = (xx),y = (k) € €&,
keN
ile verilen dJ;, tabii metrigine gore bir metrik uzaydir.

Sirasiyla, *-yakinsak ve 1’e x-yakinsak c¢* ve ¢, dizi uzaylar
¢ = {x: (xx) € w* : 31 € Ryigin klim e /1" = 1},
—>00

¢y = {x:(xk)e hmxk—l}

—)oo

olarak tanimlanir. ¢* ve ¢y yine d, *-metrigine gore metrik uzaylardr.

Mutlak manada p-toplanabilen dizilerin £, uzayz,
by = {X=(xk) ew': H|xk|*p<°°}, (1<p<e)
k=1

seklinde tanimlanir. e < p < eo durumunda £}, uzay1,

1/p
dy(x,y) = (Hlxk Vil ") s x=(x),y= () €4,

d;, metrigine gore bir metrik uzaydir. Yine 1 < p < e durumunda ¢}, uzayz,

o)

dy(x.y) = [ Thoe=yil 2 x = (), y = () €4,
k

esitligi ile tanimlanan d~; metrigine gore bir metrik uzaydir.
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bs* x-smurli serilerin uzay1, yani

n
bs* = {x: (xe) ew* : [ ll* < 00}

k=1

tizerindeki tabii metrik

n
d*(x,y) = sup [ | bee=yl*s x = (x),y = (%) € bs* (4.2)

neNj=1

ile verilir.

n

ka/l

Simdi, sirasiyla *-yakninsak ve 0’a x-yakinsak serilerin cs* ve cs;; uzaylari, yani
k=1

:1},
n *
ka :1}
k=1

ile verilir. cs* ve cs;y uzaylar (4.2) ile verilen d* metrigine gore birer metrik uzaydirlar.

st = {x: (xx) € w* : 31 € Ryigin lim
k—yo0

csy = {x = (xx) e w” :]}im
—»00

Son olarak, #-sinirli salimimli dizilerin bv* ve bv} uzaylari

bv' = {xz (x) € W™ : [T oe—xaq1|" < °°},

k=1
bvi = {x: (x) € w™ : [T oe—xa—1|* < 00}
k=1
olarak tanimlanir. bv* uzay1 tizerindeki A* fark operatorii, her k € Ni¢in ug = 1, (A*u); =

up—uy ile verilir. Boylece, bv* uzayimin tabii metrigi,

[}

d*(x,y) = kH A" e =yic) |5 x = (x),y = (vi) € bv”
=1

seklinde olur.

Benzer sekilde, bv] uzayi iizerindeki A*(D fark operatorii, her k € N icin ug = 1 olmak

iizere (A*(l)u) = ug—uy_ ile verilir. Boylece, bv] uzayinin tabii metrigi,

e}

d*(xy) =] ‘A*(l)(xkﬂ’k)
k=1

*

s x=(x),y = (k) € bV}

seklinde olur.

A, bir lineer topoloji ile verilmis bir dizi uzay1 olsun. Her i € N i¢gin p; : A — K (R* veya
C*) doniigiimii, p;(x) = x; olarak tanimlansin. Eger her i € N i¢in p; dontisiimii siirekli ise
A uzayina K-uzay: denir.
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Eger her hangi bir K-uzay1 olan A dizi uzay1, bir tam metrik uzay ise ona F K-uzay: denir.
Eger her hangi bir F K-uzayinin topolojisi normlanabilir ise bu uzaya BK-uzay: denir.

¢ climlesi, yalnizca sonlu sayidaki terimleri 1’den farkli olan dizilerin climlesi olmak

tizere, A D ¢ verilmis bir FK-uzay1 olsun. Bir x = (x;) dizisinin n-inci kismini

= H (xk>1nb<k>

k=1
olarak gosterecegiz. Burada bk = (1,1,...,e,1,1,...), k-inc1 eleman1 e = el ve diger

biitiin elemanlar1 1 = €% olan vektordiir. Boylece, x vektorii icin;
AK-6zelligine sahiptir, eger n — oo igin x"l — x ise,
AB-06zelligine sahiptir, eger (x[”}> sinirlt ise,

AD-0zelligine sahiptir, eger x € ¢ ise,

K B-o6zelligine sahiptir, eger {(xk)l“b<k)} ciimlesi A “da sinirli ise.

Eger her x € A i¢gin bu ozellikler saglanirsa A uzayina bu 6zellikte bir uzay denir.
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BOLUM 5

CARPMAYA DAYANAN HESABA GORE FARK DIZI UZAYLARI

Bu boliimde; carpmaya dayanan hesap tarzini kullanarak elde edilen R* cismi tizerindeki
fark dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin alfa-, beta- ve gama- dualleri incelenecektir. Ayrica,

N -dual kavrami iizerinde kisaca durulacaktir.

5.1 Fark Dizi Uzaylarimin Yapisi

Kizmaz, [29] numarali calismasinda; Ax doniisiimii /o, ¢ Ve ¢ klasik dizi uzaylarinda ya-
tan biitiin x dizilerinin £ (A),c(A) ve co(A) uzaylarini inga ederek onlarin alfa-, beta- ve
gama- duallerini hesaplamistir. Bu kisimda; ¢carpmaya dayanan hesaba gore £ (A*), c*(A*)

ve ¢j(A*) yeni uzaylar1 tanimlanip, bu uzaylarin dualleri tayin edilecektir.

Carpmaya dayanan hesaba gore (o, ¢, co ve ¢1 klasik dizi uzaylaria karsilik gelen £, c*, c;)

(o)

ve (] uzaylari,

gj; — {x: (Xk) : supe“nx"| < ‘X’} = {X: (xk> .- sup |Xk‘>|< < oo}

keN keN

= {x: (x) : 3 € R* > lim " zﬁ} = {x:(xk):Ewe]R* > *—lilgnxkzﬁ}

k—boo

cy = {x: (xe) : lim el ™%/ = 1} = {x: (xk):*—klimxk: 1}

k—soo —»o0

o= {x: (xe) : f[e““m < oo} = {x: (xe) - i | < oo}
k=1 k=1

olarak tarif edilirler. 3. boliimde de zikredildigi iizere, en genel halde, Newtonyen ol-
mayan reel sayilar cismi iizerinde bu uzaylar i¢in tartismay1r Cakmak ve Basar [19] ve
Newtonyen olmayan kompleks cisim iizerindeki tartismay1 da Tekin ve Bagar [25] yap-

mistir. Burada Newtonyen olmayan hesap tarzinin 6zel ve yaygin bir hali olan ¢carpmaya
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dayanan hesap tarzina gore A* fark matrisinin bu uzaylar iizerindeki etki alanlar1 ince-
lenecektir. Tabii ki ¢carpmaya dayanan hesapta farklar oranlarla 6l¢iildigii i¢in x = (xi)

herhangi bir dizi olmak iizere, burada

X
Ax = (—k >
Xk+1/ keN

seklindedir. Boylece £, (A*),c*(A¥),ci(A*) ve £7(A¥) fark dizi uzaylari,

LAY = {x=(xq) ew A'xell}
c(A") = {x=(xq) ew" :A'xec’}
co(A") = {x=(xq) ew' 1 A'x e i}
GAY) = {x=(x) ew :A'xeli}

seklinde tarif edilir. Bu uzaylar

Xk

*
Ixl[3- = |x1\*+||A*xHjo:e|lnx1|.H( )
Xk4+1/ ||oo

normuna gore birer Banach uzayidirlar. Burada, yalniz £ (A*) uzay1 i¢in ispat verilecektir.

Teorem 5.1.1 (7 (A*) uzayr, || - ||+ normuna gore bir Banach uzayidur.

Ispat (x") dizisi, £%(A*) uzaymndan alman bir Cauchy dizisi olsun. Her n € N igin (x}) =

(x,x5,...) € £5(A*) olsun. Bu taktirde,

* * *

n A*xn
AFx™

= exp{|Inx" —Inx"|} - supexp{|InA*x" — InA*x"|}
keN

|

Bu son ifade n,m sayilari «o’a yaklastirilirsa, 1’e yakinsar. Boylece n,m — oo ve her k € N

X

xm

n
i

m
A* X

[o5)

A P
Mt — 0 e

o |In %|
= e ¥l .supexp
keN

n
2k
xm

— 1 olur. Demek ki (x}!) = (xf,x3,...) dizisi, R* cisminde bir Cauchy dizisidir.

icin
R* uzay1 tam oldugundan (xz) dizisi, x; € R* noktasina yakinsar. Yani, her k € N icin

lim x} = x;
n—so0

elde edilir. Buna ek olarak, her € > 1 ve n,m > N olan biitiin n,m € N’ler ve herbir sabit
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k € Ni¢in

* *

xn ;xm o om *_xZ—H x_km
<eve | X ()| = '

<€
m n
X1 Xk

n
il
1

esitsizlikleri saglanacak sekilde bir N = N(g) € N sayis1 mevcuttur. Burada k — oo icin

limite gecilirse

x| x* i
lim =L = lim [x}Zx;[" = lim |=}| = limel ™
k—roo | X} k—o0 k—oo | X1 k—so0
X XN * ¥
= lim | &L Tk = lim exp In—tl 4 p =k
koo |l X ke k+1 X
= lime =1 % <g
k—boo
olur. € sayis1 k’dan bagimsiz oldugundan
n
X X
supexp{ ln% —ln—’; } <e&
keN Xhe+1 X

elde edilir. Son iki esitsizlik taraf tarafa carpilirsa, n > N igin ||x"—x||}. < € kaldig1 gorii-

lir. Boylece, %, (A*) uzayinda x" — x (n — o) elde edilmis olur.

38



Simdi, x € ¢%(A*) oldugunun gosterelim. Kolayca goriildiigii iizere,

£ I S &)
Xk+1 ka ka+1 Xk+1
_ Xk ka ka+1
= expy |In—w - —— ——
ka ka+1 Xhe4-1
X o
= exp{ [In—&—| % -exp In & Tkl
ka+1 X Xyl
_ x;(v Xk ka+1
= |—w—| -exps [In—+—
ka+1 X X
= ‘xfcv k+1‘ +exp{‘lnxk—lan+ln)3kv+l lnxk+1|}
< ‘)/kv k+1‘ —i—exp{|ln,xjkv+1 lnﬂvl+|lnxk—lnxk+1|}
= |- k+1‘ Fexp {[ng —Inoy |+ oy — I}
:‘)/kvk‘—l—exp{ —IM}
+1
e
P A*xN
< R Tex {ln—}~su ex {ln }
B k+1‘ p P keg p Atx
N AN |
— xN ..
el ] e R
= P [ A AT

o NEANE

kalir ki bu da ispati tamamlar.

Bu teoreme ildve olarak, ¢% (A*) uzay siirekli koordinatlara gore bir Banach uzayi ise,

yani her k € N ve n — oo i¢in

o IF o |* .. .
H %! — 1 olmasim gerektiriyor ise,

= ’ — 1 durumu xk

0% (A*) uzay1 bir BK—uzayidir.

Simdi bir T operatorii, T : 05 (A*) — 05 (A*), x = Tx =y = (0,x1,xp,...) 6teleme ope-
ratoril olarak tanimlansin. Bu operatoriin £Z,(A*) uzayinda bir *-sinirlt lineer operator

oldugu ve

Y . Tu
sup [Tull*Jlul* = sup exp(” ”)

lul|*=e ul=e [u]
| Tul|

exp| sup —— | =e
uf+=e Nl
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oldugu agiktir. Ayrica
Tl (A%)] = TUL(A") = {x = (xi) 1 x € Lo, (A%),x1 = 1} C L5 (AY)

oldugu, yani T (A*)] uzayimin £, (A*) uzayinn bir altuzay1 oldugu kolayca goriiliir. Bu,

T [0 (A*)] uzayinda ||x|[}. = |[|A*x||% oldugunu gosterir.
Ote yandan,

A TUL(AY) — 0
(5.1)
x=() — y=0)= (ka_i])
doniisiimiiniin bir lineer homeomorfizma oldugu gosterilebilir. Boylece T'[¢%(A*)] ve £Z
uzaylarinin Maddox [33] eseri 15181 altinda topolojik olarak denk olduklarimi sdylemek
miimkiindiir. A* ve A*~! norm koruyan operatérlerdir ve ||A*[|* = |[A*~!||* = e olur. Bu-
rada
AL 2, —  TUL(AY)
y=) = Q%jl) — x=(x%)
ters fark operatoriidiir.
Simdi (¢%) ve [T 0L (A*)] uzaylar sirasiyla, £%, ve T [¢% (A*)] uzaylarinin siirekli duallerini
gostersin.
A: [TLL(AD)] — (65
fas — f=faoA!
doniigiimiiniin bir lineer izometri oldugu kolayca ispatlanabilir. Boylece [T 0% (A*)] uzay1,
(%) uzayina denktir. Benzer metodla; T [c*(A*)] uzay1, c¢* uzayimna ve T [cj(A*)] uzayi, c§
uzayna topolojik olarak denktir. Ayrica ¢arpmaya dayanan hesaba gore mutlak yakinsak

serilerin uzay1 ¢} olmak iizere, {T[c*(A*)]} ~ {T[c{(A*)]} ~ ¢} olur.

5.2 Dual Uzaylar

Bu alt boliimde, T[¢5(A%)] = {x = (x¢) : x € £5,(A*),x; = 1} C L5 (A*) uzaymn alfa-,
beta- ve gama- duallerini bulacagiz. Bunun yaninda matris doniisiimlerinin karakterizas-

yonu hakkinda kullanigh sonuclar elde etmeye ¢alisacagiz.
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Dual uzaylar ve matris metodlari tizerinde iligki kurmaya ¢alisirken sonsuz *-serilerle ug-
ragmak kacinilmazdir. Simdi, Abel kism1 toplamlar formiiliinii carpmaya dayanan hesap
tarzinda ifade eden bir yardimci teorem verelim. Karisikliga sebebiyet vermemek igin,
Abel kism1 carpimlar formulii yerine Abel *-kismi toplam formulii adlandirmasi kullana-

cagiz.

Yardimer Teorem 5.2.1 [Abel x-Kismi Toplamlar Formiilii] (ay ), (by) € @ olsun. Ag =1

olmak iizere her n € N icin A, :=[],_, ay olsun. her n,k € N igin

n+k b n+k bv b

noy __ byt NOptk+1
H - Alnbv An+k (5.2)
v=n

n—1

esitligi gecerlidir. En basit halde (5.2) esitligi,

by
lﬂbk [lA ey Alnb"“
k=1

olarak ifade edilir.

*
Lemma 5.2.1 sup;cy | =| <o olmast igin

(i) supgeyxr/t(k) < oo
Xk *

= < oo
X1 X1

(ii) SUPgeN

)

k+e

sartlarimin saglanmas gerek ve yeterdir.

Ispat Oncelikle carpmaya dayanan hesap tarzi iizerinde calisildig1 g6z 6niinde bulundu-
rularak, 1(x) = B[~ ! (x)] bagintisinda B (x) = ¢* ve a(x) = x alinmakla, 1(x) = ¢* oldugu
goriiliir. Bu durumda; (i) ve (ii) sartlar1 yeniden diizenlenerek

. [Inxy|
supxy/t(k) = supe B

keN keN
ve
* lnxk
Xk K Inx
sup — = supel &1k
keN | X1 X (57, keN

esitlikleri elde edilir.

Ispata gegilecek olursa, supyey |(A*x),|" = supgey |24

= supgey expq{ | Inxg —Inxg ]} <
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oo olsun. Bu taktirde; e*, monoton artan bir fonksiyon oldugundan

exp{|Inx; — Inxgy 1|}

Buradan

1
sup |Inxy |- — P <o =

keN

elde edilir. Ote yandan,

Xk

k
Xk+1 Xl (k+e>

oldugu goriiliir.
Tersine, simdi (i) ve (ii) sartlarinin

x| P [ ek

k
(lnxV - lnxV+1)

exp

|

IN

exp

exp

= suplu|*/ek < oo

keN

sup |xk]*71(k) <
keN

oo

=

Inaxy

k
Supe k1 lnxk+1

keN

exp{| ln{exp[lnxk —In(x41) ki

o 3

I3

lnxk — lnka

ol

exp{ p (Inxg —Inxgy ) +
k Ax 4
expy |—— X
PUkr1 2 k+1 k
()

O(e

gecerli oldugunu kabul edelim. O zaman,

1
exp (1~ gl /5 ) e
€X k
Pkt
exp(
exp [

.k
‘xk—ekﬂ X Xg4-1

| Inx |
k+1

)

| Inx |
k+1

| Inxg — Inxgq | —

)

lnxk — lnxk+1

)

k+1

Xk
In| ———
eR T XXkt 1

*
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oldugundan supycp |Xk/xx+1]" < o sonucu kolayca elde edilir.

(P,) dizisi, pozitif sayilarin monoton artan bir dizisi olsun. Bu taktirde asagidaki Lemma’y1

ispatlamak miimkiindiir:

Lemma 5.2.2 Eger sup;y [[T{_, ux| < o ise, 0 zaman

InP,

o)

1
TT 1) ™

k=1

sup < oo

keN

olur.

Ispat Carpmaya dayanan hesap icin Abel kismi toplam formiiliinii kullanalim. Boylece,

n 1

oo k
1 1
InP, o
| | Uptk—1 n+k e I I I I u —1 X eXp ( - )
(i) k=1 ( "y ) InBix  InPyiji

v=1 v=1

1
e k <lnpn+k Infy 4t
= TT{ ITunvr

v=1

=1

=~

elde edilir. Buradan,

InP, - |In Upsf—1) | = InP,- nu, g
n kl—I]( n+ ) n = nPn+k n+
= 0(1)
oldugu goriiliir. Bu ise,
n InP,
(tpk—1) "k =0(e)
k=1
olmasinm gerektirir.
Lemma 5.2.3 Eger [];._, ux carpmu yakinsak ise
InP,
n 1
: InP, —
Jim lkl;ll(”wk—l) +k] =1
esitligi saglantr.
Ispat Her k € N icin
n k ntk—1
In HunJrk,l = Z Inupiy—_1| = Z Inu,,
k=1 v=1 v=n
n+k—1
= |ln H uy| =o(1)
V=n




1 InP,

olur. Bu taktirde, [TT7_; (sytk—1)"n+* = o(e) sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamam-

lar.

Sonug 5.2.1 (P,) dizisi, pozitif sayilarin monoton artan bir dizisi olsun. Bu durumda asa-
gidaki onermeler gecerlidir:

InP,

(1) Eger supycy ‘H’f,:l ay

InP,
) < oo olur.

< o0 ise SuUp,c ‘ (Zf:nﬂ ay

InP,

(2) Eger [T—; a}cnpk yakinsak ise limy,_co (H/O::nH ak) =1 olur.

(3)  Ru=II_,,1 a olmak iizere, [T, (a)* =TI axx (k) yakinsaktir ancak ve an-

cak (R,)" = o(e) olacak sekilde [T;_, Ry yakinsak ise.

Ispat

(1)  Yukarida zikredilen Lemma 5.2.2°de uy, yerine a}cnPk“ atamas1 yapilirsa,

- | InP, - InP,
[H(”n—i—k—l)m] = [ I1 ak] =0O(e)

k=1 k=n+1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

2) Yine yukaridaki Lemma 5.2.3’te u; yerine a}{nP"“ atamasi yaparsak sonug kolayca

elde edilir.

3) (2) ’de oldugu gibi P, = n atamasi yapilirsa;

N

[T(a)" = az-(as)?-(as)*--(an)" " (an1)"

k=1
— (az.a3.a4...an+1).(a3.a4...an+l)...(an.an+1).an+1
(@23 Gnya-)-(a3-aa-aniz-) - (dnp1 ) - (anga---)
(an+lan+2.)n

HZ:] Rk
(Rn-i-l )n

formiilii elde edilir. Bu formiil ayrica [];_, ax = g—s oldugu g6zoniinde bulunduru-
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larak Abel *-kism1 toplamlar formiiliinden de

n

H(ak+1)k =

k=1 k=1
n 1 1
= Ro-[TR:- .
kl;ll * (Rn+l)n Rn+l
_ HZ:1Rk
(RrH—l)n

elde edilir. Buradan, sonug asikardir.

Elde edilen bu sonuglarin 15181 altinda, artik duallerle ilgili tanimlar verilebilir.

Tamm 5.2.1 X, bir dizi uzay: olsun. Simdi X* ,XB ve X7 ciimlelerini,
(a) X%= {a = (ax) : Herx € Xicin [}, \a}{nx"|* < 00},
(b) XP= {a = (ag) : Herx € Xicin [1r_, a}cnx" yakmsaktzr},
(c) X'= {a = (ay) : Herx € Xicin sup,,cy | [T, a}cnx"|* < 00}

ile tamimlayalim. Bu durumda; X @ XB ve XV ciimlelerine swrastyla X uzaymn alpha-,

beta- ve gama-duali denir.

X% XPB ve X7 ciimlelerinin tarifinden X% C XB C X kapsama bagmtilarimin gecerli ol-
dugu kolayca goriiliir. T € {, 8,7} olmak iizere, eger X C Y ise Y7 C X kapsamas1

gecerlidir.

Teorem 5.2.1 Ry =[I,_;,av olmak iizere Dy,D, ve Dj ciilelerini

Dy = {a: (ax) € w*: [T lal* x1(k) < 00}
k=1

D, = {a = (ax) € w* : [Jaxx1(k) yakinsaknur, [ T |Re| < 00}
k=1 k=1

D3 = qa=(a)ew sup|[Jaxxi(k)| <oo JTIRe| <oo
neN (k=1 k=1

olarak tamimlayalim. Bu durumda; asagidaki tanimlar gecerlidir:

(i) [Te5(A9)]* =D.

(i) [T(A%)]P = Ds.
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(iii)

Ispat

®

(i)

[T¢%(A%)]" = D3.

Oncelikle D; ciimlesini,

Dy := {a = () ew": Hek'“““"‘ < °°,}

k=1

olarak yeniden diizenleyelim. O zaman, a = (a;) € D ise her x = (x;) € TlL(A¥)
icin Lemma 5.2.1 dolayisiyla,

IO—OI ‘ lnxk

k=1

| \lnxk|

He\lnak\ [Inxg| _ Hek|1n X
= H[|ak|*><l X [Pea* /1(K)] < oo

esitligine ulasiriz. Buradan, a € [T¢%(A*)]% oldugu goriiliir. Yani, Dy C [T 05 (A*)]*
kapsamasi gegerlidir. Eger a = (ay) € [T 0L (A*)]* ise 0 zaman her x = (x;) € T L5 (A¥)

icin [T elmal x| < oo olur. Dolayisiyla,
Xk =

olarak tanimlanan x = (x;) dizisi i¢in

lay |- He“nakH]HXk| _ Hek~|lnak| < oo
k=1 k=1

sonucu elde edilir. Su hélde, a = (a;) € D; ve dolayisiyla [T¢L(A*)]* C Dy kap-
samasi mevcuttur. Dy C [TVL(A*)]* ve [TCL(A*)]* C Dy kapsamalar birlestirildi-

ginde T4 (A*)]* = D, oldugu goriiliir.

Burada da D, ciimlesini yeniden diizenledigimiz zaman, Vx € T¢%(A*) i¢in

D, = {a = (ar) e w* : [J(a)* < oo, [T ™" < oo}
k=1 k=1

halini alir. @ = (a;) € D, oldugunu kabul edelim. (5.1) ile verilen A* doniisiimii,

T U5 (A¥) ve 0%, uzaylan arasinda bir lineer homeomorfizm oldugundan k € N

-1
k

X = <Hyv1> ;yo=1
v=1

ile tanimlanan bir x = (x;) € T¢%(A*) dizisine karsilik bir ve yalniz bir y = (i) € €%,
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dizisi mevcuttur. Bu durumda;

-1
ﬁa}?"k — ( aL“Hk“y“) (5.3)
k=1 k=1
n—1 -1 -
= (HR};‘”‘) RT3
k=1

olur. Sonug 5.2.1 (3)’den goriildiigii iizere [];_, R}{ny * mutlak yakinsak ve n — oo

iken RINTZ1% — | oldugundan x = (x;) € T¢%(A*) igin [I5, (ax)™* ¢arpim ya-
kinsak olur. Bu da a € [T¢%(A*)]P oldugunu verir. Demek ki D, C [T0%(A*)]P kap-
samas1 gecerlidir.

Egera = (a;) € [T45(A)]P ise x = (x;) € £5(A*) igin [T7, (ax)"™* yakinsaktir. Bu
durumda; x = x;, dizisi,

1, k=1,

X —
& k>1

olarak almrsa [T, a}(nx" yakinsak olur. Bu da Sonug 5.2.1°den dolay1 (R,,)" = o(e)
oldugunu verir. Eger her y = (y;) € /s i¢in (5.3) esitligi kullanilirsa
-1
& = In

H(ak)lnxk — HRk Yk

k=1 k=1
yakinsak olur. Boylece, [T7_; e IRel < oo ve a € D, elde edilir. Buna gore; [T£5(A*))P ¢
D, kapsamasi saglanir. Dy C [T 05 (A*)]* ve [T (A*)]* C D, kapsamalari birlesti-

rilerek [T /% (A*)]* = D, istenen sonucuna varilir.
(i11) Bunun ispati, (i1)’nin ispatina benzerdir.

1 € {a,B,7} olmak iizere, [T 4% (A*)]" = [Tc*(A*)]" oldugu kolayca goriiliir.

5.3 [-dual ve X-dualler

Bu kisimda; ¢arpmaya dayanan hesaba bagh yeni dizi uzaylarindan cj(A*) uzaymn f-
ve X-duallleri iizerinde durulacaktir. Benzer tartismalart ¢*(A*) ve €% (A*) i¢in yapmak
miimkiin oldugundan, teferruat tizerinde durulmayarak onlarin ispati, birer alistirma ola-

rak okuyucuya birakilacaktir.

Sx = ([Tx=1 xx),, e olmak iizere sirastyla, -sinirli, *-yakinsak ve sifira *-yakinsak serile-
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rin bs*, cs* ve cos* uzaylari

bs* = {x:(xk)ZS)CEf:;},

cs* = {x=(x):Sxec"},

cos* = {x=(x):Sx€cy}

ile tanimlanir. 0%, c¢* ve cj uzaylar sirasiyla, bs*, cs* ve cos* uzaylarina izometrik olarak
izomorfturlar. Mesela, T : 0%, — bs*, Tx = A*x ve T~ : bs* — £%, T~ 'x = Sx doniisiimii,
norm koruyan bir izomorfizmdir. Benzer olarak £ (A*),c*(A*) ve cj(A*) uzaylan sira-

siyla, £,,c* ve ¢y uzaylarma izometrik olarak izomorfturlar.

T (co(A) |- ll3) = (o, ll-[I%), Tx =A%

T~ (el M2) = ()] 1a), T~ e =S (54)
doniisiimlerinin norm koruyan izomorfizm olduklar1 aciktir.

X # 0 carpmaya dayanan hesaba gore bir dizi uzay1 olmak iizere X uzaymn X#— (veya

genellesmis Kothe-Toeplitz) duali ve X ¥ sifir duali,

xB = {a = (ax) : Vx € Xi¢in H a}{nx" garplmlyaklnsaktlr.}
k=1

X% = {a: (a) : Vx € Xigin lima}(nx" = 1}
k—oo
climleleri ile tanimlanir. Eger X C Y ise, YB cXBvey® c x¥ kapsamalar1 mevcuttur.

F ciimlesi F := {x = (x;) € w* 1 x € £ ve limy_o & = 1} = (%, Ncj(A* olacak sekilde

Xke+1

tanimlansin.
Sonuc¢ 5.3.1 CSN =05, R = FX =% = CSN esitlikleri gecerlidir.

Teorem 5.3.1 (ay) € ¢} olsun. Eger herhangi bir x = (xi) € c§(A*) igin * —limy_e0 |ag X x|* =

limy_,oexp{|Inay - Inxy|} = L limiti mevcut ise L =1 olur.

Ispat Eger x = (x;) *-sinirht bir dizi ise ispat agiktir. x = (x;) € c(A*) dizisinin sinirh
olmadigini ve limy_,..exp{|Inay - Inxy|} = L > 1 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde x s1-
nirli bir alt diziye sahip olamaz. Eger (x, ) dizisi *-sinirlt ise limy_,o, exp{|Inay, - Inxy, |} =
1 olmasini yani L = 1 olmasim gerektirir. Dolayisiyla her £ € N i¢in x; = 1 alinabilir.
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Simdi, € = ¢-/2 > 0 olsun. Bu taktirde, bir M; = M (¢) € N sayis1 mevcuttur Syle ki; her

3L/2

k > M igin L% < exp{|Inay - Inx;|} < ¢*L/? olur. Boylece her k > M; igin

1 11
e'“k‘ > eL/2>'<€“nxk‘ — €2 [Tnxy |

ve
b l
[TeM™ < oo (5.5)
k=1

elde edilir. kK — o icin limite gecilerek Lemma 5.2.1 yardimiyla em/k 5 1 sonucuna

ulagilir. € = e olsun. Bu taktirde k > M, (€) olan her k € N igin ¢™%/k < 1 ve ¢!/l > o1/k
elde edilir. Eger M = max{M;,M,} alinirsa [];”_, el/ x| > I, e/l — oo elde edilir.

Buise (5.5) ile ¢elisir. O halde, L = 1 olmaldir.

Teorem 5.3.2 cj™(A*) = {a = (a;) € w* : axx1(k) € (%} = Hy.

ispat a = (a;) € Ho olsun. Her x = (x;) € cjj(A*) igin Lemma 5.2.1 dolayisiyla limy_,. e %/* =

1 oldugundan

Inx .
s — lim agxxg = * — lim aF ® = % — lim [ax1 (k)] % e/t (k)] = 1

elde edilir. Buradan () € ¢}~ (A*) elde edilir.
Simdi, a = (a;) € CSN (A*) alalim. Bu durumda; her x = (xx) € ¢j(A*) icin * —limy e ag XXt =

limy e a}(nxk = 1 olur. O halde, dyle bir ve yalmz bir y = (yx) € ¢{; mevcuttur dyle ki; (5.4)

gere8i x, = [I}_, yx oldugu biliniyor. Dolayisiyla y = (yx) € ¢ i¢in

. . InJT’_ . " . In
lim a}fx” = lima, e _ lim a%"*l Yk
n—oo n—oo n—oo

n
= lim H ag "

olur. Eger (a,;) dizisi olarak

Apk =
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almirsa, her x € ¢ i¢in lim,, o [T}_; ap™* = 1 elde edilir. Bu taktirde,

n n ;
neNg=1 neNg=1 neEN =1
n
= sup ()" = sup(jan|" )" = sup | "
neN neN neN

= sup|a,|" x1(n) < oo,
neN

Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.3.3 Her k € N icin Ry = [, a; olmak iizere, céﬁ (A*)={a=(ar) ew" :ac
/(R ={a= (&) eEw* :aclinci¥(A")} =H.

Ispat a = (a;) € H oldugunu kabul edelim. Eger x = (x;) € ¢ ¥ (A*) ise carpmaya dayanan

hesaba gore Abel x-kismi toplamlar formiiliinii kullanirsak,

" " X In xlj«]:l n Inx, 1
kITlaklnxk — H (Hai> . (lel ak)
= i= =

k=1
~ H( Ry )‘“xkil (R1 )““Cnﬂ
k=1 Ryt1 Ryt1
1 n+1
_ 1 HR xk+1 (5.6)
n+ k=1

sonucu elde edilir. Bu sonug, (HZ:I aklnxk) dizisinin yakisak oldugunu gosterir. O halde
ac CSB (A*)’dur.

Egera= (a;) € cgﬂ (A*) ise 0 zaman, her x = (x;) € cfj(A*) igin ([T{_, ax™*) yakinsaktir.
a € (7 oldugu ise agiktir. Eger x = (x;) € ¢j(A*) almirsa bir y = (y¢) € ¢, mevcuttur yle

ki; (5.4) esitliginden dolay1 k£ € N icin

k
=[]y
i=1

olur. Bu taktirde, Abel kism1 x-toplamlar formiiliinden

n n k lnak
(1= f1(f)
k=1 i=1

k=1

ve boylece

R Inyy n n Inye
Halnxk _ H ( k ) _ (Hai> (5.7)
k "

k=1 Rn—H



elde edilir. Eger

H?:kai ) 1 S kS n,
ar(n) =
1 , k>n
atamas1 yapilirsa, her y € ¢ igin limy_,o0 [13; [ax (7)™ = limg oo [T, [ax (7)]™* mev-
cut oldugundan
sup H el = gup H elnIlieail < oo
neNr=1 neNr=1

elde edilir. Boylece, HZ’ZIe'Rk‘ < oo olur. Dahasi, (5.6)’den her x = (x) € c;(A*) igin

Inox, 4

wrl - limitinin mevcut oldugu anlagilir. Bu taktirde Teorem 5.3.1 geregi (R,,) €

lim; oo R

;¥ (A*) elde edilir. Bu da ispat: tamamlar.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde oncelikli olarak, Newtonyen olmayan hesabin temelleri basta olmak iizere bu
hesap tarzi kullanilarak bir cisim ve bu cisim iizerinde bir vektor uzayi insas1 iglenmistir.
Daha sonra dizi uzaylariin yapisi ve klasik dizi uzaylar1 olarak bilinen uzaylarin New-
tonyen olmayan karsiliklar1 tanitilip kendilerine mahsus norm fonksiyonuna gore birer
Banach uzayi tegkil ettikleri gosterilmistir. Son olarak, bu klasik dizi uzaylar ve fark dizi

uzaylar1 ad1 ile elde edilen yeni dizi uzaylarinin dualleri hesaplanmugtr.

Bu calismanin ve kaynakca kisminda verilen eserlerin 15181 altinda, sonsuz matrisler tes-
kil edilip Newtonyen olmayan hesabin kurallari ile yeni bir Analiz insa edilmeye calisil-
maktadir. Bunun ardindan, bu analizi kullanarak bu calismada da zikredilen dizi uzaylari
arasindaki matris doniisiimlerinin karakterizasyonu hakkinda arastirmalar kaleme alina-
caktir. Ayrica, verilen bir sonsuz matrisin verilen bir dizi uzay: {izerindeki etki alaninin

incelenmesi bir diger problemdir.

Son olarak, bir¢ok fen ve miithendislik probleminin ¢oziimiinde kullanilan Fourier serile-
rinin temelini teskil eden /> dizi uzaymim Newtonyen olmayan manada karsilig1 £35 uzayi
ve Ozellikleri, yeni bir ¢aligma konusudur. Ozellikle carpmaya dayanan hesap tarzi yardi-
miyla bazi matematik-fizik problemleri icin yeni seri ¢oziimler ve bu ¢oziimlerin klasik
hesap tarz1 yolu ile elde edilen ¢oziimlerle mukayesesi arastimacilarda heyecan uyandira-

caktir.
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