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Galerkin yontemi ve yontemin kesirli mertebeden lineer adi ve kismi diferansiyel
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diferansiyel denklemlerin niimerik ¢c6zimiini elde etmede ¢ok etkili bir yontem oldugu
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Adi ve kismi diferansiyel denklemler fizik ve miihendisligin butin alanlarinda sik sik
kullanilmaktadir. Bilimde birgok fiziksel olay bu denklemlerle modellenmektedir. Bu
nedenle fiziki olaylarin daha iyi anlasilabilmesi icin bu denklemlerin ¢éziimlerinin tam
ya da vyaklasik olarak elde edilmesi olduk¢a ©6nemlidir. Bundan dolayr birgok
matematikgi tarafindan bu denklemlerin ¢éziimlerini daha iyi elde edebilmek igin gesitli
yontemler gelistirilmistir. Literatirde sikhikla karsilasilan bu yontemlerin bazilar
diferansiyel donusim yontemi [1, 2], homotopy analiz yontemi [3, 4], varyasyonel
iterasyon yontemi [5, 6, 7], Adomian ayristirma yontemi [8, 9], wavelet-galerkin
yontemi [10, 11], homotopy perturbasyon yontemi [12, 13, 14], sinc siralama yéntemi

[15, 16], Ritz-Galerkin yontemi [17] olarak 6zetlenebilir.

Diferansiyel denklemlerin mertebeleri, ele alinan fiziksel olayda bir degisim hizini
belirlemektedir. Bu noktada kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, tamsayi
mertebeden diferansiyel denklemlerin bazi fiziksel olaylari agiklamaktaki zayifliklarini

kapatmakta biyik bir rol oynamaktadir [18].

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler viskoelastik malzemeler, sinyal isleme,
kontrol, quantum mekanigi, meteoroloji, finans, yasam bilimleri gibi bircok alanda
kullanilmistir [19]. Bu nedenle bu denklemlerin hem analitik hem de vyaklasik
¢Ozlimlerini elde etmek icin de bircok yontem gelistirilmistir. Bu yontemler asagidaki

gibi 6zetlenebilir:



En kiiglk kareler sonlu eleman teknigi, Fix ve Roop tarafindan kesirli sinir deger

problemlerin bazi tirlerini ¢ozmek igin gelistirilmistir [20].

Adomian ayristirma yontemi, Jafari and Daftardar-Gejji tarafindan kesirli sinir deger

problemlerin bazi tirlerinin pozitif ve yaklasik ¢c6zimuni bulmak igin kullaniimistir [21].

Li ve arkadagslari, kesirli mertebeden iki noktali sinir deger problemlerini ¢ozmek igin

spline siralama yontemini kullanmislardir [22].

Genellestirilmis diferansiyel donisim yontemi, Momani, Odibat ve Ertlirk tarafindan

uzay ve zaman kesirli diflizyon dalga denkleminin ¢ézimd igin kullanilmistir [23].

[24] ile verilen galismada Zhang, kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢6zimiinl elde etmek icin sonlu farklar yontemini kullanmistir. Benzer sekilde
[25] ile verilen galismada da sonlu farklar yontemi, uzay kesirli kismi diferansiyel

denklemlere uygulanmistir.

[26] ve [27] ile verilen calismalarda vyazarlar, kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlerin ¢6zimi i¢in Adomian ayristirma yontemini kullanmiglardir.

Wang, [28] ve [29] ile verilen ¢alismalarinda homotopy perturbasyon yontemini sirasi

ile kesirli mertebeden KdV ve KdV-Burgers denklemlerinin ¢6ziimdi icin kullanmistir.

Son zamanlarda dikkat ceken c¢6zim yontemlerinden bir tanesi de sinc-Galerkin
yontemidir. Sinc-Galerkin yontemi, baz olarak, polinomlari kullanan klasik yéntemlerin
aksine tam fonksiyonlari kullandigi icin bircok avantaja sahiptir. Ornegin tekil noktalarin
varliginda, polinom yontemlere gore daha dogru ve daha iyi bir yakinsaklik orani verir

[30]. Bu yontemin kullanildigi bazi ¢calhismalar asagida 6zetlenmistir.

[31] ile verilen ¢alismada yazarlar, Dirichlet tipinde singller sinir deger problemlerini
ele almis ve nimerik ¢6ziim yontemi olarak da sinc-Galerkin yontemini kullanmislardir.
[32] ile verilen ¢alismada, sinc-Galerkin ve sinc siralama yontemleri iki noktali sinir
deger problemlerin ¢6zimi icin kullaniimis ve yontemler nimerik olarak
karsilastirilmistir.  [33] ile verilen c¢alismada, sinc-Galerkin yontemi Troesch’s
problemine uygulanmis ve yontemin performansini géstermek icin elde edilen sonuglar
mevcut yontemler ile karsilastirilmistir.  [34] ile verilen ¢alismada sinc-Galerkin

yontemi, lineer olmayan sinir deger problemlerinin ¢6zimua igin kullaniimistir. [35] ile



verilen ¢alismada sinc-Galerkin yontemi, altinci mertebeden iki noktal sinir deger
problemlerine uygulanmistir ve 6rnek problemlerden elde edilen niimerik sonuglar
ayristirma yontemi ile karsilastiniimigtir. [36] ile verilen ¢alismada ise lineer olmayan
sinir deger problemlerin nimerik ¢6zimi elde etmek igin sinc-Galerkin yontemi

kullanilmis ve 6rnek olarak Bratu ile Thomas-Fermi denklemleri segilmistir.

Yapilan literatlir taramasi sonucunda sinc-Galerkin yonteminin kesirli mertebeden adi
ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmadigi, ¢6ziimlerinin bu ydntemle
arastirilmadigi gézlemlenmistir. Bu amacla bu calismada kesirli mertebeden lineer adi
ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢éziimlerinin sinc-Galerkin yontemiyle elde

edilmesi, boylece literatiire orijinal bir katki saglanmasi amaglanmistir.

Sonug olarak bu tezde kesirli mertebeden tirevli lineer adi ve kismi diferansiyel
denklemler sinc-Galerkin yontemi ile yaklasik olarak ¢6ziilmis ve elde edilen ¢éziimler,
tam ¢ozlimler ve mevcut ¢ozimler ile tablo ve grafikler yardimiyla karsilastiriimistir.

Tez bes bolimden olugsmaktadir.

Calismanin giris boliminde literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipotez olup sonra yer alan
Bolim 2' de kesirli tlirev ve sinc-Galerkin yonteminin temellerini olusturan tanim,

teorem ve ozellikler verilmistir.

Bolim 3 icerisinde sinc-Galerkin yontemi kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel
denklemlere uygulanmistir. Bu amag¢ dogrultusunda bazi teoremler verilip ispatlan
yapilmistir. Son olarak da uygulamalar bashgi altinda dort 6rnek problem ¢6ziiliip elde
edilen yaklasik c¢oziimler, tam c¢ozimler ve literatiirde bahsedilen bazi yaklasik
¢Oziimler ile karsilastirilip yontemin kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel

denklemlerin yaklasik ¢cozimiini elde etmek icin etkili bir yontem oldugu gorilmdistar.

Bollim 4’ de sinc-Galerkin yontemi hem zaman kesirli hem de uzay kesirli lineer kismi
diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Bu amacg icin bazi teoremler verilip ispatlar
yapilmistir. Bir 6nceki bolime benzer olarak uygulamalar bashgl altinda bes 6rnek
problem ¢o6zillp elde edilen yaklasik ¢céziimler, tam ¢ozlimler ve literatlirde bahsedilen
bazi yaklasik ¢ozimler ile karsilastirilip yontemin kesirli mertebeden lineer kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6zimuni elde etmek igin etkili bir ydontem oldugu

gorilmustir.



Son bolim olan Bolim 5’ te ise sonug ve degerlendirme yapilmis, gelecek calismalara

yonelik 6neriler sunulmustur.

Ayrica EK-A ve EK-B kisimlarinda, incelemis oldugumuz érnek problemlerin ¢éziimleri

icin kullanilan algoritmalar verilmistir.

1.2 Tezin Amaci
1. Sinc-Galerkin yonteminin daha iyi anlasilmasini saglamak

2. Sinc-Galerkin yontemini kullanarak kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel

denklemlerin ¢6zimini elde etmek

3. Sinc-Galerkin yontemini kullanarak kesirli mertebeden lineer kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimiini elde etmek

4. Elde edilen niimerik sonuglari tablolar halinde sunmak

5. Elde edilen sonuglari diger yontemlerin ¢ozliimleri ile niimerik ve grafiksel olarak
kiyaslamak

1.3 Hipotez

"Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Nimerik Cozimi" isimli tezimizde
hipotezimiz; ilk olarak literatliir taramasi yaptiktan sonra sinc-Galerkin yonteminin,
lineer adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi kavratip lineer adi diferansiyel
denklemlerin ¢6zimi icin kullanilan teoremleri kesirli mertebeden lineer adi
diferansiyel denklemlere genisletmektir. Buna benzer olarak lineer kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimu icin kullanilan teoremleri de kesirli mertebeden lineer kismi
diferansiyel denklemlere genisletmek ve bu teoremleri kullanarak literatiirde ¢éziimleri
daha onceden belirlenen denklemlere sinc-Galerkin yontemini uygulamaktir. Daha
sonra paket programlar yardimiyla elde edilen sonuclari, diger yontemler ile

karsilastirmaktir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezimizde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.1 Ozel Fonksiyonlar

Bu baslik altinda kesirli analizde siklikla kullanilan Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu

ve Mittag-Leffler fonksiyonunun tanim ve 6zellikleri verilecektir.

2.1.1 Gamma Fonksiyonu

Kesirli analizin temel fonksiyonlarindan biri olan Gamma fonksiyonu n! sayisini tam
olmayan sayilara ve hatta karmasik sayilara genellestirir. Gamma fonksiyonunun en

basit anlatimi, faktoriyelin biitlin reel sayilar icin genellestirilmesidir.
Tanim 2.1 Gamma fonksiyonu

I'(z) = j e ttz7ldt, z€eR
0

esitligi ile tanimlanir ve karmasik dizlemin Re(z) > 0 sag yarisinda yakinsaktir.

Gercgekten

oo

[(x+iy) = f e X1t qt = f e tt* eV logtdt
0

0

= f e ‘t* Ycos(ylogt) + isin(ylogt)]dt
0



t

olup, koseli parantezin icindeki ifade her t icin sinirhdir. e™" ifadesinden dolayi

sonsuzda yakinsaklik saglanir ve t = 0 noktasindaki yakinsaklik icin de x = Re(z) > 1

olmasi gereklidir [37].

Gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden birisi

I'(z+1) =2zI(2) (2.1)

esitligidir. Bu ifade kismi integrasyon yéntemi ile kolayca ispatlanabilir. Oyle ki

Fr(z+1) = j e~ tt?dt = [e 't?)iZy + zf e tt?7ldt = zI'(2)
0 0

yazilir. Buradan acikca gorilmektedir ki; T'(1) =1 seklindedir ve (2.1) esitligini

kullanarak z = 1,2,3, ... igin

re)=1.Tr1)=1=1!
r'(3) =2.T(2) = 2.1! = 2!

r'(4) =3.T(3) = 3.2! = 3!

'm+1)=nl'(n) =n(n—-1)! =n!

elde ederiz [37]. Ayrica Gamma fonksiyonu igin
1

22711 (x)T (x + 5) = /nl'(2x)

seklinde cogalma formiili verilebilir [38].

2.1.2 Beta Fonksiyonu

Cogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlari yerine Beta

fonksiyonu olarak adlandirilan bir baginti kullanmak daha uygundur.

Beta fonksiyonu ¢ogunlukla



1
B(z,w) = J.Tz_l(l —1)""1dr, Re(z) > 0,Re(w) >0
0

seklinde tanimlanir. Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligki

_T()rw)

ISR

ile verilir ve buradan da
B(z,w) = B(w, z)

esitligi elde edilir.

Beta fonksiyonu yardimiyla Gamma fonksiyonu igin

Fr2)r(l—2z) =

sinmz

bagintisini elde ederiz. Bu formil 0 < Re(z) < 1 kosulu altinda, z # 0, £1, 2, ... igin

gecerlidir [37].

2.1.3  Mittag-Leffler Fonksiyonu

e? Ustel fonksiyonu tamsayl basamaktan diferansiyel denklemler teorisinde oldukca

onemli rol oynar. Bu fonksiyonun bir parametre genisletilmis sekli

Ea(2) = ;) [(ak + 1)

formdld ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir [39].

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Ea’,,B(Z) =kz=0m (a>0,>0)



seri agihmi ile verilir. Bu seri agilim da

- Zk - Zk
Eia(2) = ZF(k+ D Zﬁz ¢
k=0 k=0
Ei.(2) = ZF(k+2) Z(k+1)'

Eis(2) = kZOr(k +3) ; k+2)

ve en genel haliyle

E, m(z) =

/-M
b4S
O N
=| N
N

seklindedir [39].

2.2 Kesirli Tiirev ve integraller

-1

Z(k+1)

V4

Z2—1—-z

Z(k+2)

a > 0 icin bircok kesirli mertebeden tiirev tanimi vardir.

72

Bu tanimlardan birkagl

Riemann-Liouville, Caputo ve Grinwald-Letnikov tanimlardir.

Riemann-Liouville ve Caputo en sik kullanilanlardir.

Tanim 2.2 f:[a, b] - R bir fonksiyon, a pozitif bir reel say;, n; n —1 < a < n sartini

saglayan bir tamsayi ve I' Euler Gamma fonksiyonu olsun. O halde

i f (x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integrali

sirasl ile,
1 X
JHC) = s | =00t

ve

Bu tanimlardan



G = s f (¢ — 0 f(Odt,

seklinde verilir.

ii. f(x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tirevi

sirasl ile

aDx f (x) =—a) dx”f (x — )" 1f (D) de,

L(n

ve

DEF() = j( XML dt,

F(n a) dx™

seklinde verilir.

iii. f (x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Caputo kesirli tiirevi sirasi ile

CDEf(x) = j (x — O M (),

ve

1 b
DEFC) = s | (CDMCE =M e

seklinde verilir [40].

Ayrica Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevi arasindaki iliski

. . f®(a)
GDLf(x) = oDgf(x) — Zm

ve

(x —a)k@

(2.2)



cpa N LD .

SDEF(x) = DEF(x) - ;mw —x)

seklinde yazilabilir. Ozel olarak, eger f(a) = f'(a) = -+ = f®*D(a) = 0 ise

aDIf(x) = (DZf(x) (2.3)

ve f(b) = f'(b) = -+ = f""V(b) = Oise
Dy f(x) = Dy f(x)

olur [40].

Teorem 2.1 Egera > 0,n € Nigcin n— 1 < a < nve f(x) € C"[a, b], olmak lUzere
gDaccxf(x) = aIJTcl_af(n)(x) (2.4)

seklindedir [22].

Teorem 2.2 Eger a > 0 ve f surekli ise
WDEJEf () = f(x) (25

seklindedir [22].

Tanim 2.3 Eger a > 0O ise
b
a

b b s : ,
[ o iperedr = [ 1 DEg@dx+ Y [D5H 9. Dy )
a a j=0

ve

b b
[ 9@ 51 = [ e ggeax

-1

+ ) [(=D™ DI g(x). DL F ()]
0

S

b
a

-
1l

10



olarak yazilir. Burada k <0 icin D¥g(x) = JJ¥g(x) ve ,Dfg(x) =, I *g(x)
seklindedir [40].

Sonu¢ 2.1Eger0 < a < 1ise
b b
| e ipgrex = | 100 DE g + LI gG. £ GO
ve
b b
| 9t $pgreadx = [ £ DEgCIx ~ [alE g0, FCOLE

olur [40].

Sonug 2.2 Eger 0 < a < 1 ve f(x) fonksiyonu f(a) = f(b) = 0 sartini saghyorsa
b b

[ s er@ar = [ e Eg@ax -
a a

ve

b

b
[ 9@ $p5r@ax = [ 100 g

a a

olarak yazilir [40].

Tanim 2.4 f: [a, b] X [c,d] = R bir fonksiyon, a pozitif bir reel say, m;; n —1<a <n

sartini saglayan bir tamsayi ve I' Euler Gamma fonksiyonu olsun. O halde

i f(x,t) fonksiyonunun t degiskenine gbére a. mertebeden sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli tiirevi sirasiyla

DEf(x,t) = f (t — )" 1f(x,5)ds,

F(n a) dtm

ve

11



-~

DGO = o g f (s - 9" f (x,)ds,

seklinde verilir.

ii. f(x,t) fonksiyonunun t degiskenine gére a. mertebeden sol ve sag Caputo

kesirli turevi sirasiyla

)n a— 1anf(x S)

dasm S

1 t
CDEf(x,t) =mj (t—

ve

)n a— 1anf(x S)

Jasm ds,

1 d
DFf(x,t) = mj (=D"(s -

seklinde verilir. Benzer sekilde

iii. f(x,t) fonksiyonunun x degiskenine gore a. mertebeden sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli tiirevi sirasiyla

oDy f(x, ) = m dx"f (x — )" f (s, t)ds,
ve
«Dp f(x, 1) = % dx”f (s =) *71f (s, t)ds,

seklinde verilir.

iv. f(x,t) fonksiyonunun x degiskenine gére a. mertebeden sol ve sag Caputo

kesirli tirevi sirasiyla

AR ACL

dsn S

1 X
GDEf(x, 1) =m.f (x —

ve

12



x)n—a—l anf(s' t) d

ngf(x’ t) = 1" as‘n Sl

1 b
Tn—a a)f D"(s -

seklinde verilir.

Sonug 2.3 Eger 0<a <1 ve f(xt) fonksiyonu f(x,c)=f(x,d) =0 sartini

sagliyorsa
d d
[ g0 ereode = | fen Digt o o)
c c
ve

d d
[ 90 g ode = | £eu Dege e

olarak yazilr.

Sonug 2.4 Eger 0 < a < 1 ve f(x,t) fonksiyonu f(a,t) = f(b,t) = 0 sartini sagliyorsa
b b

| a0 g = | feu0 d5g odx o8
a a

ve

b b
[ a0 5re o= [ a0 e 0ax

olarak yazilir.

2.3 Sinc Baz Fonksiyonlarinin Ozellikleri ve Kuadratiir interpolasyonlari

Tanim 2.5 Eger S € C acgik kiimesi A ve B iki ayrik agik kiimenin birlesimi olarak
yazilamiyorsa S kiimesine baglantili kiime denir. Eger C\S kiimesi baglantili ise S € C
actk kiimesine basit baglantih kiime denir. Bir D bolgesi C kimesinin acik basit

baglantili alt kimesidir [30].

13



Tanim 2.6 Duzgin bir z(t) = x(t) + iy(t), a <t < b, egrisi C kimesinde noktalar
kiimesi belirtir. Burada t € [a, b] icin z € C'[a, b] ve z'(t) # 0 seklindedir. Eger egri,
surekli oldugu noktalarin sonlu bir kiimesi disinda diferansiyellenebilirse, pargali
diferansiyellenebilirdir. Eger z(a) = z(b) ise egriye kapali bir egri (yol) denir. C
kiimesinde y basit kapali bir egri, a < t < b igin z(t) = x(t) + iy(t) ile verilir. z(t)

sadece z(a) = z(b) durumunda parcali diferansiyellenebilirdir [30].

Tanim 2.7 f fonksiyonu igin

oy = tim [[ D@

Z-2Zg Z — Zy

limiti varsa f, z, € C noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. f'(z,) ifadesine f
fonksiyonunun z, noktasindaki tlrevi denir. Eger f fonksiyonun tirevi z, noktasinin
bazi komsuluklarinin her bir noktasinda mevcut ise f fonksiyonu z, noktasinda
analitiktir denir. Eger f fonksiyonu bir D bdlgesinin her bir noktasinda analitik ise f
fonksiyonuna D bdlgesinde analitiktir denir. Eger f fonksiyonu bitiin C kiimesinde

analitik ise f fonksiyonuna tamdir denir [30].

Tanim 2.8 Biitlin z € C icin tanimlanan

sin(mz)
sinc(z) =17 14 z2# 0
1 ,z=20

fonksiyonuna sinc fonksiyonu denir. Bu fonksiyon bitin C kimesinde analitik

oldugundan tamdir [30].

2.3.1 Konform Doniisiim

Uygulamali matematikteki bircok problem bolge olarak reel eksene sahip degildir.
Herhangi bir aralikta bir problem ve reel eksen lizerinde niimerik bir islem verilsin. Bu
durumda c¢o6ziime ulagsmak icin iki yol vardir; biri problemdeki degiskenleri
degistirmektir ki bu sayede problem niimerik islem ile ayni bélgeye sahip olur. Digeri
ise nimerik islemi yeni bir bolgeye tasimak ve islemi bu bolgede yapmaktir. Sinc

yontemlerinin bir bélgeden digerine donlisimu konform déniisiim yoluyla olur [30].

14



Tanim 2.9 Eger f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik, z, € D ve f'(z,) # 0 ise f
fonksiyonuna z, noktasinda konformdur denir. Eger butiin z € D igin f'(z) # 0 ise f

fonksiyonuna D bdélgesinin bir konform dénlsimi denir [30].

Bu tanimin geometrik anlami sudur; eger f donlisimi z, noktasinda konform ise, o
zaman z, noktasindan gecen iki yay arasindaki agi, onlarin f altindaki gorintilerinin

(zo noktasindaki ) aralarindaki agi ile aynidir. Boylece aginin yoni korunur [30].

Tanim 2.10 f, R Uzerinde tanimlanmis bir fonksiyon ve h > 0 olsun.

_ kh sin(m(x — kh)/h)
S(k,h)(x) = sinc (x A ) = n(x —kh)/h X F kh (2.9)
1 ,x =kh

fonksiyonlarina déndistiiriilmiis Sinc fonksiyonlari ve

C x — kh

CEM@ =Y fUdysine(*—)
k=—o

serisi, yakinsak oldugunda f fonksiyonunun Whittaker kardinal fonksiyonu olarak

adlandirihr [30]. DonUstlrilmis sinc fonksiyonlarinin belli k ve h degerleri igin

grafikleri Sekil 2.1 ile verilmistir.

Tanim 2.11 h pozitif bir sabit olsun. B(h) Paley-Wiener fonksiyonlar sinifi, f € L?(R)

tam fonksiyonlarinin ailesidir [30].

Teorem 2.3 Eger f € B(h) ise her z € Cigin

fl2) = %j::f(t)sinc (t ; Z) dt

olur [30].

Teorem 2.4 Eger g € L?(R) ise

k(z) = %fi:g(t)sinc (t ; Z) dt

15



olmak lizere k € B(h) olur [30].

Teorem 2.5 Eger f € B(h) ise her z € Cigin

f(z) = ’;f(kh)sinc (Z _hkh)

ve

F(kh) = % f_ o:o f(O)sinc (t _hkh) dt

olur [30].

Sonug 2.5 Eger f € B(h) ve f € L}(R) ise

f f@®)dt = h Z £ (k)

k=—0o0
olur [30].
o /\
FaVaVaVAvA
N S N f )
k=-1
k=0
k= 1

Sekil 2.1 Sinc bazlarinin tg tyesi (S(k, h)(x),k = —1,0,1, h = 1t /4) [41]

16



Teorem 2.6 Eger f € B(h) ise o zaman her z € C igin

f@ =@ = Y FrmSk @)

k:—OO

olur. Burada

Z—kh)

S(k,h)(2) = sinc( A

fonksiyonlari déniistiiriilmiis sinc fonksiyonlaridir. Sonug olarak eger f € L*(R) ise

| O:of(t)dt —h i £ (k)

k=—o0

olur. Bu 6zdeslik integral igin trapez kuralidir [30].

(2.9) ile tanimlanan donustirilmis sinc fonksiyonlari diferansiyel denklemlerin

nimerik ¢oziimiinde siklikla kullanilir.

Hem sinc(x) hem de S(k, h)(x) fonksiyonlari bltlin reel eksen Gzerinde tanimlanir.
Sinir deger problemlerin yaklasik ¢éziimlerinde bu fonksiyonlari kullanmak igin (a, b)

ve (—o0,00) araliklari arasinda uygun bire bir donisiime ihtiya¢ duyulur. Bunun igin

#@) =1n(G=)

konform donlisim segilebilir. Bu déntsiim

Dy ={z=x+iy:|arg(lZ):Z)| <ds%}

bolgesini
D5={W=u+iv:|v| <dSE}
2
bolgesine dondstirir. Bu durum Sekil 2.2 ile gosterilmistir [36].

17
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Sekil 2.2 Bolgeler arasindaki iliski [31]

Niumerik yaklasimlarda kullanilan Sinc baz fonksiyonlar, S(k, h) donusttrilmus Sinc

fonksiyonlariile ¢p konform donligimiiniin,

h (2.10)

z) — kh
S(2) =S8(k,h) o p(z) = sinc <&>
seklindeki bilesimi ile verilir. Burada z € Dy seklindedir. (2.10) ile verilen S,(z)
fonksiyonlari (a,b) araliginda ele alinan denklemin vyaklasik ¢oziiminde baz
fonksiyonlari olarak alinacaktir. h uzunlugu, reel eksen uzerindeki {kh} tlrdes grid

noktalarini tanimlar. Dz = (a, b) arahigindaki {x;} grid noktalar {kh} grid noktalarinin

ters gorintileri, dolayisiyla

a + bekh

Xk = ¢_1(kh) = 1+ ekh

ile verilir. Burada k € Z seklindedir [36].

2.3.2  Sinc Fonksiyon interpolasyonu ve Kuadratiirler

Tanim 2.12 ¢: Dy — D bir konform déniisim, Y = ¢! ve I' = {Y(u) € Dg: —o0 <
u < o} olsun. O halde B(Dg),

f fDldz—0, t— +oo
Y(t+L)

18



ve

| @z <e

dDg

sartlarini saglayan ve B(Dg) kimesinde analitik olan fonksiyonlarin sinifidir. Burada
L= {iv: lv| < d < g} ve dDg, Dg bolgesinin siniridir [36].

Teorem 2.7 ¢', f € B(Dg) olsun. O halde her z € I igin

(o]

f(2) = Z f(2)$;(2) + Ef (2.11)

j=—OO

olur. Burada

o Sin(me(z)/h) o' (W) f (w)dw
! 2mi o, (@W) — d(2))sin(mp(w)/h)

seklindedir [36].

Nimerik yaklasimlarda (2.11) toplaminda kesme yapilir. Asagida verilen teorem yapilan

kesme hatasi ile ilgilidir.

Teorem 2.8 F € B(Dg), ¢ bir konform déniusiim ve a, 3, C;

a+b>

I={zel:¢z)=x€ (—00,0)}=(a, >

ve

I, ={z €T ¢() = x € [0,0)} = (a;b,b)

olmak Uzere

F(z)
¢'(2)

exp(—alp(2)), zel.
= C{exp(—ﬁlqb(Z)l), z€I

esitsizligini saglayan sabitler olsun. O halde

19



F(z)
¢'(z)

+ O(e—aMh) + O(Q_ﬁNh) + O(Q_Ed/h) (212)

fF(Z)dZ =h i
j=—M

a

olur.

[Ix]], x degerine esit ya da x degerinden kuiclik en buyik tam sayyi ifade etmek Uzere,
N = H%M + 1”,h = \/W secimleri igin (2.12) esitligi ile verilen Sinc kuadratiir
kural icin hata O(exp(—m) ) olarak yazilr [34, 36].

Yukaridaki iki teorem S, Sinc baz fonksiyonlari yardimiyla B(Dg) sinifindaki
fonksiyonlarin integralleri icin kuadratiir kurallarinin elde edilmesinin yani sira bu
fonksiyonlar igin interpolasyon formiillerinin de elde edilmesini saglar. Elde edilen
formuller problemlerin ¢6zimiU icin nimerik bir yol gelistiriimesinde temel

olusturacaktir [36].
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BOLUM 3

KESIRLi MERTEBEDEN ADIi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SiNC-GALERKIN
YONTEMI iLE NUMERiIK COZUMU

Bu bolimde sinir deger kosullari ile verilen kesirli mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin nimerik ¢6zimi igin sinc-Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amag
dogrultusunda bazi teoremler verip ispatlarini yapacagiz. Son olarak da oOrnek
problemlerin yaklasik ¢coziimlerini, tam ¢ozimler ve literatirde bahsedilen bazi yaklasik

¢Ozlimler ile karsilastiracagiz.

3.1 Sinc-Galerkin Yontemi

ng Caputo kesirli tirev operatorii olmak Gzere

o ()" + p ()Y + A §DFY + o (X)y = f(x),

(3.1)
0<x<1, 0<a<l,

y(0)=y(1) =0 (3.2)

kesirli mertebeden lineer iki noktali sinir deger problemini ele alalim. Burada
Uz (), uy(x), A(x), uo(x), f(x) analitik fonksiyonlardir. Problemin yaklasik bir

¢6zUmi S;(x) sinc baz fonksiyonlari kullanilarak
M

Y(x) = JZ_M 6S;(x),  nm=2M+1, 53
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seklinde yazilabilir. Burada S;(x) fonksiyonu (2.10) ile tanimlanmustir. (3.3) ile verilen
yaklagik ¢ozimdeki bilinmeyen ¢; katsayilari, baz fonksiyonlarina gére ortogonallik
kullanilarak hesaplanir. Ayrica

1 ,j=k

oldugundan y, (x;) = ¢, olup x; = ¢~1(kh) seklindedir. y, ifadesindeki n sayilari

kullanilan baz fonksiyonlarinin sayisini ifade eder [36].
(3.1) ile verilen sinir deger probleminin her iki tarafinin S,(x) fonksiyonu ile ig

carpimini alirsak,

<t ()Y, Spe > +< ()Y, Sie > +< Ax)§DZY, S > +< po(x)y, S >

=< f(@),5, > 34

elde edilir.

Sinc-Galerkin yontemi icin kullanilan i¢ carpim tanimi, f ve 7 iki fonksiyon olmak lizere
b

<fn>=[ renewear )
a

seklindedir. Burada w(x) agirlik fonksiyonu olarak adlandirilip bu fonksiyon sinir
kosullarina, bolgeye ve ele alinan problemin mertebesine gore segilir. 2n mertebeden
bir sinir deger problemi igin w(x) = 1/(¢'(x))™ seklinde segilir. Ele aldigimiz problem

ikinci mertebeden oldugundan

1
¢ (x)

w(x) =

olarak almak uygun olacaktir [42].

(3.4) ile verilen esitlikteki i¢ ¢arpimlar asagidaki lemma ve teoremler kullanilarak

hesaplanir.
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Lemma 3.1 ¢, Dy basit baglantih bolgesinden Dg bolgesi lzerine bire bir konform

dénisim olsun. O halde

1 ,j=k
5= [S(, ))op ()]l mr, = {0 j_i .
4 0 j=k
P = h—[S(G,h)op®)]| ={CD*
]k d¢ (] ¢ =i —k — ,] :pt k
J
( 2

85 = d¢>2 [S(, W) o (x)]

olur [42].

Teorem 3.1

92,2 = (#ZW)(d),)Z: 921 = (uw)@" + 2(uw)'@’, 920 = (uaw)",

gdi1 = (uw)e’, di0 = (uyw)',

olsun. Ayrica

G = uoy veyaG = f(x)

olmak Uzere

" ~ BACY]
<p(x)y", Sk >= hZZ (]) (l) 92,is

j=—M i= 0¢ (x )hl kj

< (x)y', S >= —h ii y(x) §Og

k
]=—MlO¢( )hl ]
ve
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(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



G () w(xg)

<GS, >=h :
“ ¢’ (i) (3.11)

ifadeleri saglanir [32].

Ispat (3.5) ile verilen i¢ carpim tanimini, (2.12) ile verilen sinc kuadratir kuralini ve
Galerkin yontemini kullanarak teoremde verilen i¢ carpimlarin her birini ayri ayri

hesaplayalim.

1

< 12(0)y" (), S >= f 1 (0)y" (S COW()dx
0

olup kismi integrasyondan

< (0)y" (%), S >= y' ()2 (x) S Ow () [
1

d
- f V' (0 = [ (O S W () |dx

dx
0

yazilir. Sag taraftaki integrale tekrar kismi integrasyon uygularsak,

< pz(0)y" (0, S >= y' ()2 () S AW ) [

1

d
—y(0) - (12 () S (Iw (2] .

1
2

d
; j Y () 7 1 (S (W ()] dx
0

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim S, (0) = S, (1) = 0 oldugu igin sifir olur.

S (x) fonksiyonu x = 0 ve x = 1 ug¢ noktalarinda diferansiyellenemez. Bu nedenle,

w(x) agirhk fonksiyonu, :—x[uz(x)Sk(x)w(x)] ifadesi x = 0 ve x = 1 noktalarinda

diferansiyellenebilir olacak sekilde segilir. ¢(x) = In (ﬁ) donlsimi igin uygun bir

agirlik fonksiyonu w(x) = 1/¢'(x) seklindedir. y(0) = y(1) = 0 sinir kosullari ve
w(x) kullanildiginda
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1

d2
< 12(X)y" (0, S > f Y() 7 (S W () dx

0

olarak bulunur. Burada

d
—= Sk (0]’ (%)

d
21501 = 2

ve

n

257 Sk@] =57

olarak alindiginda

< pz(0)y" (x), S >=

[ Y@ 5092000 + 5P @921 + 5O (g2,
0

yazilir. Burada

92000) = (WX)up(x))”
921(0) = ¢" W@z () + 2" () (W) pz (1))’
922(0) = (¢'(0)) W)z (x)

seklindedir.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.14) esitliginin sag tarafina (2.12) ile verilen sinc kuadratir kuralini uygulayip Lemma

3.1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

" ~ y(x)
< ()Y (1), 5, >= h]ZM ey

1
[8202205) + 56292 (35) + 6 920 3]



olarak elde edilir. Benzer sekilde

1

< 1@y (), Sy > f 1 ()Y (S Dw(x)dx

0

olup kismi integrasyondan

1

d
< (Y (%), S >= y (s () S (Iw )5 — f Y () 7 [ () Sk (Yw (x) ] dx
0

yazilir. Burada y(0) = y(1) = 0 sinir kosullari kullanilirsa

1

d
< IV 0,5, >= = [ Y00 T [ IS CIWdx
0

olarak yazilir. Bu esitligin sag tarafinda (3.12) ve (3.13) notasyonlari kullanilirsa

1

<y ()Y (%), S >= — f Y(O[5e(0) g1,0(x) + SV () 1.1 ()| dx (3.15)
0

elde edilir. Burada
911(%) = (1 ()W)’ (x)
91000 = (DOw))’

seklindedir. (3.15) ile verilen esitlikteki integrale (2.12) ile verilen sinc kuadratir

kuralini uygulayip Lemma 3.1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

y(x%) 1 .a
<u(x)y'(x), S >= _h]Zqul((;j)) [E 6’Ej)g1,1(xj) + 6( )glo(xl)]

v N )
T 2 2l

olarak elde edilir.
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Benzer sekilde G = pgyy icin (3.5) ile veilen i¢ ¢arpim tanimi kullanilirsa

1

< 1o(X)y, Sy > f o ()Y (O S (W () dx

0

yazilir. Bu esitlikteki integrale (2.12) ile verilen sinc kuadratiir kuralini uygularsak

o (g )y G )w () _ G (x)w (xy)

< 'uo(x)y, Sk >=h ¢I(xk) - qb’(xk)

olarak bulunur. Ayni islem G = f(x) igin de benzer sekilde yapilir. Sonug olarak ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.2 0 < a < 1 olmak lizere

< AMx)§DFy(x), S >

M
. ___h y(x;) d (xr = x) 7K (x;)
- r(1—a)j=2_ Py (x)dx[ Z 2Ie)

(3.16)

ifadesi saglanir. Burada K(x) = A(x)S,(x)w(x) ve é(t) = ln( )§ekllnded|r [43].

Ispat i¢ carpim tanimindan

1

< AG)§DEY(x), Sy > f 5Dy () (A0S ()w(x)) dx
0

yazilir. Burada Sonug 2.2 de verilen (2.6) esitligi kullanilirsa K(x) = A(x)S, (x)w(x)
icin

< A(x) 6Dy (x), S > Jy(x) D (K (x))dx (3.17)

0

elde edilir. O halde Riemann-Liouville tanimindan
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DEK(x)) = — f (t —x)"“K(t)dt (3.18)

F(l a) dx

yazabiliriz. (3.18) ile verilen esitlikteki integral [x,1] kapah araliginda iraksak
oldugundan bu integrali hesaplamak i¢in (2.12) ile verilen sinc kuadratlr kuralini

kullanacagiz. Bu amag i¢in konform donisim ve bu dontsimiin ters gorintlsu

sirasiyla
0 =1m(=)
¢(t) =In 1—t
ve
T'hL +
Xr=¢" 1(th) = -

1+em

seklinde verilir. O halde sinc kuadratir kuralina gére h; = \% icin

N N
——F(l_a)af(t—x) (t)dt

L
5 1 d O = x)"*K (xy)
RXCEYE: ["L 2w

yazabiliriz. Sonuc olarak (3.17) esitliginin sag tarafi

1

[ESEAUSE

o

(3.19)

R

)i

L
1 1 d (x, — x) %K (x,)
Ta-o fo (y(x) dx [hL rZL &(x,)
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olarak yazilir. Simdi (3.19) ile verilen ifadenin sag tarafina sinc kuadratir kuralini
uygulayalim. Bu amag igin konform donlisim ve bu donisimin ters gorlntlsu sirasi

ile

d)(x):ln(lfx)

ve

kh
xi = ¢~ (kh) = 15 omn

seklindedir. Sonug olarak sinc kuadratir kuralina gére h = \/LM icin

y(5) d | o @ =0 Kx)
¢’(Xj) dx [hL Z §' (%)

M
h
<25DEYC) S >= ~ s ZM
J==

x=xj

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

(3.9)-(3.11) ve (3.14) ifadeleri ile (3.4) esitligindeki her bir terim yer degistirilirse ve
elde edilen esitlikte y(x;) yerine ¢; yazilip esitligin her iki tarafi h ile bolinirse

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3 Eger (3.1)-(3.2) ile verilen sinir deger probleminin yaklasik ¢6zimu (3.3)

. . M
seklinde ise, o zaman {Cj}j=_

” bilinmeyen katsayilarini hesaplamak igin ayrik sinc-

Galerkin sistemi

M 2 1
Z L 50 gz'i—(xf)c. _ Z 1w 91:(%) -
0 hl k] ¢,(x]) ! i=0 hl k] ¢’(x]) J

L

B 1 Cj i Z (x, — ) *K(x,)
rd—a)g¢'(x)dx| " &' (x,)

(3.20)

x=xj

Ho (i)W (%) = f G dw (xi) —M<k<M

o) T )

seklinde verilir [43].
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Simdi (3.20) ile verilen sistemi matris seklinde ifade etmek igin bazi notasyonlar

tanimlayalim. m = 2M + 1 olmak tzere D(g) kosegen elemanlari
[g(x_M); g(x—M+1)) rg(xO); ;g(xM)]T

seklinde olan m X m tipinde bir diagonal matris, A

1 d O G m 0K )
ATTra- a)E[hL ZL §'(xr)

x=x]-
ile verilen m x m tipinde bir matris ve I9, i = 0,1,2 icin
10 =[62],  jk=-M,.,M

kj |’ ]) )

olarak tanimlanan bir matris olsun. O halde

X = [X_p Xoprs o X)”

=l

—
l—k
l—k
=
[—
~

olmak Uzere (3.20) sistemi

L jop (%1) - S 1 gy e (] (e GwE)
[ 100 (%) =Y 10D (5) - ()| e+ (M55
_ fadw(x) =
_D< # (00 >1

matris-vektor sistemi seklinde yazilabilir. Bu sistemden —M <j<M icin ¢
katsayilarinin degerleri hesaplanip

) =300 = Y G500

j=M

toplaminda yerine yazilarak yaklasik ¢6ziim bulunmus olur [36].
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3.2 Uygulamalar

Butun problemlerded = /2, a = = 1/2 ve h = \/nd /aM olarak alinmistir.
Problem 3.1

Y + 5025y () = f(x),  y(0)=y(1)=0

homojen sinir kosullu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele alalim.

1
r(o.s)

Burada f(x) =2+ (2.65x15 — 2x%3) seklindedir. Bu problemin tam ¢oziimii

y(x) = x(x — 1) olup L ve M‘nin farkli degerleri i¢in sinc-Galerkin yontemi ile elde
edilen nimerik sonuglar Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 ile verilmistir. Ayrica L ve M‘nin

farkl degerleri igin tam ve yaklasik ¢6ziim grafikleri Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 ile verilmistir.

Cizelge 3.1 Problem 3.1 icin (L = 5, M = 5) nimerik sonuglar

X Tam Cézim  Num. Coz. Hata

0 0 0 0

0.1 -0.09 -0.089220 0.00077988
0.2 -0.16 -0.162342 0.00234218
0.3 -0.21 -0.211748 0.00174823
0.4 -0.24 -0.239574 0.00042561
0.5 -0.25 -0.248273 0.00172700
0.6 -0.24 -0.238808 0.00119209
0.7 -0.21 -0.210588 0.00058794
0.8 -0.16 -0.161550 0.00155002
0.9 -0.09 -0.089553 0.00044623
1 0 0 0

Cizelge 3.2 Problem 3.1 icin (L = 40, M = 100) nimerik sonugclar

X Tam CO6zim Nim. Coz. Hata

0 0 0 0

0.1 -0.09 -0.089998 1.15523*10"-6
0.2 -0.16 -0.159998 1.50251*107-6
0.3 -0.21 -0.209998 1.85544*10"-6
0.4 -0.24 -0.239999 1.43840*107-6
0.5 -0.25 -0.249999 1.04511*10"-6
0.6 -0.24 -0.239999 1.27550*107-6
0.7 -0.21 -0.209999 5.20080*107-7
0.8 -0.16 -0.160000 1.59912*10/-7
0.9 -0.09 -0.090000 3.50346*107-7
1 0 0 0
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02 04 06 08 o
S0y —  Tam
- 010 + - Yaklagik
- 015 L
- 020 ¢t
05 |

Sekil 3.3 Problem 3.1 i¢in (L = 5, M = 5) tam ve yaklasik ¢ozim grafigi

>

02 04 06 08 0

- 005 +

- 010 ¢

- 015 +

- 020 +

- 025 +

Sekil 3.4 Problem 3.1 igin (L = 40, M = 100) tam ve yaklasik ¢ozim grafigi

Problem 3.2

y"(x) +0.55D2%y(x) +y(x) = f(x),  y(0)=y(1)=0

homojen sinir kosullu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele alalim [16].

Burada f(x) = 4x2(5x — 3) + 0.5x37 (%x - %) + x*(x — 1) seklindedir. Bu

problemin tam ¢éziimii y(x) = x*(x — 1) olup L ve M‘nin farkl degerleri icin sinc-
Galerkin yontemi (SGY) ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 3.4 ile verilmistir. Kibik
spline (KS) polinomlari kullanilarak elde edilen nimerik sonuclar ile sinc-Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik sonuclar Cizelge 3.3’'te karsilastirilmistir. Ayrica L ve
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M*nin farkli degerleri igin tam ve yaklasik ¢ozim grafikleri Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 ile

verilmistir.
Cizelge 3.3 Problem 3.2 igin (L = 5,M = 5) nimerik sonuglar

X Nim. C6z.(SGY) NuUm. Coz.( KS) Hata(SGY) Hata(KS)(h=1/8)
0 0 0 0 0

0.125 0.00006726 -0.00221 0.00028088 0.0019963
0.250 0.00179474 -0.00701 0.00472443 0.0040803
0.375 -0.0080783 -0.01819 0.00428123 0.0058304
0.500 -0.0282408 -0.03810 0.00300920 0.0068500
0.625 -0.0540496 -0.64030 0.00317089 0.5830795
0.750 -0.0772466 -0.08467 0.00185499 0.0055684
0.875 -0.0763662 -0.07654 0.00309352 0.0032673
1 0 0 0 0

Gizelge 3.4 Problem 3.2 igin (L = 40, M = 100) nimerik sonuglar

X Tam Cozim Num. Coz. Hata

0 0 0 0

0.125 -0,0002136 -0.000213621 2.06713*107-9
0.250 -0,0029296 -0.002929685 2.19608*107-9
0.375 -0,0123596 -0.012359615 3.61509*107-9
0.500 -0,0312500 -0.031249900 5.73438*107-9
0.625 -0,0572205 -0.057220453 5.40995*107-9
0.750 -0,0791016 -0.079101560 2.47494*107-9
0.875 -0,0732727 -0.073272705 2.61347*107-11
1 0 0 0

Sekil 3.5 Problem 3.2 icin (L = 5, M = 5) tam ve yaklasik ¢c6ziim grafigi
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- 002 +

- 004 +

- 006

- 008 |

Sekil 3.6 Problem 3.2 igin (L = 40, M = 100) tam ve yaklasik ¢ozim grafigi

Problem 3.3
y'() —xy' (x) + 5D%y(x) = f(x),  y(0)=0, y(1)=2

homojen olmayan sinir kosullu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele

1

05 (2.67x%5 + 3.2x%°) seklinde

alahm. Burada f(x) = —3x3—2x%2+6x+2+

olup bu problemin tam ¢éziimi y(x) = x?(x + 1) seklindedir. ilk olarak problemde
verilen homojen olmayan sinir kosullarini homojen hale getirmeliyiz. Bunun igin

u(x) = y(x) — 2x doéniisimi yaparsak problem

u” (x) — xu' (x) + §D25u(x) = g(x), u(0)=u(1)=0

seklini alir. Burada

(2.67xY° + 3.2x%°> — 4x0%)

— 243 _ 9,2
g(x) 3x° —2x“+8x+2+ T(05)

dir. Bu problemin L ve M‘nin farkh degerleri icin sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen
nimerik sonuclari Cizelge 3.5 ve Cizelge 3.6 ile verilmistir. Ayrica L ve M'nin farkh

degerleri igin tam ve yaklasik ¢6zim grafikleri Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 ile verilmistir.
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Cizelge 3.5 Problem 3.3 igin (L = 5,M = 5) nimerik sonuglar

X Tam Cozum Num. Coz. Hata

0 0 0 0

0.1 0.011 0.016142 0.00514286
0.2 0.048 0.046029 0.00197068
0.3 0.117 0.111658 0.00534160
0.4 0.224 0.220862 0.00313746
0.5 0.375 0.374859 0.00014069
0.6 0.576 0.576008 0.00000877
0.7 0.833 0.830052 0.00294758
0.8 1.152 1.147350 0.00464957
0.9 1.539 1.540036 0.00103603
1 0 0 0

Gizelge 3.6 Problem 3.3 igin (L = 40, M = 100) nimerik sonuglar

X Tam Cozim Nim. Coz. Hata
0 0 0 0
0.1 0.011 0.010956 0.000043249
0.2 0.048 0.047914 0.000085810
0.3 0.117 0.116870 0.000130368
0.4 0.224 0.223831 0.000169243
0.5 0.375 0.374798 0.000201585
0.6 0.576 0.575775 0.000224936
0.7 0.833 0.832751 0.000248998
0.8 1.152 1.151760 0.000240338
0.9 1.539 1.538840 0.000161784
1 0 0 0
20 f
— Tam
15+
- Yaklagik
10 ¢
05
02 04 06 08 10

Sekil 3.7 Problem 3.3 igin (L = 5, M = 5) tam ve yaklasik ¢6zim grafigi
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15+

10 ¢

05 ¢

02 04 06 08 10
Sekil 3.8 Problem 3.3 igin (L = 40, M = 100) tam ve yaklasik ¢ozim grafigi

Problem 3.4

3 1

YW+ 5y =f0. y® =0, YO =rom

homojen olmayan sinir kosullu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele

3x22 | lemi e x22
TGD) olup bu problemin tam ¢ozimi y(x) = TG

alalim [44]. Burada f(x) = x +

seklindedir. ilk olarak problemde verilen homojen olmayan sinir kosullarini homojen

X
I'(3.2)

hale getirmeliyiz. Bununigin u(x) = y(x) — donlisimiini yaparsak problem

3
Dxul) + Zu(x) =g, w0 =0, u1)=0 (3.21)

seklini alir. Burada

) =x 4 3 x?? 3 x
G =X T57T32) 571(32)

seklindedir. (3.21) ile verilen denklemde (2.4) ile verilen 6zelligi kullanirsak problem

128u" (x) + iu(x) = g(x)
0'x 57
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seklinde vyazilabilir. Denklemin her iki tarafina (D2 operatériinii uygulayip (2.5)

ozelligi kullanilirsa, D28 g(x) = r(x) olmak lizere

3
U@+ o oDru) =r(), w0 =0,  w1)=0 (3.22)
elde edilir. Burada 7(x) = 0.217825 (4.89143 t%% + 0.194517 t**) seklindedir.
Sonug 2.2 ile verilen (2.6) esitligine uygunluk igin, (3.22) denkleminde (2.3) esitligi

kullanilirsa denklem

3
u'(x) + = D28y (x) = r(x), u(0) =0, u(l) =0
seklinde yazilir. Bu problemin L ve M‘nin farkli degerleri igin sinc-Galerkin yontemi ile
elde edilen nimerik sonuglari Cizelge 3.7 ile verilmistir. Cizelge 3.8’de ise sinc-Galerkin
yontemi ile Haar Wavelet yontemi (HWY) arasinda karsilastirma yapilmistir. Ayrica L ve
M‘nin farkli degerleri icin tam ve yaklasik ¢ozim grafikleri Sekil 3.7 ve Sekil 3.8 ile

verilmigtir.

Cizelge 3.7 Problem 3.4 igin (L = 5,M = 5) nimerik sonuglar

X Tam Cozim Nim. Coz. Hata

0 0 0 0

0.1 0.002603 0.003024 0.000421008
0.2 0.011960 0.011040 0.000920051
0.3 0.029183 0.028462 0.000721595
0.4 0.054954 0.055164 0.000210129
0.5 0.089785 0.090523 0.000738097
0.6 0.134093 0.134454 0.000361033
0.7 0.188230 0.187585 0.000645323
0.8 0.252506 0.251336 0.001169680
0.9 0.327195 0.327288 0.000092972
1 0 0 0
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Cizelge 3.8 Problem 3.4 igin (L = 40, M = 100) niimerik sonuglar

X Tam Cozim NUm. Coz. Hata(SGY) Hata(HWY)
0 0 0 0 0
0.1 0.002603 0.002609 6.29122*107-6  1.53063*107-6
0.2 0.011960 0.011969 8.95056*107"-6  1.52699*107-7
0.3 0.029183 0.029192 8.66450*107-6  8.07661*107-7
0.4 0.054954 0.054961 6.43419*107-6 6.31371*107-7
0.5 0.089785 0.089789 3.23581*107-6  5.19845*107-7
0.6 0.134093 0.134093 2.46885*107-7 1.82879*107-6
0.7 0.188230 0.188227 2.83019*107-6  2.43150*107-6
0.8 0.252506 0.252502 4.40361*107-6  3.11752*107-6
0.9 0.327195 0.327191 4.35097*107-6  3.96605*107-6
1 0 0 0 0
04
— Tam
03 |
- Yaklagik

02 -
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02 04

06 08
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Sekil 3.9 Problem 3.4 icin (L = 5, M = 5) tam ve yaklasik ¢6zim grafigi
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02 +
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Tam

Yaklagik

0.2 04

06 08

10

Sekil 3.10 Problem 3.4 igin (L = 40, M = 100) tam ve yaklasik ¢6ziim grafigi
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BOLUM 4

KESIRLI MERTEBEDEN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SiNC-
GALERKIN YONTEMI iLE NUMERIK ¢OZUMU

Bu bolimde sinir deger kosullari ile verilen kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin nimerik ¢6zimi igin sinc-Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amag
dogrultusunda bazi teoremler verip ispatlarini yapacagiz. Son olarak da o6rnek
problemlerin yaklasik ¢c6ziimlerini, tam ¢oziimler ve literatiirde bahsedilen bazi yaklasik

¢Ozlimler ile karsilastiracagiz.

4.1 Sinc-Galerkin Yontemi

€D, ve $D, Caputo kesirli tiirev operatérleri olmak tizere

U + SDE U = a(X)Uyy + c(Du+ f(x, 1), 0<a<1 (4.1)
Uee = AUy + DOOSDP U+ cOOu+ f(x,8), 0<B<1 (4.2)

u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =u(x,1) =0 (4.3)

kesirli mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemlerini dislinelim. Problemlerin

yaklasik bir ¢6ziimu sinc baz fonksiyonlari kullanilarak

Ne Ny
umx,mt(x,t) = Z z uijSij(x,t) (44)

J=—M¢ i=—My
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seklinde yazilir. Burada m, = M, + N, + 1 ve m; = M; + N; + 1 seklindedir. Ayrica
{Sij(x,t)} baz fonksiyonlarr —M, <i<N, ve —M,<j<N,; olmak uzere
dontstiridlmis sinc fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak

Sij(x, t) = S;(x)S;(t)

= [S(i, h)od OIS, h)oy (©)] (4.5)

ile verilir. Burada ¢ ve y konform déntsimleri sinir kosullarina goére, yani

d)(x):ln(lix)

ve

v =lIn (1 i t)

seklinde alinir. {u;;} bilinmeyen katsayllari —M, <k < N, ve —M, <1 < N, olmak
uzere, (4.5) seklinde ifade edilen {Sy;(x,t)} fonksiyonlarina goére ortogonallik

kullanilarak hesaplanir. Bu amag igin ayrik Galerkin sistemi

(Lumx,mt - f(x; t); Skl) = 0, _Mx S k S NX' - Mt S l S Nt (4 6)
ile olusturulur ve (4.6) ile verilen i¢ ¢garpim
1 1
(f,9) = f f fl, t)g(x, )W (x, t)dxdt 4.7)
o Jo .

seklinde tanimlanir. Buradaki W agirlik fonksiyonu bolgeye, sinir kosullarina ve
probleme baglh olarak secilir. (4.3) sinir kosullari ile birlikte (4.1) ve (4.2) problemleri

icin W agirhk fonksiyonu

W(x,t) =wx)v(t) = [y’ (£)]V2

@ coll7)
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seklinde secilir. Burada 6, denklemde x degiskenine gore bulunan maksimum tirev
mertebesine esittir. Denklemde t degiskenine gore bulunan maksimum tiirev u; ise
Q =1 ve uy ise 2 = —1 olarak alinir. O halde ele aldigimiz problemler igin Q = —1 ve

6 = 2 olarak segmek uygun olacaktir [45].

(4.1) ve (4.2) ile verilen problemler igin ayrik sistem, (4.4) yaklasik ¢oziminin (4.6)
esitliginde yerine konulmasi ile elde edilir. Sonug olarak =M, < k < N,,—M; <[ < N;

icin (4.1) ve (4.2) problemleri sirasiyla

(Uee, SiSp) + (§DE u, SiSp) = (@ () Uy, SicS)

(4.8)
He(xX)u, SiSy) + (f (x, t), Sk.Sy)

(e, SiS1) = (@) Uy, SiS1) + (B SDF 1, 5,.S))

+c(Ou, SkSy) +(f (x, ), S.Sy) (4.9)

seklinde yazilir. Bu son esitliklerdeki terimleri hesaplamak icin asagida verilen

teoremleri kullanacagiz.

Teorem 4.1 Asagida verilen ifadeler saglanir.

(g, SiSy) = hehy W(x") Z Zuix&t)) (”nl

N u(x;, ty) 5O
(a(x)uxx'SkSl) h ht '(t) Z Z @' (xl) h] k]lpl

w () c (e ) ulxy, t)v ()
@' (x )y’ (t)

(c()u, SkS;) = h:h,

ve

w () f (xx, t)v(t)
@' (x)y' ()

(f (x, ), Sk S1) = hehy

olup burada n; ve p; hesaplanacak fonksiyonlardir [45].
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ispat Teoremin ispati icin (4.7) ile verilen i¢ ¢arpim tanimi ve kismi integrasyon

kullanacagiz.

U teriminin sinc fonksiyonlariile i¢ garpimi
1,1

(Upe, Sk S)) = f f U (%, ) S () S;(Ow(x)v(t)dtdx
0 J0

seklinde yazilir. Burada u fonksiyonundan tirevi kaldirmak igin kismi integrasyon
kullanirsak,

1

(Uer, SicS1) = jo [ue (x, ) (S Siwv) — ulx, ) (S Swv) Jodx

1 1
+ f f u(x, DS, WS, (v (D)] e dtdx
0 0

olarak yazilir. (4.3) ile verilen sinir kosullari

u(x,0) = ulx,1) = 0velim,,,v(t) =lim,,, v(t) =0

seklinde oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafinin ilk terimi
1

f [u (x, £) (S S;wv) — ulx, t) (S S;wv) Jidx = 0
0

olur. Sonug olarak

1 1
(55 = | [ e 05w @ISOvO]uded

0o Jo
seklinde yazilir. Burada integral icindeki tlirevleri hesaplayip
d RGN
E[Sq(f)] =5q (@x' (@) (4.10)
ve

ﬂ[s @]=s"@), o0<n<2
apn SaD1= 57 (@), sns< (4.11)

notasyonlarini kullanirsak
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2
1 01
S®
(Uee, SeS1) = fo fo Z(;u(x,t) llm]Skwdtdx (4.12)
1=

olarak elde edilir. Burada
2= ")y

n=y"v+2v'y

ve

n

Mo =7V

seklindedir. (4.12) esitliginin sag tarafina t degiskenine gore sinc kuadratir kurah

uygularsak ve Lemma 3.1’i kullanirsak

1 u(x t) (l)
(Uee, SeS1) = htJ;) SkW]_Z Z ") j M l dx (4.13)

elde edilir. Benzer sekilde (4.13) esitliginin sag tarafina x degiskenine gore sinc

kuadratir kurali uygularsak,

u (2, & )W (xm) Sk () 51(;)771'
(utt'SkSl)_hth z Z z ¢,(xm) [V’(tj)hé

—M¢ i=0 m=—M,

+ O(e—(node)1/2 )

olarak bulunur. Burada (3.7) ile verilen S (x)|x=x,, = 6,5?,)1 = Opm oldugu kullanilirsa ve

hata terimi silinirse

- w (xk) u(xk't) 150 l
(Ueey SkS1) = hehy ——= ¢,(xk) Z Z Y (@&) i i

oldugu gorulir.

Benzer sekilde u,, teriminin sinc fonksiyonlariile i¢ garpimi

1 ,1
(@), SieSi) = f f a(0)Uyx (%, £) S () S (W (x)v(t) dxdt
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seklinde yazilir. Burada u fonksiyonundan tlrevi kaldirmak igin kismi integrasyon

kullanirsak,
(a(x)tyy, SSi)

B f [t (x, ) (@()SiSiww) — ulx, 1) (@(@)S,Siwv)x it
0
1,1

+f f u(x, O[a()S, W (IS (Ov()dxdt

seklinde yazilir. (4.3) ile verilen sinir kosullari
u(0,t) =u(l,t) = 0velim, o w(x) = lim,,, w(x) =0

seklinde oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafinin ilk terimi
1

f [u, (x, ) (a(x%) S Siwv) — u(x, t)(a(x) S S;wv), ]idt = 0
0

olur. Sonug olarak

1 1
(@)U, SeS1) = f f (6, D200 COW ) xS (O V(D) dxdt
0 0

seklinde yazilir. Burada integral igindeki tiirevleri hesaplayip (4.10) ve (4.11) ile verilen

notasyonlari kullanirsak
1 13 0

(a(xX) Uy, Sk Sp) :f f Zu(x, t) [Skj pj]Slvdtdx (4.14)
0 Yo 4= :

elde edilir. Burada

p2 = (¢")?aw

p1=¢¢"aw + 2¢' (aw’ + a'w)

ve

po=a"w+2a'w +aw”

seklindedir. (4.12) integraline uyguladigimiz gibi sinc kuadratir kuralini (4.14)
integraline de uygulayip hata terimini sildigimizde
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O u(xi,t)
(a(x)uxerkSl>:hxhty,(tll) Z Z Y (xl; F lg)pll

olarak bulunur.

u(x, t) teriminin sinc fonksiyonlari ile i¢ carpimi
1 ,1

(c()u, SiSp) = f f c(ulx, £)S,(x)S (Hwx)v(t)dx dt
o Jo

seklindedir. Bu integrale sinc kuadratir kuralini uygulayip hata terimini silersek,

w () (o) ulxy, t)v(ty)

(c(x)u, SS;) = hehy o' (x )y’ (t)

oldugu gorulir. Benzer sekilde f(x, t) teriminin sinc fonksiyonlari ile i¢ garpimi
1 ,1

(f5e50 = [ [ 0808 wev@dxde
0o Jo

seklinde olup bu integrale sinc kuadrattr kurali uygulayip hata terimini silersek,

w(x) f (xx, t) v (t)

(6 0, SeS0 = hehe — 350 S0

oldugu gorlir. Sonug olarak ispatimiz tamamlanmis olur [45].

Teorem 4.2 0 < a < 1 igin asagida verilen ifade saglanir.

(gl)éZ u, SkSl> =

—hih, w(xg) i u(xk,tj)i L ZL:(xr—t)‘“K(xr)
Fa-0 @G0 L v(y) d £ ()

Burada K(t) = S;(t)v(t), &é(s) = ln( ) h, = m/VL seklindedir.

ispat ng‘ u teriminin sinc fonksiyonlariyla ic carpimi
1 1
(@D w550 = [ | 50 uCx 05,08, (W GOV ded
0o Jo

seklinde yazilir. Burada u fonksiyonundan tirevi kaldirmak icin (2.7) ile verilen kesirli

mertebeden kismi integrasyon kullanirsak, u(x, 0) = u(x,1) = 0 oldugundan
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(D& u, 5,5, = f f EDE u(x, S, () S, (OW V(O dedx
0 0
1 1
- [ [ utr0scowps i @v@)de

elde edilir. K(t) = S;(t)v(t) olmak tzere (2.19) ile verilen Riemann-Liouville kesirli

tiirev tanimindan

1 d ! )
tDla K(t) = ——_a)aj (s —t)"*K(s)ds

r(1

yazilabilir. Bu son integral [t, 1] araliginda iraksak oldugundan bu integrali hesaplamak
icin (2.12) ile verilen sinc kuadrattr kurahni kullanacagiz. Bu amag icin konform

dénisim ve bu donlisimin ters gorintisu sirasiyla
s—t
s)=1In (—)
§(s) = In (37—
ve

e +t

X =& rhy) = 1ot

seklinde verilir. O halde sinc kuadratir kuralina gore, h; = = icin

VL
L
a 1 d (xr - t)_aK(xr)
r(1 —a) dtf (=07 KGO = —ra @ [hL TZL &' (xr)

= M(t)

elde edilir. Sonuc olarak
1 ~1

(ng‘u,SkSl)EJ fu(x,t)Sk(x)w(x)M(t)dtdx
0o Jo

seklinde yazilmis olur. Simdi bu son integrale t degiskenine gore sinc kuadratir kural

uygularsak,

1

N¢
ulx, t; )M (t;
Sw Z —( ]) (])dx
j==M¢

1,1
J- f u(x, S ()wx)M(t)dtdx = htf Y'(t)
0 YO0 !

0
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elde edilir. Benzer sekilde bu son ifadenin sag tarafina x degiskenine gore sinc

kuadratir kurali uygularsak,

1 u(o M) | (2t )W () Sic ) M ()
e S"WFZ_Mt ORI Z Z PV @)

—M m=—M

olarak bulunur. Burada (3.6) ile verilen Sy (x)|x=x,, = 6(231 = Oy Ozelligi kullanilirsa

w (x) - u(xk'tj)M(tJ')

(§DE u,S;,S;) = hyhy ——= -
CETTEE T Y@y & V()

veya acik olarak

(th{I u, SkSl> =

—hih, w(xg) oL u(xk,tj)i L i(xr—t)—al((xr)
-0¢'6) Ly v() dt )

oldugu gorilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.3 0 < 8 < 1 icin asagida verilen ifade saglanir.

(b(x)$DF w, 5,5,

_ —heh v(t) O u(xt) d Z O — ) PRO)
STA-pr@ L, $6) dx O

Burada, R(x) = b(x)S,(x)w(x), u(s) = ln( ) hp = /P seklindedir.

ispat b(x)ng u teriminin sinc fonksiyonlariyla ig garpimi
1 ,1

(b(x)ng u, Si.S;) =f f b(x)ng u(x, t)S, ()S;(OWX)v(t)dxdt
0o Jo

seklinde yazilir. Burada u fonksiyonundan tirevi kaldirmak icin (2.8) ile verilen kesirli

mertebeden kismi integrasyon kullanirsak, 1 (0,t) = u(1,t) = 0 oldugundan

(b()§DE 1, 5,5, = f 1 f b5 uCx, D5, (S (OW (v (O)dxdt
0 Y0

47



=f fu(x,t) Sl(t)v(t)fo (b(x)S, (x)w(x))dxdt
0o Jo

elde edilir. R(x) = b(x)S,(x)w(x) olmak tzere (2.19) ile verilen Riemann-Liouville
kesirli tirev tanimindan

1 d

B iy — a
DU RO = — s

1
f (s —x)"BR(s)ds

yazilabilir. Bu son integral [x, 1] araliginda iraksak oldugundan bu integrali hesaplamak
icin (2.12) ile verilen sinc kuadrattr kuralni kullanacagiz. Bu amag icin konform

donisim ve bu donlistimin ters gorintisi sirasiyla

u(s) =1In (S _ x)

1-s5

ve

~ e™r 4+ x
Yr =u ' (rhp) = 1T erir
seklinde verilir. O halde sinc kuadratir kuralina gore, hp = \/% icin

P

1 d ! 1 d —x)7PR

___f (s — ) BR(s)ds = —— L, 2 (> ,) )
(- p)dx), Ma-pdc| " L™ w0

= N(x)

elde edilir. Sonuc olarak
1 ~1

(b(x)ng u, Si.S;) Ef f u(x, t) S;()v(t)N(x)dxdt
0o Jo

seklinde yazilmis olur. Simdi bu son integrale x degiskenine gore sinc kuadratir kurah

uygularsak,

u(x, N (x;)

Ny
J j u(x,t) S;(v(t)N(x)dxdt = hxj S Z o' (x)
o Jo 0 i=My l

elde edilir. Benzer sekilde bu son ifadenin sag tarafina t degiskenine gbre sinc
kuadratir kurali uygularsak,
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1 - u(xl,t)N(xl) u(xu n)v(tn)sl(tn)N(xi)
b, S”’Z C B Z Z PGV )

=M, n=—M,
olarak bulunur. Burada (3.6) ile verilen 5;(t)|¢=¢, = 61(,?) = §;,, Ozelligi kullanilirsa

v(t;) & u(x;, t)N(x;)
v'i) & @)

X

(b(x)§DE u,5,.S)) = hyh,

veya acik olarak

(b(x)$DF w,5,.5))

| —hehe v@) N uw d |, i(yr—xrﬁR(yr)
STA-pr@ Ly 96 dx e

X=Xi

oldugu gorlir. Bu da ispati tamamlar.

Yukaridaki teoremlerde tanimlanan yaklasimlar ile (4.8) ve (4.9) esitliklerinin her bir

terimi yer degistirilir, u(xy,t;) yerine uy; yazihp esitliklerin her iki tarafi h,h; ile

bollinlirse asagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 4.4 Eger (4.1) ve (4.3) ile verilen problemin yaklasik ¢6zimi (4.4) ise, o zaman

{ukj, —My < k < Ny, —M; < j < N} bilinmeyen katsayilarinin hesaplanmasi igin

gerekli ayrik sinc-Galerkin sistemi

w(xy) U j 5@ l
¢’(xk) Z Zy(t) hl l] Ni

1wl O uy Z (e = K (x,)
EOrIes ) (t)dt £0e)

_v(ty) Uy N0
TV @, Z qu D) lh’ 2 p’l

w(xi ) e (X )u v (t) + w () f (s t)v(t,)
' (xy' (L) ' (xy' (L)
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seklinde verilir.

Teorem 4.5 Eger (4.2) ve (4.3) ile verilen problemin yaklasik ¢6zimi (4.4) ise, 0 zaman
{ukj, —My < k < Ny,—M; < j < N} bilinmeyen katsayilarinin hesaplanmasi igin

gerekli ayrik sinc-Galerkin sistemi

win) < Ug; [ 5O l
, -8,7n;

o) (xk)j;t;y '(¢;) At b

_ v(ty) Uj; N0 l
Y@, Z Z¢ ") hf O Py

1 o) © Z O — ) PR
TA-B)y (tz) ¢> (x;) dx ' ()

(4.16)

X=Xi

w (x) ¢ (e ) wg v (£;) + w(x) f (x, t)V(E)
@' (x )y () @' (x )y’ (t)

seklinde verilir.

Simdi yukarida verilen sistemleri matris seklinde ifade etmek igin bazi notasyonlar
tanimlayalim. I,(,I:x), P =0,1,2 igin, jk.elemani (3.7)-(3.8) esitlikleri ile verilen 6]-(:) olan

m, X m, tipinde matris, D(g,) kdsegen elemanlari
TG X IS STeos WP T |

seklinde olan m, X m, tipinde bir diagonal matris olsun. Burada I,(,i) ve D(g;) benzer

sekilde tanimlanabilir. Verilen notasyonlarla (4.15) ve (4.16) sistemleri sirasiyla

t
2 t

D (%) DW)UD(v) Z hl] 19D (;'—’v) +D (%) DW)UD(v) [AD (y%)]

2

(e
->(5)e (3)

D(¢")D(W)UD (;) ~D (%) D(c)UD (yﬂ)
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ve

t

D( )D(w)UD(v)i 19D ( )
Zh ()

((¢> New )]D(¢ )D(W)UD( ) D(¢>

seklinde ifade edilebilir. Burada [ ]*

L
d
2.
r=—L

ra- a)a

1 d = (
[hf’z Vr
r=—P

(l)

i "My

555 | D@IDG)UD (y)

(xr - t)_aK(xr)

A== £00)

—x)"FR(y)]
w ()

r'(1—pB)dx

i)D(c)UD (VZ) =D (W

) ()

¢I

, [ ] matrisinin transpozunu ifade eder ve

X=X

seklindedir. Bu iki sistemin her bir terimi soldan D(¢") ile sagdan D(y") ile garpilirsa

X+ XY =G

esitlik sistemi elde edilir. Burada

d

r 2

Z 1,0
Li=0 ¥

hi my

Pi
(¢")?

Al =D(¢") D(¢")

)

42 = (@) B0 (37 ) | @)

Bl = -2%1},{30 (:—’v) DY)
j=0"t

B2 = :AD (y%)]tu(y')

C =D(c)

o1

(4.17)



olmak Uzere (4.15) igin

d=-A1-C
Y =B1+ B2
ve (4.16) igin

¢=-A1-A2-C

Y =B1

seklindedir. Ayrica
G =DW)FD(v)

ve

X = D(w)UD(v) (4.18)

dir.

(4.17) esitliginde verilen ®, W, X ve G matrisleri sirasi ile m,, X m,, m; X my, m,, X m;
ve m, X m; tipindedir. Ayrica U ve F matrisleri m, X m; tipinde olup bu matrislerin

ekh elh
1+ekh’ 14elh

kl. elemanlari sirasi ile uy; ve f(xi, t;) = f( ) ile verilir [45].

(4.4) ile verilen yaklagik ¢6ziim, (4.15) sisteminin X igin ¢Oziullp, elde edilen X
matrisinin (4.18) sisteminde kullanilmasiyla hesaplanir. (4.17) sisteminin X icin ¢d6zim

yontemi asagidaki bashk altinda incelenmistir.
4.2 Ayrik Sistemin Goziimii
Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde sik sik ortaya ¢ikan

AX+XB=C (4.19)

Ozel sistemi denklemin her bir tarafinin birlestirilmesi ile ¢ozulebilir. Bunun icin

asagidaki tanim ve teoremler gereklidir.
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Tanim 4.1 B = (bij), 1 <j<m,1<i<n, matrisinin birlesimi
biy

vec(B) = bfz

bin

seklinde m n X 1 tipinde vektordir. Burada b;;, B matrisinin k. situnudur [46].

Tanim 4.2 A = [a;;], (m X n) ve B = [b;;] (p X q) tipinde iki matris olsun. Bu iki

matrisin kronecker veya tensor ¢arpimi (mp X nq) tipindedir ve

allB alzB b alnB
A®B — azle a2:2B ‘.:‘ az;nB
amB apB -+ agnB

seklinde tanimlanir [46].

Teorem 4.6 A, B, X = [x;j] ve C = [¢;;] sirasiilem X m,n X n,m X nvem X n tipinde

matrisler olsun. Ayrica x ve ¢

x =vec(X) = (X11,X21, eo0» Xm1r X125 X225 +ov» Xm2» X135 wo0» Xy ) -
ve

c =vec(C) = (€11)C21y «» Cm1» €125 C225 oo+ » Cmzs €135 o » Com) ©
seklinde tanimlansin. O zaman

AXB =C

denklem sistemi

(BT®A)x = ¢

matris-vektor esitligi seklinde de yazilabilir [46].

Sonug olarak A ve B matrislerinin 6zdegerlerini sirasiyla «; ve f; ile gosterirsek, AQB
kronecker carpiminin dzdegerleri a;f; dir. Ayrica I[,®A + B®I,, ifadesi de a; + j;

Ozdegerlerine sahiptir.

Bu teknik (4.19) denklemine uygulanabilir. ilk olarak (4.19) denklemini
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(I,®A + BT®I,,)vec(X) = vec(C)

seklinde yeniden yazalim. Bu esitligin

vec(X) = (I,QA + BT®I,,,) 1vec(C)

tek ¢6ziimine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

(I,®A + BT®I,,)

ifadesinin nonsingtliler olmasidir. X ¢6zimu ilk tanim kullanilarak bulunabilir.

Sonug olarak (4.19) denkleminin tim C ler igin tek bir ¢d6ziime sahip olmasi igin gerek
ve yeter kosulun a; + fB; # 0 oldugunu goérmek olduk¢a kolaydir. Burada a;, A

matrisinin B; de B matrisinin 6zdegerleridir.
Ozel olarak, eger A,B,X ve C sirasiyla m, X m,,m; X my, m, X my ve m, X m;

boyutunda matrisler ise, o zaman AX + XBT = C sistemi

(Im,®A4 + BQIy, )vec(X) = vec(C)

seklinde yazilabilir. Burada L, ve L, sirasiyla m, ve m; mertebeden birim matrisler
vec(X) ve vec(C) ise sirasiyla X ve C matrisinin sutunlarinin birlesimleridir. X elde

edilir edilmez, (4.18) sistemi yardimiyla U matrisini hesaplayabiliriz [46].

4.3 Uygulamalar

Butlin problemlerded = /2, a = =1/2, M, = M; ve h, = h;y = \/nd/aM, olarak
alinmustir.

Problem 4.1

U + gD?'Su = Uy + f(X,0)
u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =u(x,1) =0

kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemini diigtinelim. Bu problemin
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f,)==-20 - )3t —x)+4(1 — t)3tx
—-6(1 -1 —x)x*?+6(1 —t)t(1 — x)x?

+0.56419 t%5 (=24 £ (8+ £ (9.6 + 3.657141))) (-1 + x)x?

icin tam ¢6zumu

ulx, t) = x2(1 — x)t(1 — t)3

olup sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen numerik sonuglar Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2
ile verilmistir. Ayrica yaklasik ¢ozim grafikleri Sekil 4.1, Sekil 4.2 ile tam ¢6zim grafigi

ise Sekil 4.3 ile verilmistir.

Cizelge 4.9 Problem 4.1 igin (L = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) nimerik sonuglar

t X Tam Cozim Nim. Coz. Hata

0.03 0.3 0.00172495 0.00167299 0.000051966
0.6 0.00394275 0.00368821 0.000254542
0.9 0.00221780 0.00211435 0.000103449

0.06 0.3 0.00313961 0.00329048 0.000150877
0.6 0.00717625 0.00741887 0.000242621
0.9 0.00403664 0.00421269 0.000176047

0.09 0.3 0.00427275 0.00460605 0.000333305
0.6 0.00976628 0.01045470 0.000688409
0.9 0.00549353 0.00593304 0.000439506

Cizelge 4.10 Problem 4.1 igin (L = 20,M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N; = 30) nimerik

sonuglar

t X Tam C6zim Nim. Coz. Hata

0.03 0.3 0.00172495 0.00172374 1.21416*107-6
0.6 0.00394275 0.00394169 1.05625*107-6
0.9 0.00221780 0.00221781 1.47623*107-8

0.06 0.3 0.00313961 0.00313724 2.36502*107-6
0.6 0.00717625 0.00717425 1.99762*107-6
0.9 0.00403664 0.00403671 7.14455*%107-8

0.09 0.3 0.00427275 0.00426929 3.46038*10”-6
0.6 0.00976628 0.00976343 2.84988*107-6
0.9 0.00549353 0.00549367 1.32895*10/-7
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Sekil 4.11 Problem 4.1 i¢in (L = 3,M,, = 5,N,, = 5,M; = 5, N; = 3) yaklasik ¢6ziim

grafigi

Sekil 4.12 Problem 4.1 igin (L = 20, M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N, = 30) yaklasik

¢Ozim grafigi
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Sekil 4.13 Problem 4.1 icin tam ¢6zim grafigi

Problem 4.2
Upr = Uyy + gD:?j u+ f(x,t)

u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =u(x,1) =0

kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemini diisiinelim. Bu problemin
f,)=—-20 —t)?t31 —x)+4(1 — t)?*t3x+

6(1 —0)?t(1 —x0)x?—-1201 - Ot?2 (1 — x)x? +

2t3(1 — x)x? + 0334273 (—1 + t)? t3 x13 (—5.12821 + 6.68896 x)

icin tam ¢6zum{

ulx,t) =x%(1 — )t3(1 — t)?

olup sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen numerik sonuglar Cizelge 4.3 ve Cizelge 4.4
ile verilmistir. Ayrica yaklasik ¢oziim grafikleri Sekil 4.4, Sekil 4.5 ile tam ¢ozUm grafigi

ise Sekil 4.6 ile verilmistir.
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Cizelge 4.11 Problem 4.2 igin (P = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) niimerik

sonuglar

t b4 Tam Cozim NUm. Coz. Hata

0.03 0.3 0.00000160 0.000069824 0.000068223
0.6 0.00000365 0.000557026 0.000553368
0.9 0.00000205 0.000286490 0.000284433

0.06 0.3 0.00001202 -0.000160475  0.000172499
0.6 0.00002748 0.000688434 0.000660950
0.9 0.00001545 0.000405155 0.000389695

0.09 0.3 0.00003803 -0.000317899  0.000355931
0.6 0.00008693 0.000879725 0.000792795
0.9 0.00004889 0.000577303 0.000528404

Cizelge 4.12 Problem 4.2 igin (P = 20, M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N; = 30) nimerik

sonuglar

t X Tam C6zUm Nim. Coz. Hata

0.03 0.3 0.00000160 0.00000376 2.16753*107-6
0.6 0.00000365 0.00001237 8.71244*107-6
0.9 0.00000205 0.00000667 4.61338*107-6

0.06 0.3 0.00001202 0.00001645 4.43271*107-6
0.6 0.00002748 0.00004476 1.72861*107-5
0.9 0.00001545 0.00002455 9.09322*107-6

0.09 0.3 0.00003803 0.00004497 6.93846*107-6
0.6 0.00008693 0.00011262 2.56904*107-5
0.9 0.00004889 0.00006228 1.33882*107-5
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Sekil 4.14 Problem 4.2 igin (L = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) yaklasik ¢oziim
grafigi

Sekil 4.15 Problem 4.2 igin (L = 20,M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N, = 30) yaklasik

¢Ozim grafigi
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Sekil 4.16 Problem 4.2 icin tam ¢6zim grafigi

Problem 4.3

U + D7 u = (%% + Dy, + e*u + f(x, 1)
u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =u(x,1) =0

kesirli mertebeden degisken katsayili kismi diferansiyel denklemini disinelim. Bu

problemin

flx,t) = =6 (1 — t)?sin(mx) + 6 (1 — t)tsin(mx)

—e* (1 — )3 tsin(mx) — 0.334273 ¢°3
X (—3.33333 +t (15.3846 + t (—20.0669 + 8.10783 t))) sin(mx)

+m2(1 — )3t (1 + x?) sin(mx)

icin tam ¢6zimu

u(x,t) = sin(mx)t(1 — t)3
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olup sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen numerik sonuglar Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6
ile verilmistir. Ayrica yaklasik ¢oziim grafikleri Sekil 4.7, Sekil 4.8 ile tam ¢ozUm grafigi

ise Sekil 4.9 ile verilmistir.

Cizelge 4.13 Problem 4.3 igin (L = 3,M,, = 5,N,, = 5,M; = 5, N; = 3) nimerik

sonuglar

t X Tam CO6zUm NuUm. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0221510 0.0180712 0.00407981
0.6 0.0260401 0.0253668 0.00067328
0.9 0.0084609 0.0065332 0.00192773

0.06 0.3 0.0403174 0.0380162 0.00230119
0.6 0.0473959 0.0497706 0.00237464
0.9 0.0153999 0.0135274 0.00187243

0.09 0.3 0.0548687 0.0545413 0.00032734
0.6 0.0645020 0.0694785 0.00497649
0.9 0.0209580 0.0193546 0.00160331

Cizelge 4.14 Problem 4.3 i¢in (L = 20,M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N; = 30) nimerik

sonuglar

t X Tam C6zim NUm. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0221510 0.0220291 0.000121900
0.6 0.0260401 0.0259047 0.000135378
0.9 0.0084609 0.0084190 0.000041911

0.06 0.3 0.0403174 0.0400850 0.000232442
0.6 0.0473959 0.0471384 0.000257491
0.9 0.0153999 0.0153203 0.000079554

0.09 0.3 0.0548687 0.0545364 0.000332285
0.6 0.0645020 0.0641347 0.000367231
0.9 0.0209580 0.0208447 0.000113224
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Sekil 4.17 Problem 4.3 i¢in (L = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) yaklasik ¢6ziim
grafigi

Sekil 4.18 Problem 4.3 i¢in (L = 20,M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N, = 30) yaklasik

¢Ozim grafigi
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Sekil 4.19 Problem 4.3 igin tam ¢6zim grafigi

Problem 4.4

U, =e*u,, + (x2 +1)¢po3y —
tt XX ( )0 X x+1

u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =u(x,1) =0

kesirli mertebeden degisken katsayili kismi diferansiyel denklemini disinelim. Bu

problemin

(1 — x)x?sin(mt)

u+f(x,t)

flx,t) = —m2(1 — x)x?sin(mt) +

—0.770383 (1 + x2)(1.68067 x17 — 1.86741 x27)sin(rt)

— ex(Z(l — x)sin(mt) — 4xsin(7rt))
icin tam ¢6zimu

u(x,t) = x2(1 — x)sin(mt)

1+ x
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olup sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 4.7 ve Cizelge 4.8

ile verilmistir. Ayrica yaklasik ¢6zim grafikleri Sekil 4.10, Sekil 4.11 ile tam ¢6zim

grafigi ise Sekil 4.12 ile verilmistir.

Cizelge 4.15 Problem 4.4 igin (P = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) nimerik

sonuglar

t X Tam CO6zUm NuUm. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0059288 0.0071562 0.00122741
0.6 0.0135516 0.0149881 0.00143653
0.9 0.0076227 0.0083725 0.00074978

0.06 0.3 0.0118050 0.0131991 0.00139409
0.6 0.0269829 0.0254147 0.00156823
0.9 0.0151779 0.0145261 0.00065176

0.09 0.3 0.0175764 0.0193179 0.00174151
0.6 0.0401747 0.0362484 0.00392631
0.9 0.0225983 0.0208906 0.00170767

Gizelge 4.16 Problem 4.4 igin (P = 20, M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N; = 30) nimerik

sonuglar

t X Tam C6zim  Num. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0059288 0.0059287 1.16151*107-7
0.6 0.0135516 0.0135515 1.41292*107-7
0.9 0.0076227 0.0076227 1.58382*10"-8

0.06 0.3 0.0118050 0.0118048 2.68162*107-7
0.6 0.0269829 0.0269826 3.57381*107-7
0.9 0.0151779 0.0151778 7.75388*107-8

0.09 0.3 0.0175764 0.0175761 3.24333*107-7
0.6 0.0401747 0.0401744 3.45727*1017-7
0.9 0.0225983 0.0225983 1.68470*10"-8
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Sekil 4.20 Problem 4.4 igin (L = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) yaklasik ¢6ziim
grafigi

Sekil 4.21 Problem 4.4 igin (L = 20,M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N, = 30) yaklasik

¢Ozim grafigi
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Sekil 4.22 Problem 4.4 igin tam ¢6zim grafigi

Problem 4.5
" u(x,t) 9%u(x, t) Pu(x, t)
. —a(x) F T b(x) F T f(x,0)

0<y<2, l1<a<?, 0<p<1
u(0,t) =u(1,t) =0

u(x,0) =ulx,1) =0

kesirli konveksiyon-difiizyon denklemini disinelim [47]. Burada y =2, a =2, f =
0.35 alirsak denklem
U = —a(X) Uy, + b(X)GDY5 u + f(x,t)

seklinde vyazilir. Ozel olarak a(x) =T(2.35)'(2.65)x%35, b(x) = I'(0.7)I'(1)x?

alinirsa
flx,t) = Quxt? — x2)t 1 E, o (—(2mt)?)

+{r(2.7)(r(2.65) — r(1))x*7 + r(3)(r0.7) — r(2.35))x?}sin(2nt)

icin problemin tam ¢6zimu
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u(x, t) = (x17 — x?)sin(2nt)

olup sinc-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar gizelge 4.9 ve ¢izelge 4.10
ile verilmistir. Ayrica yaklasik ¢6zim grafikleri Sekil 4.13, Sekil 4.14 ile tam ¢6zim
grafigi ise Sekil 4.15 ile verilmistir. Karsilastirma amaciyla problemin Haar Wavelet
yontemi ile elde edilen tam ve yaklasik ¢6zim grafikleri Sekil 4.16 ile hata grafigi ise

Sekil 4.17 ile gosterilmistir.

Cizelge 4.17 Problem 4.5 igin (P = 3,M,, = 5,N,, = 5, M; = 5, N; = 3) nimerik

sonuglar

t X Tam Cozim NOm. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0073366 0.0043780 0.00295855
0.6 0.0111718 0.0092590 0.00191284
0.9 0.0048740 0.0045355 0.00033852

0.06 0.3 0.0144134 0.0107858 0.00362752
0.6 0.0219479 0.0228301 0.00088218
0.9 0.0095754 0.0110942 0.00151873

0.09 0.3 0.0209795 0.0167664 0.00421307
0.6 0.0319465 0.0354700 0.00352348
0.9 0.0139377 0.0172001 0.00326239

Cizelge 4.18 Problem 4.5 igin (P = 20, M,, = 40, N, = 40, M; = 40, N; = 30) nimerik

sonuglar

t X Tam C6zim  Num. Coz. Hata

0.03 0.3 0.0073366 0.0073365 6.80615*107-8
0.6 0.0111718 0.0111718 2.45596*107-8
0.9 0.0048740 0.0048740 1.74662*107-8

0.06 0.3 0.0144134 0.0144139 5.33686*107-7
0.6 0.0219479 0.0219489 9.67538*107-7
0.9 0.0095754 0.0095759 4.80610*107-7

0.09 0.3 0.0209795 0.0209786 8.62732*107-7
0.6 0.0319465 0.0319454 1.08969*10”-6
0.9 0.0139377 0.0139373 3.85036*107-7

67



3) yaklasik ¢6ziim

:5'Nt:

Nx == S’Mt

M, =5,

L=3

(

Sekil 4.23 Problem 4.5 igin

grafigi

40, N, = 30) yaklagik

40,N, = 40, M, =

M, =

Sekil 4.24 Problem 4.5 igin (L = 20,

¢Ozim grafigi
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Sekil 4.26 Problem 4.5 i¢in (/ = 5,a = 2,8 = 0.35,y = 0.5) Haar Wavelet yontemi

kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6zim grafigi [47]
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Sekil 4.27 Problem 4.5i¢in (/| = 5,a = 2, = 0.35,y = 0.5) Haar Wavelet yontemi

kullanilarak elde edilen hata grafigi [47]
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tezde sinc-Galerkin yonteminin kesirli mertebeden lineer adi ve kismi diferansiyel
denklemlere uygulanmasi ele alinmistir. Bu amacgla tezin birinci kisminda kesirli
mertebeden lineer adi ve kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerine ve sinc-
Galerkin yontemine dair genel literatlir taramasi sunulmustur. Literatlir taramasindan
da anlasilacagi lizere, kesirli mertebeden lineer adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozumlerini sinc-Galerkin yontemi kullanarak ele alan ¢alismaya rastlanmamistir. Tezin
ikinci kisminda, kesirli mertebeden tiirevin tanimi ve bazi 6n bilgiler ifade edilmistir.
Daha sonra da sinc-Galerkin yontemi ve yontemin kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlere uygulanmasi igin gerekli teoremler ifade ve ispat edilmistir. Tezin Gg¢linci
kisminda, tezin literatlire orijinal katkisi olarak, sinc-Galerkin yontemi kesirli
mertebeden lineer adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin
kullanilmistir. Tezin sonraki kisminda, tezin literatiire orijinal katkisi olarak, kesirli
mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin elde edilmesinde sinc-
Galerkin yontemi kullanilmistir ve cesitli uygulamalara yer verilmistir. Tezin U¢linci ve
dordinci kisminda bulunan sonuclar diger yontemlerle elde edilen sonuglarla grafiksel
ve sayisal olarak karsilastirilmistir. Bu karsilastirmalardan sinc-Galerkin yénteminin
kesirli mertebeden lineer adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6zimiini
elde etmede cok etkili bir yontem oldugu goérilmektedir. Tezin son kisminda da

calismaya dair bazi sonuglar ve 6neriler verilmektedir.

Gelecekteki calismalarda sinc-Galerkin yonteminin, kesirli mertebeden adi ve kismi
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6zimiuni elde etmede kullanilabilecegi

distinilmektedir. Yine ayni sekilde, sinc-Galerkin yonteminin kesirli mertebeden lineer
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olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin

¢ozimlerini elde etmede kullanilabilecegi de distintilmektedir.
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EK-A

PROBLEM 3.1 iCiIN MATHEMATICA PROGRAMI

£1x] = Log|7—];

B S
ekhL 4 7

XLk = T

Alx];

(1~ G = + o) (him + rloglr=)

L=5hL=—;

VL
Fonk[z_] = Gamm;[l ] D[Simplify[N[hL * kZL wL[xL[k]] * K[xL[k]]]], z];
flx]=2+ 1 (2.65x15 — 2x05);

Gamma[l — «]

phi[x_]=LOg[ - ];

1—x
y—sn e
=
ekh
xli ) = 1+ ekn’
Wix] = ——
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FonkDeger[k_,j_] = Fonk[x[k]]//N;

A2 = Table[FonkDeger[k, j], {j, =M, M}, {k, =M, M}]//N;

g10[x_] = D[p [x]w[x], x];

g11[x_] = p[x]w[x]D[phi[x], x];

g20[x_] = D[D[u,[x]w[x], x], x];

g21[x_] = D[D[phi[x], x], x]w[x]u,[x] + 2D [phi[x], x]D [z [x]w[x], x];
g22[x_] = D[phi[x], x]*w[x]uz[x];

dphi[x_] = D[phi[x], x];

[0 = IdentityMatrix[2M + 1];

. (D
[1 = Table[lf[j ==k, 0, Py 1,{j, —M, M}, {k,—M, M}];
_ —m? =2(-1kJ
I2 = Table[If[j == k, RNCENE .U, —M, M}, {k, —M, M}];
10— | glO[x[kll |, |
= 1agonalMatr1x[Table[dphi[x[k]],{k, M, M}]];
A1 D | glifx[kll , |
= 1agonalMatr1x[Table[dphi[x[k]],{k, M, M}]];
20— D | g20[x[k]] .
= 1agona1Matr1x[Table[—dphi Tk {k,—M, M}]];
21 — DieoralMae gixlk]]
= Diagona Matrlx[Table[—dphi[x[k]],{k, M, M}]];
22— D | g2(x[k]]
= 1agona1Matr1X[Table[dphi[x[k]],{k, M, M}]];

W = DiagonalMatrix[Table[w[x[k]], {k,—M, M}]]//N;

A3 = DiagonalMatrix[Table[u, [x[t]]w[x[t]]%, {t, —M, M}]]//N;

1 1 1
A= (10.A20 +11.A21 + 12.A22) = (10.A10 + - [1.A11) + A2 W + A3//N;

B = Transpose[{Table[w[x[t]]? * f[x[t]], {t,—M, M}]}]//N;
R = LinearSolve[4, B];
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sinc[x_] = If[x # 0,Sin[m x]/( x),1];
u[x_] = Sum[R[[k + M + 1]] * sinc[% (phi[x] — kh)], {k, —M, M}];

Plot[{x(x — 1), u[x]}, {x, 0,1}, PlotLegend—> {"Exact", "Approximate"}, PlotStyle
— {Directive[Blue, Thick], Directive[Red, Dashed, Thick]}]
Table[Abs[u[i] —i(i — 1)],{i, 0.1,0.9,0.1}]

Table[u[i], {i, 0.1,0.9,0.1}]
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EK-B

PROBLEM 4.2 iCiN MATHEMATICA PROGRAMI

beta = 0.7;
rlx_t ] =x2(1 —x)t3(1 — t)?

1 * 0Ogrls, t]
Gammall — beta] J, (x — s)beta

flx_t] = 0er[x, t] — ds — 0y ,7[x,t];

phi[x_] = Log[x/(1 = x)];

mu[t_] = Log[t/(1—t)];

Clear[hx]

Clear[h2]

phi2[y_] = Log[(y — 2)/(1 = y)];
w2[y_| = 1/D[phi2[y],y];

x2[k_] = (e¥" + 2)/(1 + e*"2) //N;

rr2[x_] = (x — z)7b¢** (hx Sin[(m (—hx i + Log[x/(1

(1_x)(11x)+(1—xx)2
x

- x)]))/hX])/(ﬂj (—hx i + Log[x/(1

—0D);
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—1 o
xx1[z_] = Gammall — betd] D[Simplif y[N[h2

P

* Z w2[x2[k]]| * rr2[x2[k]]], TimeConstraint — 5000], z] ;

k=—P

Mx =5;Nx =5Mt =5;Nt =3;mx =Mx+ Nx+ 1,mt = Mt + Nt + 1;

hx = /\N'Mx
ht = T[/\/m;

x[k] = e*™/(1+e*™)//N;

t[l] =e'™ /(1 +e'"™)//N;

w(x_] = 1/D[phi[x], x]*(1/2);

v[t_] = 1/D[mult], t]*(1/2)

Imx0 = IdentityMatrix[mx);

Imx1 = Table[If[j ==k, 0, (=1)* ) /(k — )], {j, —Mx, Nx}, {k, —Mx, Nx}];

Imx2 = Table[lIf[j =
=k, (—-1?)/3,(=2 (=1)*7)/(k = )?], {j, —Mx, Nx}, {k, —=Mx, Nx}];

pO[x_] = Dw[x], {x,2}];

pl[x_] = D[phi[x], {x, 2}]w[x] + 2D [phi[x], x]D[w[x], x];

p2[x_] = D[phi[x], x]2 w[x];

Dphi[x_] = D[phi[x], x];

RO = DiagonalMatrix[Table[pO[x[k]] /(me'[x[k]]2 wlx[k]], {k, —Mx, Nx}]];
R1 = DiagonalMatrix[Table[p1[x[k]] /(Dphi[x[k]]2 wlx[k]]), {k, —Mx, Nx}]];
R2 = DiagonalMatrix[Table[p2[x[k]] /(Dphi[x[k]]2 wlx[k]]), {k, —Mx, Nx}]];
R = 1/(hx)*2 Imx2.R2 + 1/hx Imx1.R1 + Imx0. RO;

Imt0 = IdentityMatrix[mt];

Imt1 = Table[If[j == k, 0, (=1)¥~7)/(k — j)],{j, —=Mt, Nt}, {k, —M¢t, Nt}];
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Imt2 = Table[lf[j =
=k, (—1?)/3,(=2 (=1)*7)/(k — )?], {j, —M¢t, N¢}, {k, —Mt, Nt}];

Dmu[t_] = D[mult], t];
nu0[t_] = D[v[t], {t, 2}];

nul[t_] = D[mu[t], {t, 2}] v[t] + 2 D[v[t], t] D[mu[t], t];

nu2[t_] = D[mu[t], t]2 v[t];

L0 = DiagonalMatrix[Table[nuO[t[l]]/(Dmu[t[[]]v[t[L]]), {l, —M¢t, Nt}];
L1 = DiagonalMatrix[Table[nul[t[l]]/(Dmult[[]]v[t[L]]), {l, —Mt, Nt}];
L2 = DiagonalMatrix[Table[nu2[t[l]]/(Dmu[t[[]]v[t[L]]), {l, —Mt, Nt}];

1 1
Lf =—=Imt2.L2 +— Imtl.L1 + Imt0. LO;
f (ht)? mn ht m m

WFracx = DiagonalMatrix[Table[1/(Dphi|[x[k]]2 w[x[k]]), {k,—Mx, Nx}]]//N;
KFracx|k_i_] = xx1[x[k]]//N;

Kfx = Table[KFracx[k,i],{i,—Mx, Nx},{k, —Mx, Nx}]. WFracx;

A = —DiagonalMatrix [Table [Dphi [x [k]], {k,—Mx, Nx}]] R
.DiagonalMatrix [Table[Dphi[x [k]], {k, —Mx, Nx}]]

—DiagonalMatrix [Table[Dphi[x [k]], {k, —Mx, Nx}]] Kfx
.DiagonalMatrix[Table[Dphi[x[k]], {k, —Mx, Nx}]];

B = Transpose[Lf]. DiagonalMatrix[Table[Dmult[l]],{l, —Mt, Nt}]];
F = Table[f[x[k], t[l]], {k, —Mx, Nx},{l, —Mt, Nt}];

G = DiagonalMatrix [Table[w[x[k]], {k,—Mx, Nx}]] F
.DiagonalMatrix[Table[v[t[l]],{l, —Mt,Nt}]]//N;

vecG = Flatten|[Transpose[G]];

KrocMatrix = Inverse[KroneckerProduct[Imt0, A]

+ KroneckerProduct[Transpose[B], Imx0]]. vecG;
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X = Transpose[Partition[KrocMatrix, mx]]//N;
U = Inverse |DiagonalMatrix [Table[w[x[k]],{k, —Mx, Nx}]” X

.Inverse[DiagonalMatrix[Table[v[t[l]],{l, —Mt, Nt}]]];

sinc[x_] = If[x # 0,Sin[m x] /(7 x),1];

Nt Nx

applx, t] = Z Z U[[i + Mx +1,j + Mt + 1]]sinc[(phi[x] — i

j=—Mt i=—Mx

* hx) /hx]sinc[(mult] — j * ht)/ht];
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