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OZET

DERECELENDIRILMiS HALKALAR VE 2-YUTAN QUASI ASALIMSI ALT
MODULLER

Rabia Nagehan UREGEN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Degismeli Cebirde ideallerin birlesimleri &nemli yer tutmaktadir. ideallerin ve
modiillerin birlesimleri lzerine ¢esitli calismalar yapilmistir. Tezin birinci boliminde
verilen literatlr taramasinin ardindan ikinci bolimde derecelendirilmis ideallerin
birlesimleri incelenmistir. Quartararo ve Butts’'un U—halka olarak tanimladigi
halkalarda ideallerin sonlu birlesimleri, derecelendirilmis halkalar icin yapiimistir. Buna
gore; R bir derecelendirilmis halka ve |, R nin derecelendirilmis bir ideali olsun.

n
Herhangi {A} derecelendirilmis ideal ailesi igin | | JA olmasi 1< j<n olacak

i=1
sekilde bir | igin | = A; olmasini gerektiriyorsa | ya derecelendirilmis u—ideal
denir. R halkasinin her derecelendirilmis ideali u—ideal ise R ye derecelendirilmis
U—halka denir. Bu tanimdan hareketle derecelendiriimis u—halkalarin birgok
karakterizasyonlari verilmistir. Daha sonra derecelendirilmis asal idealler yardimiyla
asaldan kaginma teoreminin bir genellestirmesi olan derecelendirilmis kompakt
paketlenmis halka su sekilde tanimlanmistir: R nin derecelendiriimis | ideali
derecelendirilmis asal idealler ailesinin birlesiminde iken ailenin herhangi bir
derecelendirilmis asal ideali tarafindan iceriliyorsa R ye derecelendirilmis kompakt
paketlenmis halka denir. Bu tanimin ardindan derecelendirilmis kompakt paketlenmis
halkalarin bazi o6zellikleri incelenmistir. Dahasi bu halkalarin daha genel hali olan
derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halkalar tanimlanmistir ve her

Vii



derecelendirilmis kompakt paketlenmis halkanin derecelendirilmis aralarinda asal
paketlenmis halka oldugu gosterilmistir. Ayrica ifadenin tersinin R  bir
derecelendirilmis tamlik bolgesi ve h—dimR =1 oldugunda saglandigi gosterilmistir.
Bu bolimin sonunda ise derecelendirilmis ideallerin yeni bir sinifi olan
derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealler tanimlanmistir. Buna gore; R bir
derecelendirilmis halka ve |, R nin derecelendirilmis bir has ideali olsun. a,b,c € h(R)
olmak tizere abcel olmasi abeGr(l) veya aceGr(l) veya bceGr(l) olmasini
gerektiriyorsa | ya R nin derecelendirilmis 2—-yutan quasi asalimsi ideali denir. Ayrica
derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealler bircok derecelendirilmis halkada
incelenmis ve derecelendirilmis 2—yutan ideallerle iligkileri ortaya konmustur.

Tezin Uglincl boliminde ise modil teoride énemli yeri olan asal alt modillerin bir
genellestirilmesi yapilmistir. 2—yutan quasi asalimsi alt modul adini verdigimiz bu yapi
soyle tanimlanmistir: M bir R—modil ve N de M nin bir has alt modiili olsun. Her

a,beR ve meM igin abmeN iken abea/(N ' M) veya amerad,, (N) veya

bmerad,,(N) oluyorsa N ye 2-yutan quasi asalimsi alt modil denir. Bu bélimde

ayrica 2-yutan quasi asalimsi alt modillerin gesitli karakterizasyonlari verilerek bazi alt
modyillerle aralarindaki iliski incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Derecelendirilmis halka, derecelendirilmis U -halka,
derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka, derecelendiriimis aralarinda asal
paketlenmis halka, derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi ideal, asal alt modiil,
2-vyutan quasi asalimsi alt moddil.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

GRADED RINGS AND 2-ABSORBING QUASI PRIMARY SUBMODULES
Rabia Nagehan UREGEN

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Union of ideals has an important role in commutative algebra, which has led to a wide
range of literature on the union of ideals and modules. After the literature review
given in Chapter 1 of this dissertation, union of graded ideals are investigated in
Chapter 2. Finite union of ideals in rings defined as U—ring by Quartararo and Butts
has been applied to graded rings. Accordingly, let R be a graded ring, | a graded ideal
of R. Then we say that | is a graded u—ideal if for any family of graded ideals
n
{Aﬁ}in:l' I gUA implies 1 c A, for some j=1,2,..,n. A graded ring R is called
i=1
U—ring if any graded ideal is a graded U—ideal. Based on this definition, various
characterizations of graded u-—rings are given. Then a graded compactly packed ring
which is a generalization of the prime avoidance theorem with the help of prime ideals
is defined as follows: The ring R is called a graded compactly packed ring if for any
graded ideal | of Ris contained in any graded prime ideal when it is in the union of a
family of graded prime ideals. Succeeding this definition, some properties of graded
compactly packed rings are examined. Furthermore, graded coprimely packed rings
which are more general versions of these rings are defined and it is shown that every
graded compactly packed ring is a graded coprimely packed ring. It is also displayed
that the converse is true whenever R is a graded integral domain and h—dimR =1. At



the end of this chapter, graded 2-absorbing quasi primary ideals, which are a new class
of graded ideals, are defined. Accordingly, let R be a graded ring and | a proper
graded ideal of R. Then | is called a graded 2-absorbing quasi primary ideal of R if
abcel implies abeGr(l) or aceGr(l) or bceGr(l) for each a,b,ceh(R).
Moreover, graded 2-absorbing quasi primary ideals are investigated in several graded
rings and their relations between graded 2-absorbing ideals are revealed.

In Chapter 3, generalization of prime submodules having a significant role in the theory
of modules is presented. A structure called 2-absorbing quasi primary submodule is
defined as follows: Let R be aring, M an R—module and N a proper R—submodule
of M. We argue that N is a 2-absorbing quasi primary submodule of M if

whenever a,beRandmeM with abmeN, then either abe ,j(N x M) or

amerad,, (N) or bmerad,, (N). In this chapter, additionally, by providing various

generalizations of 2—absorbing quasi primary submodule, its relations between some
other submodules are studied.

Keywords: graded ring, graded U-ring, graded compactly packed ring, graded
coprimely packed ring, graded 2-absorbing quasi primary ideal, prime submodule,
2—absorbing quasi primary submodule.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Degismeli Cebirde ideallerin birlesimleri énemli yer tutmaktadir. ideallerin ve
modiillerin sonlu birlesimleri izerine ¢esitli calismalar yapilmistir. McCoy 1956 yilinda
ideallerin ve alt gruplarin sonlu birlesimlerini incelemistir. Calismada etkin 6rtis diye

adlandirilan (efficient union) tanimi yapilmistir. Buna gére Kk pozitif tamsayisi olmak
Uzere AkcmA iken ACUA oldugu gosterilmistir [1]. Quartararo ve Butts
ilerleyen yillarda yine ideallerin sonlu birlesimleri (zerinde g¢ahsmiglardir. “Finite

Unions of Ideals and Modules” adli makalede u— halka tanimini yaparak bu halkalarin

bazi 6zel karakterizasyonlarini vermislerdir. R bir degismeli halka ve |, R nin ideali

n n . .
olsun. Herhangi {A}izl ideal ailesi icin | gUA iken 1< j <n olacak sekilde bir |
i=1

icin 1 < A; ise | ya u—ideal denir. R halkasinin her ideali u—ideal ise R ye

U — halka denir. Ayni ¢calismada modiillerin de sonlu birlesimleri incelenmistir [2]. Asal
ideallerin birlesimlerini ise Reis ve Viswanathan galismislardir. Literatlirde asaldan
kacinma teoremi (Prime avoidance theorem) olarak bilinen teoremin genellestirmesi

olan kompakt paketlenmis halka tanimini galismalarinda su sekilde yapmislardir: R

halkasinin | ideali bir {Pa}aes asal ideal ailesinin birlesimi tarafindan igeriliyor iken
bir fe€S indisi icin | < P, saglaniyorsa R ye Spec(R) ile kompakt paketlenmis

halka denir [3]. 1981’de Pakala ve Shores bu tanimi Noetherian halkalar Uzerinde
yapmislardir ve bazi kosullar altinda Picard gruplarda incelemislerdir [4]. Smith de

“Covering condition for prime ideals” adli makalesinde asal ideallerin birlesimini

1



incelemis ve kompakt paketlenmis bir halkada her asal idealin bir temel idealin
radikaline esit oldugunu gostermistir [5]. Erdogdu, kompakt paketlenmis halkalarin
genel hali olan aralarinda asal paketlenmis halkalari calismasinda su sekilde

tanimlamistir: R bir halka, | bir ideal ve {P{z}aES kiimesi, R halkasinin asal idealler

ailesi olsun. Her oS indisi igin I +P, =R iken |¢Upa oluyorsa, | idealine

oeS

aralarinda asal paketlenmis ideal denir. R halkasinin her asal ideali aralarinda asal
paketlenmisse R halkasina aralarinda asal paketlenmis halka denir [6]. Bu konu
Uzerine literatlrde cesitli calismalar yapilmistir [7,8,9,10,11]. Tekir, "On coprimely
packed rings" adli calismasinda R aralarinda asal paketlenmis halka iken S™R nin

hangi kosullarda aralarinda asal paketlenmis halka oldugunu géstermistir [9].

Derecelendirilmis halkalar teorisi Uzerine literatlirde cesitli ¢calismalar mevcuttur
[12,13,14,15,16]. Derecelendirilmis asal idealler ve genellestiriimeleri
derecelendirilmis halkalar teorisinde buylik 6neme sahiptir. Derecelendirilmis asal

idealler bircok calismada incelenmistir [14,15,16].

Derecelendirilmis asal ideallerin bir genellestirilmesi olan derecelendirilmis asalimsi
idealler Al Zoubi tarafindan tanimlanmis ve derecelendirilmis Noetherian halkalarda
asalimsi ayrisim incelenmistir [14]. Yine asal ideallerin bir bagka genellestirmesi olan
derecelendirilmis 2-yutan idealler “On graded 2-absorbing and graded weakly 2-
absorbing ideals” adli makalede incelenmistir [15]. Bir baska calismada ise
derecelendirilmis 2-yutan asalimsi idealler tanimlanmis ve ¢esitli karakterizasyonlari

yapimistir [16].

Modil teoride asal alt modiller, modillerin yapisi hakkinda ¢ok onemli bilgiler
vermektedir. Asal alt modiller ile ilgili arastirmacilar bircok calisma yapmislardir
[17,18,19,20,21]. Bu galismalarda asal alt moddilerin farkli genellestirmeleri lizerinde
durulmustur. 2-yutan alt modul kavrami ilk olarak Darani ve Sohaelnia tarafindan “2-
absorbing and weakly 2-absorbing submodules” adli makalede tanimlanmistir [22].
Yazarlar 2-yutan alt moddillerin bircok 06zelligini karakterize ederek diger alt
modiillerle olan iliskisini incelemislerdir. Daha sonra 2-yutan alt modiillerin bir baska

genellestirilmesi olan 2-yutan asalimsi alt modiiller lzerine calisiimistir. Buna gore;

2



M bir R—modiil ve N de M nin bir has alt moduli olsun. Her a,beR ve meM
icin abme N iken abe (N :; M) veya amerad,,(N) veya bmerad,,(N) oluyorsa

N vye 2-yutan asalimsi alt modil denir. Ayrica 2-yutan asalimsi alt modiller
yardimiyla Noetherian halkalar Uzerinde serbest burulmali garpimsal dedekind

modyiilleri karakterize etmislerdir [23].

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaglarindan biri, derecelendirilmis halkalarin sonlu ve sonsuz birlegsimleri
Uzerinde durmak ve derecelendirilmis kompakt paketlenmis halkalar ile
derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halkalari karakterize ederek
aralarindaki iliskiyi kurmaktir. Ayrica derecelendirilmis asal idealleri genellestiren
derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi idealleri tanimlayarak diger ideallerle
aralarindaki iliskileri incelemektir. Tezin bir diger amaci ise modul teoride 6nemli yer
tutan asal alt moddllerin bir genellestirmesi olan 2-yutan quasi asalimsi alt modiilleri
tanimlayip bu kavram Uizerinde arastirma yapmak ve bu alt moddilleri karakterize

ederek diger alt moddillerle iliskisini incelemektir.

1.3 Hipotez

Bu calismanin ilk boliminde detayli literatiir taramasi yapilacaktir. Calismanin ikinci
bélimiinde, derecelendirilmis halkalarin birlesimleri incelenecektir. ilk olarak
Quartararo ve Butts’'un u—halka olarak tanimladigi halkalarin sonlu birlegsimleri
derecelendirilmis halkalar i¢in yapilacaktir. Daha sonra derecelendirilmis asal idealler
yardimiyla derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka tanimi yapilarak bazi
karakterizasyonlari verilecektir. Bu halkalarin daha genel hali olan derecelendirilmis
aralarinda asal paketlenmis halka tanimi vyapilip derecelendirilmis kompakt
paketlenmis halkalarla aralarindaki iliski incelenecektir. Ayrica derecelendirilmis 2-

yutan quasi asalimsi ideller tanimlanarak c¢esitli karakterizasyonlari yapilacaktir.



Tezin Uglincl boliminde ise asal alt modiiller tzerine gahsilacaktir. Literatlrde asal
alt modiillerin genellestirilmesi Gizerine bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Bu ¢alismada ise 2-
yutan quasi asalimsi alt modil adini verecegimiz yapi tanimlanarak c¢esitli
karakterizasyonlari yapilacaktir. Ayrica bu yapinin diger alt moddllerle aralarindaki

iliski incelenecektir.



BOLUM 2

DERECELENDIRILMiS HALKALAR

2.1 On Bilgiler

Bu bollimde tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler yer almaktadir.

ilk olarak ispatlari [1,24] te mevcut olan Asaldan Kaginma Teoremi (Prime Avoidance

Theorem) olarak bilinen asagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.1.1: R bir halka ve | bir ideali olsun. 1,1,,...,1, de R halkasinin en az

Nn—2 tanesi asal olan idealleri ve | cl,Ul,U..Ul, ise bir 1<k<n igin 1 1,

dir[24].

ispat: N {zerinde tiimevarim uygulayalim. n=2 olmak tzere 1 £1, ve |1 €1, kabul
edelim. Béylece j=12 icin bir a; e I\ 1, vardir. O halde, hipotezden a, €1, ve a, €|,
dir. Buradan a,+a, el cl, Ul, olur ve bdylece a, +a, €1, veya a +a, l, elde
edilir. a, +a, l, ise a,=(a,+a,)—a,<l, dir. a +a,<l, ise a,=(a,+a,)—a <1,
dir ve her iki durumda da geliski elde edilir. Béylece | — I, veya | < |, bulunur. Simdi,

k>2 olmak Gizere n=K icin hipotez dogru olsun ve n=k+1 i¢in dogru oldugunu

k+1
ispatlayalim. | gUIi kabul edelim ve |, ideallerinin en az n—2 tanesi asal ideal
i=1

k+1
olsun. |, idealinin asal oldugunu varsayalim. Her j=1..k+1 igin I iUIi kabul

i=1
i#]



k+1

edelim. Oyleyse her j=1.,k+1 igin ajeI\UIi dir. Boylece hipotezden her
i=1
i#]

j=1..,k+1 icin a; el; elde edilir. Ayrica |, ; asal oldugundan &..a, ¢l,,, dir.

k
Buradan a,...a, eﬂli\lk+1 olur. Simdi, b=a,..a, +a,,, elemanini géz 6niine alalim.
i=1

Burada bgl, , dir. Aksi halde &,...a, =b—a,,; €1, celiskisi elde edilir.

Ayrica 1< j<k icin b¢ |, dir. Aksi halde a,,, =b—a,...a, €, celigkisi elde edilir. Fakat

k+1
bel oldugundan | ¢ U I, kabulimiz ile gelisir. Béylece 1< j<k+1 olmak lzere en
i=1

k+1
az bir | igin | gUIi oldugu gorulur. Timevarim hipotezini kullanarak 1<i<k+1

i=1
i#]

olmak tizere bir i igin | = I, bulunur.

2.1.1 Derecelendirilmis Halkalar

Tanim 2.1.1.1: G, birimi e olan bir grup ve R bir halka olsun. R nin geG ile

indekslenmis Rg toplamsal alt gruplari olmak Uzere,

R=®R,
geG
ve her g,heG igin,
R,R, =R,

oluyorsa R ye bir G —derecelendirilmis halka (ya da kisaca derecelendirilmis halka)

denir ve G(R) ile gosterilir. R, nin elemanlari g. dereceden homojen eleman olarak

adlandirilir ve tim homojen elemanlarin kiimesi h(R) ile gosterilir, yani

h(R)=JR,

geG
dir.
Burada not edelim ki, direkt toplamin 6zelliginden, her bir a € R, tiim terimleri sifirdan

farkli olacak sekildeki tek tiirlii yazilan sonlu

azzag

geG



toplamindan olusur. Buradaki a, elemanlari a nin Rg deki g—bileseni olarak

9

adlandirilir.
Ayrica her g € G icin 0, =0e R, dir.

Not: Bu calismada aksi belirtilmedikce G her zaman bir grup olarak kabul edilecektir.

Ornek: R bir halka olsun. R, =R ve her g=e igin R, =0 olarak alalim. Boylece,

R=®R

geG E

oldugu kolayca gorilur. Ayrica her g,heG igin,

R,Ry=0=R,, veya R R =RR,=RcR, =R, elde edilir. Bu durumda her halka

yukaridaki yontemle bir derecelendirilmis halka yapilabilir. Bu derecelendirilmis

halkaya asikar derecelendirilmis halka denir.

Ornek: K herhangi bir cisim olmak iizere K[x,y] polinomlar halkasini géz éniine

alahm. Her n<0 igin R =0, R, =K, R =Kx+Ky, R, = Kx’ + Kxy + Ky?, ... alarak
KX, y]=...©0® K @ Kx+ Ky ® Kx* + Kxy + Ky’ @...

oldugu gorulur. Ayrica n<0 veya m<0 ise RR. =0cR = olur. Simdi n,m>0

oldugunu kabul edelim. n. dereceden bir homojen polinom ile m. dereceden bir

homojen polinomun ¢arpimi (n+m). dereceden bir homojen polinom oldugundan

R R, <R,,, elde edilir ve boylece K[x,Yy] bir Z— derecelendirilmis halkadir.

m

Tanim 2.1.1.2: R bir derecelendirilmis halka ve a,beh(R) olsun. ab=0 iken a=0

veya b =0 oluyorsa R ye derecelendirilmis tamlik bolgesi denir [17].

Tanim 2.1.1.3: R bir derecelendirilmis halka ve | — R birideali olsun. Herg € G igin

l,=1NR,
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olmak Gzere,

= I

geG Y

oluyorsa | ya R nin bir derecelendirilmis ideali denir. Bu durumda | I nin

gl
g — bileseni olarak adlandirilir.

Not: | nin bir derecelendirilmis ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul

a=>Ya el

geG

iken her g €G icin a;, €| olmasidir.

Ornek: K herhangi bir cisim olmak ilzere R=K[x]=..®0DK ®Kx®Kx* ...

7,— derecelendirilmis halkasini goéz 6niine alalim. Burada n<0 i¢cin R, =0, n>0 igin
R, =Kx" dir.

(i) I =< x> idealini goéz onune alalm. n<0 iken I =1NR =1"n0=0,

l,=1"R,=1NKX’=1"K=0 ve ayrica n>0 iken

I, =1"R =1 nKX"=<x>nKx" = Kx" olur. Bu durumda

<X>=.D0DKXDKX*D... bulunur ve | bir derecelendirilmis ideal olur.
(ii) P=<x-1> idealini géz 6nine alallm. x-1=(-1)+xeP fakat x¢P ve

—1¢ P oldugundan P bir derecelendirilmis ideal degildir.

Hatirlatma: R, R, derecelendirilmis halkalari icin ¢:R, — R, halka homomorfizmasi
her geG icin ¢((R),) =(R,), kosulunu sagladiginda ¢, derecelendirilmis halka

homomorfizmasi olur.

Tanim 2.1.1.4: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has

ideali olsun. a,b eh(R) olmak tzere abel iken acl veya bel oluyorsa | ya bir

derecelendirilmis asal ideal denir [14].

Northcotth “On Homogeneous Ideals” adli calismasinda her N —derecelendirilmis asal

idealin ayni zamanda bir asal ideal oldugunu asagidaki 6nermede gostermistir [25].
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Onerme 2.1.1.5: R bir N—derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis
asal ideali olsun. Bu durumda I, R nin bir asal idealidir.

ispat: a,beR olmak lzere abel olsun. R derecelendirilmis halka oldugundan

a=Ya, ve b=)b seklindedir. Simdi agl ve begl oldugunu kabul edelim. I
i=0

i=0

derecelendirilmis ideal ve a,b¢ 1 oldugundan a, 1 ve b, ¢l olacak sekilde en kiguk

t,k pozitif sayilarini segebiliriz. Burada ago,agl,...,aglilel ve bgo'bgu'"’bgk,lel olur.
abel ve | daderecelendirilmisideal oldugundan ab nin (k +t). bileseni,

a, b, +a, b, +..+a, b, +ab, +a, b, +..+a,b, el olur.
Boylece a,b, lve | derecelendirilmis asal ideal oldugundan a, I veya b, <l

celiskisi elde edilir.

Yukaridaki 6nermenin tersinin her zaman dogru olmayacagini asagidaki o6rnekle

gosterelim.

Ornek: R=Q[x]=Q®Qx®Qx*®... bir N-derecelendirilmis halka olmak {zere
P=<x-1> idealini géz 6nlne alallm. x—1=(-1)+xeP fakat x¢gP ve —1¢P
oldugundan oldugundan P bir derecelendirilmis ideal degildir. Fakat x-1, Q[x]

polinom halkasinda bir asal polinom oldugundan P bir asal idealdir.

Tanim 2.1.1.6: R bir derecelendirilmis halka olsun. Her 0=ae<h(R) elemani igin
ab=1, olacak sekilde bir beh(R) elemani var ise R derecelendirilmis halkasina

derecelendirilmis cisim denir [26].

Tanim 2.1.1.7: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has
ideali olsun. R nin | < J kosulunu saglayan her derecelendirilmis J idealiigin J =1
veya J =R oluyorsa | ya bir derecelendirilmis maksimal ideal (kisaca G —maksimal

ideal ) denir [27].



Tanim 2.1.1.8: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has
ideali olsun. a,beh(R) olmak lzere abel iken ael veya bir keZ" igin

b* e 1 oluyor ise | ya bir derecelendirilmis asalimsi ideal denir [14].

Tanim 2.1.1.9: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir ideali
olsun.

Gr(l):{Xe R|herg €G icin birn, e 7" vardir dyle ki xg”g c |}

derecelendirilmis idealine | nin derecelendirilmis radikali denir [14].

Onerme 2.1.1.10: R bir derecelendirilmis halka, | ve J de R nin derecelendirilmis
idealleri olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(i) 1 <Gr(l)

(i) Gr(Gr(1))=Gr(I)

(i) Gr(1) =R olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 =R olmasidir.

(iv) Gr(13) =Gr(I nJ)=Gr(1)nGr(J)

(v) P, R nin derecelendirilmis asal ideali ise her n> 0 igcin Gr(P") =P dir [14].

Onerme 2.1.1.11: R bir derecelendirilmis halka, l,,...1, R nin derecelendirilmis

n

n
idealleri ve P de R nin ﬂli c P kosulunu saglayan derecelendirilmis asal ideali
i=1

n
olsun. Bu durumda 1<i<n olacak sekilde bir i i¢in I. = P dir. Ayrica P =ﬂ|i ise bir
i=1

I igcin P =1, dir [14].

Yardimci Teorem 2.1.1.12: R bir derecelendirilmis halka, | ve J de R nin

derecelendirilmis idealleri olsun. Gr(1)+Gr(J)=R ise | +J =R dir [14].
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2.1.2 Derecelendirilmis Halkalar Uzerinde Topoloji

Derecelendirilmis R halkasinin tiim asal ideallerinin kimesi h—Spec(R) ile

gosterilecektir.

Tanim 2.1.2.1: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin bir derecelendirilmis ideali

olsun. V R(1)={Peh—-Spec(R)|l c P} kimesi | nin varyetesi olarak adlandirilir

[28].

Onerme 2.1.2.2: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin bir derecelendirilmis

ideali olmak Uzere VGR(I) kiimesi icin asagidaki ifadeler dogrudur:
1. V% (0) =h—Spec(R) ve V.,"(R) =2
2. ﬂVGR(Ii) :VGR(Z ) :VGR(U )

ieA A oA
3. V(1) UVR(I) =VR (1 1 3) =V2(13)

ispat :

1. Peh—Spec(R) igcin OcP oldugundan PeV.,"(0) olur ve buradan
h—Spec(R) =V ®(0) olur. V.,R(R)#Z oldugunu kabul edelim. Buradan

P eV, ®(R) vardir ve bédylece 1€ R < P geliskisi elde edilir.

2. Pe["V&(L;) olsun. Buradan, her ie A igin PeV(l,) dirve I, P dir. > I, cP

ieA ieA

oldugundan PeV,R(D 1)) elde edilir. Tersine PeV (D 1) olsun. Buradan,

ieA ieA

Zli < P ve béylece her i € A igin I, < P olur. O halde her ie A igin PeV,"(l,)

ieA

oldugu goriilir ve buradan P e ﬂVGR(Ii) olur.

ieA
3. VE() V& (1 nI) ve VI () <VE(I N I) oldugundan VE () WV (I) cVEU N J)
dir. Ters kapsama igin PeVS(1nJ) olsun. Buradan INJ<P olur. P

derecelendirilmis asal ideal oldugundan | — P veya J < P dir. Buradan P eV, (l)

veya P eVE(J) olur. Béylece VE(1 nJ) cVE(1)LUVE(J) elde edilir [28].
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Sonug 2.1.2.3: £(R)={V.;R(I)|1 <5 R} kiimeler ailesi kapali kiimeler igin topolojik
uzay aksiyomlarini saglar. h—Spec(R) Uzerinde olusturulan bu topoloji Zariski

topolojisi veya spektral topoloji olarak adlandirilir. Bu topolojinin acik kiimeleri

U =h—Spec(R)\VS (1) seklindedir [28].

Onerme 2.1.24: R bir derecelendiriimis halka ve reh(R) olsun.
D, =h—Spec(R) \V;*(rR) bir agik kiimedir ve {D, | r e h(R)}, h—Spec(R) {izerindeki
Zariski topolojisi icin bir tabandir [28].

ispat : U, h—Spec(R) de bir acik kiime olsun. Dolayisiyla R nin derecelendirilmis bir

| ideali icin U =h—Spec(R)\VS (1) dir. Su halde, V*(1) =V (h(1) = [ Vs (IR)

reh(l)

dir. Buradan U = [ J (h—Spec(R)\VS(rR)) = [ J D, elde edilir ve {D, |reh(R)}

reh(l) reh(l)

kiimesinin Zariski topolojisi icin bir taban oldugu goriliir.

2.1.3 Derecelendirilmis ideallerin Sonlu Birlesimi

Tanim 2.1.3.1: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir ideali

n
olsun. Herhangi {A}Ll derecelendirilmis ideal ailesi icin | QUA iken 1< j<n
i1

olacak sekilde bir j icin | gAj saglaniyorsa | ya derecelendiriimis u—ideal denir.

R halkasinin her derecelendirilmis ideali u—ideal ise R ye derecelendirilmis u— halka

denir.

Onerme 2.1.3.2: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis ideali

olsun. Asagidaki kosullar denktir:

(i) R derecelendirilmis u— halkadir.
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(ii) R nin her sonlu lretilmis derecelendirilmis ideali derecelendirilmis u—idealdir.

n
(iii) | :UA sonlu Uretilmigise 1< j <n olacak sekilde bir j icin | = Aj dir.
i1

n
(iv) | =UA ise 1< j <n olacak sekilde bir j icin | = Aj dir.
i-1
ispat:
(i)=> (ii) Agiktir.
n

(i) = (iii) | =UA sonlu Uretilmis derecelendirilmis ideal oldugundan (ii)’den
i=1

n
—idealdir. Boylece | QUA oldugundan 1< j<n olacak sekilde bir j igin
i—1

A =1 dirveburadan | = A, olur.

N
n
C= NG

(i)=>(iv) 1= )A ve her j igin | A, oldugunu kabul edelim. Boylece

i=1

1<j<n icin en az bir a; € I \Aj vardir. Simdi J =<a,,...,a, > diyelim.

J= Jml—Jﬁ(UA) U(J M A) dir ve (iifden 1<j<n olacak

iz i1
sekilde bir j icin J=J M Aj olur. Béylece J Aj celiskisi elde edilir.
n

(iv)=(i) | QUA ise | :U(I M A) olur ve (iv)den 1< j<n olacak sekilde

i=1

bir j icin | =1 ﬂAj olur, yani | Aj dir.

Onerme 2.1.3.3: Derecelendirilmis u—halkanin her homomorf gériintiisii de

u— halkadir.
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ispat: R bir derecelendirilmis u—halka ve f:R—>R' bir derecelendirilmis

epimorfizma olsun. J', R' niin bir derecelendirilmis ideali ve {J, '}, R' niin idealleri

n
olmak (izere J'gUJi' kapsamasi gecerli olsun. f epimorfizma oldugundan
i=1

Cekf < J,, Cekf cJ ve f(J,)=J.", f(J)=J" olacak sekilde J, derecelendirilmis

idealleri  ve R nin  derecelendirilmis J ideali ~ vardir. Buradan
f(J) gU f(J)= f(UJi) olur. Boylece J ¢ UJi dir ve 1<i<n olacak sekilde bir i
i=1 i=1 i=1

icin J<J, olur. Dolayisiyla J'=f(J)c f(J;)=J," dir ve bdylece R' niin

derecelendirilmis u— halka oldugu goralur.

Not: Sch(R) carpimsal kapali alt kime olsun, S'R= @G(S‘lR)g;
ge

(S7R), = {E: reR,seS,g=(degs)*(deg r)} olarak tanimlanir.
s

2.2 Derecelendirilmis Kompakt Paketlenmis Halkalar

Tanim 2.2.1: R bir derecelendirilmis halka olsun. R nin her derecelendirilmis | ideali

ve {P }%A derecelendirilmis asal ideal ailesi icin | U P, iken bir S e A indisi igin

o
aeA

| = P, oluyorsa R halkasina h—Spec(R) ile derecelendiriimis kompakt paketlenmis

halka denir.

Onerme 2.2.2: Derecelendiriimis kompakt paketlenmis halkanin her homomorf

goriintisi de derecelendirilmis kompakt paketlenmis halkadir.

ispat: R bir derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka ve R' herhangi bir

derecelendirilmis halka olsun. f:R—>R"' ye epimorfizma olsun. {P'a}aeA R' nin

derecelendirilmis asal ideallerinin bir ailesi ve |', R' nin I'gUP'a kosulunu

ael

saglayan derecelendirilmis bir ideali olsun. f epimorfizma oldugundan
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Cekf P, Cekf <1 ve f(P,)=P',, f(I)=1" olacak sekilde P, derecelendirilmis
asal idealleri ve R nin derecelendiriimis | ideali vardir. Buradan

f(I)gUf(Pa)g f(UPa) olur. Boylece | gUPa dir ve bir fe A indisiicin | c P,

aeA aeA aeA

olur. Dolayisiyla bir e A indisi icin 1'=f (1)< f(P,)=P"', dir ve béylece R" niin

derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka oldugu goérulir.

Yardimci Teorem 2.2.3: R bir derecelendirilmis halka, ach(R) ve I, J de R nin

derecelendirilmis idealleri olsun. Buradan <a>, |I+J ve InJ de R nin

derecelendirilmis idealleridir [29].

Teorem 2.2.4 (Temel ideal Teoremi): Bir X elemani, Noetherian bir R halkasinda
birimsel olmayan homojen eleman ve P derecelendirilmis asal ideali <X > {izerinde

minimal olsun. O halde h—ht(P) <1dir [30].

Teorem 2.2.5: R bir derecelendirilmis Noetherian halka olsun. R bir derecelendirilmis

kompakt paketlenmis halka ise h—dimR <1’dir.

ispat: R bir derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka olsun. Teorem 2.2.4’ten her
derecelendirilmis P asal ideali icin P=+/<r> olacak sekilde bir r eh(R) vardr.

Temel ideal Teoreminden h—ht(P) <1 elde edilir ve buradan da h—dimR <1 olur.

Hatirlatma : R derecelendirilmis halkasinin nil radikali sifir ise R ye indirgenmis

derecelendirilmis halka denir.

Teorem 2.2.6: R bir derecelendirilmis halka ve h—Min(R) ={P,},_, olsun. Her aeA

indisi icin P, & U P, ise h—Min(R) sonludur.
a#f}
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ispat: Genelligi bozmadan R vyi indirgenmis halka kabul edelim. Bédylece
Peh—Min(R) icin R, derecelendirilmis cisimdir. R =] R, olsun. 6,:R—>R,
kanonik homomorfizmasi yardmiyla w:R—R', r—={6,(r)} tanimlayalim.
h—Min(R) sonlu degil ise ZRPa, R' nln has idealidir. ZRPa yI kapsayan R' nin
derecelendirilmis bir maksimal ideali vardir. Buna M diyelim. O halde ¢ "R, R nin bir

derecelendirilmis minimal asal ideali Py yl kapsar. aeEUPﬁ olmak uzere

aeP,nh(R) alaim. R, R' niin derecelendiriimis alt halkasi oldugundan a yi
{6, ()} ile 6zdesleyebiliriz. Ayrica =« igin 6,(a), Rpﬁ halkasinda birimseldir. Simdi
p#a igin bﬁ=6’ﬁ(oc)‘1 ve f=a iken b, =0 olacak sekilde b={b,}eR" elemanini
tanimlayalim. Boylece abe M elde edilir ve ab nin sadece y bileseni 0, onun
haricinde diger bilesenleri birim olur. O halde ZRP(X c M oldugundan M, R' nln

birimini icerir.

Sonug 2.2.7: R bir derecelendirilmis halka ve h—Min(R)={P,},., olsun. Her a €A

indisi icin P, & U P, olmasi icin gerek ve yeter kosul h—Min(R) nin sonlu olmasidir.
a#p

Tanim 2.2.8: R bir derecelendirilmis halka, A indis kiimesi ve her a € A indisi igin

r,s, h(R)\{0} olsun. D, c(JD, iken bir SeA indisi icin D, D, ise R, (*)

aeA

ozelligini saghyor denir.

Teorem 2.2.9: R bir derecelendirilmis halka olsun. R, (*) 6zelligini sagliyorsa R nin

en cok iki maksimal derecelendirilmis ideali vardir.

ispat: R nin (*) &zelligini sagladigini kabul edelim ve M,, M, ve M,, R nin farkl
derecelendirilmis maksimal idealleri olsun. a+b =1, olacak sekilde aea Nh(R) ve

bem, "h(R) wvardir. Simdi ce(M,Nh(R))\(d,wM,) alalm. c=ca+cbh
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oldugundan D,c D, uD,.olur. R, (*) ozelligini sagladigindan D,c D, veya

D, = D, celiskisi elde edilir.

Sonu¢ 2.2.10: R bir derecelendirilmis halka ve R nin sifirdan farkli her
derecelendirilmis asal ideali derecelendirilmis maksimal ideal olsun. R nin (*) 6zelligini
saglamasi icin gerek ve yeter kosul R nin sifirdan farkli en ¢ok iki tane

derecelendirilmis asal idealinin olmasidir.

Ispat: R nin sifirdan farkl en gok iki tane derecelendirilmis asal ideali oldugunu kabul

edelim. r, R nin sifirdan farkh birimsel olmayan homojen elemani ise D, \{(0)} bos

kiime veya tek nokta kimesidir. Buradan R, (*) ozelligini saglar. Tersi icin R, (*)
ozelligini sagliyorsa teorem 2.2.9dan R nin en c¢ok iki derecelendirilmis maksimal
idealinin oldugu gorilir. Boylece kabulimizden R nin sifirdan farkli en ¢ok iki tane

derecelendirilmis asal ideali vardir.

2.3 Derecelendirilmis Aralarinda Asal Paketlenmis Halkalar

Tanim 2.3.1: R bir derecelendirilmis halka, | bir derecelendirilmis ideal ve {P } R

a ) ge
kiimesi, R nin derecelendirilmis asal idealler ailesi olsun. Her a €A indisi igin

| +P, =R iken I¢UPa oluyorsa, | idealine derecelendirilmis aralarinda asal

aeA

paketlenmis ideal denir. R halkasinin her derecelendirilmis ideali aralarinda asal

paketlenmis ideal ise R halkasina h—Spec(R) ile derecelendirilmis aralarinda asal

paketlenmis halka denir.

Onerme 2.3.2: Derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halkanin her homomorf

gorlintisi de derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halkadir.

Ispat: R derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka ve R' herhangi bir

derecelendirilmis halka olsun. f:R-—>R" bir epimorfizma olsun. J, R' niin
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derecelendirilmis bir ideali ve {P'u}aeA, J+P' =R' olacak sekilde R' niin
derecelendirilmis asal ideallerinin bir ailesi olsun. f epimorfizma oldugundan
Cekf <1, Cekf P, f(1)=J vef(P,)=P,"' olacak sekilde bir derecelendirilmis |
ideali ve P, derecelendirilmig asal idealleri vardir. Buradan
J+P,'=f(1+P,)=f(R)=R" elde edilir. Simdi | +P, =R oldugunu gdéstermek igin
reR alalim. Buradan f(r)e f(R)=f(I+P,) olur. Bdylece f(r)= f(m) olacak
sekilde bir me | + P, vardir. Buradan r—me Cekf — 1 + P, ve boylece re 1 +P, olur.

R derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka oldugundan I¢UPa dir.

aeA
Buradan f(l)z f({JP,) olur. (1)< f(|JP,) ise Gekf I oldugundan 1 < | JP,
aeA aeA aeA
celiskisi elde edilir. | J f(P,)=f({JP,) oldugundan J=f(l)z ] f(P,)=P," dir.

aeA aeA aeA

Boylece R' niin derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka oldugu goérdlir.

Onerme 2.3.3: R bir derecelendirilmis yari lokal halka ise ayni zamanda

derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halkadir.

ispat: R derecelendirilmis yari lokal halka ve h—Max(R) ={M,,...,M,} olsun. I, R

nin bir derecelendirilmis ideali ve {Pa}aeA,

R nin aeA indisi igin 1 +P, =R
kosulunu saglayan derecelendirilmis asal ideallerinin bir ailesi olsun. Her az € A indisi
icin P, = M; olacak sekilde {L,...k}nin bir {i,....i,} alt kimesi vardir ve i e{l...k}
t
dir. Buradan her j=1,..,t igin I+|\/Iij =R elde edilir. Simdi IgUMij oldugunu
j=1
kabul edelim. Her derecelendirilmis maksimal ideal bir derecelendirilmis asal ideal
oldugundan asaldan kaginma teoremi [31] yardimiyla bir i, e{l,...,k} icin 1 = M, elde
t
edilir ve buradan I+Mij = Mij =R celiskisi elde edilir. Boylece | cZUMiJ olur ve
j=1

buradan | ¢ U P, elde edilir.

aeA
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Onerme 2.3.4: Her derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka derecelendirilmis

aralarinda asal paketlenmis halkadir.

ispat: R derecelendiriimis kompakt paketlenmis halka olsun. |, R nin bir

derecelendirilmis ideali ve {P,} _, R nin her ¢ €A indisi igin | +P, =R kosulunu

saglayan derecelendirilmis asal ideallerinin bir ailesi olsun. | U P, oldugunu kabul

aeA

edelim. R derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka oldugundan bir S e Aindisi

icin | Pﬁ olur ve buradan I +P, =P, =R celigkisi elde edilir. Béylece | ¢ U P, dir.

aeA

Teorem 2.3.5: R derecelendirilmis tamlik bélgesi ve h—dimR =1 olsun. R nin
derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka olmasi igin gerek ve yeter kosul

derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka olmasidir.

ispat: Onerme 2.3.4'ten her derecelendirilmis kompakt paketlenmis halkanin
derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka oldugu agiktir. Simdi R

derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka ve her ae<A indisi igin

P, #0 olmak Gzere | c U P, olsun. Bir <A indisiigin | + Pﬁ # R oldugu kolaylikla

aeA

gordlur. Buradan | +P, =M olacak sekilde en az bir derecelendirilmis M maksimal
ideali vardir. h—dimR=1 ve 0= P, oldugundan P, bir derecelendirilmis maksimal
idealdir. Ayrica Pﬁ cl+ Pﬁ c M oldugundan Pﬁ =M olur ve buradan | Pﬂ elde

edilir.

Teorem 2.3.6: R bir derecelendirilmis halka olsun. R nin derecelendirilmis aralarinda

asal paketlenmis halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin h—Max(R) ile

derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka olmasidir.

ispat: R  derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka olsun.
h—Max(R)ch—Spec(R) oldugundan R nin h—Max(R) ile derecelendiriimis

aralarinda asal paketlenmis halka oldugu aciktir. Simdi R nin h—MaX(R) ile
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derecelendirilmis aralarinda asal paketlenmis halka oldugunu kabul edelim. I, R nin

bir derecelendirilmis ideali ve {P,} , R nin her €A indisi icin 1+P, =R

a

kosulunu saglayan derecelendirilmis asal ideallerinin bir ailesi olsun. P, = M, olacak
sekilde en az bir M, eh—Max(R) vardir. Her a €A indisi i¢cin | +M_ =R dir ve

kabilimuzden | & U M, elde edilir. Sonug olarak, | & U P, elde edilir.

aeA aeA

2.4 Derecelendirilmis 2-yutan Quasi Asalimsi idealler

Tanim 2.4.1: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has

ideali olsun. a,b,c e h(R) olmak lizere abcel olmasi abel veya acel veya bcel

olmasini gerektiriyorsa | ya derecelendirilmis 2—yutan ideal denir [32].

Tanim 2.4.2: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has

ideali olsun. a,b,c e h(R) olmak tGzere abcel olmasi abel veya aceGr(l) veya
bc € Gr(1) olmasini gerektiriyorsa | ya derecelendirilmis 2—yutan asalimsi ideal denir

[33].

Tanim 2.4.3: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin derecelendirilmis bir has

ideali olsun. a,b,c e h(R) olmak lGzere abcel olmasi abeGr(l) veya aceGr(l)
veya bc € Gr(l) olmasini gerektiriyorsa | ya derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi

ideal denir.

Onerme 2.4.4: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin bir derecelendirilmis has
ideali olsun. | idealinin R nin bir derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi ideali

olmasi igin gerek ve yeter kosul Gr(l)nin R halkasinin derecelendirilmis 2-yutan

ideali olmasidir.

ispat: | ideali R nin bir derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi ideali olsun.

a,b,c eh(R) olmak tizere abc e Gr(l) olsun. Bir neZ" igin (abc)" =a"h"c" el dir.
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Buradan a"b" e Gr(l) veya a"c" e Gr(l) veya b"c" e Gr(l) dir ve boylece ab e Gr(l)
veya aceGr(l) veya bceGr(l) oldugu gorilir. Tersi icin, Gr(l) R halkasinin
derecelendirilmis 2-yutan ideali olsun. a,b,ceh(R) olmak lGzere abcel alalim.
Gr(l) R halkasinin derecelendirilmis 2-yutan ideali ve abc eGr(l) oldugundan
abeGr(l) veya aceGr(l) veya bceGr(l) olur. Sonug olarak |, R nin bir

derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi idealidir.

Not: Her derecelendirilmis 2—yutan ideal ve derecelendirilmis 2-yutan asalimsi ideal
bir derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealdir. Bu ifadenin tersinin her zaman

dogru olmadigini asagidaki drnekle gdsterelim.

Ornek: K bir cisim ve R=K][x,y,z] bir Z-derecelendiriimis halka olsun.
| =< xyz,x’y*> R halkasinin xyz,x*y> homojen elemanlari tarafindan iretilmis bir
derecelendirilmis ideali olsun. xyze | fakat xy ¢l ve her neZ' i¢in (xz)" ¢l ve

(y2)" ¢ | oldugundan | bir derecelendirilmis 2—yutan (asalimsi) ideal degildir. Ayrica
Gr(l)=<xy>=<x>n<y> oldugundan Gr(l) R halkasinin derecelendirilmis

2—yutan idealidir ve Onerme 2.4.4'ten | derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi

idealdir.

Teorem 2.4.5: R, R, derecelendiriimis halkalar olsun. Sirasiyla 1, |1,
derecelendirilmis idealleri ve ¢:R — R, derecelendirilmis halka homomorfizmasi

verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(i) 1,, R, halkasinin derecelendirilmis 2-yutan ideali ise ¢ '(l,) R, halkasinin

derecelendirilmis 2-yutan idealidir.

(ii) ¢ derecelendirilmis epimorfizma ve |, R, halkasinin cekirdegini kapsayan
derecelendirilmis 2-yutan ideali ise ¢(l,) R, halkasinin derecelendirilmis

2-vyutan idealidir.
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ispat:

(i) 1,, R, halkasinin derecelendirilmis 2-yutan ideali ve a,b,c € h(R,) olmak tizere
abce @ '(l,) olsun. Buradan ¢(abc)=g(a)p(b)p(c) el, elde edilir. 1,, R,
halkasinin derecelendirilmis 2-yutan ideali oldugundan ¢@(a)p(b)el, veya
p(@)p(c) e 1, veya p(b)p(c) 1, dir ve boylece abe g *(1,) veya ace ¢ '(l,)

veya bce (1) olur.

(i) ¢ derecelendiriimis epimorfizma, 1, R, halkasinin c¢ekirdegini iceren
derecelendirilmis  2-yutan ideali ve a'b'c'eh(R,) olmak {zere
a'b'c'eg(l,) olsun. ¢ derecelendirilmis epimorfizma oldugundan ¢(a)=a’,
p(b)=b" ve ¢(c)=c' olacak sekilde a,b,ceh(R,)) vardir. Buradan
p(abc)=a'b'c'ep(l,) oldugu gorulir. 1, >Ceke oldugundan abcel; elde
edilir. Boylece abel, veya acel, veya bcel dir ve buradan
p(ab)=a'b'ep(l,) veya p(ac)=a'c'egp(l,) veya p(bc)=b'c'ep(l,) elde
edilir. Sonug olarak ¢(l,), R, halkasinin derecelendirilmis 2-yutan ideali olur.

Not:

(i) 1, , R, halkasinin derecelendirilmis ideali ve ¢:R, — R, derecelendirilmis halka

homomorfizmasi olsun. Gr(p*(1,)) =@ *(Gr(l,)) dir.

(i) 1;, R, halkasinin derecelendirilmis ideali ve ¢:R, — R, derecelendirilmis halka

epimorfizmasi olsun. Cekf = I, ise Gr(e(l,))=@(Gr(l,)) dir.

Sonug 2.4.6:

(i) : R, — R, derecelendirilmis halka epimorfizmasi ve |, de R, halkasinin

cekirdegini kapsayan derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi ideali ise

@(l,) de R, halkasinin derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi idealidir.
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(ii) 1,, R, halkasinin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi ideali ise (p‘l(lz)

R, halkasinin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealidir.

ispat: Teorem 2.4.5’ dan kolaylikla elde edilir.

Sonug 2.4.7: R bir derecelendirilmis halka, | R nin bir derecelendirilmis ideali ve P
de R nin | < P kosulunu saglayan bir derecelendirilmis has ideali olsun. Asagidakiler

saglanir:

(i) P, R nin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi ideali ise P/1 da R/

nin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealidir.

(i) P, R nin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi ideali ve S, R nin
S ¢ P kosulunu saglayan bir derecelendirilmis alt halkasi ise PNS de S

nin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealidir.

Ispat: Sonug 2.4.6 den kolaylikla goriilir.

Not: R bir derecelendirilmis halka ve | da R nin bir derecelendirilmis has ideali

olsun. G—-Z,(R)={reh(R)|rsel olacak sekilde bir seh(R)—h(l) vardir} olarak

tanimlanir.

Teorem 2.4.8: R bir derecelendirilmis halka, Sch(R) R nin garpimsal kapah alt
kiimesi ve | da R nin bir derecelendirilmis has ideali olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir:

(i) 1, R nin INS= kosulunu saglayan derecelendirilmis 2-yutan quasi

asalimsi ideali ise S™1 de S™R nin derecelendirilmis 2—yutan quasi

asalimsi idealidir.

(i) S, SR nin derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi ideali ve
SNG-Z,(R)=9 ise I, R nin derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi

idealidir.
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ispat:

a _ .

2 % sl olsun. Buradan bir
s

2 V3

w

(i) 1<i<3 olmak Uzere ieh(S‘lR) icin
S,

o |

teS icin (ta)a,a, €l elde edilir. I, R nin derecelendirilmis 2—yutan quasi

asalimsi ideali oldugundan ta,a, € Gr(l) veya taa, €Gr(l) veya a,a, €Gr(l)

oldugu  gorilir.  Buradan 2% 1% oGy _Grs)  veya
SISZ tSlSZ

iﬁeGr(S‘ll) veya ﬁ—eGr(S’ll) elde edilir.

S, S3 S; S5

(ii) a,b,c e h(R) olmak Gzere abc el olsun. Buradan aTbC:%g%eS‘ll oldugu

gorilir. Béylece %?eGr(Sll)zsl(Gr(l)) veya %%esl(Gr(l)) veya

?%esl(Gr(l))dir. %%eGr(Sll):Sl(Gr(l)) oldugunu kabul edelim.

Buradan bir xeS igin x(ab) eGr(l) olur ve bir neZ" igin x"(a"b") el
oldugu gorulir. X" €S ve SNG—-Z,(R)=9 oldugundan a"b" €| ve buradan
ab € Gr(l) elde edilir. Diger durumlarda da ac e Gr(l) veya bc e Gr(l) oldugu

gorilir. Boylece |, R nin derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealidir.

Tanim 2.4.9: R bir derecelendirilmis tamlk bolgesi olsun. Her a,beh(R) igin a/b

veya

b/a ise R ye derecelendiriimis degerlendirme bolgesi denir [34]. Ayrica [34,

Teorem 2.2)'den R nin derecelendirilmis degerlendirme bolgesi olmasi igin gerek ve

yeter kosul R nin tim derecelendirilmis ideallerinin kapsama bagintisi altinda tam

siral

olmasidir.

Onerme 2.4.10: R bir derecelendirilmis degerlendirme bélgesi ise R halkasinin tim

derecelendirilmis idealleri derecelendirilmis 2—yutan quasi asalimsi idealdir.
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ispat: |, R halkasinin bir derecelendirilmis has ideali olsun. P, | yi kapsayan

herhangi bir derecelendirilmis asal ideal olmak tizere Gr(l) = n P oldugu kolaylikla

IcP
goralur. R bir derecelendirilmis degerlendirme bolgesi oldugundan R halkasinin | i

iceren tim derecelendirilmis asal idealleri tam sirahdir ve buradan P, bir

derecelendirilmis asal ideal olmak tizere Gr(l)=P, dir.
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BOLUM 3

2-YUTAN QUASI ASALIMSI ALT MODULLER

3.1 On Bilgiler

Bu bolimde tim halkalar birimli, degismeli ve sifirdan farkli, tim moddller ise birimli

olarak kabul edilecektir. Yani M bir R—modil ise her me M igin 1,.m =m dir.

Tanim 3.1.1: M bir R—modilve N de M nin bir has alt moduli olsun. Her me M,

aeR icin ame N olmasi a€ (N :; M) veya me N olmasini gerektiriyorsa N ye asal

alt modiil denir. Burada (N ;; M)={aeR:hermeM iginame N} dir.

Tanim 3.1.2: M bir R—modil olsun. M nin her N alt modild icin N =1M olacak

sekilde R nin bir | idealivarsa M ye ¢arpimsal modil denir [35].

Tanim 3.1.3: M bir R—modil ve N de M nin bir has alt modulu olsun. Her a,beR
ve meM icin abmeN iken abe(N:; M) veya ame N veya bme N oluyorsa N

ye 2-yutan alt moddil denir [22].

Her asal alt modul bir 2-yutan alt modildir. Asagidaki 6rnekte ifadenin tersinin her

zaman saglanmadigini gosterelim.
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Ornek: Z-modil M=ZxZ vyi ve N=2Zx57Z vyi gbéz o6nine alahm.
2(1,5)=(2,10)e N fakat 2¢(N:M)=10Z ve (1,5 ¢ N oldugundan N, M nin bir
asal alt moduli degildir. Simdi N nin 2-yutan alt modil oldugunu gosterelim.
ab(x,y) € N olacak sekilde a,beZ ve (x,y) € M elemanlari verilsin. Buradan2|,,, ve
5|, olur. O halde 2|, 2| veya 2|, tir ve ayni sekilde 5|,, 5|, veya 5|, dir. Buradan

abe(N:M)=10Z veya a(x,y) e N veya a(x,y) e N olur ve bdylece N, 2-yutan alt

moduldur.

Not: M bir ¢arpimsal R—modil ve M nin N, N, alt moddlleri igin sirasiyla
N, =1M ve N,=1,M olacak sekilde R nin |1, idealleri bulunabilir. Bu durumda
N, ve N, alt modiillerinin ¢arpimi N,.N, =(1,1,)M olarak tanimlanir ve bu ¢arpim

N,, N, nin gésteriminden bagimsizdir.

Teorem 3.1.4: M bir carpimsal R—modiil ve N de M nin bir has alt modiill olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) N bir asal alt modulddr.
(i) (N :z M) bir asal idealdir.

(iii) Ann(M)=(0:M)={r eR:rM =0} vyi kapsayan bir P asal ideali igin N =PM

seklindedir [35].

Tanim 3.1.5: M bir R—modil ve N de M nin bir has alt modulu olsun. Her a,beR
ve meM igin abme N iken abe (N :; M) veya amerad,,(N) veya bmerad,, (N)
oluyorsa N ye 2-yutan asalimsi alt modil denir. Burada rad,,(N), N yi kapsayan tim

asal alt modiillerin arakesitidir. N vyi kapsayan asal alt modul yoksa rad,,(N)=M

olarak kabul edilir [23].
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Not: R bir halka ve |, R nin bir has ideali olsun. 1, R nin 2-yutan(2-yutan asalimsi)

alt modiliise | ya R nin 2-yutan(2-yutan asalimsi) ideali denir.

Tanim 3.1.6: R bir halka ve | da R nin bir has ideali olsun. | nin radikali;

«/I_z{ae R:a" el olacak sekilde birneZ"* vardlr} R halkasinin bir asal idealiyse |

ya quasi asalimsi ideal denir [36].

Tanim 3.1.7: M bir R—modilve N de M nin bir has alt moddli olsun. (N:; M), R

nin quasi asalimsi idealiyse N ye quasi asalimsi alt modil denir [17].

3.2 2-yutan Quasi Asalimsi Alt Modiiller
Tanim 3.2.1: M bir R—modil ve N de M nin bir has alt modulu olsun. Her a,beR
ve meM igin (0=abm) abme N iken abea/(N ‘= M) veya amerad,, (N) veya

bm e rad,, (N) oluyorsa N ye 2-yutan (zayif) quasi asalimsi alt modiil denir.

Not:

(i) R bir halka ve |, R nin bir has ideali olsun. \ﬁ, R nin 2-yutan idealiise | vya

2-yutan quasi asalimsi ideal denir [37]. [37, Onerme 2.5/'ten | nin 2-yutan
quasi asalimsi ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul abc el iken ab e\/l_ veya

ace+/l veya bc e /1 olmasidir.

(i) R—modil R nin 2-yutan quasi asalimsi alt modilleri ayni zamanda 2-yutan

quasi asalimsi idealdir.

Her 2-yutan alt modil ve 2-yutan asalimsi alt modil bir 2-yutan quasi asalimsi alt

moduildiir. ifadenin tersinin dogru olmadigini asagidaki 6rnekte gésterelim.
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Ornek: Z[X] in bir alt halkasi R, :{a0 +aX+...+a,Xx" 1 3un katl} ve R=R,xR,;
halkasini gbz éniine alalim. Q=<9X2,3X3,X4,X5,X6> olmak tizere R—modil R=M nin
alt moduli N=0QxQ olsun. Oncelikle \/6:<3x, xz,x3> ve
rad,, (N) = W: \/_x\/a oldugu kolaylikla goralur.
(3, x*)(x%,3)(3,3) = (9x*,9x*) e N fakat (3, x*)(x*,3)=(3x*,3x*) ¢(N:;, M) =N,
(3,x%)(3,3) =(9,3%*) g rad,, (N) ve (x*3)(3,3) =(3x*9) ¢ rad,,(N) oldugundan N 2-

yutan asalimsi alt modil degildir. Fakat N nin 2-yutan quasi asalimsi alt moddl oldugu

aciktir.

Not: M bir R-modiil, acR ve N de M nin bir alt modili olsun. {me M |am e N}
alt moduli (N:, a) ile gosterilir. Ayrica herhangi bir meM elemani igin

{aeR:ame N}, R nin bir idealidir ve bu ideal (N :; m) ile gosterilir.

Teorem 3.2.2: M bir R—modidl ve N de M nin bir has alt moduli olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:
(i) N bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduldir.
(i) Her a,beR igin (N:, ab)c(rad,,(N):, a)u(rad,, (N):, b) veya
(N :, ab") =M olacak sekilde bir k e Z* vardir.
(iii) Her a,b eR igin (N:, ab) < (rad,, (N):, &) veya (N:, ab) c (rad,,(N):,, b)
veya (N :,, a“b“) =M olacak sekilde bir k € Z* vardir.
Ispat:
(i)= (ii) N bir 2-yutan quasi asalimsi alt modil ve a,b € Rolsun. ab EW
ise (ab)k =a‘b“ e (N, M)olacak sekilde bir keZ'vardir ve bdylece
(N:, ab)=M olur. Simdi ab gEW oldugunu kabul edelim ve

me (N :, ab) verilsin. Buradan abme N oldugu gorilir. N 2-yutan quasi
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asalimsi alt modil ve abg\/m oldugundan amerad,,(N) veya
bmerad,, (N)  elde edilir. Bdylece me(rad, (N);, a) veya
me (rad, (N):, b) oldugu gorilur. 0] halde
(N:y, ab) = (rad, (N):,, a)u(rad,, (N):, b) olur.

(ii) = (iii) Bir alt modil, iki modulin birlesimi tarafindan iceriliyorsa en az biri
tarafindan igerildiginden her a,beR igin (N:, ab)c(rad,,(N):, a) veya
(N, ab) = (rad,, (N):,, b) veya (N:, ab“)=M olacak sekilde bir k e Z"
vardir.

(ii)=(i) abmeN fakat abe\/molsun. Buradan her keZigin
(N " akbk);t M dir. Bdylece (iii)’ den me(N:, ab) < (rad, (N):, a) veya
me (rad, (N):,, b)elde edlir ve bdylece amerad,, (N) veya bmerad,, (N)

oldugu goralir.

Not: M bir R—modil olsun. R(+)M:{(r,m):reR,meM} kiimesi asagida

tanimlanan "+" ve "." islemleriyle birlikte bir halka olur ve bu halkaya M moddllniin

ideallestirilmesi denir. Her r,,r, e R ve m;,m, e M igin:

(rl’ml)+(rz'mz):(rl"'rz’m1+m2)
(nom)-(rp,m,) =(r.r, rm, +r,m) [38].

I, R nin bir ideali vee. N de M nin bir alt moduli olsun. O halde
I(+)N ={(i,n):i el,ne N} nin R(+)M nin bir ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul
IM < N olmasidir. Bu durumda I(+)N ye R(+)M nin homojen ideali denir. Ayrica

homojen ideallerin radikalleri asagidaki gibi karakterize edilmistir:

JIEN =J1(#HM [39].
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Teorem 3.2.3: M bir R- modil, I R nin bir idealive N de M nin bir alt moduli

olsun. IM < N olmak tGzere I(+)N nin R(+)M nin bir 2-yutan quasi asalimsi ideali

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I nin R halkasinin bir 2-yutan quasi asalimsi ideali

olmasidir.

ispat: |, R halkasinin bir 2-yutan quasi asalimsi ideali olsun. i=1,2,3 icin

reR,m eM olmak Gzere,

(r,m)(r,,m)(r,,m) =(nnn, LM +Lem, +Lrm) e 1 (+)N
olsun. Buradan rr,r, el elde edilir. 1 bir 2-yutan quasi asalimsi ideal oldugundan
nr, e Jr veya nr, e J1 veya LI, e J1 bulunur. Boylece
(6, m)(,m) eNT(HM =JIEON  veya (r,m)(r,m)eT(HM =JI(+)N veya
(rz,mz)(rs,ms)e«ﬁ(ﬂM :m elde edilir. Sonug olarak I(+)N nin R(+)M nin
bir 2-yutan quasi asalimsi ideali oldugu anlagilir. Tersine I(+)N, R(+)M nin bir 2-
yutan quasi asalimsi ideali ve abcel olacak sekilde a,b,ceR verilsin. Buradan
(a,0,,)(b,0,,)(c,0,,)=(abc,0,) I (+)N bulunur. 1(+)N, R(+)M nin bir 2-yutan
quasi asalimsi ideali oldugundan (a,0,,)(b,0,) € \/I_(+)M veya
(2,0,,)(c,0,) eT1(H)M veya (b,0,)(c,0,,)e1(+)M elde edilir. Béylece abe /T

veya aCe«ﬁ veya bCe«ﬁ bulunur. Boylece | nin R nin bir 2-yutan quasi asalimsi

ideali oldugu goralir.

Yardimci Teorem 3.2.4: M bir R-modilve N de M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt

moduli olsun. K, M nin bir alt modulu ve abez«f(N 'r M) olmak tzere abK = N ise

aK crad,, (N) veya bK crad,, (N) dir.

ispat: K< (N, ab) ve her keZ" igin (N:, ab“)# M oldugundan, Teorem 3.2.2
yardmiyla K< (N:, ab)c(rad,,(N):, a) veya Kc(N:, ab)c(rad,, (N):, b)

elde edilir. Buradan aK crad,, (N) veya bK crad,, (N) olur.
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Teorem 3.2.5: R- modil M nin herhangi bir has N alt modull igin asagidakiler

denktir:

(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduluddr.

(i) al,K = N olacak sekilde her ae R, R nin |, idealive M nin K alt moduli
igin allgm veya aK crad,,(N) veya I,K crad,, (N) dir.

(iii) 1,1, K = N olacak sekilde R nin 1,1, idealleri ve M nin K alt modili igin
L1, gm veya I,K crad,,(N) veya I,K crad,, (N) dir.

ispat:

(i) = (ii): al,LK =N olacak sekilde ae€R, R nin I, ideali ve M nin K alt
modiliini alahm fakat al, ¢\/er I,K # rad,,(N) olsun. Buradan bir
b,,b,"el, igin ab, em ve b,'Kzrad,(N) olur. Simdi
aK crad,, (N) oldugunu gosterelim. Varsayallm ki aK < rad,, (N)olsun.
ab,K < N oldugundan bir énceki Yardimci Teorem nedeniyle b,K < rad,, (N)
ve boylece (b, +b,)K zrad,,(N) elde edilir. a(b, +b, )K = N oldugundan bir
onceki Yardimci Teoremi kullanarak a(b, +b, ')=ab2+ab2'e\/m elde
edilir.  Boylece ab2+ab2'emve ab, EW oldugundan
abz'gm bulunur. Buradan ab,'K < N oldugundan Yardimci Teorem

3.2.4'ten b,"K crad,, (N) veya aK crad,, (N) celiskisi elde edilir.

(ii)= (iii): 1,1,K =N fakat 1,1, cz«f(N ‘s M) olacak sekildeR nin 1,1, idealleri ve
M nin K alt modili verilsin. Buradan alzczmolacak sekilde bir
ael, vardir. Simdi I, Kcrad,(N) veya I|,Kcrad,(N) oldugunu
gosterecegiz. I, Kzrad,(N) ve LKzrad,(N) oldugunu varsayalim.
al,LKcN oldugundan (ii)den aK crad,,(N) elde edilir. Ayrica

I.K z rad,, (N) oldugundan aK « rad,, (N) olacak sekilde bir a, € I, vardir. O
halde al,LK<N oldugundan al,c(N:;x M) dir ve béylece
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(a+a1)lzcz,j(N ‘s M) elde edilir. Buradan (a+4&)l,K< N oldugundan

(a+a)K crad,, (N) olurve béylece aK crad,, (N) celiskisi elde edilir.

(iii)=(i): a,peR ve meM igin abmeN olsun. I, =aR , I,=bR ve K=Rm

alinarak N nin 2-yutan quasi asalimsi alt modiil oldugu kolaylikla gorildr.

Yardimci Teorem 3.2.6: M sonlu Uretilmis carpimsal bir R-modiil ve N de bir alt

moduli olsun. Bu durumda (rad,,(N):; M) =4f(N ' M) olur [23].

Sonug 3.2.7: M sonlu Uretilmis carpimsal bir R-modiil ve N de bir has alt modiili

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduluddr.

(i) N;,N,,N, alt modilleri i¢in N/N,N,=N iken N;N,crad,(N) veya
N,N, crad,,(N) veya N,N, crad,, (N) olur.

ispat:

(i)=(iij): N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduli ve N,;,N,,N, alt
modidilleri igin N;N,N, =N olsun. M ¢arpimsal modil oldugundan her
1=12,3 icin N, =1.M olacak sekilde R halkasinin I, idealleri vardir. Buradan
N,NLN, =LL(I,M)cN - elde  edilir.  Teorem  3.2.5  kullanilarak
L1, gmz(radM (N):x M) veya I,I,M crad,, (N) veya
I,I,M crad,,(N) bulunur. Béylece N,N, crad,,(N) veya N,N, crad,, (N)
veya N,N, crad,, (N) elde edilir.

(i) =(i): 1,1, K =N olacak sekilde R nin 1,1, idealleri ve M nin bir K alt
moduli  verilsin. N, =ILM, N,=1.LMve N,=K alahm. Buradan
N,N,N, = N elde edilir. Boylece (ii)den N,N,=1,1,M crad,,(N) veya

N,N, =1L Kcrad,(N) veya N,N,=1,Kcrad,,(N) bulunur. Buradan
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L1, g,/(N s M) veya ILK crad,,(N) veya I,K crad,,(N) elde edilir. Bu

ise N nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modil oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.8: M bir R-modiilve N de M nin bir has alt moddili olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir:

(i) M bir ¢arpimsal modiil ve (N :; M), R nin 2-yutan quasi asalimsi idealiyse N

de M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modultddr.

(i) M sonlu Gretilmis ¢arpimsal bir modilve N de M nin 2-yutan quasi asalimsi

Ispat:

alt moduluise (N :; M), R nin 2-yutan quasi asalimsi idealidir.

(i) LILK < N olacak sekilde R nin I, 1, idealleri ve M nin bir K alt moduli

verilsin. M bir ¢arpimsal moddl oldugundan K =1,M olacak sekilde R nin bir
I, ideali bulunur. Buradan LI,LK=1,1,1,M N ve boylece 1,1, =(N:; M)

elde edilir. (N:; M), 2-yutan quasi asalimsi ideal oldugundan [37, Teorem
2.21] yardimiyla L1, = /(N M) veya I, g,f(N x M) c(rad,,(N):x M)
veya L1, = /(N M) c(rad,,(N):, M) bulunur. Boylece 1, < (N M)

veya I,K crad,, (N) veya I,K crad,,(N) dir. Teorem 3.2.5'ten N nin bir 2-

yutan quasi asalimsi alt modil oldugu goérdlir.

(ii) abc e (N :; M) fakat abea/(N ‘= M) olacak sekilde a,b,c e R alalim. Buradan

her me M igin ab(cm) e N elde edilir. N, 2-yutan quasi asalimsi alt modiil ve
ab%,f(N ‘s M) oldugundan acmerad,,(N) veya bcmerad,,(N) bulunur.
Boylece (rad,,(N):,, ac)u(rad,, (N):, bc)=M elde edilir ve buradan

(rad,,(N):, ac)=M veya (rad,,(N):, bc)=M bulunur. Bu durumda

ace(rady, (N) ; M):,/(N = M) veya bCewf(N 'x M) olur.
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Teorem 3.2.9: M sonlu uretilmis ¢arpimsal bir R -modiil ve N de M nin bir has alt

modll olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduluddar.

(i) rad,,(N) , M nin bir 2-yutan alt moduluddr.

ispat:

(i) = (ii): N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modli olsun. Bir 6nceki teorem
ve [37, Teorem 2.15] ten W: P bir asal ideal veya
W: P, NP, olacak sekilde (N :; M) nin iki tane farkli P, P, minimal
asal idealleri vardir. W: P ise [35, Sonug 2.11]’'den rad,,(N)=PM

bir asal alt modil ve boéylece bir 2-yutan alt modildir. Diger durumda ise
rad,, (N) =(B nP,)M olur. Ayrica P, P, asal ideallerinin (0:; M) yi kapsadigi
aciktir ve buradanrad,, (N) = ((F, + Ann(M)) N (P, + Ann(M)))M =PM NnE,M
oldugu goralur. rad,, (N) iki asal alt modiiliin kesisimi oldugundan bir 2-yutan

alt modulddr.
(i)=(i): a,peR ve meM icin abmeN olsun. Buradan abmerad,,(N) ve

rad,,(N) 2-yutan alt modil oldugundan ab e (rad,,(N); M):QJ(N r M)
veya amerad,,(N) veya bmerad,,(N) bulunur. Béylece N, M nin bir 2-

yutan quasi asalimsi alt modultddr.

Teorem 3.2.8 ve Teorem 3.2.9 dan elde edilen asagidaki sonug, bir sonlu Uretilmis

carpimsal moduliin tiim 2-yutan quasi asalimsi alt moddllerini karakterize etmektedir.

Sonug 3.2.10: M sonlu Uretilmis ¢arpimsal bir R -modil ve N de bir has alt modulu

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modultddr.

(i) rad,,(N), M nin bir 2-yutan alt modultdir.
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(iii) rad,, (N), M nin bir 2-yutan asalimsi alt moduluddr.

(iv) rad,,(N), M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduludur.

(v) ,/(N ‘= M), R nin bir 2-yutan idealidir.
(vi) ﬂf(N ‘= M), R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(vii) a/(N ‘= M), R nin bir 2-yutan quasi asalimsi idealidir.

(viii) (N :x M), R nin bir 2-yutan quasi asalimsi idealidir.

Teorem 3.2.11: M sonlu lretilmis carpimsal bir R -modil ve N de bir has alt modiilii

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduludar.
(i) (N :;z M), R nin bir 2-yutan quasi asalimsi idealidir.
(iii) N=1IM ve Ann(M) c | olacak sekilde R nin bir 2-yutan quasi asalimsi ideali
vardir.
ispat:
(i) = (ii): Sonug 3.2.10’ dan elde edilir.
(ii) = (iii): Agiktir.
(iii)= (i): N =1IM ve Ann(M) c | olacak sekilde R nin bir 2-yutan quasi asalimsi

ideali olsun. Buradan

JIN M) = J(IM 2, M) = (rad,, (IM) z, M) = (rad,, M) :, M) elde edilir.

Boylece [37, Teorem 2.15] ve [41, Sonug 2]’ den

JINz M) = [(IM :, M) =(rad,, (IM) :, M) = (rad,, (IM) ; M) =(PM 1, M) =P

2-yutan quasi asalimsi ideal veya

JINe M) =(RNPIM ;g M)=(PM NPM i, M)=(BRM ; M) (P,M :;x M) =P, NP,
nin 2-yutan quasi asalimsi ideal oldugu gorilir. Boylece Sonu¢ 3.2.10" dan N,

M nin bir 2- yutan quasi asalimsi alt modulidir.
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Not: Teorem 3.2.11 (iii) de Ann(M)c | kosulu kaldirilirsa (iii)= (i) gerektirmesi

saglanmayabilir. Ornegin, sonlu Uretilmis bir carpimsal modiil olan Z -modiil DLigy i

disinelim. I=<O> ideali 7Z nin bir 2-yutan quasi asalimsi idealidir fakat
ANN(Zy0) =180Z | dlir. N =1Z,5, =(0) alt modilii alalim. \[(N 'z, M) =30Z bir 2-

yutan quasi asalimsi ideal olmadigindan Sonug¢ 3.2.10°dan N nin bir 2-yutan quasi

asalimsi alt modul olmadigi anlasilir.

Teorem 3.2.12: S, R nin bir carpimsal kapal alt kiimesi ve M bir R -modiil olsun.

S™N#S™™ ve N, M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modiilii ise SN de S™M nin

2-yutan quasi asalimsi alt moduliddr.

. m .
Ispat: ER—eS‘lN olacak sekilde a,peR, meM ve 1=12,3 icin s, €S verilsin.
S1 SZ SS

Buradan ab(um) € N olacak sekilde bir ue S bulunur. N bir 2-yutan quasi asalimsi alt

modul oldugundan abea/(N 'r M) veya uamerad,,(N) veya ubmerad,, (N)

bulunur. Bdylece b s Ny M) < (SN, SM) veya
Sl SZ

Em:@eS’l(radM(N))grads_lM (S'N) veya BmeradS

S 5 USS Sy 53

(S™N) oldugu

_1M

goriliir. O halde S™N, S™M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modiiludiir.

Yardimci Teorem 3.2.13: M bir carpimsal R-modiilve L, K da M nin iki alt moduli

olsun. Bu durumda rad,, (LK) =rad,, (L) ~rad,, (K) dir [23].

Teorem 3.2.14: M bir ¢arpimsal R -modiil olsun. N;,N,,...,N, da her 1<i, j<k

icin rad,, (N;) =rad,,(N;) olacak sekilde M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modiilleri

k
ise N :ﬂ N, de M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduludur.
i=1
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ispat: Her 1<i, j<k icin rad,, (N;) =rad,, (N,) oldugundan Yardimci Teorem

3.2.13’ten rad,, (N) =rad,, (N;) elde edilir. a,beR ve meM olmak tzere abme N

k
olsun. abe /(N i, M) ise gdsterilecek bir sey yoktur. abez\/(N 'z M) :ﬂ\/(Ni w M)
i=1

oldugunu kabul edelim. Buradan bir 1< j<Kkigin abez,/(Nj:R M) elde edilir.
abmeNj ve N; de 2-yutan quasi asalimsi alt modiul oldugundan

amerad, (N;)=rad, (N) veya bmerad, (N)bulunur. Bdylece N 2-yutan quasi

asalimsi alt moduldur.

Yardimci Teorem 3.2.15: f :M — M bir R-modl epimorfizmasi olsun. N, Cekf vyi

kapsayan bir alt modiil ise f (rad,,(N)) =rad,,.(f(N)) olur [40].

Teorem 3.2.16: f:M —>M"' bir R-modul homorfizmasi olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir:

(i) T (N") =M olacak sekilde N', M ' niin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modiilii

ise f(N") de M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modiiliidiir.

(ii) f bir epimorfizma ve N , Cekf yi kapsayan M nin bir 2-yutan quasi asalimsi

alt modilt ise f(N) de M ' nin 2-yutan quasi asalimsi alt modaluddr.
Ispat:

() aabeR ve meM elemanlari icin abme f(N") olsun. Buradan

f (abm)=abf (m) e N' olur. N' 2-yutan quasi asalimsi alt modil oldugundan

abe«f(N "R M) g\/(f_l(N V:x M) veya af(m)=f(am)erad,, (N) veya
bf (m) = f (om) erad,,.(N)olur. f*(rad,,.(N"))crad,, (f *(N") oldugundan

abe\/(f‘l(N Vs M) veya amerad,, (f *(N") veya bmerad,, (f *(N")) elde

edilir. Boylece f*(N") de M niin 2-yutan quasi asalimsi alt modiilii oldugu

gorulir.
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(i) a,beR ve m'e M ' olmak lzere abm'e f(N) verilsin. f o6rten oldugundan
f(m)=m" olacak sekilde bir me M vardir. Buradan
abm'=abf (m) = f(abm) e f (N) elde edilir. Boylece Cekf — N oldugundan

abmeN bulunur. N bir 2-yutan quasi asalimsi alt modil oldugundan

abe J(N;x M) = /(f(N);x M) veya amerad, (N) veya bmerad,, (N)

elde edilir. Yardimci Teorem 3.2.15 ten ab e\/(N w M) gJ(f (N):x M) veya
am'e f(rad,,(N))=rad,,.(f(N)) veya bm'e f(rad,,(N))=rad,, (f(N))

oldugu gorulir.

Sonug 3.2.17: M bir R-modil ve L de M nin bir alt modili olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir:

(i) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduliive L& N ise LNN de L nin

2-yutan quasi asalimsi alt moduliddr.

(ii) N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modiliive L < N ise A de A nin

2-yutan quasi asalimsi alt moduliddr.

Teorem 3.2.18: L ve N, M nin L < N olacak sekilde iki alt modild olsun. L, M nin
. _ . ey o N M . _ .

bir 2-yutan quasi asalimsi alt modili ve A de A nin zayif 2-yutan quasi asalimsi

alt modiliise N de M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modulGdur.

ispat: a,beR ve meM icin abmeN olsun. abmeL ise, L bir 2-yutan quasi

asalimsi alt modul oldugundan ab e\/(L:R M) g\/(N x M) veya

amerad,, (L)crad,,(N) veya bmerad,, (L)crad,,(N) olur. Simdi abmeL

oldugunu kabul edelim. Buradan 0=ab(m+L)e '\%_ ve '\%_ zayIf 2-yutan quasi

asalimsi alt moddl oldugundan abeﬂf('\%_:R 'V%_) veya

rad,, (N) rad,, (N)
L L

elde

a(m+ L)eradM/L(“%_): veya b(m+ L)eradM/L(“%_):
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edilir. Boylece abewf(N ‘s M)veya amerad,,(N) veya bmerad,,(N) oldugu

gorilir.

Yardimci Teorem 3.2.19: M bir ¢arpimsal R-modil ve N;,N, de M nin quasi

asalimsi alt modiilleriise N, "N, de M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modultdr.

ispat: N,,N, M nin quasi asalimsi alt modiilleri oldugundan (N, :; M) ve (N,:, M)
quasi asalimsi idealler ve boylece [37, Teorem 2.17])'den
(N,AN, ;s M)=(N,:; M) (N, :; M) de 2-yutan quasi asalimsi idealdir. Boylece

Teorem 3.2.8" den N, M N, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modultdur.

Not: M, M, sirasiyla R, ve R,-modiil ve ayrica R=R, xR, , M =M, xM, olsun. Bu
durumda M asagidaki islemlerle birlikte bir R-modil olur: her 1=12,

aeR,m,m'eM, igin
(nh’mz)+(n111’mzl):(n]1+n11"m2+m2')

(aya'z)(mlfmz) =(a1ml'a2m2)

Ayrica M nin tim alt modiilleri N, M, in alt modilii ve N,, M, nin alt modiili olmak
uzere N;xN, seklindedir. M; ve M, carpimsal modiller ise M de ¢arpimsal R -

moduldur. Dahasi rad,, (N, xN,) =rad,, (N,)xrad,, (N,) dir.

Teorem 3.2.20: M, carpimsal R,-modilve M, ¢arpimsal R,-modil olsun. R=R, xR,

ve M =M, xM, olmak tizere asagidakiler saglanir:

(i) N =K, xM, nin M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modlii olmasi icin gerek

ve yeter kosul K, in M, in 2-yutan quasi asalimsi alt modulii olmasidir.

(i) N =M,;xK, nin M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt moduli olmasi igin gerek

ve yeter kosul K, nin M, nin 2-yutan quasi asalimsi alt modiili olmasidir.

40



(iii) K;, M, in quasi asalimsi alt modili ve K,, M, nin quasi asalimsi alt moduli

ise K, xK, de M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modultddr.
ispat:
(i) K, M, in 2-yutan quasi asalimsi alt modilii ve i=12 i¢in a,b eR, m eM,
olmak lzere (a;,a,)(b,b,)(m,m,)=(abm,abm,)eK, xM, olsun. Buradan
abm €K, ve boylece ab em veya am erad, (K,) veya

bm erad, (K,) elde edilir. Buradan (ai,az)(bl,bz)ew veya
(a,,a,)(m,m,) erad,,(N) veya (b,b,)(m,m,)erad,,(N) oldugu goérilir. O
halde N =K, xM,, M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modildir. Tersine
N =K, xM, nin M nin bir 2-yutan quasi asalimsi alt modiili oldugunu kabul
edelim ve abmeK, olacak sekilde a,beR, meM, alaim. Buradan

(a,0)(b,0)(m,0,,) =(abm,0,,) e K, xM, bulunur ve bdylece

(a,0)(b,0) = (ab,0) € (K, xM, i My xM,) = [(K, ;r, M;) xR, veya
(b,0)(m,0,,) =(bm,0,,) erad,, (K;)xM, veya (a,0)(m,0,)erad, (K)xM,

elde edilir. Boylece abe,/(Kl:Rl M,) veya amerad,, (K;) veya

bm e rad,, (K,) oldugu gorulur.

(i) (i)’ ye benzer sekilde ispatlanir.

(iii) K;, M, in quasi asalimsi alt moduli ve K,, M, nin quasi asalimsi alt moduli
oldugundan K;xM, ve M, xK, de M nin quasi asalimsi alt moddlleridir ve
boylece Yardimcr Teorem 3.2.19 dan (K, xM,)n(M;xK,) =K, xK, nin M

nin 2-yutan quasi asalimsi alt modll oldugu gorilar.

Teorem 3.2.21: M, carpimsal R -modiil ve M, carpimsal R,-modil, R=R, xR, ve
M =M, xM, sonlu uretilmis carpimsal R-modil olsun. N;,N, sirasiyla M;,M, nin
alt moduilleri olmak tzere N=N;xN,, M nin has alt moduli olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:
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(i) N, M nin 2-yutan quasi asalimsi alt modultdir.

(i) N, =M, ve N,, M, nin 2-yutan quasi asalimsi alt modilii veya N, =M, ve
N,, M, in 2-yutan quasi asalimsi alt modiilii veya N, ve N, quasi asalimsi alt
moddllerdir.

ispat:

(i)=(iij): N=N,xN,, M nin 2-yutan quasi asalimsi alt moduli olsun. Buradan
(N:x M)=(N, iz M)x(N,:; M,) 2-yutan quasi asalimsi ideal olur. [37,
Teorem 2.23]'ten (N, iz M;)=R, ve (N, M,) 2-yutan quasi asalimsi ideal
veya (N;ix M;) 2-yutan quasi asalimsi ideal ve (N, M,)=R, veya
(N, z M) ve (N, M,) birer quasi asalimsi ideal olur. (N, M;)=R, ve
(N, %, M;) 2-yutan quasi asalimsi ideal ise, Teorem 3.2.8 den N, =M, ve
N,, M, nin 2-yutan quasi asalimsi alt modlii olur. (N, :z M;) 2-yutan quasi
asalimsi ideal ve (N, :;; M,) =R, ise, yine benzer sekilde N, =M, ve N;, M,
in 2-yutan quasi asalimsi alt modulu olur. Diger durumda ise N, ve N, quasi

asalimsi alt moduller olur.

(ii)= (ii): Bir 6nceki teoremden istenen elde edilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu galismanin ilk béliminde, derecelendirilmis halkalarin birlesimleri incelenmistir.
Quartararo ve Butts’'un u-—halka olarak tanimladigi halkalarin sonlu birlesimleri
derecelendirilmis halkalar icin yapilmistir. Daha sonra derecelendirilmis asal idealler
yardimiyla derecelendirilmis kompakt paketlenmis halka tanimi yapilarak bircok
karakterizasyonu verilmistir. Bu halkalarin daha genel hali olan derecelendirilmis
aralarinda asal paketlenmis halkalar tanimlanmis ve derecelendirilmis kompakt
paketlenmis halkalarla arasinda iliskiler ortaya konulmustur. Dahasi derecelendirilmis
aralarinda asal paketlenmis bir halkanin hangi sartlar altinda derecelendirilmis
kompakt paketlenmis halka oldugu belirlenmistir. Bu bolimin sonunda
derecelendirilmis halkalarda 6nemli bir yere sahip derecelendirilmis asal ideallerin bir
genellestirmesi olan derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi idealler sinifi tanitiimistir.
Dahasi derecelendirilmis 2-yutan quasi asalimsi ideallerin derecelendirilmis 2-yutan

ideallerle iliskisi ortaya konmustur.

Calismanin son bolimiinde ise asal alt modillerden daha genel yapilar olan 2-yutan
quasi asalimsi alt modiiller tanimlanmistir. Ozel olarak, bu alt modiil sinifi, carpimsal
modyillerde, sonlu Uretilmis carpimsal modullerde karakterize edilmistir. Ayrica 2-yutan

alt moddillerle arasindaki iliskiler belirlenmistir.

Bu konu ile ilgili ileride yapilmasi dnerilen ¢alismalardan biri 2-yutan quasi asalimsi alt

modyillerin derecelendirilmis modillerde incelenmesidir. Bir diger 6neri ise literatiirde
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var olan kompakt paketlenmis modillerin ve aralarinda asal paketlenmis modillerin

derecelendirilmis modiiller sinifina tasinmasidir.
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