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OZET

DARBOUX CATISINA GORE HELISLER VE KARAKTERIZASYONLARI

Nesibe MACIT

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi yedi bélimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmis olup
bu boliimde literatiir 6zeti, tezin amaci ve orijinal katki verilmistir.

ikinci béliimde, t¢ boyutlu ve dért boyutlu Oklid uzaylarinda egriler, yizeyler ve
hiperyuzeyler ile ilgili temel kavramlar yer almaktadir.

Uclincii béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisina gére helisler ve bunlarin
karakterizasyonlari verilmistir.

Dordiincl bélimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisina gore helisler ele alinmis
ve bu helislerin (genel helis, slant helis, B, —slant helis ve Darboux helis)

karakterizasyonlari verilmistir.
Besinci ve altinci bollimler tezin orijinal kisimlaridir.

Besinci boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda ydnlendirilebilir bir yiizey tizerinde yatan bir
regliler egrinin teget-normal vektor alani sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yapiyorsa, bu
egri teget-normal slant helis olarak tanimlanmistir. Bu tir egrilerin baz
karakterizasyonlari verilmis ve ekseni elde edilmistir. Ayrica, teget-normal slant
helislerin bazi 6zel egrilerle olan iliskileri incelenmistir. Daha sonra, kapali ve
parametrik ifadesiyle regiler bir ylzey verildiginde; bu ylizey Uzerinde, verilen bir
dogrultuyla verilen sabit agiyi yapan teget-normal slant helislerin elde edilmesi igin
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metotlar bulunmustur. Son olarak, Darboux c¢atisina gbre Darboux helisler ve
karakterizasyonlari galigiimistir.

Altinci béliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey iizerinde yatan bir Frenet
egrisinin ikinci tlr genisletilmis Darboux c¢atisina gore bazi yeni slant helisler
tanimlanmis ve karakterizasyonlari elde edilmistir. Ardindan bu tir slant helisler igin
bazi 6rnekler verilmistir.

Yedinci bolimde, bu tezde elde edilen sonuclardan bahsedilmis ve gelecek calismalar
icin bazi 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Frenet egrisi, Darboux catisi, teget-normal slant helis, yizey,
kiiresel gostergeler

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

HELICES ACCORDING TO DARBOUX FRAME AND THEIR
CHARACTERIZATIONS

Nesibe MACIT

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This thesis consists of seven chapters. First chapter is the introduction chapter which
includes the literature review, the objective of the thesis and the original contribution.

In the second chapter basic concepts of curves, surfaces and hypersurfaces in
Euclidean 3-space and Euclidean 4-space are given.

In the third chapter, helical curves according to Frenet frame in Euclidean 3-space and
their characterizations are given.

In the fourth chapter, helical curves according to Frenet frame in Euclidean 4-space are
considered, and the characterizations of these helical curves (helices, slant helices,
B, —slant helices and Darboux helices) are given.

The fifth and sixth chapters are the original part of the thesis.

In the fifth chapter, a regular curve lying on an oriented surface in Euclidean 3-space is
defined as a relatively-normal slant helix if its tangent-normal vector makes a constant
angle with a fixed direction. Some characterizations of such curves has been given and
their axis has been obtained. Also, some relations between some special curves and
relatively-normal slant helices are presented. Then, when a regular surface is given by
its implicit or parametric equation, the methods for generating relatively normal-slant
helices with the chosen direction and constant angle on the given surface are



introduced. Lastly, Darboux helices according to Darboux frame and their
characterization is studied.

In the sixth chapter, some new slant helices according to extended Darboux frame of a
Frenet curve lying on a hypersurface in Euclidean 4-space are defined, and their
characterizations are presented. Some examples are given for such slant helices.

In the seventh chapter, the results obtained in this thesis have been mentioned, and
some suggestions are made for future studies.

Keywords: Frenet curve, Darboux frame, relatively-normal slant helix, surface,
spherical indicatrix
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Diferensiyel geometride, egriler teorisi en temel galisma alanlarindan biridir. Egriler
teorisinde ise son yillarda en cok ilgi ceken egriler helisler, slant helisler ve baglantili

egrilerdir [1-5].

Helisler, teget vektori sabit bir dogrultu ile sabit acl yapan egriler olarak tanimlanir.
Bu klasik tanim 1806 yilinda Lancret tarafindan yapilmistir [6]. ilk olarak bir dik dairesel

silindir Gizerine gizilmis helis ele alinmis ve buna dairesel helis denilmistir. Bu helislerde

egrilik (x) ve burulmanin (z) ayrn ayr birer sabit oldugu ilk tespit edilen

karakterizasyonlardandir. Daha sonra bu egriliklerin sabit olmamasina ragmen
oranlarinin sabit oldugu egri bulunmustur ki bu egriye genel helis adi verilmistir.
Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir tzerine c¢izilmis helislerden baska

helislerin de var oldugu ortaya c¢ikmustir. Bir helis egrisi, burulmasinin egriligine

oraninin sabit olmasi ile yani — =c =sabit ile karakterize edilir (Lancret Teoremi-ilk
K

olarak 1845 yilinda Venant tarafindan ispatlanmistir [7]). E’ uzayinda yapilan birgok
calismanin ardindan 1993 yilinda, Magden 4-boyutlu Oklid uzayinda helislerin bir
karakterizasyonunu elde etmistir [8]. Bunun yaninda 1975 yilinda Ozdamar ve
Hacisalihoglu E" uzayinda helislerin harmonik  egrilikleri cinsinden

karakterizasyonlarini incelemislerdir [9].



2004 yilinda lzumiya ve Takeuchi, egrinin her noktada asli normal vektor alani ile sabit
bir dogrultu arasindaki aginin sabit olmasi halindeki egrileri slant helis olarak
adlandirmig ve bir egrinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter sartin verilen egrinin asli

normaller gostergesinin geodezik egriliginin, yani

fonksiyonunun bir sabit fonksiyon olmasi oldugunu elde etmistir [2]. 2005 yilinda Kula
ve Yayli bir slant helisin teget ve binormal gostergelerini arastirmiglar ve bu kiresel
gostergelerin kiresel helisler oldugunu gostermislerdir [10].

2008 yilinda Onder vd. E* uzayinda ikinci binormal vektorii (B, ) sabit bir dogrultuyla
sabit a¢l yapan egrileri B,-slant helis olarak tanitmis ve bu egrilerin 6zelliklerini

belirlemislerdir [11]. Ardindan 2010 yilinda Ahmad ve Turgut, E" uzayinda slant
helisleri calismiglardir [12]. 2011 yilinda Yayli ve Ziplar E" uzayinda slant helisler ve
kuresel helisler arasindaki iliskiyi incelemistir [13]. Ayrica 2009 yilinda Gok vd. E"
uzayinda V, -slant helisleri tanimlamiglardir [14].

Bu calismalarin yani sira 2009 yilinda Bikcl ve Karacan, Bishop ¢atisina goére slant
helisleri [15], 2013 yilinda Kocayigit ve Pekacar, kuaterniyonik catiya gore slant helisleri
[16] ve Okuyucu vd. de 3-boyutlu Lie grubunda slant helisleri arastirmislardir [17].
Ayrica 2012 vyilinda Ziplar ve Yayh, 3-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisleri
tanimlamis ve gesitli karakterizasyonlarini elde etmislerdir [18]. Ardindan 2018 yilinda

ilarslan ve Yildirim 4-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisleri calismislardir [32].
E’ ve E* uzaylarinda Frenet catisi yardimiyla yapilan c¢alismalarin ardindan 2015
yilinda Dogan ve Yayli, E’ uzayinda Darboux ¢atisi yardimiyla bir yiizey {zerinde

isophote egrilerini tanimlamis ve karakterizasyonlarini elde etmislerdir [33].

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci; E’ uzayinda bir yiizey tizerinde bulunan bir egri boyunca

Frenet gatisi yerine {T,V,U} Darboux ¢atisini kullanarak, V vektor alani yardimiyla



yeni bir slant helis tanimlamak ve bu slant helis ile diger 6zel egriler arasindaki
baglantilari incelemektir. Ayrica, verilen bir ylzey lzerinde ekseni ve bu eksenle yaptigi
sabit acisi bilinen teget-normal slant helislerin denklemlerinin nasil bulunabilecegini
arastirmaktir. Bunlarin yaninda E’ uzayinda Darboux catisina gére Darboux vektorii
yardimiyla Darboux helisini tanimlayarak, bu tiir egrilerin karakterizasyonunu elde

etmektir. Bunlara ek olarak, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey iizerindeki bir

yardimiyla E -slant helis, D-slant helis ve N -slant helisi tanimlayarak bu egrilerin
karakterizasyonlarini incelemek ve eksenlerini elde etmek de amacglar arasina

girmektedir.

13 Orijinal Katki

Bu calismada, oncelikle E’ uzayinda regiiler bir yiizey iizerinde alinan birim hizli bir

egrinin {T,V,U} Darboux cati alanindaki V teget-normal vektor alaninin sabit bir

dogrultuyla sabit aci yapmasiyla olusan teget-normal slant helis tanimlanmis ve bu
egrinin ekseni bulunup cesitli karakterizasyonlari elde edilmistir. Ardindan, teget-
normal slant helisler ile bazi 6zel egriler arasindaki iliskiler incelenmistir. Daha sonra,
sirasiyla kapali ve parametrik ifadeleriyle verilen ylizeyler Gzerinde, ekseni ve bu
eksenle yaptigi sabit acisi bilinen teget-normal slant helislerin denklemlerinin
bulunabilmesi icin metotlar elde edilmistir. Elde edilen metotlarin uygulanmasinda
MATLAB programinda yazilan kodlar kullanilarak bulunan sonuglar, yine ayni program
yardimiyla kalitatif olarak desteklenmistir. Bunun yaninda, E’ uzayinda Darboux
catisina gore birim Darboux vektor alani yardimiyla Darboux helis tanimlanmis ve

karakterizasyonu elde edilmistir.

Diger taraftan, E* uzayinda bir hiperyiizey lizerindeki bir Frenet egrisi igin tanimlanmis
olan {T,E,D,N} ikinci tur genisletilmis Darboux catisi yardimiyla bir egrinin E vektor
alaninin sabit bir dogrultuyla sabit aci yapmasi durumunda elde edilen E -slant helis,

D vektor alaninin sabit bir dogrultu ile sabit agi yapmasi durumunda elde edilen D-

slant helis ve N vektor alaninin sabit bir dogrultuyla sabit bir agi yapmasi durumunda



elde edilen N -slant helis egrileri tanimlanmig, bu egrilerin karakterizasyonlari ve

eksenleri elde edilerek bazi agiklayici 6rnekler verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremlere kisaca yer verilecektir. Tanim ve teoremler i¢in agirlikli olarak [19-22] nolu

kaynaklar kullanilacaktir.

2.1 Afin Uzay ve Oklid Uzay

Tanim 2.1 A bos olmayan bir kiime ve V, n-boyutlu bir vektor uzayi olsun. Bir
f:AxA—>V dontsumi

A1) VP,Q,ReA icin, f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R),

A2) VPe A, VaeV igin, f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A vardir,

ozelliklerini sagliyorsa A kiimesine V ile birlesen afin uzay denir.

Tanim 2.2 V n-boyutlu bir vektér uzayi ve A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay

olsun. B,,B,...,P, € A noktalan igin {POF’I,POPz...,POPn} vektor sistemi V vektor

uzayinin bir bazi ise {PO,PI,...,PH} kimesine A afin uzayinin bir afin g¢atisi denir. P,
noktasina catinin baslangic noktasi, P,P,,...,P, noktalarina da afin catinin birim
noktalari veya ug noktalari denir.

Tanim 2.3 V, n-boyutlu bir reel ic-carpim uzayi olsun. V ile birlesen A afin uzayina n-

boyutlu Oklid uzayi denir.

V =R" standart reel vektér uzayinda, X =(x,,...X,) ve Y =(y,,...,¥,) olmak iizere



(RSB SR (XY) > (XY)=3xy

standart i¢c-carpimi (Oklid i¢-carpimi) tanimli oldugunda, V =R" i¢-carpim uzayi ile

birlesen A=R" afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzayi denir ve E" ile gésterilir.

Tanim 2.4 P,,P,..,P, € E" noktalar igin {POPI,POPZ...,POPH} vektor sistemi R" ig-
garpim uzayinin bir ortonormal bazi ise {P,,P,...,P,} kiimesine E" uzayinda bir Oklid

catisi denir. Her Oklid catisi bir afin catidir.

Tanim 2.5 {P,P,,...,P,} kiimesi E" Oklid uzayinda bir Oklid atisi olsun. VP € E" icin

PP = Zaiﬁ, a, € R yazilabilir. O halde,
i=1

X:E">R
Pox(P)=a, 1<i<n

ile tanimli {X,X,,...,X,} afin koordinat sistemi bulunabilir. Bu afin koordinat sistemine

Oklid(dik) koordinat sistemi denir.

Tanim 2.6 [E" Oklid uzayi, U cE" acik alt kiime olsun. Eger f:UcCE" >R
fonksiyonu k. mertebeden kismi tiirevlere sahip ve bu tirevler surekli ise f
fonksiyonuna Kk . mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon adi verilir. K . siniftan

diferensiyellenebilir ~ fonksiyonlarin ~ kiimesi ~ C*(U,R) ile gosterilir ve

o (U,R)z{ f| f:U >R ve f fonksiyonu k . mertebeden diferensiyellenebilir}

ile tanimlanir.

Tanim 2.7 U ve V, E" uzayinda iki acik alt kiime olsun. ¢ :U —V dénlsimd igin
i) peCk (U ,V)

ii) @' var

iii) o' eC*(V,U)

Ozellikleri saglanirsa ¢ dénusiimiine bir diffeomorfizm denir.

6



2.2 Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar

A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. Pe A ve veV icin

(P,\?) :\7p ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektoér denir.
P € A noktasindaki tanjant vektorlerinin kimesi T,(P) ile gosterilir ve

T,(P)= {\7p =(P.v):PeAV ev}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.8 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. A afin uzayda

bir afin ¢ati {PO,PI, P} olmak uzere {ﬁl,...,ﬁ} kiimesi V vektor uzayinin bir

eeey Ty

bazidir. V, —PQ eV oldugundan

V, =PQ="ARR, 4 €3

i=1

yazilabilir. Burada (ll,...,/ln) n-lisine v, eTA(P) tanjant vektoérinin koordinatlan

veya bilegenleri denir ve V, =(4,,..., 4, ), ile gésterilir.

n

Teorem 2.1 TA(P) kiimesi reel sayilar cismi tGzerinde bir vektor uzayidir. Bu uzaya A

afin uzayinin P noktasindaki tanjant vektorlerinin uzayi veya kisaca tanjant uzay denir.

23 Vektoér Alanlari ve Vektor Alanlarinin Uzayi

Tanim 2.9 VP € E" noktalari tzerindeki tanjant uzaylarin birlesimi U TEn (P) olmak
PeE"
Uzere
7T, (P)>E
PeE"
vV, = 7r(\7P ) =P

dénisimiuni tanimlayalim. 7o X :E" - E" 6zdeslik déntisiimii olacak sekilde,



X:E"—> [T, (P)
PeE"

P> X,
1-1 6rten donlsimine E" uzayinda bir vektér alani denir. O halde, E" tzerindeki bir

X vektor alani, VP e E" noktasina T]E" (P) tanjant uzayinin bir )ZP tanjant vektorin

karsilik getiren bir fonksiyon olarak dusunilebilir. E" uzayinda tanimh batiin vektor

alanlarinin kiimesi ;((E”) ile gosterilir ve

;((E”):{X|X E" - UTH(P)}

PecE"

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2 ;((E“) kiimesi reel sayilar cismi lzerinde bir vektér uzayidir. Bu vektor

uzayina vektor alanlarinin uzayi denir.

2.4 Egriler Teorisi

Tanm 210 | cR bir agk arallk olmak Gzere, y:1 —>E" fonksiyonu
diferensiyellenebilirse y(1)cE" alt kiimesine E" uzayinda (l,y) koordinat
komsulugu ile tanimlanmis bir diferensiyellenebilir egri adi verilir.

Tanim 2.11 y:1 — E’ bir egri olsun. Vse |l igin y'(s)¢6 ise 7 egrisine regiiler egri
denir.

Tanim 2.12 y:1 > E® bir egri olsun. Vs e | icgin H}/'(S)H:I ise ¥ egrisine birim hizh
egri, s parametresine de yay uzunlugu parametresi denir.

Tanim 2.13 y:1 > E’ birim hizh egrisi icin T(s)=y'(s) ile tamimlanan T vektér

alanina y egrisinin birim teget vektor alani denir.
Tanim 2.14 y:1 — E’ birim hizli egrisi igin K(S):HT’(S)H ile tanimlanan «:1 > R
fonksiyonuna, y egrisinin egrilik fonksiyonu denir. Belli bir s, el i¢in K(SO)ER

sayisina egrinin y(s,) noktasindaki egriligi denir.
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Tanim 2.15 [’ uzayinda )0 olan birim hizli : 1 — E’ egrisi icin N(S)ZLT'(S)

ile tanimli N vektor alanina y egrisinin asli normal vektér alani denir.

Tanim 2.16 E* uzayinda birim hizli y : 1 > E* egrisiicin B(s)=T(s)xN(s) ile taniml
B vektor alanina y egrisinin binormal vektér alani denir.

Tanim 2.17 E’ uzayinda birim hizh y:1 > E’ egrisi icin r(s):—<B’(s),N(S)> ile
tanimh 7:1 — R fonksiyonuna y egrisinin burulma fonksiyonu denir. Belli bir s, |

icin 7(s,) € R sayisina egrinin y(S,) noktasindaki burulmasi denir.

Tanim 2.18 E’ uzayinda birim hizli y:1 >’ egrisi icin T,N,B birim vektor alanlari
her noktada birbirine ortogonaldir. {T,N,B} uclistine y egrisi Uzerinde Frenet gati

alani denir.

Tanim 2.19 «, 5: 1 — E’ iki egri olsun. E’ uzayinda Vtel igin
A1) =F(a(1))
olacak sekilde bir F izometrisi varsa bu iki egriye kongruenttir (esdegerdir) denir.

Tanim 2.20 Egriligi )0 ve burulmasi 7 olan y:1 — E’ birim hizl egrisi igin

T =N
N'=—xT+7B
B'=-tN

esitlikleri saglanir. Bu formillere Frenet formilleri denir.

Tanim 2.21 Karsilikli noktalarda ayni asli normale sahip olan egri giftine Bertrand egri

cifti denir.

Teorem 2.3 y bir Bertrand egrisidir <> ax+br =1, a,b 0(sabit) denklemi saglanir.



Tanim 2.22 y ve y*, E’ uzayinda sirasiyla, (1,7) ve (I,)/*) koordinat komsuluklari ile
verilen iki egri olsun. y/(s) ve 7*(8) noktalarinda » ve »" egrilerinin Frenet catilari

sirasiyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olmak Uzere,
<T(s),T*(s)>:0

oluyorsa y  egrisine y egrisinin involiitii, ¥ egrisine de 7/* egrisinin evoliitii denir.

Tanim 2.23 Teget vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit a¢i yapan egriye genel helis

denir. Egrinin birim teget vektor alani T ve sabit bir birim dogrultu U olmak Uzere,

<T,U > =cosd, 6 = sabittir.

Teorem 2.4 y:1 — E° egrisi bir genel helistir < L degeri sabittir.
K

Tanim 2.24 y:1 > E’ egrisi icin «(5))0 ve 7(s)#=0 egriliklerinin her ikisi de sabitse

y egrisine dairesel helis denir.

Tanim 2.25 Normal vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit ac¢i yapan egriye slant helis
denir. Egrinin normal vektor alani N ve sabit bir dogrultu U olmak (zere,

<N,U > =cos @, 0 = sabittir.

Tanim 2.26 Bir y:1 — E’ egrisinin konum vektérii daima kendi rektifiyan diizleminde

kaliyorsa bu egriye rektifiyan egri denir. y bir rektifiyan egri ise konum vektora
7(8)=2(s)T(s)+u(s)B(s)
denklemini saglar (4 ve u herhangi diferensiyellenebilir fonksiyonlardir) [19].

2.5 Bir Egrinin Kiiresel G6stergeleri

Tanim 2.27 E’uzayinda bir @ egrisi Se | yay-parametresi ile verilsin. @ egrisinin
birim teget vektor alani T olmak Uzere FQ:T alindiginda, P noktasi o egrisini
cizerken, Q noktasinin birim kire ylizeyi Gzerinde cizdigi egriye & egrisinin 1. kiresel

gostergesi veya tegetler gostergesi denir (Sekil 2.1).
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o egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gosterirsek denklemi o =T olur. Tegetler

gostergesinin yay parametresine S, dersek S; #S olup, yay-elementi ise ds; :|T' ds

olur.
Teorem 2.5 Bir a egrisinin egriligi; tegetler gdstergesinin yay elementinin esas egrinin

d do
yay elementine oranidir, yani x :d—ST. Ayrica k = d_ de yazilabilir.
S S

Sekil 2. 1 Tegetler gostergesi

Tanim 2.28 E’ uzayinda bir & egrisinin asli normal vektor alani N olsun. @ egrisi
cizilirken N vektoriniin ug noktalarinin birim kiire ylizeyi Gizerinde meydana getirdigi
egriye & egrisinin 2. klresel gostergesi veya asli normaller gostergesi denir.

o egrisinin asli normaller gostergesini (N) ile gosterirsek denklemi «, =N olur.
Normaller gostergesinin yay parametresine S, dersek S, # Solup, yay-elementi ise

ds, =||N’|ds olur.

Tanim 2.29 E’ uzayinda bir @ egrisinin binormal vektdr alani B olsun. a egrisi
gizilirken B vektoriniin ug noktalarinin birim kire yizeyi Gzerinde meydana getirdigi
egriye & egrisinin 3. kiresel gostergesi veya binormaller gostergesi denir.

o egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterirsek denklemi «; =B olur.
Binormaller gdstergesinin yay parametresine S; dersek Sy # S olup, yay-elementi ise

ds; = ||B’|| ds olur.
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Tanim 2.30 E" uzayinda bir parametrik egri
y: 1 >E"
s—y(s)

olsun. X eZ(E“) olmak uzere, Vsel igin i—Z:X(y(s)) oluyorsa, y egrisine X

vektdr alaninin bir integral egrisi denir.

Tanim 231 y:1 —>E’ birim hizli egrisinin Frenet elemanlari {T,N,B,x,7} olsun.

W =7T + kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

W(s) W (s) 1

) ”W (S)H ) \/K‘2 (s)+T2 (S) (T(S)T(S)+K(S)B(s))

vektorine ise y egrisinin Darboux gostergesi denir. Bu vektor {T,N,B} Ug ayaklisinin

her s aninda bir ani helis hareketi yaptigi eksendir.

2.6 Yiizeyler Teorisi

Tanim 2.32 U c E? bir baglantili agik kiime ve ¢:U c E> —» E’ bir regiiler déniisim
(rankg. =boyU =2) olsun. Eger ¢:U — ¢(U) doniisimi bir homeomorfizm ise
¢(U) kiimesine E* uzayinda bir regiiler yiizey denir. Yani,

¢:U cE* > E’ dénisiimii igin

i) ¢ , birebir,

ii) ¢, regiler,

i) ¢~ :#(U) > U fonksiyonu siirekli

Ozelliklerini sagliyorsa, ¢(U ) c E’ alt kiimesine E® uzayinda bir regiiler yiizey denir.

¢ fonksiyonuna da M :¢(U)<:IEJ3 alt kiimesinin bir parametrelendirilmesi denir

[26].
Teorem 2.6 E’ uzayinda M: f(x,y,z)=c alt kiimesi bir yiizey ise YPeM igcin
gradient vektor alani Vf (P) #0 esitligini saglar [22].
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Tanim 2.33 M, E’ uzayinda bir yiizey olsun. | R bir acik aralik olmak (izere

y: 1 — M diferensiyellenebilir fonksiyonuna M yiizeyi lizerinde bir egri denir.

Tanim 2.34 M c E’ bir yiizey ve P €M bir nokta olsun. V, €T, (P) tanjant vektori
P noktasindan gegen ve yiizey Uzerinde kalan bir egrinin hiz vektéru oluyorsa, V,

tanjant vektoérine M vyiizeyinin P noktasinda bir teget vektorii denir. Yiizeyin Pe M

noktasindaki butin teget vektorlerinin kiimesi M vyizeyinin P noktasindaki teget

diizlemi olarak adlandirilir ve T, (P) ile gésterilir.

Tanim 2.35 M c E°® yiizeyi boyunca bir V vektor alani verilsin. YP € M noktasina bir

V (P) =V, teget vektérii karsilik getiren V' vektér alanina M yiizeyi boyunca bir teget

vektor alani denir.

Tanim 2.36 M c [E° bir yiizey ve P € M bir nokta olsun. P noktasindaki T, (P) teget

duzlemine dik olan bir U, tanjant vektériine M ylzeyinin P noktasindaki normal

vektorii denir.

Tanim 2.37 M c E’ yiizeyi boyunca bir U vektér alani verilsin. Eger VP € M icin elde
edilen U (P) =U, vektori M ylzeyinin bir normal vektéri oluyorsa, U vektdr alanina
M vyizeyi boyunca bir normal vektér alani denir.

Tanim 2.38 M vyiizeyinin tamaminda bir U diferansiyellenebilir normal vektor alani
tanimlaniyorsa, M ylizeyine yénlendirilebilir, (M ,U) ciftine de yonlendirilmis ylizey
denir.

Bitlin kuadrik yizeyler birer yonlendirilebilir ylizeydir. Yonlendirilemeyen yiizeyler icin

ornekler Mobius seridi ve Klein sisesidir.

Tanim 2.39 M, E’ uzayinda bir yiizey ve M yiizeyinin birim normal vektér alani N

olsun. a:1 - M egrisive Vtel igin

olacak sekilde bir A:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa a egrisine M

Uzerinde bir geodezik egri denir.
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Tanim 2.40 M, E’ uzayinda bir yiizey ve M yiizeyinin birim normal vektér alani N

olsun. E’ uzayinda Riemann konneksiyonu D olmak lzere VX e;((M) icin
S(X):DXN
seklinde tanimh S doénlUsimine M ylzeyinin sekil operatérii veya Weingarten

doniisiimii denir.

Tanim 2.41 M c E’ regiiler yiizeyi verilsin.
Ky (Tp) = (S (0p).0p )
ile tanimlanan k, (0,)eR sayisina M yizeyinin 0, birim teget vektéri

dogrultusundaki normal egriligi denir. Daha genel olarak, herhangi bir V, €T, (P)

teget vektori igin normal egrilik

ile tanimlanir.

Tanim 2.42 M, E’ uzayinda bir yiizey ve M yiizeyinin P noktasindaki sekil
operatorii S, :T,, (P)—>T, (P) olsun. $(X,)=24X, esitligini saglayan A sayilarina
M vyuzeyinin P noktasindaki asli egrilikleri, X, vektorine de A asli egriligine karsilk

gelen asli dogrultu denir.

Teorem 2.7 M yilzeyinin asli egrilikleri ve asli dogrultulari T,,(P) teget uzayinin
bazindan bagimsizdir.

Tanim 2.43 M, E’ uzayinda bir yiizey olsun.

K:M—>R

P—K(P)=detS,

fonksiyonuna M vyiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu, K(P)eR sayisina da M

yuzeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir.
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Tanim 2.44 M, E° uzayinda bir yiizey olsun.

H:M >R
P—H(P)=izS,

seklinde tanimli H fonksiyonuna M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu, H(P)

sayisina da M yizeyinin P noktasindaki ortalama egriligi denir.

Tanim 2.45 E’ uzayinda H ortalama egriligi sifir olan regiiler yiizeylere minimal

yiizey denir.
Tanim 2.46 E’ uzayinda K Gauss egriligi sifir olan regiiler yiizeylere diiz yiizey denir.

Tanim 2.47 M, E’ uzayinda bir yiizey ve M (izerinde bir egri a olsun. a egrisinin
teget vektor alani T ve M yizeyinin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alani «
egrisi boyunca S sekil operatériiniin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o
egrisine M Uzerinde bir asli egri denir.

Tanim 2.48 M, [’ uzayinda bir yiizey olsun. M vyiizeyinin P € M noktasindaki sekil

operatorii S, olmak lzere,

i) Sp=A4l,ise PeM noktasina M yiizeyinin umbilik noktasi denir,
i) S, =0ise PeM noktasina M uzerinde diizlemsel (flat) nokta denir.

Tanim 2.49 M, E’ uzayinda bir ylizey ve P e M noktasindaki sekil operatérii S,
olsun. X,,Y, €T, (P) igin <S(Xp),Yp>=O ise bu iki tanjant vektérine esleniktir
denir. Bir XP¢6 tanjant vektoria igin, <S(Xp),Xp>=0 ise X, dogrultusuna, M

ylzeyinin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X, vektérini VPea
noktasinda teget vektorlii kabul eden o egrisine M (zerinde bir asimptotik cizgi

denir.

Tanim 2.50 M, B’ uzayinda bir yiizey ve M {izerinde birim hizli bir egri y olsun. y

egrisinin birim teget vektor alani T, ylUzeyin y egrisine kisitlanmis birim normal vektor
alani U ve V=UXT olmak Uzere y egrisi boyunca tanimlanan {T,V,U} ortonormal

sistemine Darboux ¢ati alani denir.
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Uyan 2.1 y egrisinin T birim teget vektor alani Frenet ve Darboux catilarinin her
ikisinde de ortak oldugundan, U,V,N,B vektor alanlari egrinin her bir noktasinda ayni

dizlemde bulunurlar. Bu yiizden bu iki ¢ati arasinda, Vile N arasindaki agi & olmak

Uzere,

T 1 0 0 T
Vi=|0 cos@ sin@ || N
U 0 —-sin@ cos@ || B

iliskisi vardir. Bu ise Frenet gatisinin T etrafinda @ agilik donme yapmasi sonucunda
Darboux catisi elde edildigi anlamina gelir. Burada, € bir fonksiyondur ve genellikle

sabit degildir.

Tanim 2.51 Darboux c¢atisina gore tirev denklemleri

T 0 x, x, || T
Vil=l-x, 0 1|V
u| |-x, -z, 0| U

seklinde tanimhidir. Burada «,, ylzeyin T dogrultusundaki normal egriligi; x, egrinin

geodezik egriligi ve 7, de egrinin geodezik burulmasi olarak adlandirilir. Buna gore;
yiizeyin normal egriligi «, = <S (T),T> =—(U,T)=(U,T") =x(UN) =—«sin#,
egrinin geodezik egriligi Ky = <T’,V> = <1<N,V> = K‘<V,N> =Kcosd,
egrinin geodezik burulmasi 7, = <S (T),V> =—(U,V)=(U,V')=7+6' seklindedir.
Uyan 2.2 k, =0 < «a egrisi yluzey tzerinde geodezik egridir.

K, =0< o egrisi ylzey Uzerinde asimptotik egridir.

7, =0 < «a egrisi yuzey Uzerinde asli egridir [22].
Tanim 2.52 Yizey Uzerinde tanimlanan birim hizli olmayan bir » egrisinin Darboux
catist {T,V,U} olmak iizere bu egrinin geodezik egriligi

K =L<T',UxT>

g 7/!

16



seklinde tanimlanir.

Tanim 2.53 y, M ylzeyi Gzerinde birim hizl bir egri ve bu egri boyunca Darboux ¢atisi
{T,V,U} olsun. V vektdr alaninin integral egrisi y_/ olmak uzere ;_/ egrisine y

egrisinin V-dogrultu egrisi denir ve

V(s)=7(s)
ile ifade edilir [20].

Tanim 2.54 M bir yonlendirilmis ylzey ve a: 1 c R - M yay parametresiyle verilmis

regller bir egri olsun. a egrisi boyunca

D, (s)=-x,(s)V(s)+x,(s)U(s)

D, (s)=17,(s)T(s)+x,(s)U(s)

D, (5)=7,(8)T(s)~x,(s)V(s)

ile tanimlanan D, (s),D, (s),D, (s) vektér alanlarina sirasiyla, normal Darboux vektér
alany, rektifiyan Darboux vektor alani, oskiilatér Darboux vektér alani denir [21].

Tanim 2.55 Bir M yiizeyi X(u,v):(X(u,v),y(u,v),z(u,v)) parametrik ifadesiyle

egrisinin «(s) noktasindaki teget vektér alani

do_x, 0, x, & (2.1)
ds ds ds

ile hesaplanir. Burada X, ve X,, X'in sirasiyla U’ya ve V’ye gore kismi tirevleridir.

a birim hizli egri oldugundan

2 2
E(d—uj +2Fd—Ud—V+G(ﬂj =1 (2.2)
ds ds ds ds

olur. Burada E =(X,,X,) ,F =(X,,X,) ve G=(X,,X,) vyiizeyin birinci temel form
katsayilaridir.
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Tanim 2.56 Bir M vyizeyi f(x, y,z):O kapali ifadesiyle verilirse ylizey Uzerindeki
birim hizli bir o(s) =(X(s), y(s),z(s)) egrisi, f, =% olmak Uizere,

g W By (2.3)
ds ds ds

denklemini saglar. Ayrica egri birim hizli oldugundan,

()-8
ds ds ds
olur.

2.7 E* Uzayinda Egriler

Il
‘M“

4
Tanim 2.57 R* uzayinin standart bazi {e,e,,e,.e,} olsun. x=) xe, y y.e ve

4
Z= Z .6, vektorlerinin vektdrel carpimi
i=1

e e e &g

X X X X
XQy®z = 1 M N
Yo > Vs Y,

zZ, 1, 7, 1,

ile tanimlanir [27].
Vektorel carpimin bazi 6zellikleri:

i) X, y ve z vektorlerilineer bagimsizise x®y ®z vektorlu x, y ve z vektorlerine dik

bir vektor belirtir.
i) xQy®z=-y®x®z
iii) X, y ve z vektorleri lineer bagimli ise vektorel garpimin sonucu sifir vektoridr.

iv) A(x®y®z)=(1x)Q@y®z=xQ(1ly)®z=xQy®(1z)
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Tanim 2.58 E" uzayinda birim hizl bir B:1 — E" egrisi igin £'(s), 8"(S),.... 8" (S)

vektorleri egri boyunca her noktada lineer bagimsizise £ egrisine Frenet egrisi denir.

Tanim 2.59 y:1 —>E*® birim hizh bir egri olsun. Bu durumda T(s)=5'(s) ile

tanimlanan T vektor alanina egrinin teget vektor alani denir.

Tanim 2.60 E* uzayinda birim hizli y: 1 — E* egrisi icin, "(s) =0 olmak tizere

ile tanimli N vektor alanina y egrisinin asli normal vektér alani denir.

Tanim 2.61 E* uzayinda birim hizh y:1 - E* egrisi icin k, (s)= <7"(S),}/"(S)> ile
tanimli k; : 1 > R fonksiyonuna y egrisinin birinci egrilik fonksiyonu denir. Belli bir

s, € | icin k (s,) € R sayisina da egrisinin y(s,) noktasindaki birinci egriligi denir.

Tanim 2.62 E* uzayinda birim hizli 7 :1 — E* Frenet egrisi igin

_7(5)®r"(5)®7"(s)

ile tanimli B, vektor alanina y egrisinin ikinci binormal vektor alani denir [31].

Tanim 2.63 E* uzayinda birim hizli 7 : 1 — E* Frenet egrisi igin

B,(s)=B,(s)®T(s)®N(s)

ile tanimli B, vektor alanina y egrisinin birinci binormal vektér alani denir [31].

Tanm 2.64 E' wuzayinda k #0 olan birim hizh  y:1 >E* egrisi igin

(B\(s).7"(s))
ki(s)

egrilik fonksiyonu denir. Belli bir s, € | igin k, (s,)€R sayisina da y egrisinin y(s,)

k,(s)=

ile tanimlanan k,:1 - R fonksiyonuna y egrisinin ikinci

noktasindaki ikinci egriligi denir [31].
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Kk (s)=<B2(S)’7(4)(S)>

s ile tanimlanan k;:1 - R fonksiyonuna y egrisinin {iglincii
ki (s)k, (s)

egrilik fonksiyonu denir.

Belli bir s, el igin ky(s,)eR sayisina da y egrisinin y(s,) noktasindaki iigiincii

egriligi denir [31].

Uyari 2.3 E* uzayinda bir y egrisinin egrilikleri {k,k,,k,} olmak iizere;
k, =0 < y birdogrudur,

k,=0 < y birdizlemsel egridir,

k, =0 < 7, E* uzayinin bir hiperdiizleminde yatan bir egridir [31].

Tanim 2.66 E* uzayinda birim hizli y:1 —E* Frenet egrisi icin T,N,B,,B, birim
vektor alanlari her noktada birbirine ortogonaldir. Bu durumda {T,N,BI,BZ} dortlusi
y egrisi Uzerinde bir ¢ati alani olusturur. Bu ¢ati alanina Frenet ¢ati alani denir.

Uyan 2.4 E* uzayinda birim hizli :1 — E* Frenet egrisi icin Frenet formiilleri

T =kN

N'=—kT+k,B,

B, =-k,N+k,B,

!

B, = kB

371

seklindedir.
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2.8 E* Uzayinda Genisletilmis Darboux Cati Alani

Tanim 2.67

M :{X =(X,%,, %, %, ) e B*

fiU B —9 R (X)=c, VP eM igin Vf |, 0]
seklinde tanimli kimeye E* uzayinda bir hiperyiizey denir.

Tanim 2.68 E* uzayinda N birim normal vektor alani ile yonlendirilmis bir hiperyiizey
M ve M uzerinde bulunan, s yay parametresiyle verilmis bir Frenet egrisi £ olsun. B

egrisinin birim teget vektor alani T ve hiperylzeyin bu egriye kisitlanmis birim normal

vektdr alani N olsun. Bu durumda, T(s)=g'(s) ve N(s)=N(p(s)) olarak
tanimlanir.

Durum 1 Eger {N,T,,B”} lineer bagimsiz ise Gram-Schmidt ortonormallestirme

metodu yardimiyla

- B’ (" N)N
l67~ (5" N)N|

olmak tizere {N,T,E} ortonormal kiimesi elde edilir.

Durum 2 Eger {N,T,S"} lineer bagimh ise yani A", N normal vektor
dogrultusundaysa {N,T,ﬂ"’} kiimesinden Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu

yardimiyla

i —(B"N)N-(B",T)T
AROSIRDE

olmak tzere {N,T,E} ortonormal kiimesi elde edilir. Her iki durumda da
D=N®TQ®E olarak tanimlanirsa, £ egrisi boyunca her noktada birbirine dik olan

T,E,D ve N vektér alanlari elde edilmis olur. E(s) ve D(s) her noktada M
hiperylizeyine tegettir. Bu yiizden Sp{T(S),E(S),D(S)}, hiperyuzeyin = /(s)

noktasindaki teget hiperdiizlemidir. Sonu¢ olarak; elde ettigimiz {T,E,D,N} catisi
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Durum 1 ve Durum 2 igin sirasiyla birinci tiir genisletilmis Darboux cati ve ikinci tiir
genisletilmis Darboux ¢ati olarak adlandirilir [29].
Uyari 2.5 Bir £ egrisi boyunca birinci tir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N}

olmak lizere

- ﬂ:—(ﬂ:,N}N _ T:—(T:,N)N
|5~ (".N)N|| [T ~(T".N)N]

olup buradan

r-

T'—(T',N)N|[E +(T',N)N oldugundan (T',D) =0 bulunur.
Uyari 2.6 Bir £ egrisi boyunca ikinci tir genisletilmis Darboux gatisi {T,E,D,N} olmak
tizere {N,T,A"} lineer bagimh olup B"=AN oldugundan (T',E)=(T,D)=0 olur.

Ayrica " = A'N+ AN’ esitligi

- B"—{(B"N)N-(B",T)T
|5~ (8".N)N~(5". 1)1

esitliginde yerine yazilirsa <N', D> =0 elde edilir.

Tanim 2.69 Bir £ egrisi boyunca genisletilmis Darboux ¢atisi {T,E,D,N} olmak Uzere

egrinin hiperylizeye bagl egrilikleri;

x, =(T',N)

ile tanimh olup hiperylzeyin T teget vektorl yoniinde normal egriligidir,

K =(T.E)

ile tanimli olup £ egrisinin teget hiperdiizlemine izdlisiim egrisinin egriligidir. Ayrica
7, =(E',N), zs =(D',N) ve K, =(E',D) olarak tanimlanmistir [29].

Tanim 2.70 Bir S egrisi boyunca genisletilmis Darboux ¢atisi {T, E, D,N} olmak Uzere,

birinci tlr ve ikinci tlr genisletilmis Darboux ¢atisi icin tiirev formiilleri, sirasiyla,
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ile verilir [29].
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BOLUM 3

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA FRENET CATISINA GORE HELISLER

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisi kullanilarak yapilmis olan helis

calismalari sonucunda elde edilmis olan karakterizasyonlara yer verilecektir.

3.1 3-boyutlu Oklid Uzayinda Genel Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 3.1 E’ uzayinda bir 7 egrisinin T birim teget vektdrii her noktada sabit bir U

birim vektoriyle sabit a¢l yapiyorsa, yani

(T,U)=cos@ , 6 sabit

oluyorsa, ¥ egrisine bir genel helis denir [3].

Teorem 3.1 Egriligi x #0 ve burulmasi 7 olan bir egrinin genel helis olmasi igin gerek

ve yeter sart T _ sabit olmasidir [26].
K

ispat (=) Kabul edelim ki y birim hizli bir helis ve (T,U)=cos@, & sabit olsun.
Bu durumda,
(T,U) =0=(T,U)+(T,U")=0
= (kN,U)=0
=(N,U)=0
elde edilir. Diger taraftan,
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U =(T,U)T+(N,U)N+(B,U)B=(T,U)T+(B,U)B=cos T +sin 6B
bulunur. Buradan,
0=cosdT' +sin 6B’

=cos kN —sin &N
=(Kcos<9—rsin<9)N = Kkcos@—7sind=0

£=cf)s€=cot¢9=sbt
kK sind

elde edilir.

(<) Kabul edelim ki 7 — sbt olsun. Buradan coté =~ olacak sekilde secilir.
K K

U =cos@T +sin @B vektoriini tanimlayalim. Bu esitligin her iki tarafinin tlrevi alinirsa,
U’ =cosdT' +sin 6B’

=(xcos@—rsinf)N

=0

elde edilir. Bu durumda U sabit bir vektordir ve <T,U>:cost9 sabittir. Sonug olarak

y bir genel helistir. O
Genel helisler igin farkli karakterizasyonlar asagidaki sekilde verilir.

Teorem 3.2 y:1 — &’ uzay egrisinin bir genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart bu

uzay egrisinin binormali B olmak lizere,

2 3
o[ 9B LB OB,
ds ds® " ds

olmasidir [25].

Teorem 3.3 Bir x = x(s) uzay egrisinin bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart

2 3 4
e[ X O 0%
ds® ds’ " ds
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olmasidir [25].

3.2 3-boyutlu Oklid Uzayinda Slant Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 3.2 y, E’ uzayinda egriligi x ve burulmasi 7 olan bir Frenet egrisi olsun. y
egrisinin her noktadaki N asli normal vektori sabit bir d dogrultusuyla sabit agi

yaplyorsa, yani

<N,d>:c0sz9 , 0 sabit

oluyorsa ¥ egrisine bir slant helis denir [2].

Teorem 3.4 Egriligi x # 0 ve burulmasi 7 olan bir y egrisinin bir slant helis olmasi igin

gerek ve yeter sart y egrisinin asli normaller gdstergesinin geodezik egriligi olan

fonksiyonunun sabit olmasidir [2].

ispat » egrisinin asli normaller géstergesi birim kiire (izerinde birim hizli olmayan bir
egridir. y egrisi boyunca Frenet catisi {T,N,B} olsun. y egrisinin asli normaller
gostergesine f diyelim.

Ylzey Uzerinde tanimlanan ve birim hizli olmayan bir £ egrisinin geodezik egriligi

o, =L<,B",N><ﬁ'> ile hesaplanir.

181
y egrisinin asli normaller gostergesi olan £ egrisi icin
=N
yazilir. Buradan,
p =N'=-xT+7B

B = -K'T-(K2 +r2)N+T'B
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elde edilir. Boylece
Nxf'=Nx(-«T+7B)=7T+xB
olup,

</3",N></3'> =—k'r+x1’

bulunur. S egrisinin geodezik egriligi olan o, fonksiyonu

seklinde elde edilir.

y egrisinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart [ egrisinin kiire lzerinde bir
cember pargasi olmasidir. Diger taraftan [ egrisinin kire lizerinde bir gember pargasi

olmasi icin gerek ve yeter sart geodezik egriliginin sabit olmasidir. Béylece
K’ oY
7 bir slant helistir < o, (s) = —(—j (s)=sabit
K

elde edilir. O

Uyan 3.1 Bir genel helisin asli normal dogrulari, sabit dogrultuya diktir. Bu nedenle, her

genel helis bir slant helistir [2].

3.3 3-boyutlu Oklid Uzayinda Darboux Helisler ve Karakterizasyonlari

Gaston Darboux tarafindan kesfedilen ve bir egri boyunca Frenet gatisinin ani dénme
eksenini belirleyen Darboux vektor alani diferensiyel geometride uzay egrileri icin

onemli bir yere sahiptir.

Tanim 3.3 y:1 — &’ birim hizli egrisi igin

W (s)=1z(s)T(s)+x(s)B(s)
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vektoérine Darboux vektorii denir. Bu vektor {T,N,B} Ug ayaklisinin her s aninda bir

ani helis hareketi yaptigi eksendir.

S
S

S:W(): (S S)+kK(S S
W)=y (£(5)T(5)+x()B(5))

vektorine ise y egrisinin Darboux gostergesi denir.

Tanim 3.4 y, E’ uzayinda sifirdan farkli egrilik ve burulmaya sahip bir egri olsun. »

egrisinin ' W Darboux vektorl her noktada sabit bir d dogrultusuyla sabit agi yapiyorsa

yani

<W,d> =cosd, 0 sabit

oluyorsa y egrisine bir Darboux helis denir [18].

Teorem 3.5 x#0 egriligi ve 7 #0 burulmasi ile verilen bir y egrisinin bir Darboux

helis olmasi icin gerek ve yeter sart

O-n*(s): 2 (S)

fonksiyonunun sabit olmasidir [18].

Eger bir egrinin Darboux vektor alaninin kiiresel gostergesi bir gember pargasiysa o egri

bir Darboux helistir.
Ziplar vd. slant helisler ve Darboux helisler arasindaki iliskiyi de incelemislerdir [18].

Teorem 3.6 7:|1 — [’ bir egri olsun. y egrisinin egriligi ¥ #0 ve burulmasi 70
K

olmak Gzere — sabit olmasin. Bu durumda y bir slant helistir < y egrisi bir Darboux
T

helistir [18].

Uyan 3.2 Bir » Darboux helisinin ekseni:
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d B+ cosON

= T+ =
Vel +72 N+

ile verilir. Bu eksen slant helisin ekseniyle aynidir fakat bu iki egrinin eksenle yaptigi

acilar farkhidir [18].

Uyan 3.3 Genel helisler ayni zamanda birer slant helistir. Genel helis olmayan slant

helisler birer Darboux helistir [18].
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BOLUM 4

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA FRENET CATISINA GORE HELISLER

Bu béliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisi kullanilarak yapilmis olan helis

¢alismalari sonucunda elde edilmis olan karakterizasyonlara yer verilecektir.

4.1 4-boyutlu Oklid Uzayinda Genel Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 4.1 E* uzayinda sifirdan farkl k, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir
y:1 > E* egrisinin T birim teget vektor alani herhangi bir sabit U birim dogrultusu

ile sabit acl yapiyorsa, yani

<T,U > =cos @, 0 = sabit

oluyorsa, y egrisine bir genel helis denir.

Teorem 4.1 E* uzayinda k;, K., k, egriliklerine sahip birim hizli bir egrinin bir genel

helis olmasi icin gerek ve yeter sart

2 2
k#2+ ii ﬁ = sabit
k, k, ds| k,
olmasidir [12].

4.2 4-boyutlu Oklid Uzayinda Slant Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 4.2 E* uzayinda sifirdan farkl k, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir

19
y:1 > E" egrisinin Frenet ¢atisi {T,N,B,,B,} olsun. Eger egrinin N asli normal
vektdr alani sabit bir dogrultuyla sabit bir agi yapiyorsa, yani
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<N,U>=cosH, 9:sabit,9¢%

olacak sekilde sabit bir U birim vektori varsa, y egrisine bir slant helis denir [12].

Teorem 4.2 E* uzayinda y:1 - E* egrisi k;,, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir

egri olsun. ¥ egrisinin bir slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart
! 2 2
2 1(k k k
(Ikl(s)ds) + k—ik—;jkl(s)dsj +k_§ +[k—;.[k1(s)dsj

fonksiyonun sabit olmasidir [12].

Bu ana karakterizasyonun ardindan Ali vd. bir egrinin slant helis olmasi igin asagidaki

sonuclari da elde etmistir [12].
Teorem 4.3 E* uzayinda y:1 - E* egrisi k, k,, k; egriliklerine sahip birim hizl bir

egri olsun. y egrisinin bir slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart bir f eC?

fonksiyonu igin

k3f(s)=(t—ljkl(s)ds] k. %f(s):—ké(‘ [k (s)ds

esitliklerinin saglanmasidir [12].

Teorem 4.4 E* uzayinda y:1 - E* egrisi k, k,, k; egriliklerine sahip birim hizl bir

egri olsun. ¥ egrisinin bir slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart

:—;Iklds = (A= ][k, (s)sin [k, (s)ds ]ds)sin [k, (s)ds
—(B +I[k2 (S)cosjk3 (S)ds} ds,)cosjk3 (s)ds

olmasidir. Burada A ve B bazi sabitlerdir [12].
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4.3 4-boyutlu Oklid Uzayinda B, — Slant Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 4.3 E* uzayinda sifirdan farkh k, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir

y:1 > E" egrisinin Frenet catisi {T,N,B,,B,} olsun. Eger egrinin B, vektor alani

sabit bir dogrultuyla sabit bir agi yapiyorsa, yani

<B2,U>:c0sz9, stabit,ﬁig

olacak sekilde sabit bir U birim vektorl varsa, y egrisine bir B, —slant helis denir
[11].

Teorem 4.5 Bir y: 1 — E* egrisi k;, k,, k, egriliklerine sahip birim hizl bir egri olsun.
y egrisinin bir B, — slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

2
2 !
Ky + 1k =tan’ 0, @ = sabit
K, k Lk,

olmasidir [11].

Bu ana karakterizasyonun ardindan Onder vd. bir egrinin B, —slant helis olmasi igin

asagidaki sonuclari da elde etmistir [11].

Teorem 4.6 Bir y:1 — E* birim hizli egrisi k,, k,, k, egrilikleri sifirdan farkli olacak

sekilde verilsin. y egrisinin bir B, — slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

=25 Dok
ds | k, ds k

olacak sekilde bir f € C* fonksiyonu bulunmasidir [11].

Teorem 4.7 Bir y:1 — E* birim hizli egrisi k,, k,, k, egrilikleri sifirdan farkli olacak

sekilde verilsin. y egrisinin bir B, — slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

|w

= JS. dS+Bst.k
0

T

olmasidir. Burada A ve B bazi sabitlerdir [11].
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4.4 4-boyutlu Oklid Uzayinda Darboux Helisler ve Karakterizasyonlari
Tanim 4.4 y, E" uzayinda birim hizli bir egri olsun. y egrisinin sifirdan farkl egrilikleri
{k.K,,...k,,} olmak izere, y egrisinin H,:1cR—>R ,i=12,..,n-2 harmonik

egrilik fonksiyonlari

seklinde tanimlanir [32].

Tanim 4.5 y:1 — E" birim hizli bir egri olmak Uzere, y egrisinin Frenet catisi ve

harmonik egrilikleri sirasiyla {V,,V,....V,}, {H,,H,,..,H ,} olsun.

D=V, +HV,+..+H_ .V,

vektoriine y egrisinin genel Darboux vektérii denir [32].

Tanim 4.6 E* uzayinda sifirdan farkl k, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir
y:1 > E* egrisinin Frenet gatisi {T,N,BI,BZ} olsun. Herhangi bir birim uzunluklu
sabit dogrultu U olmak lzere egrinin D Darboux vektor alani U dogrultusuyla sabit

acl yaplyorsa yani

<D,U>:c039¢ 0, & = sabit

oluyorsa y egrisine E* uzayinda bir Darboux helis denir [32].

Teorem 4.8 [E* uzayinda sifirdan farkl k,, k,, k, egriliklerine sahip birim hizl bir
y:1 > E* egrisinin Frenet catisi {T,N,Bl,Bz} olsun. y egrisinin bir Darboux helis

olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi sifirdan farkli 4, 4, sabitleriigin,

::_;: 4 Cos(j k, (S)dS)-i—ﬂ2 sin(jk3 (S)ds)
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esitliginin saglanmasidir [32].

Uyari 4.1 E* uzayinda sifirdan farkl sabit egriliklere sahip higbir Darboux helis yoktur
[32].
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BOLUM 5

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA DARBOUX CATISINA GORE HELISLER

Bu bélimden itibaren tezin orijinal kismina gecilmektedir. Besinci ve altinci bolimler
tezin orijinal kismidir. Bu bolimin bir kisminda elde edilmis olan sonuglar [28]

numarali makalede yayinlanmistir.

5.1 Teget-Normal Slant Helisler ve Karakterizasyonlari

Tanim 5.1 y, E’ uzayinda bir M yiizeyi lizerinde birim hizli bir egri ve bu egri
boyunca tanimlanan Darboux catisi {T,V,U} olmak lizere, y egrisi gizilirken V
vektdriiniin ug noktalarinin S* birim kiire yiizeyi (izerinde ¢izdigi egriye y egrisinin V -
gostergesi denir. V -gbstergesini j, ile goésterecegiz. Bu durumda, ,(S)=V(s)

yazilabilir.

Tanim 5.2 y, yonlendirilebilir bir M ylzeyi izerinde birim hizli bir egri ve bu egri
boyunca Darboux catisi {T,V,U} olsun. Egri boyunca V vektor alani sabit bir

dogrultuyla sabit bir a¢i yapiyorsa yani,

(V,d)=cos6, 0 =sabit, ¢9¢%

olacak sekilde sabit bir d birim vektori varsa,  egrisine bir teget-normal slant helis

denir.

Bir teget-normal slant helisin karakterizasyonu asagidaki sekilde verilebilir:
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Teorem 5.1 M yiizeyi lizerinde (rg(s),/cg(s));t(0,0) olan birim hizli bir ¥ egrisinin

bir teget-normal slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart
oy (8)=| ——— 7%~z ~x, (5 +23)) |(9) (5.1)

fonksiyonunun sabit olmasidir.

ispat y egrisinin V-gosterge egrisi igin y,(S)=V(s) yazabiliriz. Bu esitligin her iki

tarafinin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa,

% (8)=—Kk,(8)T(s)+7,(5)U(s)
7 (5) =[xy =7, | T(5)= (i3 + 72 ) V () # (k4,7 U ()

" N A ' 3 P 2
4 (S)—( Ky =K, T, —2K,T, +K,' +K,7,° +K, K'g)T(S)
’ ’ ' 2 2 3 " '
+(—3/cg/cg —31,7, )V(S)+(—2Kg Ky =K, Ty =K, T, =7, +7, —K, Kg)U(S)

olur. Ayrica

2

’ ’ 2 2
3
2 T. K, — K. T.— K., |K,+7T
' "o 2 2\, g™y g9 n( 9 9)
¥, X7, —(K‘g+‘l’g) 1+ 2
2, 2\,
(K9+Tg)

olup y, egrisinin egriligi
7 <7l
K, (S):—’lf:JH(GV(S))z’ (5.2)

ve 7, egrisinin burulmasi

"

") 1 o, (s)
1757 ((s)+22(s))2 (1+(o,(s))")

7.(s)= (5.3)

elde edilir. Burada
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e 2, 2
o, = z(rglfg Ky Tg Kn(Kg+Tg))
2, 2\
(Kg+2'g)

seklindedir.

(=) M yiizeyi tzerinde (z'g (s).x, (S))i(0,0) olan birim hizli bir y egrisi bir teget-

normal slant helis olsun. Bu durumda, y egrisinin 'V vektor alani sabit bir dogrultuyla
sabit agi yapar. Dolayisiyla y, kiresel egrisi diizlemseldir. Yani, y egrisinin V-gdsterge

egrisi bir cember parcasidir ve K, = sabit, T, =0 olur. Buradan da (5.2) ve (5.3)

denklemleri géz 6niine alindiginda o, (s)=sabit bulunur.

(<) oy (s)=sabit olsun. Bu durumda (5.2) ve (5.3) denklemlerinden «, =sabit ve
T, =0 bulunur. Bu ise y, egrisinin bir cember pargasi oldugunu gésterir. O halde V

vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit agi yapar, yani y egrisi bir teget-normal slant

helistir. O

Uyari 5.1 o, sabit fonksiyonu ayni zamanda y egrisinin V-gosterge egrisinin geodezik
egriligidir.

Simdi teget-normal slant helislerin bazi 6zel durumlarina ait sonuglari verelim:

Sonug¢ 5.1

i) 7, M ylzeyi Uzerinde /cg(s);éO olan bir asimptotik egri olsun. Bu durumda y

egrisinin bir teget-normal slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

2 !
K T
: 3 (K_g] (S)
2 2\>
(K‘g +17, )2 g
fonksiyonunun sabit olmasidir.

ii) y, M ylzeyi uzerinde Kg(S)¢0 olan bir asimptotik egri ise bu durumda
K =kK,,7 =1, olur. Bdylece, y egrisinin bir teget-normal slant helis olmasi icin gerek

ve yeter sart y egrisinin bir slant helis olmasidir.
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Sonug 5.2 ¥, M ylzeyi Uzerinde rg(s);tO olan bir geodezik egri olsun. y egrisi
boyunca Frenet catisi {T,N,B} ve Darboux gatisi {T,V,U} olsun. y egrisi igin

y"=U0

yazilabilir. Buradan

U=xN, V=1B

elde edilir. Ayrica y egrisi bir geodezik egri oldugundan «, = «, T, =7 olur.

Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

i) ¥ egrisi bir teget-normal slant helistir.

ii) <B,d> = sabit olacak sekilde bir d birim vektoru vardir.

iii) » egrisi bir genel helistir.

K, (8)

Ty

iv) fonksiyonu sabittir.

Sonug¢ 5.3 ¥, M ylzeyi Gizerinde K, (s);tO olan bir asli egri olsun. Bu durumda, y

egrisinin bir teget-normal slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

,(5)
K, (5)

fonksiyonunun sabit olmasidir.

5.2 Teget-Normal Slant Helislerin Ekseninin Bulunmasi

Bu bdélimde yeni tanimlamis oldugumuz teget-normal slant helis egrilerinin ekseni

bulunacaktir. Yonlendirilmis bir M yuzeyi Gzerinde verilen birim hizli y egrisi bir teget-

normal slant helis olsun. Bu durumda tanimdan, V vektor alani sabit bir birim

d =aT +bV +cU dogrultusuyla sabit bir & agisi yapar, yani (V,d)=cos@ =D olur. Bu

son denklemin s’ ye gore tirevi alinirsa,

(V9,d)=0,
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(~x,T+7,U,d)=0
bulunur. Ayrica d =aT +bV +cU esitliginin s’ ye gore tlrevi,
d’=(a'—bx, —cx,)T +(ax, —cr, )V +(¢'+ax, +br,)U=0

olup,

a’'—bx, —cx, =0,
ak, —Cr, =0, (5.4)
¢'+ax, +br, =0

elde edilir.

K

ax, —cr, =0 esitliginden c=—2a, z'g(s);&O olup bu, (5.4) deki birinci ve lglinci
T
g

K,
denklemlerde yerine yazilirsa ve {igiincii denklem —2 ile carpilip diizenlenirse

TQ
2 i
K K, [ K
14{—9} a’+—9(—g] a=0
Tg Tg Tg
seklinde birinci mertebeden bir homojen lineer denklem elde edilir. Bu degiskenlerine

ayrilabilir diferansiyel denklem ¢ozulirse

!

2
K K K
1+ 2 %+—g 2L lds=0
Tg a Tg Z'g

1 K, ’
= Iha=-—In (—QJ +1[+¢
2 7,

39



genel ¢O6zimiine ulasilir. Burada A integral sabitidir. Bu ¢ozim (5.4) denklem

sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

elde edilir. Diger taraftan d birim uzunluklu oldugundan a* +b*+c* =1 olup buradan

A ==sind bulunur. Sonug olarak teget-normal slant helisin ekseni olan d dogrultusu

T . K .
d=+—2 sindT +cosdV +——sin U (5.5)

2 2 2 2
1[K‘g+2'g 1[K‘g+2'g

olarak bulunur. Eksenin bulunmasinin tamamlanmasi igin € agisinin da elde edilmesi

gerekmektedir. (V',d) =0 denkleminin s’ye gore tirevi alinirsa,

! ! 2 2
Ty Ky — Ky Ty —K,(K; +73)

2 2
1“(9 +Tg

elde edilir. Buradan da

(V' d)y== sin@ —(x, +7,)cosd =0

' ' 2 2
T. K, —K, T, —K. (K, +7.)
cotf=t29 99 19 9 _15 (s) (5.6)

2 2\2
(Kg—i-rg)

sonucuna ulasilir. Boylece (5.6) denkleminden & acisi bulunarak (5.5) denklemine
yazmak suretiyle teget-normal slant helisin ekseni olan d dogrultusu elde edilmis

olur.Od

Teorem 5.2 B’ uzayinda bir M yiizeyi {izerindeki birim hizli bir y egrisi boyunca
Darboux atisi {T,V,U} olsun. (rg (s).x, (s));t(0,0) olmak lizere, y egrisi bir teget-

normal slant helis ise, ¥ egrisinin d ekseni
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T . K, .
d=+—2 _sindT +cos OV + —L—sin AU

[ 2 2 [ 2 2
Ky + 7,4 Ky + 7,

denklemiyle bulunur.

Uyari 5.2 (5.6) denklemini kullanarak d vektorinin sabit bir vektér oldugu yani d'=0

oldugu kolayca gordlar.

5.3 Bazi Ozel Egriler ile Teget-Normal Slant Helislerin iliskisi

Teorem 5.3 M, E’ uzayinda yénlendirilmis bir ylizey ve y, M yiizeyi lizerinde birim
hizli bir egri olmak Gzere, ]_/ egrisi ¥ egrisinin V-dogrultu egrisi olsun. y egrisinin bir
teget-normal slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart 7_/ egrisinin bir genel helis
olmasidir.

ispat ; egrisi y egrisinin 'V-dogrultu egrisi oldugundan y egrisinin geodezik egriligi
(x,), geodezik burulmasi (z,) ve normal egriligi (x,) ile 7_/ egrisinin % egriligi ve T

burulmasi arasindaki iligki

seklindedir [20]. Buradan

1 ’ ' 2 2
=| ——(r xy — K, 7, — K, (k; +75) | =0y

2 2\2
(Kg-i-Tg)

x|

elde edilir. Burada o, (5.1) ile tanimlanan fonksiyondur. Teorem 5.1 kullanilirsa, y

egrisinin bir teget-normal slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart ; egrisinin bir

genel helis olmasidir. O

Teorem 54 M, E’ uzayinda yénlendirilmis bir yizey, 7:1cR—>M vyay

parametresiyle verilmis regller bir egri ve D, , y egrisinin rektifiyan Darboux vektor
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alani olsun. y egrisinin bir teget-normal slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart D,

rektifiyan Darboux vektor alaninin integral egrisinin bir dairesel helis olmasidir.

Ispat y egrisinin rektifiyan Darboux vektér alani

D, (s) =7, (8)T(s) + x4 (SU(S)

olmak Uzere S egrisi D, vektor alaninin integral egrisi olsun. Bu durumda,

D =p"=7T+k,U
bulunur. Bu esitligin s’ye gore tlrevi alinirsa,

B'=(r, —x,x)T+(x, +x,7,)U,

B"=(ry —x,x)T+(r, —x,x)x,V+xU)+(x, +x,7,)U+(x, +x,7,)(-x,T-7,V)

elde edilir. Buradan,
2 2 ! !
p'xp" = (—K‘n(l('g +7,)+ 7y Ky — Tk, )V

bulunur. S egrisinin Ky egriligi

15" "l 1
K‘ﬂz 3 =
1A

’ ! 2 2
3 (74 Ky — Ky Ty — K, (K, +75) [=0,(5)
(K‘g +T§)2

olup, T, burulmasi ise

T _ <ﬂ!xﬂ!!’ﬂm> :1
TN BxBIP

elde edilir. Boylece,

o1
Kﬁ' O-V(S)
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bulunur. Sonug olarak, Teorem 5.1’den dolayi, y egrisinin bir teget-normal slant helis
olmasi i¢in gerek ve yeter sart D, rektifiyan Darboux vektor alaninin integral egrisinin
bir dairesel helis olmasidir. O
Teorem 5.5 y:1 > M cE’, (k4 (5),74(5)) #(0,0) olan birim hizli bir egri olsun.
Asagidaki ifadeler esdegerdir:

i) 7 bir teget-normal slant helistir.

ii) 7 egrisinin V-gosterge egrisi S* de bir gember pargasidir.

1 ' , . e
iii) 0,(8) =| ——— (7, K, — K, 7, — K, (i, +7;) |(5) fonksiyonu sabittir.

2 272
(K‘g+2'g)

iv) <d, || gr ||> =sabit olacak sekilde bir d birim vektora vardir.

v) y egrisinin V-dogrultu egrisi bir genel helistir.

vi) 7 egrisinin D, —integral egrisi bir dairesel helistir.

Ispat Bu esdegerlik teoreminin ispatina gegilirse,

i) < ii) <iii) Teorem 5.1 ve ispatinda gosterildi.

i) < v) Teorem 5.3 de gosterildi.

i) < vi) Teorem 5.4 de gosterildi.

ispati tamamlamak icin gdsterilmesi gereken iii) = iv) = v) durumudur.

iii)=iv)

oy :%(rg'lcg —K, T, —Kn(K92+T92)) fonksiyonu sabit olsun. Bu durumda y
(ng +7; )5

egrisi bir teget-normal slant helistir. Bir teget-normal slant helisin ekseni olan d

dogrultusu Teorem 5.2’den

d — 4+ Tg . + Kg :
=t sm6’T+cost9V_—2 - sin 8U
Jrcg +7 J/cg +7,
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birim vektorudur.

D, _TgT+K'gU
ID A fe v,

olmak lizere

<d, D, >=isint9, 0 sabit elde edilir.

D T . K )
<d L >:sabit olacak sekilde bir d =+—2-—-5sin 0T +cos OV + —2-—5in OU

b
| D, | JE + T, JK +T,

birim vektort var olsun. Bu durumda Teorem 5.2 geregince d birim dogrultusunu
eksen ve sabit @ agisini bu eksenle yaptigi agi kabul eden bir teget-normal slant helis

vardir. Bu teget-normal slant helis » olmak Uzere, Teorem 5.3’ten y egrisinin

V-dogrultu egrisi bir genel helistir. O

Teorem 5.3’e benzer olarak, genel helisler ve isophote egriler ile ilgili olarak elde edilen

bazi karakterizasyonlar asagidaki sekilde verilir:

Teorem 5.6 M, E’ uzayinda yénlendirilmis bir yizey, y:lcR—>M vyay
parametresiyle verilmis regiiler bir egrive D, y egrisinin normal Darboux vektor alani
olsun. y egrisinin bir genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart D, normal Darboux

vektor alaninin integral egrisinin bir dairesel helis olmasidir.

ispat y egrisinin normal Darboux vektér alani

D, (8) =, (S)V(s) + K, (S)U(s)

olmak Uzere B egrisi D, vektor alaninin integral egrisi olsun. Bu durumda,

D =p'=-kV+x,U

yazilir. Bu esitligin s’ ye gore tiirevi alinirsa,
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B =(-x, — K, T, )V+(Kg' —K,7,)U
B’ =(-x, — K, 7, ) V+ (—k, — KTy (-, T+7,U)+ (Kg’ —K,7,)U +(Kg’ — K7 (=K, T-7,V)

elde edilir. Buradan,

L'xp" = (rg (ko +K7)+ K, K, —lcnlcg')T

bulunur. S egrisinin K, egriligi ve 7, burulmasi sirasiyla,

BBl 1
Kﬁ = 113 =
LA

' ' 2 2
3 (K, Ky — KoKy +74(K, +K,) :,u(s),
(K +k;)?

T _ <ﬂlxﬂﬂjﬂm> =1
PNBxBIP

elde edilir. Boylece,

rﬁ_l

Ky H(S)
bulunur. Sonug olarak, y egrisinin bir genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart D,
normal Darboux vektor alaninin integral egrisinin bir dairesel helis olmasidir. [

Teorem 5.7 M, [E’ uzayinda yénlendirilmis bir yiizey, :1 cR— M yay uzunlugu
parametresiyle verilmis regiler bir egri ve D, y egrisinin oskilatér Darboux vektor
alani olsun. y egrisinin bir isophote egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart D, oskilator

Darboux vektor alaninin integral egrisinin bir dairesel helis olmasidir.

Ispat y egrisinin oskiilatér Darboux vektdr alani

D, (S) = 7, (S)T(S) ~ &, (S)V(S)

olmak tizere S egrisi D, vektor alaninin integral egrisi olsun. Bu durumda,
D, =4=7T-xV
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yazilir. Bu esitligin s’ ye gore tirevi alinirsa,

B = (z-g' + K, K, )T+ (-Kn' +K,7, )\%
L= (Z—g' +i, i, ) T+ (rg' + i,k ) (K, V + k,U)+(-x, + LAY +(-x, + Ko7y )~k T+7,U)

elde edilir. Buradan,
BB =(x,(z2 +x2) K, 7, + K.z, U

bulunur. B egrisinin Ky egriligi ve T, burulmasi sirasiyla,

|8 < B" | 1
Kﬂ = T 3
Il B

(z; + i)

(K7, =K, Ty + i, (75 +50) | = A(S),

T _ <ﬂ!xﬂﬂ’ﬂlﬂ> :1
PN BxBIP

elde edilir. Boylece

7, 1
K, AS)

bulunur. Sonug olarak, y egrisinin bir isophote egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart D,

oskiilator Darboux vektor alaninin integral egrisinin bir dairesel helis olmasidir. O

5.4 Teget-Normal Slant Helislerin Hesaplanmasi

Bu bélimde, verilen bir yizey Gzerindeki teget-normal slant helislerin bulunmasi icin
cesitli metotlar verilecektir. Hesaplamalar, parametrik ve kapal denklemleri ile verilen

ylzeyler icin ayri ayri olmak lzere iki kisimda yapilacaktir.

5.4.1 Parametrik Yiizeyler Uzerinde Teget-Normal Slant Helis

M, E’ uzayinda X =X(u,v) parametrik ifadesiyle verilen yénlendirilmis regiiler bir

ylzey olsun. Hedefimiz, sabit bir d birim dogrultusu ve sabit bir € agisi verildiginde,
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M (zerinde yatan ve verilen d dogrultusu ile sabit & agisi yapan teget-normal slant

helisin (eger varsa) bulunmasidir.

M vylzeyi Uzerinde d eksenli @ acgih bir birim teget-normal slant helis
7(S) = X (Uu(s),Vv(s)) ve bu egri boyunca Darboux ¢atisi {T,V,U} olsun. y egrisini elde
etmek icin U(s),v(s) fonksiyonlarinin bulunmasi gerekmektedir. Egrinin teget vektor

alani

y'szd—uXU-i-yXV
ds ds

ve ylzeyin birim normal vektor alani

_ X x X,
X, x X, |l

olup, V vektor alani

V:U><T:ﬁx(d—uxu +ﬂxvj
| X, xX, |l \ds ds

ile hesaplanir. Buradan V vektor alani

=;{d—u(EXV—FXu)+ﬂ(FXV—GXU)}

| X, x X, [[Lds ds

olup,

(V,d) =cosé

esitliginden

du dv

E(E(Xv,d% F(Xu,d>)+E(F(XV,d>—G(Xu,d>) =cosd|| X, x X, || (5.7)
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esitligi elde edilir. (5.7) denkleminde ((jj_u yalniz birakilip (2.2) denkleminde yerine
S
yazilirsa %’ e gore ikinci dereceden bir denklem elde edilir ve bu denklemin koki olan
S

% bulunur. Ayni islem (5.7) denkleminde % yalniz birakihp yapilirsa,
S S

3
du_ 2c0s@(EG - F*)*(X,,d) VA
ds 2A(EG - F?)

(5.8)

3
dv —2c0sO(EG — F*)*(X,,d) TVA”
ds 2A(EG - F?)

sistemi elde edilir. Burada A, A ve A’ sirasiyla

A=E(X,,d)* —2F(X,,d}X,,dy+G(X,,d)’,

A =4cos” O(EG —F*)’[(X,,d)*(EG—F*)— AG |+ 4A(EG - F)[F(X,,d)-G(X,,d)],
A" =4cos’ O(EG —F*)’[(X,,d)*(EG - F*)— AE | +4A(EG - F*)[E(X,.d) — F(X,.d)]’

seklindedir. Birinci mertebeden baslangigc-deger problemleri igin varlik ve teklik

teoremi geregince, (5.8) de elde edilen

523:: f (s,u,v)
%z f,(s,u,v)

sistemindeki f,(s,u,v) ve f,(s,u,v) fonksiyonlari (A>0 ve A" >0 igin) stirekli ve

%,%,%,8—% kismi tirevleri de sirekli oldugundan (5.8) denklem sisteminin

ou ov ou ov

u(0) =u, . o e .

v(0) = baslangic kosullarini saglayan bir ¢6zim vardir ve bu ¢6zim tektir [34].
=V

48



u(0)=u
(5.8) sistemi { EO; ° baslangic kosullari yardimiyla cozilerek, elde edilen u(s), v(s)
v(0)=V

0
fonksiyonlar X (u,v) denkleminde yerine yazilirsa, M ylizeyi lizerinde aranan teget-

normal slant helis elde edilmis olur.

Uyari 5.3 (5.8) denklemlerinde A# 0 saglanmaktadir yani, tizerinde galisilan M ylzeyi

dizlemden farkh segilmistir.

Teorem 5.8 E’ uzayinda X =X(u,v) parametrik ifadesiyle verilen bir M yiizeyi
Uzerinde sabit bir d birim dogrultusu ve sabit bir @ acisi verildiginde, M lzerinde
yatan ve verilen d dogrultusu ile @ agisi yapan teget-normal slant helis igin

asagidakiler gecerlidir:

i) Eger A ve/veya A’ negatif ise, ylzey Uzerinde verilen eksen ile verilen aglyi yapan

bir teget-normal slant helis yoktur.

ii) Eger A>0 ve A" >0 ise verilen ylzey Uzerinde, istenen 6zelliklere sahip iki tane

teget-normal slant helis vardir.

iii) EgBer A=0 ve A" =0 ise verilen yiizey Uzerinde, istenen &zelliklere sahip bir tane

teget-normal slant helis vardir.

Burada A ve A" (5.8) denklemlerinden elde edilmistir.

5.4.2 Kapal Yiizeyler Uzerinde Teget-Normal Slant Helis

M yizeyi f(X,y,2)=0 kapali denklemiyle verilsin. Hedefimiz, M vylzeyi Uzerinde
yatan ve verilen d =(a,b,c) ekseni ile verilen sabit & agisi yapan }/(S) teget-normal
slant helisi bulmaktir.

7(S) = (X(8), Y(S),2(s)) ve egri boyunca Darboux catisi {T,V,U} olsun. ]/(S) egrisini
elde etmek igin X(S), Y(S), z(S) fonksiyonlarinin bulunmasi gerekmektedir. (Burada s

yay parametresi olarak kabul edilmektedir).

Yiizeyin birim normal vektor alani
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i

CIVE |

olmak lizere V vektor alani

V= Vi xT = ! (f %_fzﬂ’ z%_fxga xﬂ_f %J
| VF || [|VE I\ Y ds ds’ “ds ds’ “ds Yds

elde edilir. Bu son esitlik (V,d) = cos @ denkleminde yerine yazilirsa

(bf, —cf )%+(cfx—afz)d—y+(af —bfx)gzllw || cos @ (5.9)
Y7 ds ds Y ds
bulunur. (5.9) ve (2.3) denklemlerinden % ve g—yt[]revleri % cinsinden asagidaki
S S S

sekilde elde edilir:

dx 1 dz

Eza_ fy(afy —bfx)— fz(Cfx —afz))E— fy I vf (| COS@_ (510)
dy 1[ dz ]

Eza_ fz(bfz _ny)_ fx(afy _bfx))£+ fx I A I COSH_ (5.11)

Burada Q =cf; —af, f, —bf f, +cf’ =0 alinmistir.

z
(5.10) ve (5.11) denklemleri (2.4) denkleminde yerine yazilirsa d—'e gore

q(%szrq %+q =0
"ds ds

kuadratik denklemi elde edilir. Burada,

q, = é[b2 fl+a’f’+ (@’ +b*)f, —2abf, f’ —2acf f’—2bcf f’—2abf f’+(@ +b*)f f’

+H(c? +207) F2 2 + (28 +¢7) £2 2 —dabf f 2] +1,

x'y'z

1
6, = 7 [211VF llcos OO0, 12 —af, £ +bf, 17 —af, £ +bf ~af})]

1
o =§[|| VE P cos®O(f2 +£2)]-1
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ile hesaplanir. Bu kuadratik denklemden

dz _ -0, +0; —49,9,

ds 2q,

(5.12)

bulunur. Elde edilen (5.12) denklemi (5.10) ve (5.11) denklemlerinde yerine yazilirsa bir

birinci mertebeden agik adi diferensiyel denklem sistemine ulasilir. Bu sistemle birlikte

X(0) =X,
y(0)= Yo
2(0)=1z,

baslangic noktasi bir baslangic-deger problemi olusturmaktadir. Birinci mertebeden

baslangig-deger problemleri igin varlik ve teklik teoremi geregince,

o _ f(s,%Y,2)

ds

d

d_Z: f,(S.%Y,2) (5.13)
dz

i f,(s,%,Y,2)

fonksiyonlari (q; —4q,9, = 0icin) sirekli ve f,, f,, f, fonksiyonlarinin X,y, z’ye gore

X(0) = X,
kismi tiirevleri de sirekli oldugundan (5.13) denklem sisteminin < y(0) =y, baslangi¢
2(0) =z,

kosullarini saglayan bir ¢6zimi vardir ve bu ¢6zim tektir [34]. Bu baslangi¢c-deger

probleminin ¢6zimi bize M yiizeyi Gizerinde aranan teget-normal slant helisi verir.

Teorem 5.9 E’ uzayinda f(X,y,z)=0 kapali denklemiyle verilen bir M yiizeyi
Uzerinde sabit bir d =(a,b,c) birim dogrultusu ve sabit bir @ agi verildiginde, M
Uzerinde yatan ve verilen d dogrultusu ile sabit @ acisi yapan teget-normal slant helis
icin asagidakiler gecerlidir:

i) Eger (X,.Y,.Z,) nhoktasinda 0 —4q,0, <0 ise; ylzey Uzerinde, verilen eksen ile

verilen aglyl yapan bir teget-normal slant helis yoktur.
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i) Eger (x,,¥,,Z,) hoktasinda @;—4q,q, >0 ise ylizey lzerinde, verilen baslangic

noktasindan gecen iki tane teget-normal slant helis vardir.

iii) E8er (x,.y,.Z,) noktasinda q22—4q1q3 =0 ise ylzey Uzerinde, verilen baslangig

noktasindan gegen bir tane teget-normal slant helis vardir.

Buradaki q,, g, ve 0, (5.12) denkleminden elde edilmistir.

5.5 Yiizey Uzerinde Teget-Normal Slant Helis Ornekleri

Ornek 5.1 Bir M vyiizeyi X(u,v)=(u COSV,USinV,UZ),U # 0, parametrik denklemiyle
verilsin.  Bu yuzey Uzerinde, d=(0,0,1) dogrultusuyla t9=% radyanlik agi yapan ve
P=(1,0,1) baslangi¢ noktasindan gegen teget-normal slant helisi bulalim.

X, =(cosv,sinv,2u)

X, =(~usinv,ucosv,0)

olup

X, xX, = (—2u2 cosV,—2u’ sinv,u)

ve

X, % X, | =uvau® +1

elde edilir. Buradan

E=4u’+1, F=0, G=u’, EG-F?>=4u+u’, (X,,d)=2u, (X,,d)=0

bulunur. Bulunanlar yerine yazilirsa

A=4u’, A=(4ut+u”)(48u" —4u*), A" =0

elde edilir. Bolim 5.4.1’de verilen metot uygulanir ve hesaplamalar yapilirsa bu ylizey

Uzerinde bulunan, d=(0,0,1) dogrultusuyla ng radyanlk agi yapan ve P=(1,0,1)

baslangic noktasindan gecen teget-normal slant helis Sekil 5.1’de gosterilmektedir.
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Sekil 5. 1 Parametrik bir ylzey tzerinde ayni d=(0,0,1) ekseni ve ayni 0=7t/3 acisina
sahip genel helis (mavi renkli) ve teget-normal slant helis (siyah renkli)

2 2

Ornek 5.2 (X’ +y*)z’ +%—% =0 ylzeyi Gizerinde d=(0,0,1) dogrultusuyla & :%

-1
radyanlik agl yapan ve [—,0, —\/gJ baslangi¢c noktasindan gegen teget-normal slant

V13

helisi bulunuz.
2 2 1

f(xy,2)=(x*+y")7z’ JXEy 2

olmak Uizere

olup

V|| = \/(xz + yz)(6z2 +4z7° +ij
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elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilir ve B6lim 5.4.2’de verilen metot uygulanirsa,

bu yizey Uzerinde bulunan, d=(0,0,1) dogrultusuyla 49:% radyanlik a¢l yapan ve

-1
(—,0,—«/5} baslangic noktasindan gecen teget-normal slant helis Sekil 5.2’de

V13

gosterilmektedir.

Yizeyler (izerinde yer alan genel helisler Puig-Pey vd. tarafindan verilen metot

yardimiyla elde edilmistir [23].

Sekil 5. 2 Kapali bir ylizey Gzerinde d=(0,0,1) eksenine sahip 6=1/3 olan genel helis
(mavi renkli) ve 6=mt/3 (siyah renkli) ile 6=1t/4 (yesil renkli) olan teget-normal slant
helisler

Uyari 5.4 Orneklerdeki sekiller MATLAB programi yardimiyla gizilmistir. Teorik kisimda
verilen metot yardimiyla elde edilmis olan baslangic deger problemleri, c¢izim

asamasinda ‘Ode45’ komutu ile ¢6zilmus ve verilen ylzey Uzerinde gizdirilmistir.
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5.6 Darboux Catisina Gére Darboux Helisler ve Karakterizasyonlari

Bir egri boyunca catinin ani donme eksenini belirleyen Darboux vektor alani
diferensiyel geometride uzay egrileri icin dnemli bir yere sahiptir.
Tanim 5.3 y:1 —> E’ birim hizli bir egri olsun. Egri boyunca Darboux ¢atisi {T,V, U}

olmak Gzere,

W=7T-xV+x,U

vektoriine Darboux catisina gore Darboux vektorii denir [24]. Bu vektor {T,V,U} g

ayaklisinin her s aninda bir ani helis hareketi yaptigi eksendir.

W 1
W= —
W~ e

TgT—K'nV—i-K'gU) (5.14)

vektoriine ise y egrisinin Darboux géstergesi denir.

Tanim 5.4 7, E’ uzayinda bir egri ve bu egri boyunca Darboux ¢atisi {T,V,U} olsun.
y egrisinin birim Darboux vektéri W her noktada sabit bir birim d dogrultusuyla

sabit agl yapiyorsa yani

<W,d> =cos @, 0 sabit

oluyorsa y egrisine bir Darboux helis denir.

Teorem 5.10 [E’ uzayinda bir M yiizeyi lzerinde bir egri ¥ ve bu egri boyunca
Darboux catist {T,V,U} olsun. y egrisinin ylzeye baglh egrilikleri x,, «,, 7, olmak

Uzere, ¥ egrisinin bir Darboux helis olmasi icin gerek ve yeter kosul

A2
o(s)= - ” - [a(/(n'icg —Knlcg')—b(rg/(g' —rg'/cg)+c(lcnrg’ —Kn'rg )}
(Ary) +(Ax,)" +(Ax,)

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir. Burada;
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!

c= +

seklindedir.

ispat Bir egri Darboux helis ise Darboux vektdr alani sabit bir dogrultuyla sabit acl
yapar. Bundan dolayi, Darboux gostergesi birim kire ylizeyi lzerinde bir ¢cember
parcasl cizer. Sonug olarak, bir Darboux helisin Darboux gosterge egrisinin geodezik
egriligi sabittir.

(:>) y egrisi bir Darboux helis olsun. Bu durumda Darboux vektor alani sabit bir
dogrultuyla sabit aci yapar ve bu egrinin Darboux gosterge egrisinin geodezik egriligi
sabittir.

y egrisinin Darboux gosterge egrisi £ olsun. [ egrisi boyunca Darboux catis

T,V,ﬁ} olmak lzere,

1

W
o T R e

B = (A7, + Ar) )T +(~Ak, = Ak, |V ( Ak, + Ax) U

7, T—x,V+x,U
9 9

olup
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2

2 2
18] = \/(A'rg N Arg') +(—A';<n - Alcn') +(A’Kg N Azcg')
elde edilir. Buradan

g Ay AT (=R, — A )V Ak, + Ak U

T= -
||/3’” /\r 4 2 i 4 z ’ ! :
(A7, Az ) +( Ak, = A | o Ak + Ay )

bulunur. Bu ifadenin turevi alinirsa

— (Arg) A(Knl’(g _Kan’)
T = + T+
(A )" ()7 | () ) )
(_AK“ )’ N A(K‘g 7, —Kgrg') Ve
(A, ) () ) () ) ()
(—AK )' A(Knrg'—zcn'rg)
S + U
2 ’ 15 ) ’ "
A+ (A ) (A | (A )+ () + (A,
elde edilir. Bir egrinin geodezik egriligi
;-lwﬁﬁﬂ
9 = 0l s Uy
181
ile hesaplanir.
- W 1
U= = T-xV+x U
W Jremrrm )
olmak Uzere gerekli islemler yapilarak £ egrisinin geodezik egriligi
_ A?
Kg = P - P [a(Kn'Kg —Kn/cg')—b(rglcg' —rg'lcg)+c(/(nrg' —Kn'rg )}
(Az,) " +(Ax,)” +(Ax,)
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elde edilir. y egrisi bir Darboux helis oldugundan, y egrisinin Darboux gosterge

egrisinin geodezik egriligi olan bu fonksiyon sabittir.

o(s)= (AT )lz (e )’2 +(AK )lz [a(l(n'l(g —Kan')—b(rg/cg' —rg'zcg)+c(zcnrg' —Kn'rg)]
g

fonksiyonu sabit olsun. Bu fonksiyon, » egrisinin Darboux gosterge egrisinin geodezik
egriligi olup, geodezik egrilik sabit ise bu, Darboux gosterge egrisinin birim kire ylzeyi
Uzerinde bir gember pargasi gizdigi anlamina gelir. Bu ise Darboux vektor alani sabit bir

dogrultuyla sabit aci yapiyor demektir. Sonug olarak, y egrisi bir Darboux helistir. I
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BOLUM 6

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA DARBOUX CATISINA GORE HELISLER

Bu boliimde E* uzayinda ikinci tiir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N} yardimiyla

yeni bazi helisler tanimlanacak ve karakterizasyonlari arastirilip eksenleri elde

edilecektir. Ardindan, bu yeni egrilere bazi agiklayici 6rnekler verilecektir.

6.1 E- Slant Helislerin Karakterizasyonu ve Ekseninin Bulunmasi

Tanim 6.1 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi lizerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egri boyunca ikinci tir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N} olsun. Herhangi bir
birim uzunluklu sabit dogrultu d olmak Uzere egri boyunca E vektor alani sabit d

dogrultusuyla sabit a¢l yapiyorsa yani

(E,d)=cos6, 6 =sabit, 497&%

oluyorsa y egrisine ikinci tiir genisletilmis Darboux catisina gore bir E-slant helis

denir.
Teorem 6.1 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi {izerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egrinin genisletilmis Darboux catiya gore egrilikleri «,, &, &3, 7y, 7; olsun. y
egrisinin bir E- slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart x, #0, ré # 0 olmak lzere,

2

’ 2
(jxgd3)2+ KL[:—lgjic;dS] +;—é +[:—§IK§dSJ (6.1)
9 g

n n
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fonksiyonunun sabit olmasidir.

ispat (:) y egrisi bir E-slant helis ve bu egrinin sabit & acisi yaptigi eksen d olsun.

d=aT+a,E+aD+aN birim vektér olmak Uzere, a, =cos@ =sabittir. Bu ifadenin

tlrevi alinirsa,

d' = (al' —a4z<n)T+(a2' —a,k; —a,7, )E+(a2/<g +a3')D+(alz<n +a,7, +a4')N =0
olup,

a' —a,x, =0 (6.2)
a, —a,x; —a,r, =0

2 ’
Kk, +a, =0

1 '_O
aK,+a,r, +a, =

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢ozilirse,

!

2 1

1K T
a =-a, —[—fjxjds} +-2
K T K

n g n
a, :—aZIKSds (6.3)
2
K
a,=a, —?_fzcgds
Tg

bulunur. (6.3) numarali denklem diizenlenirse,
1

!
2
a 1| K T
& | LS g |+ 5o
a, K\ 7y K

n n

& _ —'[ K, ds

&,
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elde edilir. Buradan,

' 2
2 1 2 2 2 2 2
2 1 [k T K a +a +a, l-a .
(Ixéds) +| — —?IK;CIS +-2 | + —?IK;CIS =1 a32 L =—2 =tan’ @ = sabit
Ko\ 7y K, 7, a, a,

bulunur.

2 ! 1 2 2
2 YV 1 Ky 2 Ty Ky 2 _ 29 .
C) (IKgdS) + K—n[g‘[l(gds +K—n + gjl(‘gds = tan” @ =sabit (6.4)
olsun. Bir d birim vektoér alani

1 Kg , ’ ! , K¢
d =cos@| —| — —IIK‘gdS iy T+E—J‘KgdsD+ —f‘[xgds N
K, \ 7 K 7,

n n

seklinde verilsin. d vektorinln tirevi alinirsa

’
1 1

jxjds} T ( jzédsj +—2 (5 N)+x;D+7,N-x;D—
K, K, 7

d' =cosl| — i[
K

S

n

[ 3ds(-xE) ( j;czdsJ’ [Tf jic;ds](—an—réE)}

@_|@N

1« g KK,
=d'=cosl| -| — —fJ‘ngdS +2| - ng‘K‘édS T (6.5)
K\ 7 K 7,

n n

bulunur. (6.4) denkleminin her iki tarafinin tlrevi alinirsa,

1 Ké 2 Tell 1 ng 2 T; 2f 2 ng 2 K; 2 ,_
2 K—[T—]IK’gdSJ +K— K—n T—IJ‘KgdS +K— +2K‘QJ‘K’gdS+2 EJ.K‘gdS EJ.KgdS =0

n

elde edilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse
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1 (x g KK,
—| == [xgds |+ | === [ xds (6.6)
K\ 7, K, 7,

bulunur. (6.5) ve (6.6) denklemlerinden i—d =0 elde edilir. Yani, d sabit bir vektordur.
S

Diger taraftan, <E(S),d>=cost9 olur. Dolayisiyla, ¥ egrisi bir E-slant helistir. O

6.2 D-Slant Helislerin Karakterizasyonu ve Ekseninin Bulunmasi

Tanim 6.2 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egri boyunca ikinci tir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N} olsun. Herhangi bir

birim uzunluklu sabit dogrultu d olmak Uzere egri boyunca D vektor alani sabit d

dogrultusuyla sabit agI yapiyorsa yani

<D,d>=cos¢9, 0 = sabit, 6?7&%

oluyorsa y egrisine ikinci tiir genisletilmis Darboux catisina gore bir D-slant helis

denir.

Teorem 6.2 7, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi lizerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egrinin genisletilmis Darboux catiya gore egrilikleri «,, xy, 7, 7, 7; olsun. y
egrisinin bir D-slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart ré #0, ng #0, x, #0 olmak

Uzere,

K2 ’ K2
— |+ RS — (6.7)
Z'g K, Z'g

fonksiyonunun sabit olmasidir.

ispat (:) y egrisi bir D-slant helis ve bu egrinin sabit & agisi yaptigi eksen d olsun.
d=aT+a,E+aD+aN bir birim vektér olmak Uzere, a,=cosé =sabittir. Bu

ifadenin tlrevi alinirsa,
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d’:(al' —a4/<n)T+(a2' —a,K, —aé‘rgla)E+(azzcg2 +a3')D+(al/<n +a,7, +a4')N:0

olup

a —ax, =0
! 2 1
a, —a,x, —a,7, =0
? 9 e (6.8)
2 ’
ak, +a, =0
aK,+a,ry+a, =0
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢dzilmesiyle (ng # 0 olmasindan dolayi)
a,=0
B !
1| K
a =a,—|— (6.9)
K\ 7,
2
K,
_ 9
a,=-a,—
Tg

2
a__ K
1
a, 1

2 Y 1 (&2 2,42 1_g?
(—f’ +| — _19 _& +2a4 = ?“ = tan’ @ = sabit elde edilir.

e 2 2 !
(<:) [—?J + L -9 =tan’ @ = sabit (6.10)
Tg Kn T
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olsun. Bir d birim vektoéri

2 K>
d =cosé i(—gJ T+D-—N

1 1
K\ 7 T

g 9

seklinde verilsin. d vektorinin turevi alinirsa

1 Kz' 2
d'=cosd —{—?J +x,—|T (6.11)
T
9

!

2 2 2 ! 2
P T I B TR | T
7, \ 74 K\ 74 K\ 74

I(z ' K'2
L(—QJ =K, — (6.12)

bulunur. (6.11) ve (6.12) denklemlerinden %:0 elde edilir. Yani, d sabit bir

vektordir. Diger taraftan, <D(S),d>:c0st9 saglanir. Dolayisiyla, y egrisi bir D-slant

helistir. O

Teorem 6.3 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde birim hizli bir geodezik egri,

bu egri boyunca ikinci tlr genisletilmis Darboux ¢atisi {T,E,D,N} ve Frenet catisi
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{T,N,Bl,Bz} olsun. y egrisinin bir D-slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart y

egrisinin bir B,-slant helis olmasidir.

ispat 7, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde birim hizli bir geodezik egri olsun. y

egrisinin Frenet egrilikleri ve ylzeye bagh egrilikleri igin,

Kk, =k, 7, ==k, k, =k
olur [29].

(=) ¥ bir geodezik egri olmak tizere, bir D-slant helis olsun. Bu durumda,

2
2 !
K, 1 (%, y
— | +| —| = | | =¢, c birsabit
Ty Ko\ 74

saglanir. Bu denklemde yukaridaki esitlikler yerine yazilirsa E* uzayinda bir B,-slant
helisin karakterizasyonu olan [11]

2
2 '
ﬁ + 1 E = ¢, ¢ bir sabit
k, ki \ K,

elde edilir. Yani y egrisi bir B,-slant helistir.

(<) 7, E* uzayinda bir geodezik egri olmak iizere, bir B,-slant helis olsun. Bu

durumda bu egrinin egrilikleri arasinda

2
2 ’
ﬁ + 1 ﬁ = ¢, C bir sabit
k2 kl k2

esitligi vardir. Bu denklemde, Frenet egriliklerinin yerine yuzeye bagl egrilikleri

cinsinden esitlikleri yazilirsa

2
’

2 2 1 (2
— | +| —|—=-| | =c, c birsabit
7, K, \ 7,
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elde edilir. Sonug olarak, y egrisi bir D-slant helistir. O

6.3 N-Slant Helislerin Karakterizasyonu ve Ekseninin Bulunmasi
Tanim 6.3 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi tizerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egri boyunca ikinci tir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N} olsun. Herhangi bir

birim uzunluklu sabit dogrultu d olmak tizere egri boyunca N normal vektor alani

sabit d dogrultusuyla sabit agi yapiyorsa yani

<N,d>:c0sz9, 6 = sabit, 497&%

oluyorsa y egrisine ikinci tiir genisletilmis Darboux catisina gore bir N-slant helis

denir.

Teorem 6.4 y, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi lizerinde birim hizli bir Frenet egrisi ve
bu egrinin genisletilmis Darboux catiya gore egrilikleri «,, xy, ;, 7, 7; olsun. y
egrisinin bir N-slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart, K‘g #0, T; # 0 olmak Uzere,

2

r 2
(andS)2+ %[’;—é‘jxﬂdsJ +% +£’;—£‘[Knd5] (6.13)

9 9

fonksiyonunun sabit olmasidir.

ispat (:>) y egrisi bir N-slant helis ve bu egrinin sabit & acisi yaptigi eksen d olsun.
d=aT+aE+aD+aN bir birim vektér olmak Uzere, a,=cosé =sabittir. Bu

ifadenin tlrevi alinirsa,

d’:(al' —a4Kn)T+(a2' —a,K; —a4ré)E+(a2/<§ +a3')D+(alz<n +a,7, +a4')N =0

olup
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!
a —a,x,=0
! 2 1
a, —ayk, —a,7, =0

' 2
a; +a,k, =0

a, +ax,+a,7, =0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢ozlirse,

a, = a4jxnds

K
a, =—-a, —{‘_[zcnds
TQ

!
I || x
a,=-a,— (—l”jxndsj +7,
K Tg

9

bulunur. (6.15) denklemlerinden

a

L= J-KndS

a'4

a K
R
a, Ty

a, 1«
a———F (T_IIKndS] +Té
4 9

9

oldugundan

(J-K'ndS)z-l- %(%jxndsj +;—%
g

g g9

bulunur.

2

K
+| | x.ds
(i

(6.14)

(6.15)

: 4+ = tan’ @ = sabit
4



2
’

1 2
<) (I/cnds)2 + %[%j/{ndsj +% +[%j’(ndsj = tan’ 6 = sabit (6.16)
g9 9 g

9

olsun. Bir d birim vektord,

!

1
d =cosé j-KndST— K—ijnds E - L K—ijnds +T—g2 D+N
7, K, | 7 K

2
g g
seklinde verilsin. d vektorinin tirevi alinirsa

d’=cosé K'T-i—jl(' ds(x,N) ( JK dsl [ FandS](K‘gD-I-TéN)—
Ty

1 ( 2 1 o
— —{]J-Knds +—= | D-| — J.K' ds +—g2 (—K;E)—KnT—TéE
Kq \ % Ky Kq Kq
' 2 Ky 1 Kn T;]
=d =cosd _KgTIKndS_ — —]IKnds +— | (D (6.17)
Ty Kg\Tq Ky

bulunur. (6.16) denkleminin iki tarafinin tiirevi alinirsa,

!

’ 1 1 1 ’
1|« T K K
_9 _— | Zn _9 Zn Zn —
2k, IK ds+2 Kg[ chd ] + = /cz(r; I/cnds] +/c2 +Zr; '[Knds(z_; ands] =0

9 g g

elde edilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse

!

l
— ds LT S ds 6.18
Bl 33| = o

2
9
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bulunur. (6.17) ve (6.18) denklemlerinden i—d=0 elde edilir yani, d sabit bir
S

vektordir. Diger taraftan, <N(S),d>:c059 bulunur. Dolayisiyla, ¥ egrisi bir N-slant

helistir. O

Teorem 6.5 , E* uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde birim hizli bir geodezik egri,

bu egri boyunca ikinci tlir genisletilmis Darboux catisi {T,E,D,N} ve Frenet catisi
{T,N,Bl,Bz} olsun. y egrisinin bir N-slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart y

egrisinin bir slant helis olmasidir.

ispat ¥, E* uzayinda bir M hiperyiizeyi lizerinde birim hizl bir geodezik egri olsun. ¥

egrisinin Frenet egrilikleri ve ylizeye bagl egrilikleri igin,

2 _ e _
K, =k;, 7, =K, 5, =K

olur [29].
(:>) y bir geodezik egri olmak tzere, bir N-slant helis olsun. Bu durumda,

2

' 2
(Izcnds)2+ é(f—jj‘xnds] +,T(_iz +{’;—£J‘Knd8} =C, C bir sabit

saglanir. Bu denklemde yukaridaki esitlikler yerine yazilirsa E* uzayinda bir slant

helisin karakterizasyonu olan [12]

2

' 2
([x (s)ds) + kl(:—'jklds] +% +[%Ikldsj _ ¢,c bir sabit
3 2 3 2

denklemi elde edilir. Yani y egrisi bir slant helistir.

(<) y egrisi bir geodezik egri olmak iizere, bir slant helis olsun. Bu durumda bu

egrinin Frenet egrilikleri icin
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2

1 2
([, (s)ds) + ki(:—ljklds] +% +[%jkldsJ — ¢, ¢ bir sabit
3 2 3 2

yazilir. Bu denklemde, Frenet egriliklerinin yerine ylizeye bagli egrilikler cinsinden

esitlikleri yazilirsa

2

' 2
(jxnds)2+ %{%J.KndS] +Z—‘1*2 +(%J.K‘nd8] — ¢, ¢ bir sabit
g g

g g
denklemi elde edilir. Sonug olarak, y egrisi bir N-slant helistir. OI

6.4 Ornekler

Bu boliimde, E* uzayinda ikinci tir genisletilmis Darboux catisina gére tanimlanan
slant helislere aciklayici bazi &érneklerin verilmesi amaclanmaktadir. Ornekleri
olustururken ilk énce E* uzayinda bir hiperyiizey lizerinde olan, birim hizli ve Frenet
egrisi olma sartlarini saglayan bir geodezik egri bulunmasi gerekmektedir. Tim bu
sartlari ayni anda saglayan bir egri bulmak zor bir problemdir. Bu problemin
¢6ziimiinde Bayram vd. [30] calismasindan faydalaniimistir. istenen sartlarin tamamini
saglayan bir egrinin hiperylizeye bagli egriliklerini hesaplamak ve bu egriliklerin
sirasiyla Bolim 6 da elde edilen karakterizasyonlari saglamasi suretiyle vyeni

tanimlanmis olan egrilere érnekler verilmistir.
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Ornek 6.1

E* uzayinda parametrik ifadesiyle verilen bir M = X (s,t,q) =

(LJ- sin’s ds (t__j\/_qsms (t 1j(cosSsinhS+sinScoshs)+\/choss

J2 7 coshss 2 ) 2coshs 2 J2 cosh's 2coshs ’

LJ. cos S ds+[t j\/iqcoss_k(t 1 cos8coshs—s1n8s1nhs) J2qsins
\/5 coshs 2coshs 2 2coshs 2coshs ’
smhsds+ t—l qsmhs fq,
coshs 2) 2coshs 2
i+(t——j——(t—1] V2 qu1nhs
2 2 2coshs 2coshs

hiperylizeyi tizerinde bulunan

sinh s S j

1 1 1 1 1
s)=X|s,—,0|=| —=|———sinsds,—= | ———cos sds, S,——
'B() ( 2 j (\/E'[coshssm \/choshscos \/_Icoshs \/5

Frenet egrisi verilsin. Bu egri verilen hiperylizey Uzerinde bir geodezik egridir. Bu
egrinin ikinci tlr genisletilmis Darboux catisina gore bir slant helis olup olmadigini

arastiralim.

f egrisinin birim teget vektor alani

T(S)z(ﬁsins J2coss +/2sinhs Q]

2coshs’ 2coshs’ 2coshs ~ 2

elde edilir.

T'(s)= (cosscoshs—sinssinhs) —(cosssinhs+sinscoshs) /2
V2 cosh®s ’ V2 cosh®s "2cosh’s

olmak (izere egrinin birim asli normal vektor alani,

N(s)=

T'(s) ((cosscoshs—sinssinhs) —(cosssinhs+sinscoshs) 2
= s , ,0
T’(S)H V2 coshs J2 coshss 2coshs

bulunur. M hiperylzeyinin birim normal vektor alani
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X, ®X, ®X,
X, @X, ®X,|

ile hesaplanir. ﬂ(s) =X (S’%’Oj oldugundan hesaplamalar yapildiginda;

(xs®xt®xq)

_ [ —(cosscoshs—sinssinhs) (cosssinhs+sinscoshs) -2 0
Ae) \/5 coshs ’ \/5 coshs "2coshs’

X, @Xx ®X,|

ps) =1

elde edilir. Buradan hiperylizeyin birim normal vektor alaninin egriye kisitlanmisi

N<s>=N<ﬂ<s>>=(‘(

cosscoshs—sinssinhs) (cosssinhs+sinscoshs) —/2
V2 coshss ’ V2 coshss "2coshs’

bulunur. Egrinin birim normal vektor alani N(S), hiperylizeyin normal vektor alaninin

egriye kisitlanmisi olan N(s) ile lineer bagimh oldugundan egri boyunca ikinci tir

genisletilmis Darboux gati tanimhidir.

B"(s)= —V/2(sins +sinh scoshscoss) —/2(coss—sinhscoshssins) —/2sinhs 0
l cosh’s ’ cosh’s " cosh’s
sinh s
I k . , ””N — I”’T — Id o d
olmak iizere, (5", N) oS ve ( ) —— - oldugundan

m_ sinh s N+ 1
_ B N)N-(f".T)T _ cosh®s  cosh’s

m_ sinh s Nt 1 TH

T

cosh’s cosh’s

olur. Buradan gerekli islemler yapildiginda

E(S)_[—(cosSsinhS+sinScoshS) —(cosscoshs—sinssinhs) 1 ]

9 b O)
x/Ecosh S x/zcosh S x/zcosh S

bulunur. D=N® T ®E olmak Uzere,
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e e, €, e,
—(cosscoshs—sinssinhs)  (cosssinhs+sinscoshs) -2 0
V2 coshs J2 coshs 2coshs
D(S)= J2sins V2 coss J2sinhs V2
2coshs 2coshs 2coshs 2
—(cosssinhs+sinscoshs) —(cosscoshs—sinssinhs) 0 1
V2 coshs V2 coshs J2coshs
olup

\/Ecoss —\/Esins —\/5 \/Esinhsj

D = Py ) s
() (2coshs 2coshs 2 2coshs

elde edilir. £ egrisinin ikinci tir genisletiimis Darboux catisina gore egrilikleri

hesaplanirsa, egrinin hiperylizeye bagh normal egriligi

-1
coshs’

K, =(T',N) =

ikinci derece geodezik egriligi

2 ' _ -1
Ko _<E ’D>_ coshs’

ve birinci derece geodezik burulmasi ise

7, =(E,N)=1

olarak bulunur. ikinci tir genisletiimis Darboux c¢atida Ké =<T',E>:O ve
rg :<D',N> =0 olur. Simdi bu egrilikleri kullanarak £ egrisinin sirasiyla E-slant helis,
D-slant helis ve N-slant helis karakterizasyonlarini saglayip saglamadigini kontrol
edelim.

Teorem 6.1 kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa,

2

2 4 2
U - ds] + —Coshs( -1 I -1 dsj —coshs +( -1 j - dsj + sabit
cosh s coshs” coshs coshs” coshs
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oldugundan g egrisi bir E-slant helis degildir.

Teorem 6.2 kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa,

2
_ 2 _ 4 . 2 . 2 2
( ! j + —coshs( ! j = 12 J{—coshs s1nhzsj :l+s1n121 S=COShZS=1=8abit
cosh s cosh s cosh” s cosh” s cosh®s  cosh”s

olup f egrisi bir D-slant helistir. Ayrica, egrinin D birim vektori igin

<D,(0,0,1,0)>=—g oldugundan da bu egrinin bir D-slant helis oldugu kolayca
gorulir.

Teorem 6.4 kullanilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa,

2 4 2 2
U -1 dsJ + —coshs( 4 I - dsj —coshs +( r I - dsj + sabit
cosh s cosh s coshs cosh s coshs

oldugundan £ egrisi bir N-slant helis degildir.

Ornek 6.2

E* uzayinda bir M...f (X,y,z,w)=x*+Yy*+2z* =1 hipersilindiri iizerinde

pt-{ (5o

Frenet egrisi verilsin. Bu egrinin ikinci tlir genisletilmis Darboux gatisina gore bir slant

helis olup olmadigini arastiralim.
Hiperylzeyin birim normal vektor alani

\%i
N=—>=(xY,2,0)
[V

olup egriye kisitlanmis hali,

bulunur. £ egrisinin birim teget vektor alani
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olup T', N ile lineer bagimli oldugundan egri boyunca ikinci tiir genisletilmis Darboux

catisi tanimlidir.

ﬂ(>(§(5j%(5j§@oj

" 1
~ ﬂm—<ﬂm,N>N—<ﬂm,T>T +RT

B 1
”’+7T
pT)

olur. Buradan gerekli islemler yapildiginda

o S S

bulunur. D=N®T®E olmak lzere,

e, e, e, e,

Solt) fofs) ol
D(s)=| 3 (sj 1
o(3) 203

———sin| —
4 2
elde edilir. f egrisinin genisletilmis Darboux c¢atiya gore egrilikleri hesaplanirsa,

4
3 (sj NERS
ZSIII — —3S1

2

egrinin hiperylizeye bagli normal egriligi
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1
kK, =(T,N)=——,
n < > 4
ikinci derece geodezik egriligi
x; =(E',D)=0,

ve birinci derece geodezik burulmasi ise

3

7, =<E'3N>=T

olarak bulunur. ikinci tir genisletiimis Darboux c¢atida K‘; =<T’,E>=0 ve
rg =<D',N> =0 olur. Simdi bu egrilikleri kullanarak £ egrisinin sirasiyla E-slant helis,

D-slant helis ve N-slant helis karakterizasyonlarini saglayip saglamadigini kontrol

edelim.

Teorem 6.1 kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa
(Jods) +(—4(0j0ds)' +\/§T +(0fods) =3=tan0

bir sabit olup, teorem geregince [ egrisi bir E- slant helistir. Buradan 6 :% olup,

E- slant helisin ekseni

K, K,

(ke o) o T
d =cos@| —| — —ljrcgds + = T-I—E—J.K‘gdSD-F —legdS N
Tg TQ

veya

d m:os@[—(ré JT+E}:cos9(\/§T+E)

K
d =(0,0,0,1)

bulunur.
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Verilen egri igin KQZ:O oldugundan Teorem 6.2’de verilen D-slant helis

karakterizasyonu ve Teorem 6.4te verilen N-slant helis karakterizasyonu

uygulanamaz.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzayinda bazi yeni egriler tanimlanmustir.

ilk olarak, E* uzayinda bir yiizey izerinde alinan birim hizli bir egrinin {T,V,U}

Darboux cati alanindaki V teget-normal vektor alaninin sabit bir dogrultuyla sabit acl
yapmasi durumunda olusan yeni bir slant helis tanimlanmis ve teget-normal slant helis
olarak adlandiriimistir. Bu yeni egrinin karakterizasyonu elde edilmis ve cesitli 6zel
egrilerle arasindaki iliskiler incelenmistir. Ardindan verilen bir ylizey Gizerinde, ekseni ve
bu eksenle yaptigi sabit acisi bilinen teget-normal slant helislerin denklemlerinin
bulunabilmesi icin metotlar elde edilmistir. Bu asama MATLAB ortaminda uretilen
kodlarla desteklenmistir. Bunun yaninda, E’ uzayinda Darboux catisina gére Darboux

vektori yardimiyla Darboux helis tanimlanmis ve karakterizasyonu elde edilmistir.

Son olarak, E* uzayinda bir hiperyiizey lizerindeki bir Frenet egrisi icin tanimlanmis
olan {T,E,D,N} ikinci tir genisletilmis Darboux catisi yardimiyla bir egrinin E vektor
alaninin sabit bir dogrultuyla sabit aci yapmasi, D vektor alaninin sabit bir dogrultu ile
sabit a¢l yapmasi ve N vektor alaninin sabit bir dogrultuyla sabit bir a¢i yapmasi
durumunda olusan yeni helisler tanimlanmis ve sirasiyla E-slant helis, D-slant helis ve
N-slant helis olarak adlandiriimiglardir. Bu egriler igin gesitli karakterizasyonlar elde

edilmis ve drnekler verilmistir.

Boylece, daha sonraki calismalarda 4-boyutlu Oklid uzayinda elde edilen bu yeni
helisler ile c¢esitli 6zel egriler arasindaki iliskiler incelebilir. Bunun yaninda ikinci tir

genisletilmis Darboux c¢atisi kullanilarak vyapilanlar, benzer sekilde birinci tlr
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genisletilmis Darboux catisi ile de yapilabilir. Ayrica, 3 ve 4 boyutlu Oklid uzayinda
yapilan bu ¢alisma n— boyutlu Oklid uzayina tasinabilir. Bu asamada n— boyutlu Oklid
uzayinda bir hiperylizey Uzerindeki bir Frenet egrisi boyunca Darboux g¢atisinin elde
edilmesi de yeni bir calisma konusudur. Elde edilecek olan Darboux ¢atisi yardimiyla bu
catiya ait vektor alanlarinin sabit bir dogrultuyla sabit bir aci yapmasi durumunda

olusacak yeni slant helisler arastirilabilir.
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