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OZET

(Hiper)Yiizeylerin Arakesit Egrilerinin Egrilikleri ve
MATLAB Uygulamalari

Bedia Merih OZGETIN

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danisman: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi sekiz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, tezde calisilan problemlerin literatiir 6zetini ve tezin amacini; ikinci

boliim ise temel kavramlari icermektedir.

Uciincii béliimde, kapali denklemleriyle verilen iki yiizeyin arakesit egrisinin egrilik
ve burulmasini veren Willmore metodu tanitilmistir. Daha sonra ikisi parametrik veya
biri parametrik digeri kapali denklemleriyle verilen iki yiizeyin enine arakesit egrisi

icin Willmore-benzeri metotlara yer verilmistir.

Dordiincii, besinci, altinct ve yedinci boliimler tezin orijinal kisimlarini

olusturmaktadir.

Dérdiincii béliimde, n-boyutlu Oklid uzayinda kapali denklemleriyle verilen
hiperyiizeylerin enine arakesit egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplanmistir.
Egrilikler hesaplanirken ortaya cikabilecek dejenere durumlar incelenmistir. Elde
edilen metodun kolayca uygulanabilmesi icin MATLAB kodunu tireten pseudo koduna

yer verilmistir.

Besinci boliimde, n-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemleriyle verilen
hiperyiizeylerin enine arakesit problemi calisilmistir. Altinci boliimde ise n-boyutlu
Oklid uzayinda k tane kapali ve n — k — 1 tane parametrik denklemleriyle verilen

hiperyiizeylerin enine arakesit problemi géz 6niine alinmistir.

xi



Yedinci béliimde, ilk olarak n-boyutlu Oklid uzayinda parametrik yiizey iizerindeki bir
egrinin yliksek mertebeden tiirevlerinin nasil hesaplanabilecegi gosterilmistir. Daha
sonra, n-boyutlu Oklid uzayinda iki parametrik yiizeyin enine arakesit egrisinin Frenet

elemanlar1 hesaplanmstir.

Sekizinci boliimde, tezde elde edilen sonuclardan bahsedilerek, gelecek calismalar icin

onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Arakesit egrisi, kapali egri, enine arakesit, egrilikler, Frenet
vektorleri, Willmore metodu.
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ABSTRACT

Curvatures of Intersection Curve of (Hyper)Surfaces
and Their MATLAB Applications

Bedia Merih OZGETIN

Department of Mathematics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This thesis consists of eight chapters.

The first chapter includes the literature review of the problems studied in the thesis

and the aim of the thesis; the second part includes the basic concepts.

In the third chapter, Willmore’s method, which gives the curvature and torsion of the
intersection curve of two surfaces given by implicit equations, is introduced. Later,
Willmore-like methods are given for the intersection curve of two surfaces given by
their parametric equations or one of them parametric and the other one with its

implicit equation.

The fourth, the fifth, the sixth and the seventh chapters constitute the original parts
of the thesis.

In the fourth chapter, Frenet vectors and curvatures of the transversal intersection
curve of hypersurfaces given by implicit equations in n-dimensional Euclidean space
are computed. The degenerate cases that may occur while calculating the curvatures
are examined. In order to easily apply the obtained method, the pseudo code that
generates the MATLAB code is included.

In the fifth chapter, the transversal intersection problem of hypersurfaces given by
parametric equations is studied in n-dimensional Euclidean space. In the sixth
chapter we consider the transversal intersection of k implicit and n—k —1 parametric
hypersurfaces in n-dimensional Euclidean space.
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In the seventh chapter, we first present the higher order derivative formula of a curve
lying on a parametric surface in Euclidean n-space. Then, we obtain the Frenet
apparatus of the transversal intersection curve of two parametric surfaces in Euclidean

n-space.

In the eighth chapter, the results obtained in the thesis are mentioned and suggestions

are made for future studies.

Keywords: Intersection curve, implicit curve, transversal intersection, curvatures,

Frenet vectors, Willmore’s method.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

E" Oklid uzayinda parametrik denklemiyle verilen bir egrinin egrilikleri ve Frenet
vektorleri kolayca hesaplanabilir [[1-7]. Ancak egrinin parametrik denkleminin
acikca verilmedigi durumlarda, 6rnegin egrinin E® uzaymnda iki yiizeyin arakesiti
olarak verilmesi gibi, egrinin Frenet elemanlarinin bulunmasi kolay olmayacaktir.
iki yiizeyin arakesit egrisinin her zaman parametrik olarak kolayca belirlenememesi
ve ylizeylerin arakesit probleminin bilgisayar destekli tasarimda 6nemli bir yere
sahip olmasi nedeniyle, 6zellikle son yillarda bu tiir problemlerin ¢6ziimiine yonelik
cesitli calismalar yapilmistir.  Yiizeylerin parametrik veya kapali denklemleriyle
ifade edilmesi farkli arakesit problemlerini ortaya cikarmistir. Yiizeylerin normal
vektorlerinin arakesit noktasinda lineer bagimsiz veya lineer bagimli olup-olmamasina
gore, sirastyla, enine (ing: transversal) veya tegetsel arakesit olarak adlandirilan bu
arakesit problemlerinde, bazi1 arastirmacilar nokta-nokta arakesit egrisini bulmaya
yonelik niimerik metotlar gelistirirken kimisi de arakesit egrisinin diferensiyel
geometrik Ozelliklerini incelemislerdir [8-20]]. Calismamizin temelini teskil eden
metotta, Willmore E® uzayinda f (x, y,z) =0ve g(x, y,z) = 0 kapal1 denklemleriyle
verilen iki ylizeyin enine arakesit egrisiicin Vf x Vg = (hl, h,, h3) vektori yardimiyla
d 0 0 %,
A== (h15+h25+h3£)
operatoriini tanimlamis ve bu operator yardimiyla arakesit egrisinin egrilik ve
burulmasini elde etmistir [[21]]. 2005 yilinda Goldman, kapali formda verilen iki
ylizeyin arakesit egrisinin egrilik ve burulmasini diferensiyel geometrideki klasik
egrilik formiillerini kullanarak buldugu calismasinda [[14], (n + 1)-boyutlu uzayda
iki vektortin dis carpimini (ing: wedge product) kullanarak, kapali formda verilen n
tane hiperyiizeyin enine arakesit egrisinin de sadece birinci egriligi (k,) i¢in kapali
bir formiil elde etmistir. Arakesit egrisinin diger egrilikleri (k,, ks, ...) icin formiiller

kaldigindan, Goldman bu ¢alismasinda asagidaki problemi ortaya atmistir:



(n + 1)-boyutlu uzayda kapali denklemiyle verilen egrilerin yiliksek mertebeden

egrilikleri icin kapali1 denklemlerini ¢ikariniz.

Kapali denklemiyle verilen bir egri icin egriliklerin hesaplanmasi kolay degildir.
Hesaplamalarin zor olmasi nedeniyle, E* ve E* uzaylarinda bile kapali denklemiyle
verilen bir egrinin egriliklerinin hesaplanmasi icin literatiirde ¢ok az kaynak
bulunmaktadir. E" uzayinda kapali denklemiyle verilen bir egri, kapali denklemiyle
verilen n—1 tane hiperytiizeyin arakesit egrisi olarak tanimlanabilir. Bu nedenle yiiksek
boyutlu uzaylarda kapali egrilerle calismak demek, kapali denklemleriyle verilen
hiperyiizeylerin arakesit problemini goz oniine almak demektir. E", n > 4, uzayinda
hiperyiizeylerin arakesitini inceleyen sinirli sayida ¢alisma mevcuttur. Hiperytizeylerin
normal vektorlerinin lineer bagimliligina baglh olarak hiperyiizeylerin arakesiti enine,

enine olmayan (ing: non-transversal) veya tegetsel arakesit olarak adlandirilir.

Goldman’in bu agik probleminden sonra, iki yiizeyin arakesit problemi E* uzayinda
li¢ hiperylizeyin arakesit problemine genisletilerek, bu tiir problemler icin de arakesit
egrisinin diferensiyel geometrik 6zellikleri calisiimistir. Bu ¢alismalarin ilkinde, 2009
yilinda Aléssio, E® uzayinda kapali formda verilen iki yiizeyin arakesiti icin Ye
ve Maekawa tarafindan verilen metodu genisleterek ve kapali fonksiyon teoremini
kullanarak, E* uzayinda kapal formda verilen ii¢ hiperyiizeyin enine arakesit egrisinin
egriliklerini ve Frenet vektorlerini elde etmistir [[22]]. Bu problem icin 2012 yilinda
Uyar Diildiil ve Diildiil tarafindan Willmore metodunun E* uzayna genisletilmesinin
kullanilmasiyla farkli bir metot verilmistir [23]. 2012 yilinda Aléssio, Goldman’in
metodunu genellestirerek, E" uzayinda kapali formda verilen n—1 tane hiperyiizeyin
enine arakesit egrisinin ikinci ve {iciincii egriliklerini elde etmistir [24]. Aléssio bu
calismasinda, Goldman’in metodunun genellestirilmesiyle E" uzayinda kapali egrilerin
yliksek mertebeden egriliklerinin hesaplanmasinin ¢ok zor oldugunu belirtmistir. Bu
calismalara ek olarak, E* uzayinda ii¢c parametrik hiperyiizeyin [25]] ve E°> uzayinda
dort parametrik hiperyiizeyin [|26]] enine arakesit problemlerinin ¢alisilmasinin yani
sira, E* uzayinda en az biri parametrik denklemiyle verilen ii¢c hiperyiizeyin enine
arakesit egrisinin egriliklerinin de nasil elde edilebilecegini farkli metotlarla gosteren
calismalar da yapilmustir [19, 27]]. E* uzayinda ii¢ hiperyiizeyin enine olmayan veya
tegetsel arakesit problemleri de calisilarak arakesit egrisinin Frenet elemanlar1 elde
edilmistir [[28-32]]. Diger taraftan, 3-boyutlu ve 4-boyutlu Minkowski uzaylarinda da
(hiper)yiizeylerin arakesit egrisinin diferensiyel geometrik 6zellikleri calisilmistir [|33~
35].



1.2 Tezin Amaci

Literatiir 6zetinde bahsedilen calismalara bakildiginda, 2005 yilindan beri Goldman’in
problemine biitiiniiyle cevap veren bir calisma yapilmadigi goriilmektedir. Bu nedenle
bu tezin amaclarindan birincisi, ilgili probleme cevap olarak, E" uzayinda kapal
bir egrinin, yani n — 1 tane kapali denklemiyle verilen hiperyiizeyin enine arakesit
egrisinin, egriliklerinin tamaminin elde edilmesidir. Bu amacla elde edilecek yontemin
ylksek boyutlu uzaylarda uygulanabilirligini kolaylastirmak icin MATLAB yardimiyla
sonu¢ alinmasini saglayacak bilgisayar kodlar1 ortaya koymaktir. Daha sonra E"
uzayinda diger arakesit problemlerini, yani n — 1 tane parametrik hiperylizeyin veya
k tane kapali ve n —k — 1 tane parametrik denklemiyle verilen hiperyiizeylerin enine
arakesit egrisinin egriliklerinin nasil elde edilebilecegini arastirmaktir. Son olarak, E"
uzayinda iki tane parametrik yiizeyin enine arakesit problemini calisarak, E" uzayinda

karsilasilabilecek biitiin enine arakesit problemlerini iceren bir ¢alisma elde etmektir.

1.3 Orijinal Katki

Bu calismada oncelikle E" uzayinda kapali denklemiyle verilen bir egrinin
egriliklerinin tamaminin elde edilmesini saglayan bir yontem verilmistir Bunu
yapmak icin Goldman’in metodunun genellestirmesi yerine Willmore metodunun
genellestirilmesiyle karsilasilan zorluklar azaltilmistir. Her ne kadar elde edilen
formiiller Goldman’in formili gibi kapali olmasa da, calismamizda verilen yontemle
arakesit egrisinin biitiin egrilikleri hesaplanabildiginden, elde edilen sonuglarla
Goldman'in sorusuna bir ¢oziim getirilmistir Bunun yani sira, hiperyiizeylerin
denklemleri nasil verilirse verilsin, E" uzayinda n — 1 tane hiperylizeyin biitlin
enine arakesit problemlerinde arakesit egrisinin Frenet elemanlarinin nasil elde
edilebileceginin gosterilmesi tezin literatiire kazandirdig1 diger bir orijinal katkidir.
Son olarak, E" uzayinda iki parametrik yiizeyin arakesit probleminde egriliklerin
hesaplanmasi ve verilen metotlarin yiiksek boyutlu uzaylarda kolay uygulanmasini
saglayan MATLAB kodlarinin iiretilmesi yapilan islemlerin kolaylastirilmas: yoniinde

onemli bir katki olarak goriilebilir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tezde gerekli olan bazi temel kavram ve teoremleri icermektedir.

2.1 R"’de Vektorel Carpim

Tanim 2.1. R" uzayinda standart baz {e,,e,,...,e,} olsun.

n n n
al = E alje]’, a2 = E azjejJ ceey an_l = an_l’jej
j=1 j=1 j=1
vektorlerinin vektorel carpimi
e, e, e,
an a1z ain
H=a, xa,x---xa,;=| Ay Aoy Ao,
Ap-1,1 dp-12 An-1,n
seklinde tanimlanir ve bu vektoriin normu
[HI| = llay[| - [la].. . [la,— | - K 2.1)
olarak yazilir. Burada,
1/2
1 cosay, -t COSAy, g
COS Qyp 1 st COSAy g
K =
COSQp_17 COSQ,_35 *°° 1

<ai,aj>

seklindedir [|36]].
2] - Ilay]]

ve COoS al'j ==



2.2 [E"’de Egriler ve Hiperyiizeyler

Tanim 2.2. [ € R bir agik aralik olmak iizere @ : I — E" diferensiyellenebilir
fonksiyonuna E" uzayinda diferensiyellenebilir egri denir. Eger o/,a”,...,a®

tiirevleri var ve siirekli ise a egrisine C*-sinifindandir denir.

Tamim 2.3. a : I — E" egrisi verilsin. Vs € I icin a’(s) # 0 oluyorsa, a egrisine
regiiler egri denir. Vs € I i¢gin ||a’(s)|| = 1 oluyorsa a egrisine birim hizl egri, s’ye de

yay parametresi denir.

Tanim 2.4. o : I — E", C"*V_sinifindan birim hizli bir egrive a’, a”, ..., a®™ vektorleri

egri boyunca lineer bagimsiz olsun.

a/

i =D — @ \W. = i _
Vl_”a/”) El a Z(a ,V]>VJ, \Y% , 1=2,3,...,n,

j<i

ile tanimh {V,,V,,...,V,} kiimesine a egrisi boyunca Frenet catis1 ve her bir V;

vektoriine de egrinin Frenet vektorii denir.

Tanim 2.5. a : I — E" egrisi boyunca Frenet catis1 {V;(s),V,(s),...,V,(s)} olarak

verilsin. 1 <i <n i¢in
kT =R, ki) = (VI(s), Vi 6)

seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna egrinin i-yinci egrilik fonksiyonu, k;(s) € R
sayisina da egrinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Teorem 2.1. a : [ — E" bir egri ve s € I yay parametresi olsun. a egrisi boyunca Frenet
catist {V,(s),V,(s),...,V,(s)} ve egrilikler k;(s) olmak iizere

1. V(s) = ky (s)V,(s)

2. Vi(s) = —ki1(s)Vie1 (8) + ki(s)Vip(s), 1<i<n,

3. V;(S) = _kn—l(s)vn—l(s)

yagzilabilir. Bu formiillere E" uzayinda Frenet formiilleri denir. Bu formiiller matris for-

munda
[V’l(s)\ ( 0 k, 0 -+ 0 0 0 \ [Vl\
V/Z(S) _kl O kz e O 0 O VZ
V;_l(s) O 0 O M _kn_z O kn—l Vn—l

\v©)) Lo o 0o 0o —k, 0)\v,)



seklinde yazilabilir [37].

Teorem 2.2. a : I — E" egrisi boyunca Frenet ¢atist {V,(s),V,(s),...,V,(s)} olsun. s

yay parametresi ve

a'(s)
/()11

E(s)= a(i)(s)—z <a(i)(s),Vj(s)>Vj(s), 1<i<n,

j<i

Vi(s) =

olmak tizere,

ki(s) |||}|E;E+1 | || 1<i<n,

seklindedir [37]].
Tamim 2.6. E" Oklid uzayinda U bir acik alt kiime olmak iizere bos olmayan bir

dif.bilir

M={X=(x1,x2,..., )EE”f UCE'——R, f( )-c,cERbirsabit}

of ; of )(P) # 0 oluyorsa, M
dx,”"" dx,

kiimesine (n — 1)-boyutlu ylizey veya hiperyiizey denir. Burada f (x;, x,,...,x,) = ¢

kiimesi verilsin. Eger YP € M icin Vf (P) = (

denklemine de hiperyiizeyin kapali denklemi denir.

Tanmim 2.7. E" uzayinda bir hiperylizey M olsun. a : I € R — M diferensiyellenebilir
fonksiyonuna M hiperylizeyi {izerinde bir egri denir.

Tanim 2.8. M, E" uzayinda bir hiperyiizey ve P € M bir nokta olsun. v, € Tg.(P)
tanjant vektorii M hiperylizeyi tizerinde olan ve P € M noktasindan gecen bir egrinin
hiz vektorii oluyorsa, v, tanjant vektorii M hiperyiizeyine P noktasinda tegettir denir.
P € M noktasindaki biitiin teget vektorlerinin kiimesi T ,,(P) ile gosterilir. Buna gore
Vp € T\(P) icin a(O) =P ve a’(O) =V olacak sekilde a : I — M egrisi vardir.

Tanim 2.9. E" uzayinda bir hiperyiizey M olsun. X € y(E") vektor alani verildiginde
VP € M noktasi icin X, € T),(P) oluyorsa X € y(E") vektor alanina M iizerinde
bir teget vektor alani denir. M iizerinde tanimlanan biitiin teget vektor alanlarinin
kiimesi y (M) ile gosterilir.

Tanim 2.10. E" uzayinda bir hiperyiizey M olsun. Z, € Tg.(P) tanjant vektord,
P € M noktasindaki biitiin teget vektorlerine dik ise yani T,,(P) uzaywna dikse, Z,

tanjant vektoriine P € M noktasinda bir normal vektor denir.

Tanim 2.11. M, E" uzayinda bir hiperyiizey ve Z € y(E") olsun. Eger VP € M
noktasi icin Zp, M’nin bir normal vektori oluyorsa Z’ye M {izerinde normal vektor

alan denir.



Teorem 2.3. E" uzayinda f(x,,x5,...,X,) = ¢ kapali denklemi ile verilen hiperyiizey
M olsun. Bu durumda Vf, M’nin her bir noktasinda sifirdan farkli bir normal vektor

alamdir,

Tanim 2.12. D ¢ E"! bir baglantili acik kiime ve X : D — E" bir regiiler doniisiim
olsun. Eger X : D — X(D) doniistimii bir homeomorfizm ise M = X(D) kiimesine E"
uzayinda bir regiiler hiperyiizey denir. Bu durumda X doniistimiine de M hiperyiizeyi

icin bir parametrik gosterim denir.

Tanim 2.13. E" uzayinda X(u,,u,,...,u,_;) parametrik gosterimi ile verilen bir
hiperyiizey i¢in X; = %, i=1,2,..,n—1, olmak tizere x(./\/l) = sp{X;,Xy, ..., X, 1}

yazilabilir. Bu durumda hiperyiizeyin birim normal vektor alani

X XXy X XXy

N =
[1X; X X5 % -+ x X4l

seklinde tanimhidir.



3

E3 "TE ARAKESIT PROBLEMLERI IGIN WILLMORE VE
WILLMORE-BENZERI METOTLAR

3.1 Willmore Metodu

Bu béliimde E* uzayinda kapali formda verilen iki yiizeyin enine arakesit egrisinin

egriliklerini hesaplayan Willmore metodu [21] tanitilmistir.

S, ve S, kesisen regiiler ylizeyleri f (x, y,z) = 0 ve g(x, y,z) = 0 denklemleriyle
verilsin. Bu yiizeylerin birim hizli arakesit egrisi a(s) = (x(s), y(s),z(s)) olsun. S,
ve S, ylzeylerinin normal vektor alanlari, sirasiyla, Vf ve Vg olmak tizere, arakesit
egrisinin t birim teget vektor alan1 bu iki yiizeyin normal vektorlerine dik olacaktir.

Dolayisiyla t vektorii ylizey normallerinin vektorel carpimina paralel olacaktir [21]].

_(9f of of _(28 28 98
vf_(ax’ay’az) ve Vg_(ax’ay’az

olmak iizere h = Vf x Vg alinirsa h = At yazilabilir. Buradan

22 =(h,h), tz% (3.1)

olup, h = (hl,h2,h3) ve h = At = A/ = (Ax’, Ay’,?&z’) esitliklerinden Ax’ = hy,
Ay’ =h,, Az’ = h, yazilabilir.

d d d d
A=A—=|hj=—+hy=—+h;— 3.2
ds ( 18x+ 28y+ 382) (52)

operatoriinii tanimlayalim [[21]].

h = At esitligine A operatorii uygulanirsa

B o fdA o dt\ L,
Ah—A(At)—A(d5t+7Lds)—Akt+7t Kn



yani
Ah = AAt+ A%kn (3.3)

elde edilir. Son esitligin iki tarafi t ile i¢ carpilirsa

Ah,
A= < N t> (3.4)

bulunur. h ve Ah vektérlerinin vektorel ¢arpimi alinirsa
h x Ah = (At) x (A*kn+ AL't) = A’kb

olup, h x Ah = k denilirse, arakesit egrisinin egriligi

K= ”%” (3.5)
esitliginden bulunabilir.
k=h x Ah = A3xb esitligine A operatoérii uygulanirsa
Ak = 2(2%)b—A*kTn (3.6)
elde edilir. ve esitlikleri kullanilirsa
(A, Ak) = ((2%kn+a2't), (A(2%)b—2A%k7n)) = —2%%>7
olacagindan arakesit egrisinin burulmasi
(Ah, Ak)
T == e (3.7)

ile hesaplanir.

3.2 Willmore-Benzeri Metotlar

Bu boliimde E® uzayinda parametrik formda verilen iki yiizeyin veya biri parametrik
biri kapali denklemlerle verilen yiizeylerin enine arakesit egrisinin Frenet vektorlerinin
ve egriliklerinin 6nceki boliimde tanitilan Willmore metoduna benzer olarak nasil elde

edilebilecegi gosterilmistir [27]].



3.2.1 Parametrik Formda Verilen Iki Yiizeyin Arakesit Egrisi

E>te X(u,v) = (X1(U, v), X, (u,v), X;(u, V)) ve Y(p,q) = (Yl(p: q), Y>(p,q), Y3(p, CI))
parametrik denklemleriyle verilen iki regiiler yiizey S, ve S, olsun. Bu iki yiizeyin birim
hizli enine arakesit egrisi a(s) olsun. S; ve S, yiizeylerinin normal vektor alanlari,
sirastyla, N; = X, X X, ve N, =Y, x Y, olmak iizere arakesit egrisinin t birim teget
vektorii bu normal vektorlere dik olacagindan t vektorii, N; x N, ile lineer bagimlidir
[271.

h=N; xN, = (Xu X XV) X (Yp X Yq) alinirsa h = At olup, A? = (h, h> ve birim teget

vektor t = % ile belirlenir.

d %) %) d
A=A—=\hj—+hy,—+h;—+h,— 3.8
ds ( 9u  *ov op 48q) (3.8)
operatoriinii tanimlayalim [27]]. Buradan
Au'=h,, AV =h,, Ap'=h;, A¢ =h, (3.9

elde edilir. Arakesit egrisi her iki ylizey tizerinde de oldugundan
a(s) :X(u(s), v(s)) ve afs)= Y(p(s),q(s))
yazilabilir. Boylece
o =X u'+X,v ve o =Y,p'+Y,q
olup, h=2Aa’ = Au'X, + Av'X, = Ap’Y, + Aq'Y, esitliginde kullanilirsa
h=hX,+h,X, ve h=hY,+h,Y,
elde edilir. hy, h,, hs, h, bilinmeyenleri asagidaki sekilde hesaplanabilir.
h =h, X, + h,X, vektord, sirasiyla, X, ve X, ile i¢ carpilirsa

(X X )hy + (X, X, )Ry
(XX, )y +(X,, X, )hy = (h,X,)
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti, (Xu,Xu> =E,

(Xu,Xv> = (XV,Xu> =F, (XV,XV> = G olmak tizere, 6 = i g # 0 olacagindan,

10



sistemin ¢0zUimu

(h,x,) F
(hx,) G G(h,x,)—F(h,X,)
b= =h o (3.10)
E (hX,)
F (hX,) E(h,X,)—F(h,X,)
2= Tpe—m o MT T me—p G0
olarak bulunur.
Benzer sekide h = h,;Y, + h,Y, vektord, sirasiyla, Y, ve Y, ile i¢ carpilirsa
(Yp’ Yp>h3 + <Yp’ Yq>h4 - <h’ Yp>
<Yp’ Yq>h3 * <Yq’ Yq>h4 y <h’ q>
olup, <Yp,Yp> =e, <Yp,Yq> = <Yq,Yp> =i <Yq,Yq> = g yazilirsa, 6 = ; f #0
g
olacagindan, sistemin ¢oztimii
(hY,) f
(h1,) g g(h,v,)— f(h,¥;)
h3=egj:h3: eg—fz (3.12)
e (1)
f {n,) elh, 1,) = £{B.7,)
h4:W:>h4: eg—fz (3.13)

olarak elde edilir. h = (Xu X Xv) X (Yp X Yq) esitligi (3.10)-(3.13) esitliklerinde yerine
yazilirsa

hy =—(X,,Y, x ¥,), (3.14)
hy = (X, Y, x Y,), (3.15)
h3 = <Xu x Xv: Yq>: (316)

hy =—(X, xX,,Y,), (3.17)

11



esitlikleri elde edilir [[19]]. Burada

ol; oL, dL; 381) .
, 1=1,2,3

i =Yi(p,q) —X;(u,v) ve i (au’av’ap’aq

alimirsa
(hy,hy, g, hy) = VU, X Ve, x Vi, (3.18)

seklinde de yazilabilir [[19]].
h= (Xu X XV) X (Yp X Yq) = (x(u, v,p,q), ¥y, v,p,q),2(u, v,p,q)) olsun. Bu durumda

h(u(s), v(s), p(s), a(s)) = ((u(s), v(5), p(s), 4(5)), ¥ (uls), v(s), p(s), 4(5)), 2(1s), v(5), p(s), q(5)))
olup, A operatorii uygulanirsa

dh
Ah=21—
ds

= A(dix(u(s) v(s), p(s), q(S)) —J’(U(S) v(s), p(s), Q(S)) —z(u(s) v(s), p(s), q(s))

_ Jdx du 8xdv+8xdp+8xdq %d_u_*_azdv_}_%d_p_l_@d_q
-\ duds dvds dpds dqds’ " oduds dvds dpds dqds

[ Ix 0y 9Oz dx dy 0z [ Ix 0y 0Oz [ Ix 0y Oz
= X, 22 4 ap| 252 E g £ 2L E
”(au’au’au) v(av v 811) p(ap’ap’ap) q(aq’aq’aq

veya kisaca
Jh Jh Jh Jh

au T, h3a h4aq

olur. (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) esitliklerinde bulunan h,,h,,hs,h, degerleri
burada yerine yazilirsa Ah elde edilir. Diger taraftan h = At esitligine A operatorii
uygulandiginda Ah = ALt + A%kn oldugundan, AN = (Ah,t> ve (Ah, Ah) =

()UL’)Z + A*k? esitlikleri kullanilirsa arakesit egrisinin birinci egriligi

(Ah, Ah)— (A1)

2 _
K®= e (3.19)
ve arakesit egrisinin asli normal vektorii
n= Ah——M/t (3.20)
A% '

ile hesaplanabilir. Buradan arakesit egrisinin binormal vektorii b =t x n ile bulunur.

12



Ah = AXt+ A%kn esitligine A operatorii uygulandiginda
Ah = (MA)? + A2 = 3%t + (A*Ak + A(A%k) )n + Ak Tb
olup, bu esitligin her iki tarafi b ile i¢ carpilirsa, arakesit egrisinin burulmasi

(A%h,b)
T= (3.21)

ile bulunabilir.

3.2.2 Parametrik ve Kapali Formlarda Verilen iki Yiizeyin Arakesit Egrisi

S, veS,, sirastyla, X = X (u,v) ve f (x, y,2) = 0 denklemleriyle verilen ve enine kesisen
iki regiiler yiizey olsun. Bu iki yiizeyin birim hizli arakesit egrisini a(s) ile gosterelim.
Bu durumda a arakesit egrisinin t birim teget vektorii h = (Xu X XV) x Vf vektOriine
paraleldir, yani h = At yazilabilir [27]].
d 3, 0 0 5} %,

( )

@:A_: h1_+h2_+h35+h _+h5_

22
ds du dv oy dz (3.22)

operatOriinii tanimlayalim [27]]. Buradan
A'=h;,, W' =h,, Ax'=h;, Ay'=h,, Az’ =hs

elde edilir. Ayrica
h=hX,+h,X, ve h=(hs, hy,hs)

yazilabilir. Buradaki h; ve h, bilinmeyenleri (3.10) ve (3.11)) denklemleri yardimiyla

bulunabilir. Boylece S; ve S, yiizeylerinin enine arakesit egrisinin Frenet elemanlari

h , (©h,®h) — (A1)
t=—, A= (en,t), x*= "
®h— ANt (©%h,b)
n= EEEY R b=txn, 7= e (3.23)

ile hesaplanir.

3.3 Yiizeylerin Arakesit Problemleri icin Ornekler

3.3.1 Parametrik-Parametrik Arakesit Problemi

X(u,v) = (u, uv,v) ve Y(p,q) = (p,q,q2 + 2) parametrik denklemleriyle verilen
regliler yiizeyleri goz oniine alalim. Bu ylizeylerin arakesit egrisinin P = X (O, 2) =

13



Y(O, O) = (O, 0, 2) noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim [27]].

x,=(1,v,0

= N, =X,xX,=(v,—1,u)
x,=(0,u,1
Y, =(0,0,1
»=(0.0.1) = N,=Y,xY,=(0,-2¢,1)
Y, =(0,1,2q)

oldugundan,

2?=(h,h) = 2*(P) = (h(P),h(P)) =((—1,-2,0),(—1,-2,0)) =5

yani, A(P) = +4/5 bulunur. JL(P) = —4/5 alinirsa, arakesit egrisinin P noktasindaki

birim teget vektorii
h(P) 1

t(P)= ——= =-—(1,2,0)
olarak bulunur.
Diger taraftan £, = p—u, {, = q—uv, {3 = ¢* + 2— v oldugundan

v{,=(-1,0,1,0), Vi,=(-v,—u,0,1), V{;=(0,—1,0,2q)

olup,
Vi, x Vi, x Vi3 =(2uq—1,—2vq,2uq —1,—v),

yani
h,=2uq—1, h,=-2vq, hy;=2uq—1, h,=—v

bulunur. Boylece
Ah= ( —2uv +2q(2uq —1),2vq, 4vq* + 2v2)

ve
A%h = (4v + 8uq® + 8uq® — 4¢%, —4vq* — 2v*,—8vq® — 16v’q)

olup,
’ Ah(P)=(0,0,8), AZh(P)=(8,-8,0)

14



elde edilir.

A(P)A'(P) = (An(P),t(P)) = <(o, 0,8), %(1,2,o)> =0

oldugundan, (3.19) esitligi kullanilarak arakesit egrisinin egriligi

[{an@), an@) - (@A @)*  [{(0,0,8),(0,0,8)) _8
K(P)—\J 24(P) —\J (_\/3)4 :>K(P)_g

olarak hesaplanir. Ayrica, (3.20) ile arakesit egrisinin asli normal vektori

_ AR(P)— A(P)X'(P)t(P)

P =(0,0,1
n(?) 72PN (P) (©.0.1
seklindedir. Arakesit egrisinin binormal vektorii
b=txn = b(P):i(z,—Lo)
V5

ve (3.21) esitligi yardimiyla da burulmasi

(a”n(P),b(P)) 3
)= ) s

olarak bulunur [[27]].

3.3.2 Parametrik-Kapal1 Arakesit Problemi

2

X(u,v) = (u, v,uv) ve f(x,y,z) = xz — y° = 0 regiiler yiizeyleri verilsin. Bu

ylizeylerin arakesit egrisinin P = X (1, 1) = (1, 1, 1) noktasindaki Frenet elemanlarini
bulalim [27]].

ve
N, =Vf = (z,—2y,x)

oldugundan,
h= (Xu xXV) xVf = (2y—ux,vx +2,2vy +uz)

15



bulunur. Bu durumda
h,=2u—ux, h,=vx+2, hy=2y—ux h,=vx+2z hs;=2vy+uz
olup,

©h =(2vx + 2z — 2xy + ux? — 2uy + u*x,vx* + xz + 4vy —vux +uz,2yvx + 4yz
+2v%x + 2vz —zux + 2uvy + uzz)

ve

©%h = (—2ux® —8y? — 4u’x? + 2yu® + 2yx? + 8vy — 4uvx + 2uyx + 10uxy,
v +zx? +4vxy —2uvx? + u*z + vxu? + 4v*x + 8yz + 4vyx + 4vz — 2uxz,
Pz +2vyx? + 16vy? + 6v3x? + 22% + 8v2y + uzx? + 42% — 2u’xz + 2vyu?

+12vxz —4uvxy + 8uzy + 4vuz)
elde edilir. Boylece
h(P)=(1,2,3), ©h(P)=(2,6,12), ©>h(P)=(6,24,60)

olup, A(P) = v/ 14 alinirsa, arakesit egrisinin P noktasindaki Frenet vektorleri

1 V266 3v19 3V19 V19

ve egrilikleri

V266 3
K(p):9—8, T(P):E

olarak bulunur [27]].
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4

E" °DE KAPALI DENKLEMLERLE VERILEN
HIPERYUZEYLERIN ARAKESIT PROBLEMI

Bu ve bundan sonraki boliimler tezin orijinal kismim1 olusturmaktadir. ~ Bu
boliimde E" uzayinda kapali denklemleriyle verilen n — 1 tane hiperytiizeyin arakesit
egrisinin Frenet elemanlarinin nasil elde edilebilecegi gosterilmistir. Egriliklerin
hesaplanmasinda olusabilecek dejenere durumlar incelenerek, elde edilen yontemin
kolay uygulanabilirligini saglamak icin algoritmalar gelistirilmistir. ~ Gelistirilen
algoritmaya ait pseudo koduna yer verilerek cesitli 6rneklerle desteklenmistir.

Bu boliimde elde edilen sonuclar [|38] numarali makalemizde yayimlanmaistir.

E" uzayinda n—1 tane regiiler hiperytiizey verilsin. Bu hiperyiizeylerin normal vektor
alanlari NV}, N,, ..., NV,_; olmak iizere bir arakesit noktasinda {N;, N, ..., N,_; } kiimesi
tarafindan gerilen alt uzayin boyutunu d ile gosterelim. d’nin alacagi degerlere bagh

olarak asagidaki arakesit problemleri ortaya cikar:

a) Eger d = 1 ise, biitiin hiperyiizeylerin teget hiperdiizlemleri ayni olacagindan

arakesit noktasinda tegetsel arakesit s6z konusudur.

b) Eger 1 < d < n — 1 oluyorsa, arakesit noktasinda enine olmayan arakesit soz

konusudur.
c) Eger d = n—1 ise, arakesit noktasinda enine arakesit s6z konusudur.

Bu tezde hiperyiizeylerin enine arakesit problemi g6z oOniine alinacaktir. Verilen
hiperyiizeylerin regiiler bir egri boyunca kesistigini kabul edecegiz. Amacimiz arakesit
egrisinin biitiin Frenet vektorlerini ve egriliklerini bulmak olacaktir. Bunu yapmak i¢in
verecegimiz metot 3.1 boliimiinde iki kapali ylizeyin arakesiti icin verilen Willmore

metodunun genellestirmesi olarak goz oniine alinabilir.

Tez boyunca genis capli hesaplamalar MATLAB ortaminda sembolik olarak

hesaplanmuistir.
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4.1 Kapali Formda Verilen Hiperyiizeylerin Enine Arakesit Egrisi
Enine kesisen M, M,,..., M,_; hiperyiizeylerinin kapali denklemleri, sirasiyla,

fl-(xl,xz, ...,xn) =0,i=1,2,...,n—1 olsun. Bu hiperyiizeylerin birim hizli enine
arakesit egrisini [5(5) = (xl(s), x5(8), e, xn(s)) ile gosterelim. 3 egrisinin Frenet catisi
{V,,V,,...,V,} olsun.

M, hiperytizeylerinin normal vektor alanlari, sirasiyla, Vf;, i =1,2,...,n—1 olup,
H = vf]_ X sz XX an_l == (hl,hz,...,hn)

vektoriini tanimlayalim. Burada H'nin h; bilesenlerinin x, x,, ..., x,, degiskenlerine
bagl oldugu aciktir. [5(5) arakesit egrisinin V; (s) birim teget vektorii hiperyiizey
normallerine dik olacagindan, hiperylizey normallerinin vektorel ¢arpimina paralel

olacaktir. Bu durumda ‘H = AV; olup,

A2=(H,H) ve V,= %
yazilir. Ayrica H = AV; = A’ = (Ax], Ax}, ..., Ax) esitliginden h; = Ax},i = 1,2,...,n
elde edilir.

A:A%=h1%+h2%2+---+hnain:;hiaixi (4.1)
operatoriinii tanimlayalim.
H = AV esitligine A operatorii uygulanirsa
AH =A(AV,) = x%(;wl) = ANV, + A%, V, (4.2)

elde edilir. Burada A operatoriiniin H = (hy, hy, ..., h,) lizerine uygulanmasi demek

: . . d - 0
her bir h; bilesenine AE veya ; h;

3 operatoriiniin uygulanmasi demektir.
X:

1

n

d

Eger Z h; x operatorii ‘H tlizerine uygulanirsa
i=1 i

"\ 9h, <. dh ", Oh,
AH=(;hia—é,Zhiaxj,...,;hiaxi)

i=1

elde edilir. h;, i = 1,2,...,n bilegenleri bilindiginden A vektoriiniin her bir bileseni

d
X1, X5, ..., X, degiskenlerine bagl olarak bulunabilir. Eger Ad— operatori ‘H lzerine
s
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uygulanirsa

L L
T 9x,t Ox, 2 ox, ™

AH =A(R,1,..,h,),

127722

yazilabilir. Bu durumda A esitliginin her bir bileseninde Ax] yerine h; yazilarak AH
vektori x4, X5, ..., X, degiskenlerine bagl olarak bulunur. Boylece her iki durumda da
arakesit noktasinda AH hesaplanabilir.

(4.2) esitligi, sirasiyla, V; ve AH ile ic carpilirsa,

AN,V
A’:“i—’ﬁ, (aH, AH) = (AX) + 2% (4.3)

bulunur. Boylece arakesit egrisinin birinci egriligi

Ky = % (aH, AH)—(An)’ 4.4)

ile hesaplanir. x; # 0 kabul edelim. Bu durumda A’ ve k; degerleri (4.2)) esitliginde

yerine yazilirsa
1

A2

v, (AH —AAV,) (4.5)
ile bulunur.
AH = ALV, + A%k, V, esitli§ine A operatoérii uygulanirsa

APH =AMV, + AMA 'V, + AV + 20K,V + 22KV, + A2 (K)V, + K, V)))
olup, Frenet formiilleri kullanilirsa

A = (M) + 2207 = A2K2 )V + (342K, + %K, Vo + (A%Kyk, Vs (4.6)
elde edilir.
Diger taraftan, g; = Zn: hi%

i=1 t

,j=1,2,...,n olmak iizere A?H vektorii

n

" dg <, @ 28,
Azﬂz(;hia—i,;hiai,...,zm ai.)

i=1 t

esitliginden bulunabilir.
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(4.6) esitligine A operatorii uygulanirsa

AH = AL (VP +2A0A7 + 220X + A2 = 3A24'K2 = 22%K,K) )V,
+ (A2 + A2 = Ak2)V,
+ (6AV )Py + 3A2A Ky + SAAK) + APV, + A%k )V,
+ (3A2A K, + 2KV,
+ (BA2A K Ky + APK Ky + Ak K Vs
+ (A%k1K,)V ]
elde edilir. Burada Frenet formiilleri kullanilirsa

A*H =(2(2 ) +A2ZAA + A = 6234 K2 — 3%,k V)
+(7(A) 1y + 41 A3 + 62Xk + ATk — k2AF — A%k W,
(6 UK Ky + 217K K2+A KK )V3

+ (l K1K2K3)V4 (4.7)
olur. (4.7) esitligine A operatorii uygulanirsa
A = {3V + LV + LV + {L Vs + (R roksky Vs (4.8)

elde edilir  Benzer sekilde her bir adimda bulunan esitliklere A operatori

uygulanmaya devam edilirse
wom={ o (v (v (T v @9
i=1

seklindedir. AH ve A*H vektorlerinin hesaplandig: gibi, h; = Ax! esitligi kullanilarak
A"H, 1 < i < n— 2 vektorleri de hesaplanabilir. Boylece H, AH, A%H, ..., A" 2H

vektorlerinin vektorel carpimi alinirsa

n—2
Hx AH x A¥H x -+ x A"2H = AV, x (A%, V,) x (A3k;K,V;) x -+ x (;\"—1( Ki)Vn_l)

_ nn=1) n—1_.n—3
=12 (Kl Ky ...Kn_z)V1 XVy X xV, _4

veya

[\)

n—.

Hox AH X APH % - x AT2H = A5 ”( 1 l)vl XVyx-xV,_, (4.10)

i=1
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elde edilir Burada x; # 0,i = 2,3,...,n — 2 kabul edelim. Bu durumda (4.10)
esitliginin sag tarafi sifirdan farkh bir vektor olacagindan {H, AH, A*H, ..., A" ?H}
kiimesi lineer bagimsizdir. O halde (4.10) esitliginden

2 o oo n_2
v = H x AH x A“H x x A"*H “4.11)

HHXA%XAZHX'..XAH_Z%H

bulunur. Burada V, vektoriiniin H, AH, A*H, ..., A" >H vektorlerine dik oldugu
acikti.  Bu ise {H,AH,A*H,...,A"?H,V,} kiimesinin lineer bagimsiz olmasi
demektir. O halde H,AH,A*H,...,A"3H ve V, vektorlerinin vektdrel carpimi

kullanilarak
HXAH X A*H X« x A"3H XV,

HHxAHxAsz---xAn—37-[><VnH

Vn—l == (4‘. 12)

elde edilir Benzer sekilde, bulunan her Frenet vektorii ile geriye kalan Frenet

vektorleri 4 A
HXAHXA“H X - x A"H xV, XV, _
V, ,= LRASLLL= (4.13)
H”HxA”HxAZ”Hx---xA"—47-[><Vn><Vn_1
HXAHXA*H X x A" HxV, xV,_; XV _
V3= ! 2, (4.14)
H”HxA’HxAZ”Hx---xAn—57-[><Vn><Vn_1><Vn_2
HXAH X A*H XV, xV,_; XXV,
V, = no el S (4.15)
HHxA’HxAszanVn_lx---xV5
V=V, XV, ; XV, _,xX--xV,xV,xV; (4.16)

seklinde elde edilir =~ BoOylece arakesit egrisinin biitiin Frenet vektorleri elde
edildiginden, arakesit egrisinin biitiin egrilikleri hesaplanabilir.

(4.6) ve (4.16) esitliklerinin i¢ carpimi alinirsa
(824, V5) = ((A(X) + 2227 = 23K2)V, + (320K, + A%k IV, + (23K, )V, V)
= A3K,K,

yazilir. Buradan arakesit egrisinin ikinci egriligi

1
A3k,

Ky

(A*H, V) (4.17)
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olarak bulunur. (4.7) ve (4.15) esitliklerinin i¢ carpimi alinirsa

(8%, V) =((A(X) + 422027 + 220" — 6222’k — 32wy, IV + (7(A0) 1y + 4K, 230"
+6A°A K, — Atk —K3A% — 7L4K1K§)V2 + (6%31’K1K2 + 224K Ky + 7&4K1K’2)V3
+ (A4K1K2K3)V4,V4>
olup,
(ABH,V4> = A%k KoK
elde edilir. Buradan arakesit egrisinin ticiincii egriligi

_ 1
KK,

K3

(A%, v,) (4.18)

olarak bulunur. Benzer sekilde devam edilirse arakesit egrisinin egrilikleri

—_

Ki=—————(A"H, V), i=2,3,.,n—1 (4.19)
Ai+1(1_[Kj)
j=1

seklinde bulunur.

4.2 Dejenere Durumlar

Yukaridaki boliimde arakesit egrisinin Frenet vektOrleri bulunurken (4.5) ve
(4.11)-(@.16) denklemlerinde x; # 0, i = 1,2,...,n — 2 kabul edilmistir. Eger
baz1 egrilikler sifirsa bu formiiller Frenet vektorlerini ve egrilikleri elde etmek icin

kullanilamaz. Bu boliimde egriliklerin sifir olma durumu incelenecektir.

Bir arakesit noktasinda x; = 0 ise (4.5)) denklemi ile V, Frenet vektorii tanimlanamaz.

Eger k, = 0 ise arakesit egrisi bir dogrudur, yani Frenet catisi taniml degildir.

K, egriliginin bir P arakesit noktasinda sifir oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.2)
denkleminden
AH =2AAV,

olup, bu H(P) ve AH(P) vektorlerinin lineer bagimli olmasi demektir. Bunun yani

sira k; = 0 olmasi durumunda
A = (A(2) + 2227 )V, + (A% )V,

yazilir. A, ' ve V, bilindiginden, (A*#,V, ) i¢ carpimiile A” ve ( A>H, A*} ) i¢ carpimu
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ile ) bulunur. Eger x| # 0 ise V, elde edilebilir. Eger x; =« =0 ise
A = (A(X) +42227 + 2227 )V, + (A4 v,

111

yazilir. Bu esitlikten A" ve «7 elde edilebilir. Eger ' # 0 ise V, elde edilir. Bu durum

genellestirilirse, eger P noktasinda x; =k, = = K(lr_z) =0ve K(lr_l) # 0 ise

A"H =V + (A KTV,

yazilir. Burada n katsayis1 A ve A’nin r-yinci dereceye kadar tiirevlerinden olusur.
Boylece A™H kullanilarak V, bulunur.

Benzer sekilde x,, £ = 2,3,...,n — 2 egriliklerinin P noktasinda sifir oldugunu kabul
edelim (Eger k, = 0 ise arakesit egrisi £-boyutlu altuzayda yatar yani Frenet catisi
taniml degildir.)

S={H,A"H,ATINH ATFH, CATTISHY, =12, <y < <Jis

kiimesini goz 6ntine alalim. S kiimesini P noktasinda lineer bagimsiz yapan j;’nin ilk

degeri, siraswyla, s;, i = 1,2, ...,n — 3 olsun. Bu durumda Frenet vektorleri

r HXATH X ATUVH x - x ATPn3H
n=
H’]—[ X ATH X ATH1H X+« X AT +sn3H

2

HXATH X AT x e x AT x V)

Vn—l =
HH X ATH x ATH51H X -0 X ATt X Vn

Vo=V, xV,_; XV, _,X--- XV, xV, xV,;
ile bulunur. Arakesit egrisinin egrilikleri icin asagidaki durumlar gecerlidir:
i. Eger s; = 1ves;,;, =s;+1,1 =1,2,..,n—4 ise K,, Kg,...,K,_o egrilikleri
P noktasinda sifir olmaz. Bu durumda bu egrilikler, sirasiyla, (Ar“H,Vg),

(A’””’H,V4>,...,<Ar+“_3H,Vn_1> ic carpimlan ile hesaplamir. «k,_; egriligi
<Ar+”_2H,Vn> i¢c carpimui ile hesaplanir.
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ii. Egers;>1,i=1,2,...,n—4 ise bu durumda P noktasindaki egrilikler

=k =-=k"?=0 ve kU"V#o0,
ky=ki=---=kP»? =0 ve kV#o,
kpo=k ,=--=k"2P=0 ve kb7V#£0

seklindedir.
Yukaridaki incelemeyi 6zel bir durum icin érnekle aciklarsak, E® Oklid uzayinda
kK1 =0,k]#0, Ky=xk,=0,k)#0, Kk3#0, Kks#0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

A2 = (A() + 2227 )V, + (A% )V,

AH = (V3 + (o )Vo + (425K Vs

AH = (Vo (Vs + (Vs + (1547 ks )V

8 = (V4 (Vo (Vo b (Ve (362 e, Vs

olacagindan Frenet vektorleri

Vv, = /131;{ ,1 {22 —(A(2)" + 2227 )v, }
v, = Hox APH x ASH x AH x A7H
HxAszA5HxA6HxA7HH
V.= H x A2H x ASH x ASH x Vg
H x AZH x ASH x ASH x Vg
V= H x A*H x ASH x Vg x Vs
H X A2H x ASH X Vg X Vg

V; =V xVy; xV, xV, xV,;

esitliklerinden bulunur. Sifirdan farkl egrilikler ise

1

1

A6
H,V. _
< 4> 4= 36A8K KK

(A7H,V5)
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ile bulunur. Son egrilik icin

1
70A9K Ky K3K,

(ABH, V)

yazilabilir.

4.3 Kapal1 Formda Verilen Hiperyiizeylerin Arakesit Problemleri

Arakesit egrisinin Frenet vektorlerinin ve egriliklerinin yiliksek boyutlarda
hesaplanmasi zordur. Bu nedenle yukarida verdigimiz yontemi uygulamak icin
bir algoritma iiretilmis ve s6z konusu algoritma icin bir pseudo kod Ek-A kisminda

verilmistir.

4.3.1 E*’te Kapali Formda Verilen U¢ Hiperyiizeyin Arakesit Problemi

E* uzayinda

fl(xl’x25x35X4):xf+X§+X§+Xi—2:O’
2) 2
f3(x1:x2:x3;x4) =x]+x5—x,=0
11 /2 1)

272 27
noktasindaki Frenet elemanlar1 Aléssio [[22] tarafindan farkli bir yontem kullanilarak

denklemleriyle verilen hiperyilizeylerin arakesit egrisinin P = (

verilmistir. Bu boliimde, bu hiperyiizeylerin arakesit egrisinin Frenet elemanlari

yukarida verilen metotla yeniden bulunacaktir.

Verilen hiperyiizeylerin normal vektor alanlari, sirasiyla,
Vi =(2x1,2%5,2%3,2x,4),  Vfy=(2x1,2x5,2x5,—2x,), Vfy=(2x;—1,2x,,0,0)
olup, bu hiperyiizeylerin P noktasinda enine kesistigi kolayca gortilebilir. O halde
H=Vf xVf,xVfy= (— 16x9X3X,, 16X, X3, — 8X3X4, 8X9Xy, O)
ve hy =—16x,X3X,, hy = 16x,x3x, — 8x3X,, hy = 8x,x,, h, = 0 bulunur. Boylece
H(P)=(—4+2,0,4,0)

olup,



yani A(P) = £4+/3 bulunur. A(P) = 4+/3 alalim. Bu durumda

Vl(P):)(,—P): ?,O,?;

#(P) (_@ ﬁo)

olarak bulunur.

4
Z d
i=1 i

operatorii uygulanirsa

AH = A — 16x)x3x, — 163X, x, — 16x,x3x), 16X X3, + 16X, x5x4 + 16X, X3X

— 8x,x} — 83X}, 8x}x, + 8x,x},0)
veya

A% :( . 16X3X4h2 - 16XZX4h3 4 16X2X3h4, 16X3X4h1 + 16X1X4h3 + 16X1X3h4
— 8x,4h; — 8x3hy, 8x,4h, + 8x,hy, 0)

esitlikte yerlerine yazilirsa

AH =(—256x;x2x2 + 128x2x2 — 128x2x?
128x1x3x4—64x3x4, )

2,2 2 2
X5, —256x,x5x; + 128x1x,x; — 64x,x},

ve
AH(P)=(—32,—64,0,0)

olarak bulunur. A(P)A’(P) = (AH(P),Vl(P» oldugundan

<(—32,—64,0,0),(—?,O,§,0)> /s
2(P) = _8v2

443 3

olarak bulunur. Buradan arakesit egrisinin birinci egriligi

1 (P) = ——/(an(P), a%(P)) - (A(P)1(P))’

22(P)
1 8v2 2+/39
=(4@2J<(_32,_64,o,0),(_32,-64,0,0» GG )) B
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olarak hesaplanir. Ayrica

vz(P)=mm%@)—x@)x@)vmm)

olup, bulunan degerler yerine yazilirsa

v,(P)= ;[(—32, —64,0,0) —4«/5(8‘/5)( — ?,0, @,o)]

224/39 3 3
(4v3) ==

veya

v(p)—(—‘/3_9_2‘/3_9 V78 0)
A 397 397 39’

olarak elde edilir. AH esitligine A operatorii uygulanirsa

A*H = A —256x]

2,2 /.2 2 / /.2 2 /
125X — 512x1x3x5x5 — 51231 x5x,4X, + 256X 5x5 X, + 256X5X,X,

2 2 2.2 2 2

— 256x,X5X; — 256X XX}, —256X,X3x; — 512X,X3X,X; — 512X,X5 XX,
2 2 2

+128x X, x5 + 128, x,x5 + 2561 XXX, — 64X, X; — 128X,X,X),

+ 1287 x3x2 + 128, x5x2 + 256, X324, — 64x5x% — 128x3%,X),0)
veya

A*H =(—256x2x2h; — 512, x5x2hs — 512x1x2x 4Ry + 256x5x2hs + 256x2x4h,,
— 256, Xhy — 25635 x4h,, —256x2 xRy — 512X,x3x My — 512x,x5 x,4h,,
+128x,x2 Ry + 128x,x2h, + 256X, x5X 40, — 64x2hy — 128X,x4hy,
+128x3x2h; + 128x,x2hs + 256, X3 4h, — 64x2hs — 128x334h,,0)

elde edilir. hy, hy, hs, h, degerleri yerlerine yazilip diizenlenirse

APH =(4O96x2x3x2 + 4096x2x§x2 - 8192x1x2x3x2, 512x3x2 — 2048x1x3x2
2048x3x —4096x,x3x) — 6144x3x5x, 4+ 2048x2x3x7, 512X,

—2048x,x2x2 + 1024, x,x2,0)

olup,
A*H(P) = (512+v2,—768v2,—512,0)

bulunur.
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A*H esitligine A operatérii uygulanirsa

APH = A(4096x,x5x3 + 4096, x3 + 12288, x3x2x, + 4096x

+12288x,Xx5x5x5 + 12288, x5 3, x;, — 8192x) X3

veya

AP =(4096x5x3h, + 40963,33hy + 12288,x3x2h, + 4096x 3 x3

2

— 8192x, x5 X3x; —8192x,X,x,x5 — 24576XX,X3X,

— 6144x,x3X; X, + 6144x2x;x] SxIx,

— 12288, x5x}x; — 122885, x3x2x, — 12288x,X,x3X]

3%4 474

— 6144x2x}x) — 18432x5x3x2x,, + 4096, X x3X]

Xy,
+512x5x7 + 15360x5X; X, — 2048x" x3x; — 2048x, x;X

2xix; + 6144x3x2x; —4096x] x5 x

/
2

+2048x7x5x] + 6144x3 x3x2x,, —512x,x] — 1536x,X;X),

17374 4740
— 2048x,x5 x5 — 4096, X3x5X; — 6144x,x2x2 X,
+ 1024 x5 + 1024, x;x3 + 30721 X, X3 X, 0)

+12288x,x5x hy + 12288x,x5x7hy — 8192, X3 x5 R,
— 8192x,x3X hy —8192x, XX Mg — 24576 X5 X3 Xy,
+512x7hs + 1536x3x  hy — 2048x3x R, — 2048x, X h;

— 6144x,x3X h, + 6144x3x My + 6144x3x7h, — 40963 x3h,

— 12288, x5x hy — 12288x, x5 x;hy — 12288x,x3xhy

— 6144x2x;hy — 18432x2x3x;h, + 4096, x3x h;

4

+2048x7x hy + 6144x7 x3x 0y, —512x h, — 1536x,X5h,

4
— 2048x2x.hy —4096x,x3x hy — 6144x,x2x2h,

+1024%x,x3hy + 1024, X3y + 3072x,x,x2hy, 0)

olup, h;, h,, hs, h, degerleri yerlerine yazilirsa P noktasinda

APH(P) = (28672,2048,—6144+/2,0)

olarak elde edilir.

Simdi arakesit egrisinin Frenet vektorlerini hesaplayalim.

28

hy

3,.3
X3X4

3
4



H(P), AH(P ), Az’H(P) vektorlerinin vektorel carpimi alinirsa

e; e, e; e,
—44/2 0 4 0
H(P) x AH(P) x A?H(P) = a9 ea 0 o

512v/2 —768v2 —512 0
veya
H(P) x AH(P) x A?H(P) = (0,0,0,—98304+2)
olup, ||#(P) x AH(P) x A?H(P)|| = 983042 bulunur. Bdylece

_ H(P) x AH(P) x A2H(P)
HH(P) x AH(P) x AzH(P)H

v4(P)

esitligi kullanilirsa
v,(P)=(0,0,0,—1)

bulunur. Son olarak
V;(P) =V,(P) x V,(P) x V,(P)

esitligi kullanilirsa

24/13 V13 2426
Vi(P)=| - , ,— ,0
13 ° 13 13

elde edilir. Boylece arakesit egrisinin ikinci egriligi

KE(P)=m<m(P),v3(P»
esitliginden
o(p) =222

olarak bulunur. Arakesit egrisinin ticiincii egriligi ise

) = e e e V)

esitliginden
K3(P) =0

olarak bulunur. Elde edilen sonuclarin [[22]]'de verilenlerle ayni oldugu goriilmektedir.
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4.3.2 [E°’da Kapali Formda Verilen Bes Hiperyiizeyin Arakesit Problemi

E® uzayinda

f1(51, 3, X3, X4, X5, X6 ) = x5 — x?=0
f2(x1, Xy, X3, X4, x5,x6) =x3—x;=0
f5(%1, X5, X3, %4, X5, X6 ) = x4 —xF =0
f4(x1, Xg, X3, X4, x5,x6) = X5 — xf =0
fs(xl, Xg, X3, X4, x5,x6) = X¢— x? =0

ile verilen hiperylizeylerin arakesit egrisinin P = (1,1,1,1,1, 1) noktasindaki Frenet

elemanlarini bulalim. Verilen hiperyiizeylerin normal vektor alanlari, sirasiyla,

Vv, =(—2x,1,0,0,0,0)
Vf, =(—3x%0,1,0,0,0)
Vf; =(—4x3,0,0,1,0,0)
Vf, =(—5x},0,0,0,1,0)
Vfs =(—6x3,0,0,0,0,1)

olup,
H=Vf x VfyxVfyx VfxVfs=(1,2x;,3x%4x>,5x?,6x?)

bulunur. Boylece
H(P)=(1,2,3,4,5,6)
olup,
22 =(H,H) = 2*(P) = (H(P),H(P)) =91

yani A(P) = £++/91 bulunur. A(P) = +/91 alalim. Bu durumda arakesit egrisinin birim
teget vektori

V(P)_H(P)_ V91 2491 3v91 4v91 5V91 6v91
s L 91’ 91 91 91 91 91

6
olarak bulunur. H = (1,2x1,3xf,4xf,5xf,6xf) esitligine A = AL = Zhi—

operatorii uygulanirsa

AH = A(O, 2x",6x,x7, 12xfx1, 20xfx1, 30x;‘x1)

= (0,2hy, 6x,hy, 12x%hy, 20x3hy, 30x 7 h; )
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veya h;,i =1,2,...,6 degerleri yerine yazilirsa
AH =(0,2,6x,,12x%,20x3,30x})

bulunur. Buradan
AH(P)=(0,2,6,12,20,30)
50 _ 16491

olur. Boylece A'(P) = 13 x,(P) = 1183 'C

v(p)= [ 25Y9T 37491 9¥9T 11/9T 5491 4591
AT\ T 7728 T 728 T 1827 364 ° 728 728

olarak elde edilir.

AH = (0,2,6x;,12x2,20x3,30x7) esitligine A operatérii uygulanirsa

A*H = 2(0,0,6x],24x,x],60x2x],120x3x!)

17712

= (0,0,6h,,24x,hy,60x2h;, 120x>h; )
olup,
A*H =(0,0,6,24x,,60x?,120x>)

bulunur. Bu durumda
A?H(P) =(0,0,6,24,60,120)

olarak elde edilir A?*H = (0,0,6,24x1,60xf,120x'i”) esitligine A operatorii

uygulanirsa

A*H = 2(0,0,0,24x7,120x, ], 360x%x" )
=(0,0,0,24h,,120x,h;, 360x2h, )

olup,
A*H =(0,0,0,24,120x,,360x?)

elde edilir. Buradan
A3H(P)=(0,0,0,24,120,360)

olarak bulunur. A3H = (O, 0,0,24,120x,, 360xf) esitligine A operatorii uygulanirsa

A*H = 2(0,0,0,0,120x}, 720x,x)
=(0,0,0,0,120h,, 720x;h,)
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olup,
A*H =(0,0,0,0, 120, 720x; )

bulunur. Buradan
A*#H(P)=(0,0,0,0,120,720)

elde edilir. A*H = (O, 0,0,0,120, 720x1) esitligine A operatorii uygulanirsa

ASH = 2(0,0,0,0,0,720x})
=(0,0,0,0,0,720h,)

olup,
ASH(P) =(0,0,0,0,0,720)

bulunur.

Simdi Frenet vektdrlerini hesaplayalim. #(P), AH(P), A?H(P), A*H(P), A*H(P)

vektorlerinin vektorel carpimi alinarak

_ H(P) x AH(P) x AH(P) x AH(P) x A*H(P)
4 HH(P) x AH(P) x A2H(P) x A3H(P) x A4H(P)H

Ve(P)

yazilir.
e, e, e; e, e €
1 2 3 4 5 6
0 2 6 12 20 30

P) x AH(P) x A2H(P) x A3H(P) x A*H(P) =

H(P)x AH(P) x A*H(P) x A™H(P) x A*H(P) 0 0 6 24 60 120
0 0 0 24 120 360
0 0 0 0 120 720

olup,
H(P) x AH(P) x --- x A*H(P) = (207360, 518400, 691200, —518400, 207360, —34560)

ve

V(P) = —;9213(6,—15,20,—15,6,—1)

bulunur. H(P), AH(P), A*H(P), A*H(P) ve Vy(P) vektérlerinin vektorel garpimi
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kullanilirsa
_ H(P) x AH(P) x A?H(P) x A*H(P) x V4(P)
HH(P) x AH(P) x A2H(P) x A3H(P) x V6(P)H

V5(P)

olup,

(P)_1/1729«/71( 1849 2315 5 575 12901 461)
(P) = _ 2 _

1729 71 12°12° 6 3° 84 ° 12

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse
_ H(P) x AH(P) x A’H(P) x V¢(P) x V5(P)
H’H(P) x AH(P) x A2H(P) x V4(P) x VS(P)H

V()

esitliginden

v,(p)= LB 17 4 8 #
ST 1729 4°4°2°7 4’4

bulunur. Buradan
V3(P) = Vg(P) x V5(P) x V,(P) x V,(P) x V,(P)

ve

v,(p) = _ 47V13 35V13 V13 1913 35v/13 3713
s\ 312 > 312 78 156 ° 312 > 312

elde edilir. Boylece arakesit egrisinin ikinci egriligi

) = e A ) (P))
esitliginden
(P) =247
olarak bulunur. Arakesit egrisinin ticiincii egriligi
ra(P) = M(P)Klgp)@(],)<A3H(P),v4<P)>
esitliginden

=—0.1417073

co(P) = — /134913302208 /1588543488
’ 17579304288
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olarak bulunur. Arakesit egrisinin dérdiincti egriligi

ko(P) = As(p)Kl(p)lxz(p)Kg(p)<A“7*(P)’V5(P)>

esitliginden

v/914/332208+4/1102425292800

144557457408 = 012590906
elde edilir. Son olarak arakesit egrisinin beginci egrilii icin
)= ) HO )
olup,
<o(P) = v/91/1588543488 _ .t

4031664
olarak elde edilir.

4.3.3 E3’de Kapali Formda Verilen Yedi Hiperyiizeyin Arakesit Problemi

E8 uzayinda

fl X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg

f

=3X — Xg — X *—x,=0,

X1, Xo5 X3, Xy, X5, Xg, X7, Xg 3X2_2X6 X _O

~

3\ X1, X, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg ) =Xg3 —

( )
( x;)
( x;)
4(x Xy X3, X4y X5, Xgy X7y X 8)
( xs)
( xs)
( )

~

~

5 x XZ,XBJ X4, x55 x61 x7} 8 x6 x3 - 0

fe

f7 X1, X2, X3, Xq, X5, Xg, X7, Xg

2
X1, X9, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg 4x2 _X8_3x4 - O

x —4x3+3x;,=0

hiperyiizeylerin arakesit egrisinin P = (1,1,1,1,1,1,1,1) noktasindaki Frenet
elemanlarini bulalim. Verilen hiperyiizeylerin normal vektor alanlari, sirasiyla,

, =(—4x%,-1,0,0,0,3,0,—1)
»=(0,3,0,0,0,—2,—2x,,0)

» =(—3x%0,1,0,0,0,0,0)

4 =(0,0,4x5,0,—3,0,1,0)
st =(0,0,—1,0,0,1,0,0)
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Vfs =(0,8x,,0,—3,0,0,0,—1)
V£, =(3,0,—4,0,3x%,0,0,0)

olup, H=Vf; x Vfy, x Vf; x Vf, x Vfs x Vfe x Vf, esitliginden

H = (—27x2,54x, — 54x2x2 — 216x2x, + 216x2x;3x2x;, —81x%x2, 18, + 63x2x?
— 36xfx§ + 144x,x, — 72xfx7 — 576xfx2x7 - 144xfx2x§ + 72xfx3x§x7
+ 576X X,x3X2X,, 27 —108x2, —81x2x2, 324x5x2x2 — 324x7 4+ 81,108x} x?

—189x2x2 — 54x, + 216x7x, — 216xfx3x§x7)
bulunur. Boylece
#(P)=(—27,0,—81,45,—81,—81,81,—135)

olup,
i 22 =(H,H) = 2*(P) = (H(P), H(P)) = 47223

yani A(P) = +9+/583 bulunur. A(P) = 94/583 alalim. Bu durumda

H(P) 1
v,(P) = = ~3,0,-9,5,-9,—9,9,—15
i(P) A(P) Jsss( )

8
olarak bulunur. H vektoriine A = 7&% = Z h;—— operatorii uygulanirsa
X

i=1 i

AH = /1( — 54x5x;, 54x;, — 108x, X x2 — 108x2x5x, — 432, X%, — 216x7 X7,
+ 432, X3x2x7 + 2167 x5 X2 X, + 432X2 X35 X 5 x7 + 216x7 x5 X2 X7,
—162x,x)x2 — 162x2x5x,, 18x, + 126x, X, x2 + 126X X5,
—108x7x]x2 —72x3 x5 X} + 144x,x, + 144x,x] — 144x, X, X, — 72X7 X))
— 1152, %] X5, — 576x2x5X; — 576X7X,x7, — 288x, X x,x7 — 144x2x) X2
— 288x2x,xs5X; + 144x, X, x3x23, + 72x2x X2 X7 + 144x2 x3x5X, X7
+ 72x3x3x 27 + 1152 X1 x5 X3X 27 + 576x7 x4 X3x 2%, + 576x7x, X, x 2%,
+ 1152x2x,X3x5X, X7 + 576X2x,X3 X2 X, 216X, X7, —162X, X' X7
—162x2x5x7, 324x,x2x2 4+ 648x 3, X x2 + 648x3x7 x5 X, —648x, X7,
+324x2x) x2 + 2165 x5x, — 378X, x) x2 — 378x2x5x, — 54x7, 4+ 432x, X x;

2./ ry. .2 2,/ .2 2 / 2, 120/
+ 216x7x, — 432X X] X3X X7 — 216X7 X, X2X; — 432X X3X5X X7 216x1x3x5x7)
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veya

AH =( — 54xshs, 54h, — 108x,x2h; — 108x2xshs — 432x,x,h, —216x7h;

+ 432x1x3x§x7h1 + 216xfx§x7h3 + 432xfx3x5x7h5 + 216xfx3x§h7,
—162x,x2h; —162x7xshs, 18R, + 126x,x2h; + 126x7xshs

—108x2x2hy — 72x3x5hs + 144x;h, + 144x,h, — 144x,x,h, — 72x2h,

— 1152, X,x,h — 576x2x,hy — 576x7x,h, — 288x;x,x2hy — 144x2x2h,
—288x2x,xshs + 144, x3x2x,hy + 72x3x2x,hs + 144x7x5X5xhs

+ 72x2x3x2R; + 1152 X,X3X2 xRy + 576X x3x2x,hy + 576x2x,x2 x5y
+ 1152x3X,X3X5X 75 + 576X x,x3x 20, —216x, by, —162x, xR,

- 162xfx5h5, 324xfx§h3 + 648x3x1x§h1 + 648x3xfx5h5 — 648x,h,,
+324x3x2h; + 216x3 xshs — 378x,x2h; — 378x2x5hs — 54h; + 432x,x,h,

0 216xfh7 — 432x1x3x§x7h1 - 216xfx§x7h3 — 432xfx3x5x7h5 — 216xfx3x§h7)

elde edilir. Burada h;, hy, hs, hy, hs, he, h,, hg degerleri yerlerine yazilirsa

AH =(5832xfx5 —1458xs, 69984)(?r — 34992xf — 2916xfx5 + 2916x1x§r + 11664Jc;‘x5

+ 69984xx2x} + 11664x,x2x; + 34992x7x5x2 — 139968x 7 x3x2 — 174967 x 2 x;
+ 11664x2x3x5x; — 11664x, X3x 3%, — 466567 x3x5X, + 4374, 4374x,x]
+17496x7 x5 — 4374x2x5,11664x, — 11664x? + 23328x] + 7776x7 — 93312x7x,
+186624x 7 x, + 3402x2 x5 — 1944x7 x5 — 3402x, X7 — 13608x 7 x5 + 7776x> x5
+2916x7x7 —62208x7x2 + 7776x}x3 + 124416x]x? + 23328x x5 x]

— 7776x3x5X5 + 77761 X,x7 4+ 31104x 7 x,x5 + 3888x;x2x, + 11664x2 x5}

— 46656x 7 x5x2 — 15552x7x2x; + 62208x 7 x2x; — 5832x x]x,
+186624x; x5 x 7 +62208x7x3x2x2 — 248832x x3x2x7 + 3888x7x3x5x;

— 3888x;x3X7x; — 15552x 7 x3X5x; + 124416x 7 x2x2x2 + 93312x7x,x5x7

— 373248x 7 x,x3x2 — 46656 x,x 7 x; — 62208x 7 x3x 3 x; + 31104x2x,X5x5X;

— 31104, X5x3X 3 x; — 124416 x,x5x5X; + 1458, 5832x,x2,4374x, X}

+ 174967 x5 — 4374x2 x5, 17496, x2 — 26244x ] xF — 17496 x3x}

— 69984x 71 x5x5 + 17496x2 x53x5, 34992x% — 69984x T — 10206x7 x5 + 5832x3 x5
+10206x, x7 + 40824x7 x5 —23328x> x5 — 8748x7x} — 69984x x2x]

— 11664x,x2x; —34992x2x3x2 + 139968x7x5x2 + 17496x; xx;
—11664x7x3X5x; + 11664x,X3X 72X, + 46656 X3x5x; — 4374)
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olup,
AH(P) = (4374,—36450,17496,—118098, 5832, 17496, —78732, 62694)

ve

29111
A’( P) __ 91114
583
olarak bulunur. Arakesit egrisinin birinci egriligi

x,(P) =2.531929

olarak hesaplanir. Buradan

vz(P)=mm%@)—x@mp)vmp»

olup, bulunan degerler yerine yazilirsa

V,(P) =(—0.076176,—0.304854,—0.191948,—0.799795, —0.289501,—0.191948,
—0.320206,—0.039448)

olarak elde edilir. AH vektoriine A operatori uygulanirsa

AN = A(ssszxfx; — 1458x, + 11664x,x5x],279936x> x| — 69984x, x| —2916x7x]
+11664x7x, +2916x7x! +46656x°x5x] + 11664x,x2x, + 11664x,x2x/,
+11664x2x,x; + 34992x2x2x; — 139968x7x2x; — 17496x T x i x]

— 5832, X5x] + 279936x> x2xix! + 279936x x2x3x] + 69984x, x5x2X]
+69984x7x5x5x, + 11664x2x3x5x, + 11664x7 X3x,X, + 11664x7x5X,x,

— 2799367 x3x5x, — 11664, x3x7x] — 11664x, x2x,x5 — 11664x5x 3 x,x!

— 46656 x3X5x, — 46656 X3x,X, — 46656 x5X,x] —559872x> x3Xx2X]
+139968x x3x7x; — 69984x3x 3 x,x] —69984x 7T x2x,x] + 23328x1x5X,X]

— 186624x3 x3X5x7X; — 466561 X3x2x7X} + 23328, X3x5X,x",4374x ]
+34992x> x5 + 17496, x2x, + 174967} x, — 4374x7x] + 34992x3 x5X]

— 8748x,x5x7,15552x,x] — 23328x,x; —93312x7x; +93312x>x]
+186624x 7 x,, + 3402x2x] — 1944x3x, — 13608x7x, —3402x3x] + 7776x x|
+11664x,, + 746496x> x,x; — 5832x2x5x, — 7776x3x,X, — 7776x3x5X)
—54432x3x5x] + 5832x, x4 x] — 124416, x3x] + 38880x 7 x5x! + 7776x, X2
+7776x,x2x7 + 31104x 7 x,x] + 31104x 7 x5x, — 13608, x2x, + 3888x,x2x,

+3888x2x,x] — 1244163 x,x,, + 248832x]x,x] + 11664x7x2x; + 31104x x x|
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+497664x7 x2x; — 466567 x2x; + 11664x7x3x], — 15552x7x2x] + 31104x7 x3x]

1X7%4 1X5X3 1X5X5 1X5%Xy
+62208x 7 x2x] — 5832x xx], — 186624x, x,x] + 6804x, X5x; +93312x7 x2x7x!

4.2 4 2.2.2 4.2.3 4,22
+186624x] xgxsx; +62208x; x5x7x; + 93312x1x3x5xg — 24883»2)(1)(5367)(:’3

+23328x,x3x7x] + 124416x3x,x5x], + 31104, x,x2x] — 31104x; x2x,x]
+23328x7x3x5x; + 31104x,x,x2x, + 31104x, x2x,X; + 31104x,Xx2X,x]

+ 3888x2x3x5x7, + 3888x7x3x,x, + 3888x7x5x,x5 —93312x 7} x5x5x]

— 3888x;x3x7x] —3888x,x3x,x] — 3888x5x7x,x] —31104x2 x5, X,

—15552x 7 x3x5x, — 15552x x50, %, — 15552x x50, + 1244167 x5 %,
+93312x2x,x 27 + 93312x2x5x 27 — 186624x7 x5 x2 X — 373248x x,x 2 x,

— 373248x x3x2x), + 248832x 3 x2x,x] + 466567 x5x 3 x; — 23328x7x 3 x;x]
—46656x7x,x2x] —46656x7 x3x,x], —62208x 7} x5x7x], —62208x X} x,x,
—23328x7x2x,x, — 15552 X,X5X] + 77761 X53;x + 186624x, X,x3x2x]

+ 186624x7x,x3X5 X, + 31104x7X,x3X5 X7, + 31104x7 XX 53X ,x, + 31104x7 X, x5X X,

+ 31104x7x3X5x,X} — 62208x7 X3X5x,X] — 746496 T x,x3X5x, — 31104, X5 X5x 7,

— 31104x, x5 X3 x0,x5 — 31104x, X3 X3 30,5 — 3110453 X 3 x0,x] — 1244167 x5 X3 X5 X))

— 1244167 x,x30,X, — 124416 x,x5, X5 — 124416 x3x5,X}, — 15552, X532 x7 X,
+497664x3 x2x3x2x] +497664x T x2xx2x] — 1492992X7 X, x3x2X ] + 124416Xx3x7 X2 X]
+ 373248x x5005x 2 X} — 1866247 x5 Fx,x] — 248832x7 x3xdx, X7 + 124416x7 x3x5Xx2 X,
+ 124416x7x3x2x,x], — 186624 x,x 2 x, X, —497664x x3x5Xx2x] — 248832x X33 x, X,
—497664x 7 x3x2x,X] 4+ 7776X1X3X5X;X] + 62208, X,X5X, X5 + 746496X° X, x5 x4 X!

— 9953283 x5x2x2x! + 746496 x,x3x2 X, + 248832x 7 x5 x i x2x], + 248832x x2xx,x]
— 497664x7 X,x3x5X ;X — 124416, X, X3 XX, + 62208 X, X3X5X7X], 5832x2x]
+11664x,x5x,,4374xix" + 34992x>x5x] + 17496, x] X[ + 17496x X, —4374x7 X
+34992x> x5 x! — 8748x,x5x], +17496x2x! — 17496, x 3 x, — 17496x3x 2 x]
—104976x3x2x; —104976x 7 x2x] + 34992x; x5x, — 1399683 x5x5x, — 69984x, x5x] X,
— 69984x 7 x3x} + 17496x7x3x, — 69984xTx5x], + 17496x7 x5x; — 1399683 X3x5X]

+ 34992, X3x5X],69984x, X] —279936x7 X, —10206x7x{ + 5832x7x] + 40824x7 x,

+10206x 7 x; —23328x°x] + 17496x2x5x] + 163296 x5x] — 17496, x7x!

—11664x,x7x, — 11664x2x,x; —34992x7x2x; +139968x 7 x2x; —34992x7x2x,
+17496x 7 x2x) — 20412, x5x; — 279936 x2x i x| —279936x x5 x3x, — 69984x, x5x2x!

—69984x2x3x5x; — 11664x7X3x5X], — 11664x7x5X,x] — 11664x2 x5, X,

+279936x x3x5X, + 11664x, X3x 37, + 11664, x 2 x,x] + 11664x3x7x,X]
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+ 466567 x3X5x7, + 466567 x3x,X] + 466567 Xx5x,x4 + 559872x 7 x5x2 X!
—139968x 7 x3x 7] +69984x>xix,x] +69984x T x3x,x] —23328x x5x,x
+186624x> x3x5X,x] + 46656, x3X2X;x} — 23328x1x3X5X,x; —116640x7 x5X]

+ 40824x1x§’xg)
elde edilir. A?# ifadesinde Ax; =h; olup, h;, 1 <i < 8 degerleri de yerlerine yazilirsa

A*H(P) = (— 669222, 4881384, —4251528, 16428744, —1102248, —4251528, 30705480,
—10235160)

olarak elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse

APH(P) = (136048896, 10747862784,1300967568,42428832264,221079456,
1300967568,—13723932384,—941 7134520)

AYH(P) = ( —36733201920,—15604723340640,—471792062160,—51434518075920,
—57395628000,—471792062160, 6797938180320, 15231651758640)

APH(P) = (11405659196160, 16935172364280960, 195259926456000,
35734922058021120, 18224259802560,195259926456000,
—3732254022830400, —16828306296595200)

ASH(P) = ( —4190835907249920,—17293015747443300480,—91512190789381440,
—15120699971695934400, —6644416354545600,—91512190789381440,
2256694842480557760, 17265102504128159040)

bulunur. Boylece arakesit egrisinin Frenet vektorleri

V;(P) =(—0.044724,0.111211,—0.047402, 0.384006, —0.107653, —0.047402,
—0.867912,—0.262325)

V,(P) =(0.016719,—-0.532090,—0.071656, 0.391040, —0.518604, —0.071656,
0.014984,0.533144)

V5(P) =(0.168504,0.599436,0.236113,—0.130629, —0.689316,0.236113,
0.045725,0.080444)

V¢(P) =(0.933373,0.030702,—0.242519,—0.002771,0.089831,—0.242519,
—0.038101,0.026665)

V,(P) =(0.277309,—0.501306, 0.449746,0.000137,—0.116126, 0.449746,
0.038620,—0.502264)
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ve

olup, egrilikler

olarak bulunur.

V(P)—(OOLOO—LOO
8 JJﬁ)?’ 1/5’,

K,(P) = —0.637406
k4(P) = —1.485822
k4(P) = —1.108791
xks(P) = —0.114099
Kke(P) =—0.024114
k,(P)=0
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E" °'DE PARAMETRIK DENKLEMLERLE VERILEN
HIPERYUZEYLERIN ARAKESIT PROBLEMI

Bu boliimde E" uzayinda parametrik denklemleriyle verilen n — 1 tane hiperyiizeyin
arakesit egrisinin Frenet vektorlerinin ve egriliklerinin nasil hesaplanabilecegi

gosterilmistir.

Burada elde edilen sonuglar da [|38] numarali makalemizde yayimlanmaistir.

5.1 Parametrik Formda Verilen Hiperyiizeylerin Enine Arakesit
Egrisi
E" Oklid uzayinda

R = Ri(uil,uiz,...,ui(n_l)), i=1,2,..,n—1

parametrik denklemleriyle verilen ve enine kesisen hiperylizeyler, sirasiyla,
Mi, M, ..., M, _; olsun. Bu durumda,

olmak tizere, M; hiperyiizeylerinin normal vektor alanlari, sirasiyla,

N;=R; xR, x---xR _, i=12,.,n—1
seklindedir.
E = N1 X N2 X oo X Nn_]_ == (L].’LZJ ceey Ln)
vektoriini tanimlayalim. Burada £ vektoriiniin L,, v = 1,2,...,n bilesenleri
hiperytizeylerin u;;,u;s, ..., Ujn_1), T = 1,2,...,n — 1 parametrelerine baghdir. Bu

hiperyiizeylerin ﬁ(s) arakesit egrisinin Vl(s) birim teget vektorii hiperyiizeylerin

normal vektorlerine dik olacagindan, normal vektorlerin vektorel ¢arpim vektoriine
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paralel olacaktir. O halde

L=EV, =8B =& (Riu/ + Rty +-+R_u/ )

n—1"i(n—1)

yazilabilir. £ = &V, esitliginden

g2=(L,L), V,=

| S

yazilir. Eu’ U =/{;;,1<1i,j <n—1 olarak gosterilirse

ij>

L=0R A+ LR 4+, R, i=1,2,...,n—1 (5.1)
yazilabilir.
d n—1 n—1 a
d=E5—= 0;i— (5.2)
ds ; 121: " Ouy;
operatoriinii tanimlayalim. & operatorii £ iizerine uygulanirsa
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
8L 8L
S ONIT0 2R 2p By
i=1 j=1 ul] i=1 j=1 i=1 j=1

elde edilir. "L, r =1,2,...,n— 2 vektorlerinin elde edilmesiicin ¢;;, 1 <i,j<n—1

l]’ —= —

bilinmeyenlerinin hesaplanma51 gerekmektedir.

Bunun icin oncelikle (5.1) esitliginde i = 1 alalim. Bu durumda
E == KllRi + EI2R§ +---+ El(n—l)erl_l
esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, le., 1 <j<n-—1ileic carpilirsa
(RLRI) + (B3, Ry )y + -+ Ry R ooy = (L,Ry)

(RLRG ) + (R Ry + -+ (Ri_, R Moy = (£,R;)

n—17°

(RLRL_ )y + (RS, Ry My + -+ (Rh LR My = (L,R)_))

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar matrisini
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C! ile gésterelim. O halde

detC! =

(RL,R}) (Rl_,.R})
(RL.R;) (Rl_.R;)
Ré’Ri—1> . <Rr11—1’ er1—1

— ||n? 1 12
= ||R1 XR, X e+ X Rn_1||

olup, (2.1)) esitliginden detC' # 0 bulunur. O halde Cramer metodu kullanilirsa,

sistemin ¢oziimd i¢in

(CR})  (RLR})

(CR;)  (RLR})

L, er1—1> <R§’ er1—1> T
detC?

(RLR})  (LR})

(RLE;) (LR

R%’R:l—1> (E’ er1—1> T

(
b=

{
by, =
el(n—l) =

det(C!
(RLR})  (RLR))
(RLR})  (RLR})

(Ri’ er1—1> <R;’ Ri—l) T

(c.

det(C?

veya C' matrisinin (k, j) kofaktérii C;; olmak iizere

f

1

=

1
£, = detCl £ <£’ Ri)%
1 n—1
{ £12 = detC1 P <£’ Rli>cli2
1 n—1
by = @;m R})

(5.3)



olarak bulunur.

Benzer sekilde (5.1)) esitliginde i = 2, 3, ..., n—1 alinir ve elde edilen esitlikler, sirasiyla,
Rj. ile i¢ carpilirsa, karsilik gelen lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii

n—1
1 oo -
;= o k; <£,Rk>Ck]., 1<i,j<n-—1 (5.4)

olarak bulunur. Béylece, k; #0, i =1,2,...,n— 2 kabul edilirse, bir 6nceki boliimde

gosterildigi gibi, arakesit egrisinin birinci egriligi

1 2
1= g (eL,9L)—(cE) (5.5)
ile bulunarak, Frenet vektorleri
Vv, = (eL—&&'V,) (5.6)
2 — §2K1 1) .

LXPLXPL X xDPT2L

V,=
H£><<I>£><<I>2£><---x<b”—2£

> (5.7)

LXPLXPILX - xD"3L XV,
Vn—1:

, (5.8)
H£><t1>£x<1>2£x---x<1>“—3£xvn

LXPLXPLX - x®L XV, xV,_,;

Vn—2:
H£><CI>£><Q>2£><---><<I>n—4£><Vn><Vn_1

) (5.9)

LXPLXPLX - xO"LXV xV, _ xV, _,

V, 3= , (5.10)
Hﬁx@ﬁxqﬂﬁx xS L XV, XV, XV, _,
LXOPLXDP?LXV, XV, X x Vs
V, = , (5.11)
H£><<I>£><<I>2£><Vn XV, XXV
V3=V, XV, _; XV, _,Xx--xV,xV, xV; (5.12)
ile bulunabilir. Diger egrilikler ise
1 ; .
K, = +_1(<I>l£,vi+1>, i=2,3,..,n—1 (5.13)
§i+1(n,<j)
j=1
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seklinde bulunur.

Egriliklerin herhangi bir noktada sifir olmasi durumunda 4.2 boéliimiinde verilen

durumlar burada da gecerlidir.

5.2 T8 ’de Parametrik Formda Verilen Yedi Hiperyiizeyin Arakesit
Problemi

4.3.3 boliimiinde kapali formda verilen hiperyiizeyleri

u s +3uy

7
R U7y, Uy, —4 > Ugg; Uys, Uyg, Ugy, u73)

1 4

R (u11,Ulzau13au14:u15:u16,u17) (ullzulzau13:u14au15:u165u17:3u16 U u12)

2Uy¢ + u

2 _ 26 27

R (u21: Ugg, Upg, Usg, Ups, Usg, u27) = (uzp > Ugs, Ugg, Ugs, Upe, Ugy, uzz)
3 _4

R (u31,u32,u33,u34,u35,u36,u37) a (u31: Uszz, U 31: u33,u34,u35,u36,u37)
4 il 2

R (u41,u42,u43,u44,u45,u46,u47) = (u41, Uy, Usgs Ugg, Uss, Uggs SlUys — 2u43,u47)
5 _

R (u51,u52,u53,u54,u55,u56,u57) = (u51, Us, u53,u54,u55,u53,u56,u57)
6 -

R (u61:u62:u63:u647u657u66’u67) ~ (uél) Ueo, Ups> Upas uss:u66:u67:4u62 3“64)

U7y, Uzg, Uys, Ugs, Ugs, Ugg, Ugy

parametrik denklemleri ile yeniden g6z oniine alalim. Bu hiperyiizeylerin arakesit
egrisinin
P=(1,1,1,1,1,1,1,1) =R(1,1,1,1,1,1,1), 1<i<7,

noktasindaki Frenet elemanlarini 5.1 boliimiinde verilen metotla bulalim.

R} =(1,0,0,0,0,0,0,—4u,)

R} =(0,1,0,0,0,0,0,—1)
R} =(0,0,1,0,0,0,0,0) N, = R! xRl x Rl x Rl x Rl x Rl x Rl
1 =R xRy xRy xR, xR, xR xR,
R, =(0,0,0,1,0,0,0,0) =
N, =(—4u?,-1,0,0,0,3,0,—1)
R! =(0,0,0,0,1,0,0,0)
=(0,0,0,0,0,1,0,3)
R1 (0,0,0,0,0,0,1,0)
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=(
(
=
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
= (
(
(
(
(
(
(
(

(
(
=(
(
(
(
(

1,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,1
0,0,1,0,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,1,0,0,0

0,

[\J(JOI[\J

0,

1,0,3u2,
0,1,0,0,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,1,0,0,0
0,0,0,0,0,1,0,0
0,0,0,0,0,0,1,0
0,0,0,0,0,0,0, 1

1,0,0,0,0,0,0,0
0,1,0,0,0,0,0,0

0,0,1,0,0,0,—4u,3,0)

0,0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,1,0,3,0
0,0,0,0,0,1,0,0
0,0,0,0,0,0,0, 1

1,0,0,0,0,0,0,0
0,1,0,0,0,0,0,0
0,0,1,0,0,1,0,0
0,0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,1,0,0,0
0,0,0,0,0,0,1,0
0,0,0,0,0,0,0, 1

)
)
)
)

)

,0,0,0,1,0,0)

2.,0,0,0,0,1,0)

0,0,0,0,0)

)
)
)
)
)
)

)
)

)
)
)
)

)
)
)
)
)
)
)

N2=R§xR§xR§xR2xR2xR§xR§

=(0,1,0,0,0,5, —% 0)

—n3 3 3 3 3 3 3
N; =R} xR X Ry xR, x R; xR X R
N, =(—3u?,0,1,0,0,0,0,0)

31’

N, =R} xR} xR} x R} x R} x R{ x R}
N, = (0,0, 4u,,,0,—3,0,1,0)

N5 =R} xRS xR xR, xR} x R? X R
N; =(0,0,1,0,0,—1,0,0)
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=(1,0,0,0,0,0,0,0)
=(0,1,0,0,0,0,0,8ug,)
(0,0,1,0,0,0,0,0)
(0,0,0,1,0,0,0,—3) =
(

(

(

Ns = RS x R§ x R§ x R§ x RS x RS x RS
N, = (0, 8u,,0,—3,0,0,0,—1)

0,0,0,0,1,0,0,0)
0,0,0,0,0,1,0,0)
0,0,0,0,0,0,1,0)

= (1,0 ,0,0,0,0,0)
=(0,1,0,0,0,0,0,0)
:(00000001) N, =R} xR} xR’ xR} xRl xR! xR’
:(00010000) E_ 4 32,
N,=(-=,0,1,0,——2,0,0,0)
:(0,0, 7501000) 4
=(0,0,0,0,0,1,0,0)
=(0,0,0,0,0,0,1,0)
oldugundan
L =N; x N, x N3 x N, x Ng x Ng x N,
9, 9 27 3
:( Zuis’ §(u27 uZ uz,) — 18uyyul) + 181y Ul Uygtils, — 2 u§1u§5,§ —3ud u’,
21
+7 —ud Ul + 129Uy — 6UyyUs, — 48Uyl Ugy — 1203 Ugylu2, + 6lipyUs UysUd
9 27 27
+ 48uyu’ u43u62u75,2—9u§1, 2 —ud Ul 27Ul Ut — 27U, + — 7 ,9ud u?,

9 63,

bulunur. Boylece

£(P) = (_ 21 Oy_zy E:_z)_z) g)_ﬁ)
A R N

olup,
&= (£,L) = £¥(P) = (£(P), £(P)) = 212
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yani § (P) = ﬂ:¥ bulunur. & (P) = ¥ alalim. Bu durumda arakesit egrisinin
birim teget vektoru
c(p) 1
V,(P)=——F=—=(-3,0,—-9,5,—9,—9,9,—15
1(P) g(P) V583 ( )

olarak bulunur. £ vektorine

7
Vol
. 2.0,

i=1 j=1

operatorii uygulanirsa

9
L = E( u75u75, E 9u31u31 - 9u31u75u 18u27u31 361,135,
+ 18u27 31u43u + 36Uy;Us U u43u + 18u27u31 43 75 + 36u27u u43u75u75,
27 27, 61’ , 21
u31u31u75 u u75u75,— 9”11”11“75 Uy Uyslys + u31u31u75
2 2 2 2
21
+?u Uysllls + 12U, Ugy + 12uy5Uy, — 6u27 51— 12uy;uz Uy, — 48U, u 31u62
/ 2 / /
— 96Uy,U3 U, Uy —48u27u Ug —24u31u31u62u 12u u62u75

Ugsliog + 12Uy Ug UG UygUile + OllyyUS U U2

2
24u3, UgyUzsUse + 6U 314375

27 31

+ 1209 U2 Uygliysil + 48U U5 UggligrUil, + 96Uy Us U UysUsyUoe

27431
+48u27u31u43u62u75+48u27u u43u62 75+96u27u u43u62u75u75, 18u31u31,

27 , 27

2 /
2 Usq U Use — 2 u u75u75,27u43 3 75+54u43u31u31 75+54u43u 1U7sUoe
9, 63 , 63
2
54u31u31,27u11 1 75+18u u75u75 2u27 2u31u31u75 2u u75u75
/
+18u27 31+?>6u27u31u 18u27 31u43u 36u27u31u31u43u 18u27u31u43u75
2 /

- 36u27u31u43u75u75)

olup, &u’ u;; 1<i,j <7yazilirsa

l]’
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9 9
§u75€75, Ly — 9”31“ 631 9u§1u75€75 - 18u§1€27 —36uy;us {5

+ 18u31u43u75£27 + 36u27u31u43u a1+ 18u27u31 75643 + 36u27u31u43u75£75,

27 27 3
2u31u 331 X 2u75€75,§€27 11 75511 6u§1u75£75

21 21

oL=(—

2 2
- 48u31u62/€27 - 96U27uB1u62€31 - 48u27u31£62 24u31u62u 631 12u31 75662
- 24u31u62u75£75 + 6u31U43u75£27 + 12uZ7u?’1U43u75£31 + 6u27u31 75[43
+ 12u27u31u43u75£75 + 48u31u43u62u75€27 + 96u27u31u43u62u L3

27 27

> u31u 31— > u75€75,27u 643 + 54u43u31u s + 54u43u§1u75€75

9 63 63
611 + 18111111751{75 5627 2 ?u31u§5€31 - ?u§1u75€75

31775

2 2 2
+ 18u 1£a7 + 36Uyyusy €3 — 18us ussus lyy — 36Uy Us Uy lsy — 18u27u31 75643

- 36“27“31 Uysllyst 75)
elde edilir.

(RLR;) (RyRj) (R;,Rj) (R,Rj) (R,Rj) (RGR;) (R..R)
(RLR;) (Ry,Ry) (Ry,R;) (RLRy) (Ry,R;) (RGRy) (RO,R;)
(RLR;) (Ry,R;) (R;,R;) (RiR3) (RGR;) (RGR;) (R;,R;)

detC' = (RL.R;) (Ry,R;) (Ry,R;) (RLR;) (R,R;) (RGR;) (R;.R;)
(RLRy) (Ry,R3) (R,R;) (RLR) (Ry,Rg) (RGR) (RO,R;)
(RLR) (Ry,Ri) (R;,R) (RiR) (RG,Ri) (RGRi) (R;,Rp)
(RLR;) (Ry,R;) (RpR;) (RLR;) (RR;) (RGR;) (R..R;)

olup,

detC! = ||R} x R x Ry xR; xRl xR} ><R1||
1g6
—16u11+11

bulunur. Boylece
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P N .

N~ T~ T

~— S S S S S —

P N N N

~— S S S S S —

~— ~— ~— ~— ~— ~—— ~——

o~ T~ o~~~ o~
e EH AN HN A AN O N

(=R -~ A R - - 4

S S S S S S S

HMN A AN A AN AN M

=GN

~— ~— "~~~ ~——

~— ~— ~— " ~— ~—— ~——

detC?

bulunur.

9
Zugs

esitliginden £,; = —

N~ T~ T~ T~
N ANNANMANYT NN NSO NN

- - - - - - 1
AR AN AN AN AN AN AN
= - -

~— ~— ~— ~— ~— ~—— ~——

N~ T~ T~ T~
AN= ANANN AT AN NO NN

(== =R - - - - 4
O ND N0 NDNDNDND
= - -

~— ~— ~— " ~— ~—— ~——

N~ T~ T~
AN—= ANANMN AT AN NO NN

(== - - - - - 1

~— ~— " ~— ~—— ~——

N~ T~ T~
AN ANANMANT NN NSO AN

(== =R - - R - -4
ﬂ%ﬂ%ﬂ%ﬂ%ﬂ%ﬂ%ﬂ%

~— ~—— T~~~ ~—— ~——

N~ T~ T
N—= ANNANMAN T NN

- AN E T
YRR EEY

~— ~— " ~— ~—— ~——

NN

olup,

olarak elde edilir. Boylece

P N

N—= AN ANMANYT NN NSO NN
=< ~ [~ - -4
- - o -
AN O O O ANWO NWO N0 N\

NH NN NM NS NN N NN
~ [~ - - 4
a n e e e e o.
NI AN N N N DAL

212223242526272
e - N
NYaTaYTaNTaTaSTas |
e S-S

AN ANNANMANT NN NSO AN
=< (=B~ - -1
LS -~ - S S - LS
NN ANM AN ANMANN NN ANM

~ G

N~ T~ T~ T~
N ANNANMANT NN NSO NN

[ /B = A - A A A - A
AR I

~— ~— ~— "~~~ ~——

N~ T~~~
AN ANNANMANT NN NSO NN

[~ - - R - - A - 4
S

= - T
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2
esitliginden £,, = 27uyquj u2, —27u?, + ?7 bulunur. Benzer sekilde, (5.4) kullanilirsa

31 75
9,
€3 _Zu75
27 5 o
lys ?u31u75
9 9,
562:§u27 2u31 75 18u27u +18u27u u43u75
9 2
67522_9%1

bulunur. Bu degerler &£ vektoriinde yerine yazilirsa

81 81 81 81
&L = ( 5 u75u §u75, 486u§'1 — 243u§1 — ?u§1u75 + ?u31u;5 + 81u§'1u75

+ 486u? + 81uy Uz u? + 243u u43u 972u u43u

243 243
ER

31 43 75 75 31 75

3
u27u
2 75

2 4 4
+ 81uyyus Uygliys — 8lugyUs Uysllse — 324Us7 Uy Ugslys +

243 243 27
Tuglu75 — ?uglu%, 81lug, + 54u§7 — 81u§1 + 162u4 — ?ui’lu75

189 189 189
— 648u2, ug, + 1296u3, ug, + 3 —ul Uy — ?uglu;‘s 5 —ud uys — 43205 u3,

81
= 864u27u31 - —— 4 11 75 + 54u31 75 T 162u31 43U 75 + 27u27u31u 54u31u62u75

+ 54u31u62u + 216u31u62u75 + 54u11 31u75 108u,,u? u2. + 432u,,ut u

31 75 31 75
_4 81 2 —324u? 2
5 u27u31 75+ u u43u75—3 4u31u43u +43 u27 31u43u
4 2 4

4
— 108u27u31u43u75 + 216u27u31u62u + 864u27u,¢‘,1u43u75 432u27u 1Ugslg

- 324u27u31u62u75 + 648u u43u62u 2592u u43u62u + 216u27u31u43u62u75

81 81 243 243
— 216Uy Us) Ugglplns — 864Uy US Uygligyllys + O —ug U, 3 —ugul + 5 —u} uss
243, 243, 729, , 243 243

— — U, Uyg, —/—— Uz U — U, u
75 31
8 31 ’ 2 75 4 31775 2

243 243 567 243
+ 7u§1 + 486U}, ugul, — 486U, + Tugl + ?uglu;‘5 — Tufl 4o — 81y, Us U,
81 567 567 243 243
— 162u11 31u75 + ?ui’lu75 + Tuglu75 — Tuglu75 + Tu27u§1u‘;5 — Tuglu%uz

+ 81u27u31u43u — 486u’

243
2 2 2 4
21 43 75+486u 1UgsUse - U3 Ugglse + 324UyUy Uysliys

243
- 81”2711%1”43”75 - ?)

51
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olup, buradan

»L(P) = 243 2025 243 6561 81 243 2187 3483
8’ 8’27 8’2 2" 4’ 8

ve
48519

/ p)=—12""7
¢(P)=Tiee
elde edilir. Boylece arakesit egrisinin birinci egriligi

x,(P) =2.531929

olarak hesaplanir. Buradan

vz(P)=m(wm—g@)e@)w@»

esitliginde bulunan degerler yerine yazilirsa

V,(P) =(—0.076176,—0.304854,—0.191948,—0.799795,—0.289501, —0.191948,
—0.320206,—0.039448)

olarak elde edilir.

® L vektoriine & operatorii uygulanir ve benzer sekilde devam edilirse

w2o(py— [ 12393 22599 19683 76059 5103 19683 142155 47385
"2 s s T8 88 8 8
1003833 65476593 85293 1003833 5294727 14532615
®*L(P) = | 6561,518319, 65476593 85293 5294727 14
16 32 8 16 8 32
wio(p)_ [ 295245 2006780265 121345695 13220042715 7381125
B 2 32 7 64 64 32
| 121345695 874220445 3917605905
64 ’ 32 ’ 64
950(p) — (61115715 181489758705 4185097875 191480849505 390609135
IR 32 7 64 16 64
4185097875 79995156525 90172251675
64 ’ 64 ’ 16
gor(p)— [ 7485346485 _61774890501555 _ 653807947455 _ 108029692298925
B 64 ’ 128 ? 256 ’ 256 >
| 47470967325 653807947455 16122934116945 123350355110655
256 ’ 256 ’ 256 ’ 256
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261508830075 10530375797415465 56799072191475 3795915172816485

®’L(P) = (

64 ’ 256 ’ 512 ’ 256 ’
51871298805 56799072191475  443112829994565 10528682769878535
8 ’ 512 ’ 128 ’ 256

bulunur. Buradan arakesit egrisinin Frenet vektorleri, 4.3.3 boliimiinde bulundugu
gibi,

V;(P) =(—0.044724,0.111211,—0.047402, 0.384006, —0.107653,—0.047402,
—0.867912,—0.262325)

V,(P) =(0.016719,—0.532090,—0.071656, 0.391040, —0.518604,—0.071656,
0.014984,0.533144)

V5(P) =(0.168504,0.599436,0.236113,—0.130629, —0.689316,0.236113,
0.045725,0.080444)

V4(P) =(0.933373,0.030702, —0.242519, —0.002771,0.089831, —0.242519,
—0.038101,0.026665)

V,(P) =(0.277309,—0.501306,0.449746,0.000137,—0.116126, 0.449746,
0.038620,—0.502264)

1 1
Vq(P)=(0,0,—,0,0,———,0,0
8()(91‘/5771 \/E,’)

olarak elde edilir. Boylece egrilikler

K,(P) = —0.637406
k4(P) = —1.485822
k4(P) =—1.108791
Kks(P) = —0.114099
xke(P) = —0.024114
k,(P)=0

seklindedir.
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6

E" DE k KAPALI VE (n — k — 1) PARAMETRIK FORMDA
VERILEN HIPERYUZEYIN ARAKESIT PROBLEMI

Bu boliimde E" uzayinda kapali denklemleriyle verilen k tane ve parametrik
denklemleriyle verilen n — k — 1 tane hiperyiizeyin enine arakesit egrisinin Frenet
vektorleri ve egrilikleri hesaplanmistir. ~ Elde edilen sonuglar [[38] numarali

makalemizde yayimlanmaistir.

E" Oklid uzaymda f:(x;,x,,...,x,) = 0, i = 1,2,...,k kapali denklemleriyle verilen
hiperyiizeyler, sirasiyla, M; ve R/ = Rj(ujl,ujz,...,uj(n_l)), j=k+1,k+2,..,n—1
parametrik denklemleriyle verilen hiperylizeyler, sirasiyla, M; olsun. Bu durumda

M, hiperytiizeylerinin normal vektor alanlari
NiZVfi, i=1,2,...,k
ve M hiperylizeylerinin normal vektor alanlari

A/}:R{xRéx---ij

n—1>

j=k+1,k+2,..,n—1

seklindedir. Burada R/ = STW, k+1<j<n—1,1<r <n—1 seklindedir. Bu
Jr

hiperyiizeylerin birim hizli arakesit egrisi $(s) olsun.
Z:=Ny x Ny X+ X Np X Niyq X oo XNy = (21,29, 00, 2,)

vektoriinii tamimlayalim. Z vektoriintin z,, £ = 1,2,...,n bilesenleri x;,x,,...,X,
degiskenlerinin yani sira uj;, u;, ..., Uj,m1), ] = k+ 1,k + 2,...,n — 1 degigkenlerine
de baghdir. B(s) arakesit egrisinin V,(s) birim teget vektorii Z vektoriine paralel

olacagindan

Z=yV, =p =y(Riu), + Ry, + ...+ R ) 6.1)
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ve

zZ
¢2:<ZJZ>J VIZE
yazilabilir. Z =" oldugundan z, = x;, £ =1,2,...,n elde edilir. Ayrica Yu; :=
Njr>» 1 <1 <n—1 olarak yazilirsa

Z == T)J]R]l + T)12R12 +...+ nj(n—l)R]

oy k+1<j<n-—1

elde edilir.

n—1 n—1

A= =Degt D D im ©2)

i=1 j=k+1 r=1

operatoriinii tanimlayalim.

Arakesit egrisinin Frenet vektorlerinin ve egriliklerinin bulunabilmesi icin Q'Z,
v = 1,2,..,n — 2 vektorlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin de 7;,

katsayilarinin bulunmasi gerekir. Ancak, 6nceki boliimde oldugu gibi

n—1

@ (R '

= ZRJ>C] k+1<j<n—1, 1<r<n-—1
: > B Ckr SJ= » ISTS

det(J

T)jr

seklinde bulunabilir. Bu durumda arakesit egrisinin Frenet elemanlar1 (5.5])-(5.13)
esitliklerinde £, ® ve & yerine, sirasiyla, Z, Q2 ve 1) yazilarak elde edilen esitlikler

yardimiyla bulunabilir.

6.1 E* ’te ikisi Kapali ve Biri Parametrik Denklemlerle Verilen
Hiperyiizeylerin Arakesit Problemi

E* uzayinda 4.3.1 béliimiinde verilen hiperyiizeylerden ilk ikisini kapali denklemiyle

ve {iciinciisiinii de parametrik denklemiyle asagidaki sekilde yeniden gbéz Oniine

alalim.
fl(xl’XZJ X35X4) :X% + xg + .X'g + Xi —2= O’
fz(xpxz, X3,X4) ZXf + xg + x?% — xi = 0,
1 1 1 1 .
T V2 11 V2
Bu hiperyiizeylerin arakesit egrisinin P = Rl(E’ g, 1) — (5’ 5 g , 1)

noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim.
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Verilen hiperytizeyler icin

N, =Vf, = (le, 2x,,2x3, 2x4)
N2 :vfz = (2.)('1J 2x2, 2X3>_2X4)

. 1. 1
R1 = —ESIHUH,ECOSUHJOJO
R; =(0,0,1,0)
R =(0,0,0,1)

. ) ) 1 1 .

N; =R xR, xR; = 3 cosuy, 5 sinuy;,0,0

olup, Z =N; x N, x N, alimirsa

Z= ( — 4X3X4SiNU 1, 4X3X, COS Uy, —4X X4 COS Uy + 4X X, SINUY g, O) (6.3)
olarak elde edilir. Boylece
Z(P)=(—2+v2,0,2,0)

olup, y/(P) = 2+/3 alimirsa

bulunur. esitligine

d & 8 < 8
Q= — =  — _
11bds ;Zlax- ;nlfaul

1 r

operatorii uygulanirsa

QZ =p(—4x,x,sinuy; — 4x3x) sinuy; — 4x3x,U), COSUy,
+ 4x X COSUy; + 4X3X, COSUy — 4X3X 4L}, SiNUY,
— 4x X7, COSUy) — 4XyX}, COS Uy + 4XpX U}, SiNUY,

+ 44X sinuy, + 4x, X, sinuy, + 4x,x,4U), cosuy;,0)

veya
+ 4x 425 COSU;; + 4X324 COSU, — 4X3X4M11 SID U,

— 4042, COS Uy — 4X 92, COSU; + 4X9X 4117 SINU,

+ 4x,42; sinug; +4x,2,Sinuq; +4x,X,4mM;;, COSU; 1, O)
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elde edilir. Ayrica

RR)=1 (2R =20,
)=0  (Z,R])=—4x,x,cosuy; +4x,x,sinuy,
1

(2.R0) =0

esitlikleri
(Z.R;) (RLR) (R;,R;)
(Z.R;) (RLR;) (R;,R;)
(2,R;) (R,R;) (Ry,R;)

N =

detC!
esitliginde yerine yazilirsa
2X3X4 0 0
0 01
N = 1
4
olup, 1,; = 8x3x, bulunur. Boylece

degerleri de yerine yazilirsa

QZ = (8x,xZsin2uy; — 16x,x2 sin® 1y, — 32x2x2 cosuyy,
8x,x2sin2u;; — 16x,x2 cos?u;; —32x2x2sinu
144 11 274 11 34 11>

322,052 sinttyg — 16x3x2 + 321 X532 cOSUys, 0)
ve QZ(P) = (— 8,—16,0, O) elde edilir. QZ vektoriine Q operatorii uygulanirsa

Q2 Z = (256x3x3 sinuy; + 256x,X3x7 05> Uy — 256X X3, Sin2u;; + 128x,X5x7 €08 2uy
+ 323X 8in 2uy; Cos Uy + 64x5x] sin’ uyy, —256x5x7 cosuy, + 256x,x5x; sin2uy;
— 256, X35 Sin® uy; — 64x3x; cos® uy; + 128x X537 €08 2uy; — 32X3x, sinuy, sin 2uy;,
256,X5x osUy; — 64x2x] sin 2uy; + 128x,x,X sin®uy; + 64x,X; cosuy;

— 64,2 sinuy; — 12833, cos® uy; + 64x7x2 sin 2u;; — 256x,x2x; sinu;;, 0)

ve Q2Z(P) = (64v2,—-96v/2,—64,0) bulunur. Benzer sekilde Q?Z vektoriine
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operatorii uygulamirsa Q3 Z(P) elde edilir. Buradan Frenet vektorleri

V39 2439 V78
Va(P) =( - 39° 39 ° 39 .0)

241 13 2v2
W) =55~ 0

v,(P)=(0,0,0,—1)

olarak bulunur. Egrilikler ise

x1(P) I@,

Ky(P)=— @,
k3(P) =0

seklinde elde edilir.
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7

E" °DE PARAMETRIK FORMDA VERILEN IKi YUZEYIN
ARAKESIT PROBLEMI

Bu boliimde E" uzayinda parametrik formda verilen iki yiizeyin arakesit problemi
g6z Oniline alinmistir.  Arakesit egrisinin Frenet vektorlerinin ve egriliklerinin
hesaplanabilmesi i¢in egrinin yiiksek mertebeden tiirevlerine ihtiya¢ duyuldugundan,
oncelikle E" uzayinda parametrik bir yiizey {iizerindeki bir egrinin yiiksek
mertebeden tiirevlerinin nasil hesaplanabilecegi gosterilmistir.  Yiiksek boyutlu
uzayda bir egrinin yiiksek mertebeden tiirevlerinin Frenet catisina gore katsayilarinin
yorucu hesaplamalari, tretilen MATLAB program kodlariyla daha esnek bir
sekilde yapilabilmistir Daha sonra arakesit egrisinin Frenet elemanlarinin nasil

bulunabilecegi ifade edilmistir.
Bu boéliimde elde edilen sonuclar [39] numarali makalemizde yayimlanmaisgtir.

E™ uzayinda X (ul, uz) parametrik denklemiyle verilen yiizey {izerindeki bir a(s) egrisi

icin a(s) =X (ul(s), uz(s)) yazilabilir. Bu durumda

/
a'(s) = EXll . (7.1
11—1
" _
a’(s) = lel !+ Z Xyl U, 7.2)
11—1 ll 12—1
2
117 _ 77 12 / / / /
@ (S) o ZXll i +3 Z Xlllz iy z : Xi1i2i3ui1ui2ui3: (73)
11—1 i, 12—1 iq,io, i3:1
(4) — (4) u"u i
a¥(s) = ) Xu+4 ) Xjulul +3 ) X ulul (7.4)
=1 i1,i5=1 i1,ip=1
2 2
/i / / / /
+6 Z Xlllzlsullulzul + E Xi1i2i3i4ui1ui2ui3ui4
i1,ip,i3=1 iq,lp,ig,is=1
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olup,

X 9°X
" duy” 12 duy duy
23X 24X
X =—22 x = i\ iy is iy =1,2
314
1Rt Quy duy duy nehs e Quy duy duy duy T T T ’

seklindedir.

E™ uzayinda parametrik ylizey iizerindeki bir egrinin yiiksek mertebeden tiirevlerinin

nasil bulunabilecegi asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 7.1. E" uzayinda X (ul, uz) parametrik denklemiyle verilen bir yiizey S ve bu
ylizey tizerinde birim hizli bir egri a(s) =X (ul(s), uz(s)) olsun. Bu durumda a egrisinin

m-yinci mertebeden tiirevi

m —c 2 ) A c s, 1 (m—r1). (r1)
a = 1_2 k_,Xiluil + 201G 2 Xil; Uy

;=1 Ry r=1 i,i=1 Kiiy,.
< 2 1 (m=r1=1), (). (r1=rp+1)
m—r;— ry) (r1—rs
+ Z Cg. Z 4l Xi1i2i3ui1 uiz ui3 (75)
r.re=1 i1,0,03=1 Ryiy, s,
& ) 1 (m=r1=2) (1), (r5). ( +2)
M—"Tij r2), \r3) (ri—ry—r3
+ C4- Z , Xi1i2i3i4uil uiz uis ui4
r1,r,r3=1 U,lp,i3,04=1 MMiyly, 3y, Ly
- S 1 (m—r—(m=3)) _( +(m=3))
m—r;—(m— r—To—..—T'm_g+(m—
+ Z (Cm—l_ ) Z — Xiliz...im,luil el )
1572500 =2 =1 111251 =1 Niylgp iy,
2 1
/o /
- X.. . >
+Cm Z ml l1lz~--lmui1ui2“'uim’ mz2,
i1,l0,..0 i =1 .

AP

|
—
3 3
N

)

N

|

r1+2 l’l—r2+2)(r1—r2—r3+2)
T'l—T'2—T'3+2 ’

c - (T)(ml—l)(ml—Z)G), (her C,;, £ tane kombinasyon igerir)

3

ve C;, 1 < i < m katsayt kombinasyonlarinin belirlenisi asagidaki sekildedir:
( m )(r1+i—2) (rl—rz—...—ri_2+i—2)(r1—rz—...—ri_l+i—2)
m—r,—({i—2) ry ria r—ry—.—ri +i—2)
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a
(b) kombinasyonlarindaki her bir b terimi u; 'nin u(tl) ugz),ugg),ug“),ugS),...,ugtm)

kuvvetlerini temsil etmektedir. Bu terimler t, 2 ty, > ty > ... > t,, olacak sekilde

artmayan bir dizilimle olusturulmalidir. t; < 0, 1 < i < m olmast durumunda elde
edilen ilgili terimler toplama eklenmez (Ayrmtlll actklama Ek-B kisminda verilmi§tir).
kll’ kller ki1i2r1i3r2i4r3""’ ki1i2r1-~im—1rm,2

rilmistir. Burada her q! tamsayisindaki q tamsayist her bir kuvvetin tekrarlanma sayisini
ifade etmektedir.

katsayilarinin hesaplanist ise Tablo 7.1’ de goste-

Tablo 7.1 k; , k; katsayilarinin belirlenisi

(SRCTOE Ry SO TR £ TG FURE R S A1 P MO PN

ki1’ ki1i2r1: i1i2r1i3r2i4r35"" 1112r1 Im—1r,,_,
NG NI YN YN O G T
i Tl i3 Tl Tl Im
u(_tl)u(_fl)u(_fs)u(_f4)u(_f5)mu(_fm) 21
51 1y 13 lg lg L
ugl)ugl)u?)ugf)ugS)...ugri’") 2121
u(.tl)u(.tl)u(.tl)u(t“)u(.%)...u(.t'“) 31
i b i3 Tl Tl Lm
g () () (t2)y (12) - () 312!
ST T lm
u('tl)u(.tl)u(.tl)u(.tl)u(.tl)”'u(.tl) m!
i Ty i3 Ty s n

Ispat. Tiimevarim yontemiyle ispatlayalim.
Adim I: ([7.5) formiiliiniin m = 2 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda, r; =1

olacagindan
2\ & 1 2\(1) & 1
a’(s) :( ) —X; u’.’+( )( ) —X; U u
2 ilzz:l ki1 11 1 ll§1 klllz 112717 iy
1 1 1 1
k, ) k, k1 k121 k211
Xzzu
kzz1

yazilir. Tablo 1’de verilen kosullara gore ky = ky = 1, kyy, = kyp = kyy, = kpp =2
olup, bu degerler yerine yazilirsa (7.2)) esitliginde verildigi gibi

a’(s) —Xlu”+X2u +X11u Uy +Xpuius + Xoupu + Xopusll

- ZXH i + Z X1112 i 12

=1 i1,ip=1

bulunur. Boylece m = 2 icin formiil dogrudur.

Adim II: (7.5) formiiliiniin m i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
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Adim III: Simdi (7.5) formiliiniin m + 1 icin dogru oldugunu gosterelim.

esitliginden tiirev alinirsa,

2

)

il,lz—l

e
ri=1

2

+ ]

il,izzl

u(m)u + Z

11—1

1
—X;

(m+1) _—
o =C
! ki,

iyip

2

b

i1,ip,i3=1

1
o Xi1i2i3
Lilary

il i2 i1
L1l2r
2

2

i1,i2,i3,14=1

1
— X

i1lal3

,_
—

m
2

L1271 135y

S

ip,ig,i3=1
2
+ >
ip,ig,i3=1
2
2

i1,ip,i3=1

i1igy i3r,
1
iy ipis
i1i27, 131,
1
— X

i1lpl3

+

L) r i3 o

2

)

il’iz;---:im+
2

2

i1igemim=1

1
i m!
1
m!

+C,,

fll

+m

A

(m—r;+1) (r1)

iu
m+1

i1,ip=1

X u(m+1)

(m_rl)u(r1)u{
iy iy i3

.S

ll,lz—].

(.m—rl )u§r1+1)
I )

X.

i1lp

Lil2py

(m—r=1)_ (ry) (ri—ry+1)_
11121314 11 u12 u13 ul4
m—r —ry+1

g 1)u(r2)u(r1 ro+1)

51 ) 13
gm—rl—l)u(r2+1)u(.r1—r2+1)
51 ) 13
(m—r1—1)u(_rz)u(_r1—r2+2)

iy i i3

/0 /
LU, ..U
1

4

7 iy

inliz[u

(m—r+1) (rl)
lz

(m— rl)u(rﬁ'l)
2

+u

L

)

1
=1 Thlypy
1

i1,lp,i3=1

2

)

i1,lp,i3=1

2= i1igy, B3,
2] 1
Cs
ry,ry=1

Llor 13y

(m r1) (rl) /

—Xil ipl3 [u

(m—r1=1)_ (rp), (ri—ry+2)
Lilals iy

2

Loy

(m— rl)u(rz)u(rl r2+1)+u
iy i

)

12 13

(m—r;— 1)u5r2+1)u(r1—r2+1)
2

)

151 ) i3

) 13

2

2.

i1, eeimr1 =1

1
/ /
+Cp i Uy

iz...

Un+1

~
m+1
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elde edilir Burada r; € [1,[%]] olup, r/nin degerleri g6z oOniine alinirsa,

1,2,3,...,m+1 toplamlar asagidaki gibi ifade edilebilir:

2
m+1 1 (m+1)
(m + 1) Z k_-Xiluil

11:1 1

olarak yazilabilir.

2: C 2 _szufm) =3 (Cz > Xilizl:u(m ) g (me rl)u(rlﬂ)])

. 5] 5] 51 o
i1,ip=1 k ri=

toplamini a(;ahm.

i1,0=1 Riyiy,

 mtekise | 2] =" olup,

2
E (2) Z Xilizuflm) : ( ) Z Xl1lz gm)ug +( ) Z Xl112 flm 1) /;

i1,ip=1 i1,ip=1 i1,i3=1
2
m (m— 1) // (m 2) ///
+(m—2)_ Z Xilizull ( ) Z Xlllz i + -+
i1,ip=1 ) ip,ip=1 5
m (m—(252)+1) ('" 3) m (m—("52)) ((m 2)+1)
+(m—(’"7*3))v Z Xiyi Uy, u;, (m—(mT%))_ Z XUy, u;,
11,%:1 11,%:1
m (m—(21)+1) (m—l) (m—("51)) ((m—1)+1)
+(m—(T_l)). z Xlllzull L ( ) Z X’112 i ’ U,
i1,ip=1 ip,ip=1

olarak yazilir. Kombinasyon 6zellikleri kullanilirsa

2
(m+1) Z Xlllz fm)u/ +(m+1) Z Xlllz flm 1) /; (2+;) Z Xlllzuglm Z)M:;/

i1,i5=1 i1,ip=1 11,12—1
m+1 (m—(251)+1) (”1 1) m (m—(25)) (('” 1)+1)
+... +( —(5= 3)) Z Xl1lz i 12 ( —(=t ) Z 1X1112 i 12
i1,i=1 iy,ip=

elde edilir. Ayn1 zamanda bu toplam

(m+1) Z Xlllz Sm)u/ +(m+1) Z Xlllz Em 1) " (m+1) Z Xlllz Elm 2) /;/

i1,ip=1 i1,ip=1 11 ip=1
2 m—1 m—1 m—1 m—1
m+1 (m—("77)+1) ( 7) m+1 (m—(%32)) (( 7+
..ot (m—(”‘T’?')) ) Z 1 iy i) 12 +3 ( ) Z 1X1112 iy 12
11,1= i1,lp=

olarak da yazilabileceginden

175

2

2
: E m+1 1 (m—r;+1)_ (1)
“ ((m+ 1—T'1) Z k. . Xi1i2ui1 ui2

ri=1 l],izzl llerl

elde edilir.
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* miftise | 5| = 5 olup,

2 (1) 3 Ko™+ (1) 3 K™+ (1) 3 X

1112 i
11,12—1 i1,ip=1 i,ip=1
(m 1. n (m 2) 7z
( ) lelllz i u ( ) lelllz 5] + -+
i,ip= i1,ip=
2 m—2 m—2
m (m—(22)+1)  (%52) m n2)) ((—)+1)
+(m_(m74)) Z Xilizuil ’ ui2 ’ ( — ’"T ) Z Xlllz 11 12
11 ;=1 i1,ib=1
1 (m—(3)+1) ( ) (m—3) (5+1)
5( %) Z Xlllz iy 12 ( ) lemz i i ui22
ll’lZ_

i1,ip=1

olarak yazilir. Kombinasyon 6zellikleri kullanilirsa

(m+1) Z Xlllz (m)u/ +(m+1) Z X. (m 1) " (m+1) Z Xlllz (1m 2) /;/

1112 11

ll,lz—]. ) 11,12—1 11,12—1

m+1 (m—(252)) ((m 2)+1)

+.. +(m (5= 2)) Z Xlllzull 12
i,ip=
olup,

T me1 V> 1
. (m r+1) (1)
! (A P ey

r=1 174 i,=1 Thlay

elde edilir.

Benzer sekilde m sayisinin tek say1 veya cift say1 olma durumu incelenirse geriye kalan

toplamlar

N 9
I (0 GO I Tl e i)

ry,re=1 i1,ip,13=1 ki1i2r113r2

_ 2 1
mt (IO X K

111125 Slm+1=

olarak elde edilir. Buradan 1 +2+ 3+ ... + m+1 toplami istenen sonucu verir. [ |

7.1 [E"’de Parametrik Formda Verilen iki Yiizeyin Enine Arakesiti
E", n > 4, uzayinda

X(ul: uz) = (fl(ulauz):fz(ulauz): ---afn(ul»uz))

ve
Y(Wlawz) (81(W1’W2) gz(le Wz)’ oo gn(WbWz))
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parametrik denklemleriyle verilen ve enine kesisen regiiler yiizeyler, sirasiyla, S; ve
S, olsun. Boylece {Xul,Xuz} ve {YWI’YWZ} sistemleri, sirasiyla, S; ve S, yiizeylerinin
teget uzaylarini gerer. Bu ylizeylerin birim hizli arakesit egrisi a(s) olsun.

Teget vektorlerden olusan W = {Xul,Xuz, Wl,YWZ} kiimesini goz oOntine alalim.

Arakesit egrisi tizerindeki bir noktada asagidaki durumlardan biri gegerlidir:

i. Eger W kiimesindeki teget vektorler lineer bagimsiz ise a(s) arakesit egrisi bir

noktadan olusur.

ii. Eger W kiimesi arakesit noktasinda sadece iki lineer bagimsiz vektorden
olusuyorsa, bu durumda S, ve S, yiizeylerinin teget uzaylar1 bu noktada cakisir.

Bu sekilde olusan arakesit problemleri tegetsel arakesit olarak adlandirilir.

iii. Eger W kiimesi arakesit noktasinda ii¢ lineer bagimsiz vektorden olusuyorsa, bu
durumda §; ve S, yiizeylerinin teget uzaylar1 birbirinden farklidir. Bu sekilde

olusan arakesit problemleri enine arakesit olarak adlandirilir.

Bu boliimde ti¢lincli durumu yani yiizeylerin enine arakesitini inceleyecegiz.

Arakesit egrisinin bir P = X(ul(O), uz(O)) = Y(Wl(O),Wz(O)) noktasindaki Frenet

catisim {V,,V,,...,V, } ile gosterelim.

7.1.1 Teget Vektér (a')

V, teget vektoriiniin elde edilebilmesi icin S; ve S, yiizeylerinin normal uzaylarinin
bazlar1 bulunmalidir. S, yiizeyinin normal uzayinin bir bazini elde etmek igin
{Xul,Xuz} sistemi ile lineer bagimsiz olacak sekilde R" uzayimnin standart bazi
olan {e;,e,,...,e,} sisteminden n — 3 tane vektor secelim. {X,,X, ,e;,e,,...,e, 3}

sisteminin P noktasinda lineer bagimsiz oldugunu kabul edelim. P noktasinda

X —

N =X, XX, Xe xe;x..xXe,_s,
X _ X

N, =Xy, XXy, X N] xXe; X...Xe_y,

Ny =X, xX, xNf xNJxe x..xe,s, (7.6)
X _ X X X

N, Xy, XXy, X N7 X N3 X .. x N7,

vektorlerini tammlayalim.  (7.6) esitliklerinden {N},NJ,..,N* ,} sisteminin S,

ylizeyinin P noktasindaki normal uzayinin bir ortogonal bazi oldugu goriilmektedir.

Benzer sekilde {Y, ,Y,,,€;,€,,...,e, 3} sisteminin P noktasinda lineer bagimsiz

27
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oldugunu kabul ederek

N =Y, xY, xe xe;X..xe, s,
Y — Y

N, =Y, xY, xN; xe; X..xe,_,,
Y — Y Y

N, =Y, xY, xN; xN, xe; x...xe,_s, (7.7)
Y — Y Y Y

N,_, =Y, xY, xN; XN, x..xN .,

seklinde tanimlanirsa, (7.7) esitliklerinden {N},N},...,N” ,} sisteminin S, yiizeyinin
P noktasindaki normal uzayinin bir ortogonal bazi oldugu goriiliir.

— X X X Y Y Y
N = {N NS, N* ,N/,NY,. NV,

kiimesini goz 6niine alalim ve A kiimesi tarafindan gerilen alt uzayin boyutu d olsun.
Bu durumda d’nin degerinin n — 2, n — 1 veya n olabilecegi aciktir. d’nin alacagi
degerlere gore asagidaki arakesit tipleri mevcuttur:

a) Eger d = n ise P arakesit noktasi izole bir noktadir.

b) Eger d = n—2ise §; ve S, ylizeylerinin normal uzaylar1 P arakesit noktasinda

cakisir, yani arakesit, bir tegetsel arakesittir.

c¢) Eger d = n—1 ise P noktasinda enine arakesit vardir.

Biz enine arakesit durumunu goéz oOniine aldigimizdan, d = n — 1 oldugunu ve
{N},N5,..,N> ,,N/'}, £ € {1,2,..,n— 2} sisteminin P noktasinda lineer bagimsiz

oldugunu kabul edelim. V; L N;( ,1<j<n—2veV; L Nz oldugundan arakesit
egrisinin teget vektorii

X X X Y

N7 xNj x... XN, xN,

INY x N5 x ... x NX_, x NJ||

(7.8)

1

olarak elde edilir. Béylece V; = X, u) +X,, u, esitli§inin her iki tarafi, sirasiyla, X, ve

X,, ile i¢ carpilirsa

olup, (X,,X,, ) =E, (X,.,X,,)={(X.,X,,)=F, (X,,X,,)=G olmak iizere

(Vy,X,,) = Eu} + Fu
(Vl,Xu2> = Fu} + Gu,
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E F
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti F G‘ #0
oldugundan, denklem sistemi Cramer yontemi ile ¢oziiliirse
(Vi,X,) F
,_ViX,) G G(V1, X, )~ F(V1.X,,)
UL=——71—" = Uu}=
EG—F? EG—F?
E (V.,X,)
/ F <V1’Xu2> / E<V1’Xu2>_F<V1’XU1>
Uy="—"— —> U=
EG—F?2

EG—F2
elde edilir.

Benzer sekilde V; = Y,, w] +Y,, w;, esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, Y,, veY,, ileic
carpilirsa

<V1’ YW1> F <YW1’YW1 >W/1 + <Y Y >W
<V1’ YW2> = <YW1’YW2>W/1 + <Y Y, >W

olup, (¥,.%, )=e, (¥,.%,.)

w12 T Wy

<YW2’YW1>:f’ <Y Y,

(Vl, YW1> =eu| + fu)
(Vl, YW2> = fu) + gu,

lineer denklem sisteminin ¢6zimii

<V15Yw1> f
<V1’YW2> g g<V1:Yw>_f<V1:YW>
"i= eg —f? = ™= elg—f2 2
¢ <V1’YW1>
/ f <V1’YW2> / e<V1’YW2>_f<V1’YW1>
S amE . M e
seklinde elde edilir.
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7.1.2 Ikinci Mertebeden Tiirev (a”)

a” vektorl V; vektoriine dik oldugundan
a’ =A NS+ A,N) 4.+ A, N+ A, N/ (7.9)

yazilabilir. Burada A;, 1 < i < n— 1 katsayilarin1 bulmaliyiz. (7.9) esitliginin her iki

tarafl, sirasiyla, N, N3, ...,N* N} ile i¢ carpilirsa,

(NS, N+ (NSNS, 4+ (NF N, + (N NI, = (o, NT)

(NS, N+ (NS N, + o+ (NF N, + (NY N = (o, NS)

<N)1(’ N§—2>A1 + <N)2{’ Ni{—z)AZ oot <NX N);—z))”n—z + <N§’ N§—2>An—1 = <a”, Nﬁ—z)

n—2’
(NS,ND DA + (NS N, + o+ (NS NA, , + (NN, = (a”,N))

olup, {N%,N¥,...,N¥ _} sistemi ortogonal oldugundan

(NN A +(NG N2, = (@, N))

(N3, N3 )2, + (NY, N3 )2, 5 = (a”,N)
<N§—2’ N)rf—Z >An—2 + <N? ) N)n{—z >An—1 = <a”, Nﬁ—z)

(NI -+ NS Y - (N N YA (NN 2, = ()

elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti

(NLNY) 0 0 (N7, NY)
0 (NLNG) - 0 (N}, N;)
det A= : : : :
0 0 <N§—2’N§—2> (N}/ ’N§—2>
(NNF) (NNG) - (NG, NY) (NG, INY)

olup, (2.1) geregince
det A= ||N’1( XNy x -+« x NX_ x N?”2 #0

bulunur. O halde Cramer metodu ile ¢6ziim yapilirsa
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(@' Nf) 0o . 0 (N}, NY)

(o NJ) (NJ,NJ) - 0 (N7, N)

<a”, Nf—z > 0 T <N§—2’ fo—z > (N}/ > qu(—z >

L anN) (NGND) e (NLNG) (NN
e det A

(NLNY) (o NY) o 0 (N}, NY)

0 (a"Nj) - 0 (N7, N3)

0 (a”, Ni—z) o <N)rf—2’ Nﬁ—z) <N1}z] > N§—2>

L NGND) (o NG) o (ML Np) (NN
S det A

(NONY) 0 e (o N)) (NN

0o (NLN}) - (aN}) (N}.ND)

0 0o - ("N, (N/NL,)

L |NE) (NGN) e {atNT) (NN
n2 det A

NN) 0 0 ()

0 (NN} - 0 (o, NF)

0 0 e <N)rf—2’ Niz(—z > < a’, Nif—z >

L _[NLND) (NGLNE) e (NN (e
n—l det A

veya A matrisinin (j, i) kofaktorii A;; olmak tizere

1 Vi 3 / .
A= det A {(“ ’N§>A(n—1)i+;<a ’Nﬂflﬁ}, 1<i<n-—1, (7.10)
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olarak bulunur. Diger taraftan (7.2]) kullanilirsa

2 2
(", NY) = > (0, N Y+ 0 (X, N
=1 i1,ip=1
= > (X0 Nl ul (7.11)
i1,ip=1
ve
2
<a//’ N?) = Z(Yll’NY W// Z 1112’ sz
=1 i1,ip=1
2
= > (Yo, N )W w! (7.12)
i7,ip=1

elde edilir. (7.11) ve (7.12) esitliklerinin sag tarafi bilindiginden bu esitlikler (7.10)
esitliginde yerine yazilirsa A;,,1 < i < n— 1, katsayilar1 elde edilir. Boylece (7.9)

kullanilarak a” vektorii ve (7.2) esitligi kullanilarak da uf,ul,w},w; degerleri elde
edilir. Ayrica, Gram-Schmidt ortogonallestirme metodu kullanilarak

E,

E,=a’—(a",V})V;, V,= (7.13)
[|E, ||
yazilabilir. a” = k,V, oldugundan arakesit egrisinin birinci egriligi
ki = (a”,V,) (7.14)
ile elde edilir.
7.1.3 Ugiincii Mertebeden Tiirev (o)
Arakesit egrisinin ti¢lincli mertebeden tiirevi
= —k3V, + pNY 4+ Ny + o4 NS+, Ny (7.15)

olarak yazilabilir ~ Benzer sekilde, (7.15) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla,
NY,N5,...,N¥

sisteminin ¢ozimi

NY ile i¢ carpilirsa, u; katsayilarina baglh elde edilen lineer denklem

n—2°

n—2
U = {<a///,N?>A(H_1)i +Z<a///’Nj_(>Aji} , 1<i<n-—1 (7.16)

j=1

det A
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olarak bulunur. (7.3)) kullanilirsa,

2 2
1 N\X \ — X 11 X 7o X ;
(a ,NJ.)—E (Xi, N Ju” +3 E (X0 N U u, + E (X0 N Yl ] 0],
i1=1 i1,ip=1 i1,i9,13=1
2
— X "o
=3 E <X1112’N u; U + E Xiiyis» N ullulzul3 (7.17)
i1,ip=1 i1,i0,iz=1
ve
2
<a///,N?>:E<Yl,NYWW+3§: YH,NYWW+ E: Y,.. N WWW
1 12 1243
=1 i1,ip=1 iq,in,i3=1
2 2
J— /! / Y / / /
= Z iiy N Wilwl.2+ E <Yi1i2i3’N€)Wi1Wi2Wi3 (7.18)
=1 i1,iz,3=1

yazilabilir. (7.17) ve (7.18) esitliklerinin sag tarafi bilindiginden bu esitlikler (7.16)
esitliginde yerine yazilarak y;,1 <i < n—1, katsayﬂan elde edilir. Bu da ([7.15)

yardimiyla a”’ vektoriiniin bulunmasini saglar. Boylece esitligi kullanilarak

u,uy’, wl’, w’ elde edilir. Gram-Schmidt ortogonallegtlrme metodu kullanilirsa
11 1 " E3
3
elde edilir. O halde, k; # 0 ise arakesit egrisinin ikinci egriligi
a///, V
k, = (o, ¥3) (7.20)
ky
ile bulunur. Ayrica k| = (a”’,V2> olur.
7.1.4 Dérdiincii Mertebeden Tiirev (a®)
Arakesit egrisinin dordiincti mertebeden tiirevi i¢in
a® = =3k, K[V, + (=K + K — K k2) V, + (2K, ky + ko K)) Vs + ki ko ks V,
= =3k, KV, + NS +1,NS + ..+ 1, NS +n, N} (7.21)
yazilabilir. Ikinci ve {iciincii mertebeden tiirevlerde oldugu gibi
1 n—2
= 4 NY (4) X .
M= {(a NOYAq +].Z:1:<a N )Aﬁ} , 1<i<n—-1  (7.22)
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olarak bulunur. Diger taraftan (7.4) esitligi kullanilarak <a(4), N;( > ve (a(4), N?> elde
edilir. Béylece a® vektorii bulunurak, Gram-Schmidt ortogonallestirme metodu ile

E, = a®—(a®, V)V, = (a®, V)V, — (o, V3)v;, V= ||E4|| (7.23)
4

elde edilir. Eger k, # 0 ise arakesit egrisinin ticlincii egriligi igin

B <a(4)’v4>
ks = W (7.24)

olup, ki ve ki, degerleri, sirasiyla, (a(“),Vz) ve (a(4),V3> ic carpimlar1 yardimiyla
hesaplanir.

7.1.5 Yiiksek Mertebeden Tiirevler (a(m), m > 5)

Benzer sekilde, arakesit egrisinin m-yinci mertebeden tiirevi

a™ =dV, +d,V,+..+d, |V, | +kkyks...k, V,_
=d,V; +E N+ ENS +..4+ &, NS +&, N (7.25)

olarak yazilabilir. a™ vektériiniin hesaplanabilmesi icin &, 1 < i < n—1 ve d,

katsayilarinin bulunmasi gerekmektedir. £; katsayilari icin

n—2
£ = deiA {(a(m):Nz/)A(n—l)i + Z <a(m),N§(>AJ~i} , 1<i<n-—1 (7.26)
=1

yazilabilir. Burada (a(m),N;() ve (a(’"),Nw degerleri (7.5) esitligi kullanilarak elde
edilebilir.

Diger taraftan, m > 4 icin d;, d,, ..., d,,,_; katsayilari, arakesit egrisinin k; egrilikleriyle
bunlarin tiirevlerinden olusur. Ancak d; katsayisi icindeki egrilikler ve bunlarin
tlirevleri, daha once bulunan Frenet vektorleri ve mevcut tiirevler kullanilarak elde
edilebilir. Ornegin; a® tiirevi igin d, katsayis1 k{, k7, k!’ ve k/ tiirevlerini icerir. Burada
k! digindaki tiim tiirevler bulunabilmektedir. k! ise (a(®,V,) i¢ carpimindan elde
edilebilir. Yiiksek mertebeden tiirevler icin d,, d,, ..., d,,,_; katsayilarinin hesaplanmasi
zor oldugundan, bu katsayilar1 {ireten bir algoritmaya Ek-C’de yer verilmistir. Béylece

(7.25) esitligi kullanilarak a™, m > 5, vektorii bulunabilir. (7.5) esitligi kullanilarak
(m) ~(m) _ (m) _ (m

dau; ', uy ', wy, w, ) hesaplanir. Gram-Schmidt ortogonallestirme metodu ile
m—1 E
E,=a™—> (a™ V)V, V =—-"T- 5<m<n—1, (7.27)
Z< i IE,.]
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elde edilir. Son Frenet vektori ise
V, =V, xV, x...xV,_; (7.28)

esitligiyle bulunur. Boylece k; # 0, i > 3 kabul edilirse, arakesit egrisinin m-yinci
egriligi
(o™, Vi)

= Wl s <1 7.2
" kgko m=n (7.29)

ile hesaplanir.

Uyar1 Bu boliimde arakesit egrisinin egriliklerinin, arakesit noktasinda sifir olmadig1
kabul edilmistir. Arakesit noktasinda herhangi bir egriligin sifir olmasi durumunda
Frenet vektorleri Ye ve Maekawa [13]] tarafindan verilen algoritma takip edilerek

hesaplanabilir.

7.2 Parametrik Yiizeylerin Arakesit Problemleri

7.2.1 [E*’te Iki Yiizeyin Arakesiti

E* uzayinda

1

2 2 2 2
IRy 1) (ul(l +uituy), up(uy+u;—1),
1 2

X(ul, uZ) =
w(l+ud+ud), u,@d+ul— 1))
parametrik denklemiyle verilen §; Whitney kiiresi ve

Y(Wl, Wz) = (W1) WZ: W1W§, Wz)

parametrik denklemiyle verilen S, yilizeyi verilsin. Bu yiizeylerin (O, 0, 0,2)
noktasindan x, = O hiperdiizlemine perspektif izdiisiimii [40] Sekil 7.1’de

gosterilmistir.

~" P Noktasi

Sekil 7.1 S; ve S, kesisen yiizeylerinin izdiistimleri
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Bu yiizeylerin arakesit egrisinin P = X(l,O) = Y(l,O) = (1,0, 0,0) noktasindaki

Frenet vektorlerini ve egriliklerini bulalim.

2 2 2 2 4 2.,2 2
( Bui+u;+1  4(uy +uj)(u] +uiu; +uy)

SRR [1+ @2 +u22]’
3u+uj—1 B 4(u? + u)(u? + udud —u?)
1+ (i +u3)? [1 +(u§+u§)2]2
2u,u, 4(u? + u2)(wduy + u i + uyuy)
L+ +ud?  [+@+e
2u, 1y 4(u? + u)(Wdu, + uyud —ujuy)
1+ +ul) [1+ (2 +u22] )
B ( 2u,u, B 4(u? + u2)(uduy + uyu + uquy)
w1 + (uf +u3)? [1 +(u%+u%)2]2 ’
2u,u, 4(u? + u2)(uduy + uyul —uguy)
ORI [1+@2+uwe]
w+3ui+1 B 4(u? + uP) (Wil + ud + ud)
Th @+ [1r@ ]
w+3ui—1 4l +u))@lul +ul —ud)
1+ +udp [1+ @2 +u2)2] )
v,, =(1,0,w%,0)
Y, =(0,1,2w,w,,3uw2)

olup, P noktasindaki teget vektorleri

X, =(0,1,0,0), X, =(0,0,1,0)
Y, Y,

=(1,0,0,0), Y,,=(0,1,0,0)

olarak bulunur. {X, ,X, e;} sistemi lineer bagimsiz oldugundan (7.6) esitlikleri

kullanilarak
e, e, e; e,

=(0,0,0,—1) =—e,
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ve

e, e, e e,

01 0 0

X __ X — —

Ny =X, )Xy, xN{=| =(—-1,0,0,0) =—e,
00 0 -1

elde edilir. Benzer sekilde {Y,, ,Y,, ,e,} sistemi lineer bagimsiz oldugundan (7.7)
esitlikleri kullanilarak

e, e e e,

Y _ —
N; =Y, xY,, xe,=

ve

e, e, e e,

0 0 O
Y Y — —
N! =Y, xY, xN/= &Y =(0,0,0,—1) =—e,
0 01 0

olarak bulunur. O halde {N’,N5,N]} kiimesi P noktasinda lineer bagimsizdir, yani

d = 3'tiir. Boylece arakesit egrisinin P noktasindaki teget vektori

X X Y
N1><N2><N1

V: =
PTINF x NX x NY ||

(o, ~1,0, 0)

olarak elde edilir. Buradan V, = X, u} +X, u, ve V; =Y, w| +Y,, w, esitliklerinden
/

u; =—1,u, =0, w| =0, w, =—1 olarak bulunur.
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Verilen yiizeylerin ikinci mertebeden tiirevleri

)(ulul =

X =

Uy

(Zu? +12u] — 12w} + 12uu? — 24u; — 1603l — 12u3u?
[1+@2+ u§)2:|3
24u3u? + 2003 + 6uyud + 12uyus + 12uu? — 6u,
[1+@2+ u§)2:|3

2uf —12u7 — 12u3uf — 12u5us — 24u; — 16u3ul + 12uu]

J

[1+@2+ u§)2:|3
_24u?u§ —20u? + 6uqud — 12u u — 12u,u2 — 6u,
3
[1+@?+u2)]
6ubu, + 16usud + 20ubu, + 12utu] + 36utul — 24utu,
[1+@2+ u§)2:|3
N 12u%ul — 24ucu) — 12ulu, — 2uf) — 4ul — 4u + 2u,
[1+@2+ u§)2:|3
6ubu, + 16uSul — 20ubu, + 12utu] — 36utul — 24utu,
[1+@2+ u§)2:|3
12udu, — 1202u) — 24uud — 2uf + 4ul + 4ul + ZuZ)
3
[1+ @ +u2)]

J

>

(6u§u2 + 16uSu’ + 20ubu, + 12utu; + 36utul — 24utu,
[1+@2+ u§)2:|3
N 12uu) — 24uu} — 12uu, — 2u) — 4ul — 4ud + 2u,
[1+@2+ u§)2:|3
6ulu, + 16usul — 20ubu, + 12ufu; — 36utul — 24utu,
[1+@2+ u%)2:|3
12u3u, — 1202u — 24uud — 2u; + 4u) + 4u + 2u,
[1+@2+ u§)2:|3
—2uf —4u? + 12u8ud + 12uu? + 16u3us + 361U}
[1+ W2+ u§)2:|3
N 6u,us — 24uluZ — 4ud + 20u us — 24u uf — 6uyu + 2uy
[1+@2+ u§)2:|3
—2u + 4u + 12u8ud — 12uu? + 16u3us — 361U}
[1+@2+ u§)2:|3
N 6u us — 24uluZ + 4ud — 20u us — 24u uf + 6uyu + 2uy )

[1 + W+ u%)2:|3

2

5

b
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X, = (—Zu? —4u? + 12u3ud + 12u3ul + 16uiug + 36uul — 24udu’
[1+ w2 +u?)?]
6u us — 413 + 20u,us — 24u ul — 12u,u2 + 2u,
[1+@2+ u%)z]3
—2uf + 4u’ + 1203uf — 120303 + 16u3ul — 36w ul — 24uu’
[1+@2+ u%)z]3
4u3 + 6uyus — 20w us — 24uyuf + 12uyu2 + 2y,
[1+@2+ u%)z:l3
—6udu, —16ubul — 12ubu, — 12utul — 12utu + 12uiu; — 2403
[1+@2+ u%)z]3
2u5 — 12uu, + 12u) — 24u; — 20u; + 6u,
[1+ W+ u%)z]3
—6udu, —16ubu + 12ubu, — 12utu + 12utud — 120 — 240l
[1+@2+ u§)2:|3
12uu, + 2u — 12u) — 24u3 + 20u; + 6u2)

[1 + (3 + u%)z]3

5

+

b

+

b

Y., =(0,0,0,0)

Y., = (0,0,2w,,0)

Y, = (0,0,2w,,6w,)
olup, P noktasindaki degerleri
X, =(—3,-1,0,0), Y,.w, = (0,0,0,0)
X,., =(0,0,—1,1), Y,.w, = (0,0,0,0)
Xy, =(—1,1,0,0), Yy, = (0,0,2,0)

olarak bulunur. (7.9) esitligi kullanilarak

a” = AN} + A,N) + A;N]

yazilabilir. A;,1 < i < 3 katsayilarinin bulunabilmesi icin (7.10) ve (7.11) esitlikleri
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kullanilirsa

A, = <a//’ N)1(> — <XU1U1’ N}1(>(u/1)2 + 2‘<)(111112’ N)1(>u/1u/2 + < Upuy? >(u )2
(NN (N N)
A, = <a”’ N)2{> _ <XU1U1’ N‘;()(ull)z + 2<Xuluz’ N)Z( >u/1u/2 + <XU2U2’ N)Z(Xu/Z)z —3
gRCE (N5, M) B
7(, — <a”’ Ni/) — <YW1W1’ >(W )2 + 2< W1W2’N¥>W/1W/2 +< WoWy2 >(W )2
©(NDNY) (NT,NT)
elde edilir.

Bulunan A;,1 <i < 3 katsayilar1 yerine yazilirsa
_ X Y
a” =3N; + 2N,

yani a” = (— 3,0, 2,0) olarak elde edilir. Boylece (7.2) esitliginden P noktasinda
uj =1, u; =2, w/ =—-3vew, =0 bulunur. O halde arakesit egrisinin ikinci Frenet

vektori

E,=a’—(a", V)V,
(=3,0,2,0)—{(—3,0,2,0),(0,—1,0, o))(o,—1,0,o)

(—3,0,2,0)

olup,

V, = E, —( 3 0 2 0)
2 IRy Vi3’ /13

—
w

ve arakesit egrisinin birinci egriligi
k —(a”v>—<(—3 0,2,0) (—i 0, 0)>—¢13
1 — » Y2 — s Uy &y 1) » Yy ) -

olarak bulunur.

Benzer sekilde devam edilirse P noktasindaki {iclincii mertebeden tiirevler

X’-ll’-ll’-ll = (9’ 9’ O’ 0) YW1W1W1 = (0: O; O: 0)
X’-ll’-ll’-lz = (0’ 0’ 1’ 3) lewlw2 = (O: O, 03 0)
Xuluzuz = ( 1’ 3’ ) lewzwz = (Oa 0: 2; 0)
Xu2u2u2 = (0’ 0,-3, ) Yw2w2w2 = (O: 0,0, 6)

78



olarak bulunur. (7.15) esitligi kullanilarak

yazilir. u;, 1 <i < 3 katsayilarinin bulunabilmesi i¢in (7.16) esitligi kullanilirsa

2
<O£m, Nf) 3 Z <X1112’ N7 >u// u/ + Z <Xi1i2i3’ N)f >u;1 ugz ugs

Uy = _ i1,ir=1 i1,ip,i3=1 e
(NN (N5, NX>
2
— <a’/” N§> _ ° il»lzfl <Xlllz, NX>u//u/ i i, lzZl;;,—l <Xi1i213’ N, >ullulzu13 =0
Ha= <N)2(,N)2(> B <NX NX> -
< i NY> 3115:—1 YlllZ’NY W W +l1 lzzli—l 111213’N¥>W§1W§2W;3
—0

‘u, =
(NN (NY,NY)

bulunur. Bu degerler a” esitliginde yerine yazilirsa o’ = (0,13,0,—6) elde edilir.
(7.3) esitligi yardimiyla P noktasinda v}’ = 1, u)’ = —6, w{’ = 0, w)’ = 13 olarak
bulunur. Buradan (7.19) kullanilarak

E3 — a/// . <a///’v1 >V1 _ <a///’ V2 >V2
=(0,0,0,—6)

olup,

Vs = 0,0,0,—1
o ||E3|| = )

olarak bulunur. Arakesit egrisinin ikinci egriligi

) {a", V) ((0 13,0,-6),(0,0,0,—1)) 6
ok V13 V13

olarak hesaplanir. Ayrica k; = (a’”,V2> = 0 olarak bulunur. P noktasinda dérdiincii

mertebeden tiirevler

Xy, = (24,60,0,0), Yy wowiw, = (0,0,0,0)
Xy, = (0,0,12,0), Yy owiw, = (0,0,0,0)
X i, = (12,0,0,0), Y,y oo, = (050,0,0)
X uyugy = (0,0,0,—12), Yy, = (0,0,0,0)
X i, = (0,—12,0,0), Yy, = (0,0,0,0)
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olarak bulunur. (7.21)) denklemi kullanilarak

yazilir. 1;,1 <i < 3 katsayilarinin bulunabilmesi i¢in (7.22) denklemi kullanilirsa

(o, N) (a®,N;) (a®,N)

_ —0 =L 2l =1 1 j49
M) T ) T T W)

olarak hesaplanit. Bu katsayilar yerine yazilirsa a¥ = (69, 0,—140,0) olarak elde
edilir. Buradan (7.23) denklemi kullanilarak

E,=a® —(a®, v, )V, — (a®,V, )V, — (a®, vV, )V,

—56 —
_ 4’0’ 846’0
13 13

olup

2 3
V — (__) 0) T — 0)
4 Vi3’ V13
olarak bulunur. Buradan arakesit egrisinin ticiincii egriligi

(a®,v,) a7

k. = =
T khky J/13

olarak hesaplanir.

7.2.2 [E° ’te Iki Yiizeyin Arakesiti

E° uzaymnda parametrik denklemleriyle verilen

SpoX(ug,up) = (U2, up, 03, uy,u?)

_ 3 2
82...Y(w1, Wz) = (Wl, Wao, Wy, W), Wl)

ylizeylerini goz oniine alalim. Arakesit egrisinin P = X (O, 0) = Y(O, O) = (O, 0,0,0, O)

noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim.

(0,0,3u,1,4u%), X, =(2u,1,0,0,0),
(1,0,0,0,2w,), Y, =(0,1,3w2,1,0)

Xu

1

YW
1
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olup, P noktasindaki teget vektorleri

(0,0,0,1,0), X, =(0,1,0,0,0)
=(1,0,0,0,0), Y, =(0,1,0,1,0)

Xy
Y,

olarak bulunur. {X, ,X, ,e;,e;} sistemi lineer bagimsiz oldugundan (7.6) esitlikleri
kullanilarak

e e e; e, e
0 0 01 0
Nf =X, xX, xe;xe;=[0 1 0 0 0/=(0,0,00,1)=es
1 0 0 0 O
0 01 00
e, e e; e, e
0 00 1 0
NS =X, xX, xN;xe;=|0 1 0 0 0[=(0,0,1,0,0)=e,
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
ve
e e e e e€;
0 0 0 1 0
Nf=X, xX, xNxNf={0 1 0 0 0|=(—1,0,0,0,0)=—e,
0 0 0 0 1
0 0 -1 0 0

olarak bulunur. Benzer sekilde {Y,, ,Y,,,e,,€;} sistemi lineer bagimsiz oldugundan
(7.7) esitlikleri kullanilarak

e e e e €
1 00 0 O

N/ =Y, xY, xe,xe;=|0 1 0 1 0]=(0,0001)=e;
01 0 0 O
0 01 0O
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e, e € e, e
1 00 00

N! =Y, xY, xN/ xe,=0 1 0 1 0|=(0,0,1,0,0)=¢e,
0 0 0 0 1
01 0 0 O

N! =Y, xY, xNJ xNj = =(0,-1,0,1,0) =—e, +e,

S O O =
oS O —= O
= O O O
o O —~ O
o = O O

elde edilir. Bu durumda {N},NJ,NY,N)} sistemi P noktasinda lineer bagimsiz olup
d = 4tiir. Boylece arakesit egrisinin P noktasindaki teget vektori
NY x N¥ x N¥ x NY 1 1
= }1( )2( ;3( i :(0: _705 _,0)
INY x N5 x N3 x Ny || V2I V2

1

olarak elde edilir. Buradan V; = X, uj + X, u, ve V; =Y, w| +Y,, w, oldugundan

1 1 1111 1 Uz =2
U =—,u, =—,w =0, w, = —— olarak bulunur.
1 1/5 2 ‘/z 1 2 ﬁ

Ikinci mertebeden tiirevler

XU1U1 = (0’ 0,6u4,0, 12u%)’ Yw1w1 = (O: 0,0,0, 2)
Xy, = (0,0,0,0,0), Y,..., = (0,0,0,0,0)
Xu2u2 = (2: 0,0,0, 0): YW2W2 = (O, o, 6W2, 0, 0)

olup P noktasindaki degerleri

X,.., =(0,0,0,0,0), Y., =(0,0,0,0,2)
X,.., =(0,0,0,0,0), Y., = (0,0,0,0,0)
X, =(2,0,0,0,0), Y,,w, =(0,0,0,0,0)

yazilir. (7.9) denklemi kullanilarak

a// - A‘lNi( + A’ZN)Z( + A«3N§ + A4N¥

yazilabilir. A;,1 <i < 4 katsayilarinin bulunabilmesi icin (7.10) ve (7.11) denklemleri
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kullanilirsa

7(’1 — <a//’ N)1(> — <)(l11l11’N}1(>(u/1)2 + 2<Xu1u2’N)1(>u/1u/2 + <XU2U2’N}1(>(U/2)2 =0
(N}, NY) (N, NY)
A, = <a//’ N)2{> — <‘X7111111’N)2(>(u/1)2 +2<XU1U2’N)2(>u/1u/2 + <XU2U2’N)2(>(u/2)2 -0
TN (NSN3 )
7(, — <a”’ N§> — <XU1U1’N§>(u/1)2 +2<XU1U2’N§>u/1u/2 + <XU2U2’N§>(u/2)2 =1
T(NLNY) (N3, N)
A, = <a”’ NT) _ <YW1W1’N¥>(W/1)2 +2<YW1W2’N¥>W/1W/2 +<YW2W2’N¥>(W/2)2 =0
4= = =
(NT,NT) (NT,N)

elde edilir. Bulunan A;,1 <i < 4 katsayilari
a” = A4 N¥ + A,NJ + AN + AN

esitliginde yerine yazilirsa a” = (1, 0,0,0, O) olarak bulunur. Boylece (7.2) denklemi
kullanilarak P noktasinda u] = u) = w) = 0, w] = 1 bulunur. Buradan arakesit

egrisinin ikinci Frenet vektorii

E,=a’—(a",V})V,

(1,0,0,0,0) — <(1,o, 0,0,0), (0, L i,o»(o, Lo, i,O)

2 2 2 2

=(1,0,0,0,0)

olup,

EZ
V, = —2-=(1,0,0,0,0
* Il ( )

ve arakesit egrisinin birinci egriligi
k, = (a’,V,) = ((1,0, 0,0,0),(1,0,0, 0,0)> -1

olarak bulunur. Benzer sekilde devam edilip P noktasindaki ii¢lincii mertebeden

tlirevler

XU1U1U1 = (0’ 0’ 6’ O’ 0)’ lewlw1 = (0, 0: 0: 0: O)
Xululuz = (0’ 0’ 0’ 0’ 0)’ lewzwl = (0: 07 0; 0: 0)
Xuluzuz = (0’ O) 07 OJ 0)7 YW1W2W2 = (0, 0, 0, 0, O)
Xu2u2u2 = (O’ O, O: OJ O): YW2W2W2 = (O, 0, 6, O, O)
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olarak bulunur. (7.15) denklemi kullanilarak

yazilir. u;, 1 <i < 4 katsayilarinin bulunabilmesi i¢in (7.16) denklemi kullanilirsa

2
<Ol/”, Nf) 3 Z <Xl1lz’ N7 >u// u/ + Z <Xi1i2i3’ N)1( >ug1 ugz u;

py = (N, NY) i <le11:;>_1 =0
1>+Y1
2
B <a///’ N,;() B 3i1,izz:=1 <X1112’Nx>u//u/ + i 1221£_1 <Xi1i213’NX>u11u12u13 B _i
BT NN (5] L
2
B <a///J N,;() B 3i1,izz:=1 <X1112’NX>u// Gyt i 1221;_1 <Xi1izl3’NX>u11u12ul3 o
BTN (N5 N3) )
(o NY) 31%:_1 Y, NY Wi W, +l1 12213_1 Y00 NY YW, W, W
Ma =75 v\ Y Y =0
(N{,NT) (N}, NY)

olarak hesaplanir. Bu katsayilar yerine yazilirsa o olarak

(0L, 2 1 g
> ﬁ’ ﬁ’ ﬁ’
7 7 - /// =0

elde edilir ve (7.3) esitligi kullamlarak P noktasinda u})’ = u)’ = w’ =

ﬁ
olup, kullanilirsa
E3 — o — <a///,V1 >V1 _ <a///) Vv, >V2
3
=(0,0,—,0,0
(0.0..0,0
ve
E;
V. 0,0,1,0,0
7 E] = )
olarak bulunur. Arakesit egrisinin ikinci egriligi
1 3 1
. <a///’v3> _ <(O;__2; _ZJ_E, O), (0, 0, 1, 0, 0)> _ i
2 K, 1 V2

olarak hesaplanir ve k| = (a’”,V2> = 0 olarak bulunur.

P noktasindaki dérdiincti mertebeden tiirevler hesaplandiginda X, ,, ,, ., = 24€s olup,
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geriye kalan tiirevler sifir olarak bulunur. (7.21) kullanilarak
a® = =3k k| V; + n; N5 +n,N5 + 03N + n,NY

yazilabilir. n;,1 <i < 4 katsayilarinin bulunabilmesi i¢in (7.22) kullanilirsa

- (a(“),N’f) e ; <a(4) NX>
b(LNY) *TNLNY)
, _(a(4),N§>:_4 , (a(“) N?) 0
T NE) FTNNY)

olarak hesaplanir. Bu katsayilar yerine yazilirsa a® = ( 4,0,0,0, 6) olarak elde
edilir. (7.4) esitligi kullanilirsa P noktasinda u(4) = u(24) = w(;') =0, w(4) —4 olarak
bulunur. Boylece (7.23)) esitligi kullanilarak

E,=a®—(a®, v, )V, —(a®, Vv, )V, — (a®, V; )V,
=(0,0,0,0,6)

olup,

v 0,0,0,0,1
4 ||E4|| = )

bulunur. Buradan arakesit egrisinin iiciincii egriligi

<OL(4), V4>

k., = =2v2
’ kik,

11
olup, ki = > olarak hesaplanir. Benzer sekilde devam edilirse, P noktasinda besinci

mertebeden tiirev icin
a® = (k# —3(k))? — 4k, k! + K*k2 )V, + N + E,NF + E,NF + &, NV

yazilirsa, (7.5), (7.26), (7.27), (7.28), (7.29) kullanilarak

11
Vv, = (0,—5,0, E,o) ve  k,=0

olarak bulunur.
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8

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, ilk olarak n-boyutlu Oklid uzayinda kapali denklemleriyle verilen
n — 1 tane hiperyiizeyin enine arakesit egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri
hesaplanmis ve egrilikler hesaplanirken olusan dejenere durumlar incelenmistir.
Kapali denklemleriyle verilen n — 1 tane hiperylizeyin arakesiti n-boyutlu uzayda
kapal1 bir egri tanimladigindan, Willmore metodunun genellestirilmesiyle elde edilen
sonuclar yardimiyla Goldman’in [[14] 2005’te ortaya koydugu acik probleme bir ¢6ziim
getirilmistir. Ayrica, n-boyutlu Oklid uzayinda n — 1 tane parametrik hiperyiizeyin
enine arakesit egrisi incelenmis ve Frenet elemanlarinin hesaplanmasi icin bir yontem
verilmistir.  Elde edilen yontemin uygulanmas: i¢cin MATLAB programlama dili
kullanilarak algoritmalar gelistirilmistir. Bunlara ek olarak, E" uzayinda k tane kapal
ve n—k—1 tane parametrik formda verilen hiperyiizeyin enine arakesit egrisinin Frenet

elemanlarinin da nasil bulunabilecegi gosterilmistir.

Calismanin son béliimiinde ise, n-boyutlu Oklid uzayinda iki parametrik yiizeyin
arakesit egrisinin diferensiyel geometrik o6zellikleri tespit edilmistit. ~ Oncelikle
parametrik bir yiizey tizerinde bulunan bir egrinin yiiksek mertebeden tiirev formiilii
elde edilerek, n-boyutlu Oklid uzayinda iki parametrik yiizeyin enine arakesit egrisinin
Frenet vektorlerinin ve egriliklerinin hesaplanabilmesi icin bir metot verilmistir.
Ayrica, bir egrinin yiliksek mertebeden tiirevinin Frenet catisina gore katsayilarini

bulmay1 amaclayan bir algoritma gelistirilmistir.

Bu yapilan calismalara ek olarak, n-boyutlu Oklid uzayinda n — 1 hiperyiizeyin
veya iki yiizeyin tegetsel arakesit egrisi arastirilip, diferensiyel geometrik 6zellikleri

incelenebilir.
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ARAKESIT EGRILERININ FRENET ELEMANLARINI
HESAPLATAN PSEUDO KODU

Input: dimension (n), hypersurfaces {fi, f5, ..., f,_1}, intersection point
P = (p1:p2> ""pn)
Letu[l,2,..,n—1],v[1,2,....,.n—1],w[1,2,...,n— 1] be new arrays
Compute Vf,,Vf,,...,Vf,1
function n dimensional cross product
H—VfixVfyx..xVf,_;4
end function
Compute A, AH
fori=2ton—1do
AH = AATIHY
end for
Compute H(P), A(P), A'H(P)(i=1,2,...,n—1), V,(P), V,(P) and x,(P)
u[1] « H(P)
fori=2ton—1do
uli] « ATYH(P)
end for
if nequal to 3
compute V;
end if
function n dimensional cross product
compute V,
end function
while n greater than or equal to 4
if n greater than 4 then
v[1] « H(P)
fori=n—1:—-1:4do
j equal to 2
while i — j greater than or equal to 1
v[j]— AITH(P)
end while
sen
while j less than or equal ton—1
v[jleV,
end while
function n dimensional cross product
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compute V;
end function
compute V,
end for
end if
if n equal to 4 then
je1
fori=n:—1:4then
wlj] <V,
end for
compute V;
end if
end while
e<—1
fori=2ton—1 then
e«—e.k;_,
compute k;
end for
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BESINCI MERTEBEDEN TUREVIN HESAPLANMASI

a egrisinin besinci mertebeden tiirevini bulalim. (7.5) esitliginde m = 5 yazilirsa

2 1 2 2 1
_ (5) (5—-r1), (r1)
a® =G Z k_Xilui1 + Z (CZ Z Xilizui1 : uizr1 )

(=1 %4y r=1 i1,5=1 MMyiy,,

2 2 1
(5=ri—1), (), (ri—ry+1)
+ 2 (CB D R )

i1,09,i3=1 "N i, i
5 1,72,73 i Lil2ry 31y i (Bl)
5—r1—2 r T ri—Tro—r3+2
+ (64. _ Z —Xilizisuugl ) )u§22)u1(33)ul('41 2 ))
r1,ra,r3=1 i1,1p,13,14=1 i1i2r1i3r2i4r3
2
+C > lX »»»»» ‘uulul
S L 51 hlalslals Ty Ty iy iy i
i1,12,13,14,i5=1 <*
olarak bulunur. C;,1 <i < 5 katsayilar yerine yazilirsa
a® =(;) Z PR +(4)' Z Aty U, +(3). Z — Aapt U
i1=1 121 i1,i=1 Mijip,g i1,i3=1 Mijiyy
5 2 1 a / /
166 D N CRRRTISTI T
i1,lp,13=1 Mijigqig;
5 2 2 1 i " (O)
+(3)(2)_ Z Kiyiis Uy, U, U,
i1,l2,13=1 Mijipqigy
5 3 2 1 1" / 1"
+(2)(1) > i iyia Uy, Uy Uy (B.2)
i1,i0,i3=1 Mijipyisg
5 3 1 1" 1" /
+(2)(2)_ Z Xi1i2i3ui1uizui3
i1,ip,i3=1 MMyiyyizy
: : 1 (5-11-2) (1), (r5) +2)
—r— ) r3 r—ra—r3
iy C4. Z S Xi1i2i3i4ui1 U, W,
r1,r2,r3=1 (inis, 4 =1 iy, i3, 1a,,
2 1
5 4)(3)(2) el VA AR
+(1)(1 ANV izi:i_15|Xi1i2i3i4isuiluizui3ui4ui5
1>12513,514,15= :
elde edilir. (B.2) esitligindeki
2 2
]_ " 1 (O) 1 " / "
Xiiiu.u.U_» ve Z —Xiiiu'u‘u'
L 10283 17 1p 13 L 1283 11 19 13
i1,ip,i3=1 11121132 i1,ip,i3=1 11122131
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toplamlarindan elde edilen tiirev mertebeleri Teorem 7.1’de verilen kosullar
saglamadigindan toplama eklenmez. Boylece

2 1 1
(5) _ (5) (4) " 1"
a Z k i Ui, Z k Xipi U i u +10 Z lllzuiluiz
=1 i1,i=1 Mijip,g i1,12=1 Rpiy,
1 1" / / 1 " 1" /
+20 Z Xty Uy, Uy Uy, +30 Z X iy, Uy Uy Uy
i1,ig,i3=1 1‘11'211'3é i1,i2,13=1 Pyipyis,

2
1 (5-r1—2)_ (1), (rs). (r—ra—r3+2) (B.3)
+ Z (C4 Z —Xiiyigi U, T

i1,l0,03,i4=1 " 1112r13ryl4ry

~"

1
2 1
/ / / / /
+120 . Z 4 aXilizigms U W, w u uy -
i1,i9,13,l4,i5=1 <+

olarak bulunur. Benzer sekilde I toplaminda bulunan terimlerin tiirev mertebeleri
asagidaki sekildedir:

I toplamindaki tiirev mertebeleri
t, t, | ts ty

Durumlar | ry |1y |13 || S5—1y—2 |1y |15 | 1 —Ty—T5+2
i 111]1 2 1|1 1
ii 1|12 2 12 0
iii 1121 2 211 0
v 1122 2 2|2 -1
v 2111 1 111 2
vi 21112 1 112 1
vii 2121 1 211 1
viii 2122 1 2|2 0

Burada sadece Durum i'de verilen tiirev mertebelerinin Teorem 7.1’deki kosullar
sagladigi aciktir. Bu nedenle, I toplamindan sadece

2

5Y\(3\(2\(1 1 P
GIRGGE) 2 o, e
3

i1,00,i3,i4=1 " T1l2r13ryl4r

terimi elde edilir. (B.4) toplami1 (B.3)’te I toplami yerine yazilir ve Tablo 7.1 geregince
ki =18 ki, =15 ki, = 1Y kg, a0 = 20 kyyi, = 2! Ve kg, 4,4, = 3! oldugu goz
1 12 12131 122132 1t21'31%41

ontine alinirsa

5 (5) (4)
a® ZXH L +5 Z XU uf +10 Z X ulul
i1=1 i1,ip=1 i,ip=1

"y’ T
+10 Z X111213 iy u u +15 Z X111213 iy 12u13
i1l 13—1 i1,ig,i3=1
2
7 /AR A
+10 Z X11121314u11u12ul u + o Z ) Xiiiii u. u.u. u. u.
i1,12,13,14=1 i1,in,i3,4,i5=1

olarak elde edilir.
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MATLAB UYGULAMASI

n=input('uzayin boyutunu giriniz: n=");
syms s
T1{:} = sprintfc(k%d(s)’,1:n-1);
syms(T1{:})
A1=[T1{:}];
Bl=str2sym(Al);
T2{:} = sprintfc("V%d(s)’,1:n);
syms(T2{:})
A2=[T2{:}];
B2=str2sym(A2);
C(1)=Kk1(s)*V2(s);
for i=2:n-1
C@{)=-B1(-1)*B2(i-1)+ B1(i)*B2({i+1);
end
C(n)=-B1(n-1)*B2(n-1);
D=diff(B2,s);
E=Kk1(s)*V2(s);
F(1)=V1(s);
F(2)=Kk1(s)*V2(s);
alpha(1)=V1(s);
alpha(2)=k1(s)*V2(s);
F(3)=diff(E,s);
alpha(3)=subs(F(3),D(2),C(2));
for i=4:n
alpha(i)=diff(alpha(i-1),s);
G(1)=subs(alpha(i),D(1),C(1));
forj=2:n
G(j)=subs(G(j-1),D(),C();
end
alpha(i)=G(n);
end
fori=1:n
fprintf("alpha(%d)=%s\n’,i,alpha(i))
end
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