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OZET

Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemlerin Bir Simifinin
Taylor Ve Hermite Serileri ile Yaklasik Coziimleri Ve
Rezidiiel Hata Analizleri

Saba Ozge KAYA

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dog. Dr. Coskun GULER

Bu calismada, Taylor polinomlar1 ve siralama noktalarina dayanan bir matris
metodu, matematik, fizik ve miihendislik alanlarinda bir¢ok uygulamalar1 olan
lineer olmayan yiiksek mertebeden adi bir diferansiyel denklem sinifinin yaklasik
¢Oziimii i¢cin sunulmustur. Kesilmis Taylor polinomlarinin matris formlar1 ve
bunlarin tiirevleri vasitasiyla, kullandigimiz teknik, karisik sartlarla lineer
olmayan denklemin ¢6ziimiinii, bilinmeyen Taylor katsayilari ile lineer olmayan
bir cebirsel denklem sistemine karsilik gelen bir matris denkleminin ¢6ziimiine

indirgemektedir.

Ayrica, karisik kosullar altinda lineer olmayan terimlerle yiiksek mertebeden adi
bir diferansiyel denklemi c¢6zmek icin bir Hermite polinomu yaklasimi da
sunulmustur. Kullandigimiz yontem, kesilmis Hermite serileri ile birlikte
siralama noktalarina dayanan bir matris yontemidir ve denklemin ¢oziimiini

bilinmeyen Hermit katsayilari ile lineer olmayan cebirsel denklem sistemine

XI



karsiik gelen bir matris denkleminin c¢oziimiine indirgemektedir. Ek olarak,
yontemin gecerliligi ve uygulanabilirligini gostermek icin, rezidiiel hata analizi
ile birlikte bazi sayisal ornekler uygulanmis ve elde edilen sonuclar literatiirdeki

mevcut sonuclarla karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Taylor Polinomlar1 ve Serileri, Hermite Polinomlar1 ve
Serileri, Rezidiiel Hata Analizi, Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemler,

Matris ve Siralama Yontemi
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ABSTRACT

Approximate Solutions Of A Class of Nonlinear Ordinary
Differantial Equations In Taylor And Hermite Series And
Residuel Error Analyses

Saba Ozge KAYA

Department of Mathematical Engineering

MSec. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Coskun GULER

In this study, a matrix method based on Taylor polynomials and collocation
points is presented for the approximate solution of a class of nonlinear
differential equations, which have many applications in mathematics, physics
and engineering. By means of matrix forms of the truncated Taylor polynomials
and their derivatives, the technique we have used reduces the solution of the
nonlinear equation with mixed conditions to the solution of a matrix equation
which corresponds to a system of nonlinear algebraic equations with the

unknown Taylor coefficients.

Moreover, it is also presented a Hermite polynomial approach for solving a high-
order ordinary differential equation with nonlinear terms under mixed
conditions. The method we used is a matrix method based on collocation points
together with truncated Hermite series and reduces the solution of equation to
solution of a matrix equation which corresponds to a system of nonlinear
algebraic equations with unknown Hermite coefficients. In addition, to illustrate

the validity and applicability of the method, some numerical examples together
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with residual error analysis are performed and the obtained results are

compared with the existing result in literature.

Keywords: Taylor Polynomials And Series, Hermite Polynomials And Series,
Residual Error Analysis, Nonlinear Ordinary Differential Equations, Matrix And

Collocation Method
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Giris
1.1 Literatiir Ozeti
Son yillarda,
m 2 P
D PEYPE + DD 0@y P @y @) = g (.1
k=0 p=0g=0
yliksek mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin
m-—1
(2™ (@) + by @ (b) + iy () = 4 (1.2)
k=0

a<c<bj=01.,m-1

karistk kosullar1 g6z oOnline alinarak ve —oo<a<x <b < oo araliginda
Py (x), Qpq(x) ve g(x) tammh fonksiyonlar olup ay;, byj, cxj ve 4; uygun sabitler
ve y(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere olusturulan (1.1) - (1.2) tipindeki
dogrusal olmayan problemlere biyoloji, fizik ve miihendislik uygulamalarinda
artan bir ilgi oldugu iyi bilinmektedir. Lineer olmayan adi diferansiyel
denklemler bircok fiziksel ve teknik uygulamada onemli bir rol oynar ve
kimyasal reaksiyonlar, yay kiitle sistemleri, kirislerin biikiilmesi ve benzeri gibi
bircok fiziksel durumun modellenmesi icin gerekli aracglardir [1-3,28,29]. Bu tip
denklemlerin cogunun analitik ¢6ziimii yoktur ve yaklasik ¢oziimler elde etmek

icin sayisal yontemler gereklidir [1-3].

Ayrica, sayisal ¢oziim yontemleri pek cok yazar tarafindan cok hizli ve yogun
olarak gelistirilmistir [1,2,3,13,14,15,16,22,23,24]. [17] 'de, artik gii¢ serisi

yontemi (RPSM) kullanimina dayali Fredholm-Integral denklemlerinin sistemi



icin analitik yaklasik coziimleri elde etmek icin yeni bir analitik teknik sunuldu.
[18] 'de caputo fraksiyonel tiirev anlaminda yeni bir genel form kesirli gii¢ serisi
tanitildi. Genellestirilmis Taylor serisi formiiliine dayali yaklasik diferansiyel
cebirsel denklem sistemlerinin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin nispeten yeni
bir analitik yinelemeli teknik uygularlar ve analiz, Caputo anlamda, sirasiyla
[19,20] 'de Kesirli Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemini (FRDTM)
kullanarak uygun baslangic kosullarina tabi olan bir lineer olmayan kesirli Klein-
Gordan denklemi sinifinin ¢éziimlerini saglamak icin analitik-sayisal bir yaklagim

sunar.

Son zamanlarda, Sezer ve arkadaslar1 [4,25,6,30,31,32], Ozel polinomlar
acisindan lineer ve lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemleri ¢6zmek

icin matris ve siralama yontemlerini sunmuslardir.

Bu calismada, M. Sezer ve is arkadaslar1 [4-6] tarafindan verilen siralama
noktalarina dayanan matris metotlar1 kullanilarak, Taylor'da ve Hermite’de
esdeger (1.1) denkleminin yaklasik ¢coziimlerini bulmak icin yeni sayisal metotlar
gelistirdik. Bunlardan birincisi icin kullanilan kesilmis seri formu asagidaki gibi

olan

N
y(x) = yy(x) =Zanx”, a<x<bh (1.3)
n=0

ve belirlenecek olan bilinmeyen katsayilar a, € R,n=0,1,..,N =m olmak

tizere, yy(x), a < x < b araliginda N. derece Taylor polinomudur.
Belirtilen ikinci metot icin kullanilan diger kesilmis seri formu

N

y(x) EJ’N(X)=Zaan(X), —o<a<x<b<w (1.4)

n=0

seklinde olan ve belirlenecek olan bilinmeyen Hermite katsayilar a,, n =

0,1,...,N > m olmak tizere



[2]

-1 k !Zn—Zk
Hn(x) = Z(<n)_2k)!k; xR (1-2)

k=0
seklinde tanimlanan H,(x),n = 0,1, ..., N, Hermite polinomlaridir. yy(x), —o0 <

a < x < b < oo araliginda N. derece Hermite polinomudur.

Hermite polinomlari, ortogonal polinomlar ailesi icerisindedir. Bu polinomlar iyi
yakinsama &zelliklerine sahiptir. —co < a < x < b < oo araliginda w(x) = e~
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan H,(x) Hermite polinom ailesi, (1.5)
serisel gosterimine sahip olup

o)

(H,,, Hy) = f e m(XH,(x)dx =0 ;m#n

denklemi ile ortogonalligi ifade edilir.

m = n durumunda ise Hermite polinomunun normu elde edilir:

o

(Hy Hy) = IHyll? = f e~ [H, (x)]2dx = 2" VT

— 00

IHall = (2mniv) 72
Ve genellikle Rodriguez formiilii ile gosterilirler:
Ha(x) = (=D)"e* (7)™,
Buradan elde edilen ilk birka¢ Hermite polinomlar:1 asagidaki gibi ifade edilir:
Hy(x) = 1,H;(x) = 2x, H,(x) = 4x? — 2, H3(x) = 8x3 — 12x,
H,(x) = 16x* — 48x% + 12, Hs(x) = 32x° — 160x3 + 120x,
Hg(x) = 64x° — 480x* + 720x2 — 120.
Ayrica Hermite polinomlari, rekiirans formiliinii saglar:
Ho(x) = 0, H;(x) = 2H,(x)

Hn(x) = 2nHy,_ (x).



1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci, (1.1) tipindeki m. mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlerin bir sinifinin (1.2) karisik kosullar1 altinda, yaklasik ¢oziimlerini
(1.3)-(1.4) seklinde sirasi ile sonlu Taylor serisi ve sonlu Hermite serisi
formunda bulmak amaci ile, “Taylor Matris Yaklasimi” ve “Hermite Matris
Yaklasimi” isimlerinde iki ayr1 sayisal metotlarini gelistirmektir. Bunlardan ilki
olan Taylor Matris Yaklasimi, Taylor polinomlarinin ve tiirevlerinin matris
formlarini kullanarak, so6zii gegen diferansiyel denklemlerin karisik kosullarina
gore yaklasik ¢ozlimiini, bilinmeyen Taylor seri katsayilarinin bulundugu bir
lineer olmayan matris denkleminin ¢6ziimiine indirger. Benzer sekilde Hermite
Matris Yaklasimi, Hermite polinomlarinin ve bunlarin tiirevlerinin matris
bicimlerini kullanarak, istenilen diferansiyel denklemlerin karisik kosullarina
gore yaklasik ¢O6zlimiinii, bilinmeyen Hermite katsayilarinin oldugu bir lineer
olmayan matris denklemine indirger. Ek olarak, Ortalama Deger teoremi ve
rezidiiel fonksiyon kullanarak hatalarin st sinirini belirleyen bir fonksiyon
gosterilir ve metotlarin dogrulugunu gostermek adina detayli 6rnekler verilir.

Verilen iki yontem birbiri ile karsilastirilip literatiirdeki yontemlerle kiyaslanir.
1.3 Hipotez

(1.1) formundaki m. mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin
bir sinifinin, (1.2) seklindeki belirli kosullar altinda yaklasik ¢céziimlerini bulmak
icin Taylor matris yaklasimi1 ve Hermite matris yaklasimi metodu sunulmustur.
Belirtilen yontemler ile elde edilen yaklasik ¢oziimler problemin analitik ¢oziimi
ve literatlirdeki yontemler araciligi ile bulunun yaklasik ¢oziimleri ile yakinlik
gostermesi yontemlerin dogrulugu ve giivenilirligi konusunda bilgi vermistir.
Ayrica, rezidiiel hata analizi ile hatalarin st sinirini belirleyen bir teknik

sunularak tam ¢oziimii bilinmeyen problemlere bir hata tahmini yapilmistir.



2

Yontemler

2.1 Taylor Matris Siralama Metodu

Bu bolimde m. mertebeden lineer olmayan (1.1) adi diferansiyel denkleminin

(1.2) karisik kosullar1 altinda

N
y(x)EyN(x):Zanx”, a<x<bh
n=0
kesilmis Taylor serisi formunda niimerik c¢oziimlerini elde etmek icin, Taylor
polinomlar1 ve kollokasyon noktalar1 kullanilarak, Taylor matris siralama

metodu ifade edilecektir.
2.1.1 Taylor Matris Siralama Metodu i¢cin Temel Matris Bagintilari

Simdi (1.1) denklemini g6z oOniinde bulunduruyoruz ve denklemde her bir
terimin matris formlarini buluyoruz. Ik 6énce (1.3) ile tamimlanan Taylor

polinom denklemini asagidaki matris formuna dontstiiriiriiz:

y(x) = X(x)A (2.1)

Burada X(x) ve A matrisi soyle tanimlanir:
Xx)=[1 x - xNA=[a0 a1 - ay]".
Bunun yam sira, acik bir sekilde X(x) matrisi ve bunun tiirevleri olan X (x)
matrisleri arasinda rekiirans iliskisi oldugu asagida goriilmektedir:
XD (x) = X(x)B
X@(x) = X(x)B?

X®(x) = X(x)B3



X®) =X(x)Bk=01,..,m (2.2)

Burada B ve B* matrisleri asagidaki gibi tamimlanir[7]:

01 0 0 1 0 0
0 0 2 0 0 1 0
B = : : ,BO=1]: + -
0 0 O N 0O 0 - 0
0 00 - 0 (N+1)x(N+1) 0 0 - 1 (N+1D)x(N+1)
(2.1) ve (2.2) bagintilarindan
y® ) = XW(x)A (2.3)

= X(x)B*A, k=01,..m

matris iliskisi elde edilir.

Ek olarak, (2.1) ve (2.3) bagmtilar ile benzer hesaplamalar yaparak (y© (x))z,

YO@yOw, (P®), yPWyPw, yP@yQ® ve (YPx)

ifadelerinin asagidaki matris formlari elde edilir[4,6]:

(VOw) = x@X)A (2.4
yP )y @ (x) = X(x)BX(x)A (2.5)
(y9@) = X(0)BX(x)BA (2.6)
y@@)y®(x) = X(x)B*X(x)BA 2.7)
yP )y @ (x) = X(x)B?X(x)A (2.8)
(Y@ = X@BXOB? (2.9)

Elde edilen matrislerde kullanilan yardimci matrisler asagida belirtilmistir:

yOWw) =y, yP@=yx®, y?Px=y"x

X(x) = diag[X(x) X(x) .. XL XCOws+nxw+n?



B =diag[B B .. BJ; E(N+1)2x(N+1)2

B? = diag|[B> B?* .. BZ?]; E(N+1)2x(N+1)2
ag apA
a —
A= ;1 PA = alA
AN (N+1)x1 ayA (N+1)%x1

Siralama noktalari

N

X, =a+ ,i=01..,,N;as<xy<x; <-<xy=bhb (2.10)
seklinde tanimlanuir.

(2.10) siralama noktalarini, (1.1) denkleminde yerine yazarak i = 0,1, ..., N icin

asagidaki matris denklem sistemi elde edilir:

z PGy ® (x) + Z Z Qpg )y P (1)y @) = g ()
p=0q=
Kisaca kompakt olarak yazarsak

m 2 p
Z P Y® + Z Z Qp YPD = (2.11)

k=0 p=0g=0

seklinde ifade edilir.
Buradaki matrislerin acik ifadeleri asagidaki gibidir:
Py = diag[Pe(x0) Pe(x1) .. Pe(xy)]

qu:diag[qu(xO) qu(xl) qu(xN)]



y(k)(xo) y(p)(xo)y(Q)(xo) g(xo)
Yy = y(k)'(xl) ,Y@D = y(p)(xl)'y(q)(xl) .G = lg(fl)‘
ly(k).(xN)J ly(p) (xN)'y(q) (xN)J g(xn)

(2.10) siralama noktalari, baginti (2.3)’{in icine yazilir ve bir matris denklemi

elde edilir.

y® (x) = X(x)B¥A = Y = XBk4 (2.12)

Y™ matrisi siralama noktalarinin k. tiirevlerinin (Nx1)x1 boyutlu matrisini, X
matrisi ise bu noktalarin ((N + 1Dx(N + 1)) boyutlu N. dereceye kadar olan

tirevlerinin matrisidir:

[y(k)(xo)] X(x)] [1 % - XON]
|y(k)(x1) X X(Xl) :[1 X1 e xlN"

ly(k).(xN)J (;CN)

Yy =

)

1 xy ... Xy
Diger taraftan denklem (11) in lineer olmayan kismini asagidaki gibi ifade edilir:
2 P
D 0¥ P = Quo¥ 00 + @1V 10 + @, ¥ 4
p=0qg=0
Q20Y*? + Q1 YV + QY 2.

(10) siralama noktalarini, sirasi ile (9-1), (9-2), (9-3), (9-4), (9-5) ve (9-6)
bagintilarina yerlestirerek Y©0 y(1.0) y(D y@0) y@D and y@2 matrisleri

asagidaki gibi elde edilir:

Yoo = x; 4 Yo = x: 4 Yy = x1 .4 (2.13)
Y20 — leoz y@n = lej Y22 = X;,ZZ



Burada matrislerin elde edilmesi X,B,X ve B matrislerinin siralama

noktalarindaki degerleri ve A matrisi ile iligkilidir. Acik ifadeleri asagida

belirtilmistir.
X(xo)):((xo) X(xo)BZ((xo)
XB,O — X(xl):)((xl) Xi,o — X(x1)l:>’X(x1)
EDY(ED X () BX (xy)
X(XO)B}_((XO)E X(XO)BZ)_((xo)
X = X(x,)BX(x,)B _ | X(x)B*X(x,)
1,1 — -
| X (xy) BX (xy) B LX ) B2X ()
[X(xO)BZ)_((xO)l_?] [X(xO)Bz}_((xo)ﬁ]
X, = | X()B*X(x1)B =IX(x1)321‘((x1)ﬁ|
(xN)BéJ_( (xy)B lX(xN)BZ?((xN)ﬁJ
A=[aA a;A .. ayA]".

2.1.2 Coziim Yontemi

Matris bagintilar1 (2.12) ve (2.13)i Denklem (2.11)’e ekleyerek temel matris
denklemi elde edilir:

2 D
z P, XB*A + z Qpe X5

p=0q=0

Kisaca kompakt halde (2.14) denklemine ulasilir.

WA+VA=G (2.14)

Buradaki temel matris denklemindeki lineer kissm W matrisi ve lineer olmayan

kisim V matrisini temsil eder.



m
w= z P XB* =|w;]; i,j=01,..,N
k=0
2 P
V= Z Z QpeXpq =[Vmnli m=01,..,Nn=01,..,(N+1?—-1
=0qg=0

Ayni zamanda, (2.14) temel matris denklemi genisletilmis matris formunda

kompakt olarak

[(W;V:G] (2.15)
yazilir.
Acik olarak
[(W;V:G]
[Woo Woi ** Won; Voo Vor = Vomw+nz-1: J(Xo)]
=|W10 Wit Wins Vo Vi1 0 Viv+n?-1t g(x1)
Wno Wn1 *° Wnn; VUno VUni *° Unw+1)2-1't g(xN)J

seklinde gosterilir.

Ayrica, (2.3) matris iliskisini kullanarak (1.2) deki karma kosullarin temel matris

denklemi

m-1

z (kX (@) + by X(b) + cii;X(c))B¥A = 4]
k=0

olarak yazilir.
Kisaca

UA+ O0*A=1>[U;0":1] (2.16)
ve anlagilir bir ifade ile
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Uoo Uo1 uy 5 00 0:
oA =| Mot Tt 00 O
Un-1,0 Um-11 Un-1n; 0 0 0

genisletilmis matrisi olarak ifade edilir.
Buradaki U, O* ve A matrisleri sirasi ile

U=[%o U Un]; j=01,..,m—1
m-—1

- Z (ai;X(a) + by;X(b) + ci;X(c))B*
k=0

o'=[0 0 0] (sifur matrisi) ; 0" x(n+1)?

A - [AO 11

Am-1]"

matrislerini temsil eder.

Sonu¢ olarak, a, (n=0,1,...,,N) Taylor katsayilarini bulmak icin, (1.1)-(1.2)

probleminin (1.3) seklindeki yaklasik coztimii ile ilgili olarak, (2.15) deki

genisletilmis matrisin son m satirin1 (ya da herhangi bir m satirin1) (2.16) daki

genisletilmis matrisin m satir1 ile yer degistirerek, yeni genisletilmis matris

(2.17) elde edilir.

add
Woo Wo1 Won 5 Voo Vo1 Von+1)2-17
Wio W11 Win V1o V11 Viv+1)2-1
— |WN-m0o Wn-ma1 WN-mN; VUN-mo VUN-m1 °° VUN-m(N+1)%-17
uOO u01 uON 0 0 b 0
Uqg Uq1 UN 0 0 o 0
LUm-10 Um-1,0 Um-1,N 0 0 0

11
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Bu lineer olmayan sistemden, ki bu WA+ VA =G matris denklemidir,
bilinmeyen Taylor katsayilari a,, (n = 0,1, ..., N) hesaplanir. Bu katsayilar (1.3)te

yerine yazilarak

y() = yy() = ) apa”

n=0
kesilmis Taylor serisi yaklasik ¢oziimi elde edilmis olur.
2.2 Hermite Matris Siralama Metodu

Bu boliimde m. Mertebeden lineer olmayan (1.1) diferansiyel denkleminin (1.2)
karisik kosullari altinda

N

y(x)EyN(x)=zaan(x) ,—o<a<x<h<o.

n=0

kesilmis Hermite serisi formunda niimerik ¢éziimlerini elde etmek icin, Hermite
polinomlar1 ve kollokasyon noktalar1 kullanilarak, Hermite matris siralama
metodu ifade edilecektir. Burada H,(x), Hermite polinomlarini ve a,, n =

0,1,..,N = m, bilinmeyen Hermite katsayilarini géstermektedir.

Hermite polinomlar1 (1.5) ifadesi ile tanimlanmaktadir:

[2]

C_l)kn!zn—Zk
X
— 1 k!
& (n—2k)' k!

n—-2k

Hn(x) =

x2

Belirtilen bu polinomlar (—o0,0) araliginda w(x) = e ™" agirlik fonksiyonuna

gore ortogonaldirler ve genellikle Rodrigues formiilii ile ifade edilirler:

H,(x) = (—1)"e*" (e *" )™, (2.18)
Ilk birka¢ hermite polinomu, (1.5) ve (2.18) arasindaki bagint1 ile asagidaki gibi
verilir:

Ho(x) = 1,H,(x) = 2x, Hy(x) = 4x? — 2, Hy(x) = 8x3 — 12x,
H,(x) = 16x* — 48x? + 120, Hs(x) = 32x° — 160x3 + 120x,
Hg(x) = 64x° — 480x* + 720x2 — 120.

12



Ayrica H,,(x), Hermite polinomlar dizisi rekiirans bagintisina sahiptir.

HT’l(x) = 2nH,_1(x)

. , (2.19)
Hy(x) = 0,H;(x) = 2Hy(x)

2.2.1 Hermite Matris Siralama Metodu I¢in Temel Matris Bagintilar

Simdi m. mertebeden lineer olmayan (1.1) diferansiyel denklemini g6z oniinde
bulunduruyoruz ve denklemde her bir terimin matris formlarim buluyoruz. ilk
once (1.4) ile tamimlanan kesilmis Hermite serisini asagidaki matris formuna

dontstiiriiriiz:

y(x) = yy(x) = H(x)A (2.20)
Burada H(x), Hermite polinom matrisi ve A bilinmeyen Hermite katsayilar
matrisi asagidaki gibidir:
H(x) = [Ho(x) Hi(x) -+ Hy(x)]
A=[ap a; - ay]".
Aymi zamanda (2.19) ifadesini kullanarak, n =0,1,...,N i¢in, H(x) ve bunlarin
tiirevleri olan H™ (x) matrisleri arasinda bir rekiirans bagintisi buluruz:
H®(x) = HoOM  k =0,1,...,m (2.21)

Kullanilan M* matrisinin birim ve genel matrisinin acik ifadesi sdyledir:

0 20 - 0 L o 0
0 0 4 - 0

mMm=|: : : - | m=|91 01,
0 0 0 - 2N © '
000 - 0 00 1

(20) ve (21) ifadelerini kullanarak bir matris iliskisi elde ederiz:
%) ~ &) = H® (A
yH ) =yy (%) = H(x)

(2.22)
=H(x)M*A ,k=0,1,..,m.

13



Ek olarak, (2.20) ve (2.22) bagmtilar1 ile benzer hesaplamalar yaparak

(@wW)°, YP@yOw), YP®)’, Y2 Xy D), y@ 1)y @) ve (y@(x))°

ifadelerinin asagidaki matris formlar elde edilir[6,7]:

(O®) = HWAA
yPx)y©@(x) = Hx)MH(x)A
(y® (x))2 = H(x)MH(x)MA

y@(x)yD(x) = H(x)M?H(x)MA
y P (x)y @O (x) = H(x)M?*H(x)A

2 N
(y?@) = HXM*H(x)M?A

Elde edilen matrislerde kullanilan yardimci1 matrisler asagida belirtilmistir:

yO) =yx), yP@=yx), y?Px =y'x)

A(x) = diag[H®) H(G) .. HE®L; B ooy
M = diaglM M .. M]; M(N+1)2x(N+1)2
M2 = diag[M? Mm% .. M?]; W(N+1)2x(N+1)2
ao aoA
a —
A = :1 ) A = al:A
NI (N+1)x1 ayA (N+1)2x1

Simdi siralama noktalarini tanimlayabiliriz:

b—a

X, =a+ ii=01.. ,N;asxy<x;<--<xy=hb.

(2.29) siralama noktalarini, (1.1) denkleminde yerine yazarak i = 0,1, ..

asagidaki matris denklem sistemi elde edilir:

m 2 P
D Py R0 + DY Cpdy® )y @) = g6
k=0 p=0qg=0

Bu denklem sistemini kompakt form olarak

14
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(2.24)
(2.25)

(2.26)
(2.27)
(2.28)

(2.29)

., N icin



Z P.yY® 4 ZZ: i Q) YD = (2.30)

p=04q=0

seklinde ifade edilir.
Burada matrislerin acik ifadeleri
Py = diag[Pr(x0) Pe(x1) ... Pe(xy)]

qu:diag[qu(xO) qu(xl) qu(xN)]

[y(k)(xo)] [y(p) (xo)y(‘n (xo)] 9(x0)
ylo = | Y (x) E y®aD — | Yy Ce)y @ () | 6= 901
ly(k) (XN)J ly(p) (XN)-y(q) (xN)J g(xy)
seklindedir.

(2.29) siralama noktalarini (2.22) matris bagintisina koyarak, matris denklemi

elde ederiz:

y®(x) = Hx)M*A = Y® = HM*A (2.31)
Burada H matrisi
H(x,) Ho(xo) Hi(xg) ... Hy(xp)
H = H(?ﬁ) — Ho(.x1) H1(‘x1) - HN§X1) _
H(;CN) H, (XN) H, (XN) .. Hy (XN)

olarak verilir.
Diger taraftan denklem (2.30) ‘un lineer olmayan kismi asagidaki gibidir.
S (2.32)
z z quy(WI) = Qooy(0,0) + Qloy(l.o) + Q11Y(1’1) n

p=0q=0

Q20Y?Y + QY2 + Q,, Y22

(2.29) siralama noktalarini, sirasi ile (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) ve
(2.28) bagntilarina yerlestirerek Y0 y(@0 y(1D y@0 y21D apq y22)

matrisleri asagidaki formlarda elde edilir:
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Y0 = H; A Yo = H; A Y&y = H; A (2.33)

Y20 = H; A Y@V =H; A Y@? = H;,A

Burada matrislerin elde edilmesi H,M,H ve M matrislerinin siralama

noktalarindaki degerleri ve A matrisi ile iligkilidir. Acik ifadeleri asagida

belirtilmistir.
H(xo)lzl(xo) H(xo)MIzI(xo)
HS,O — H(x1)§H(x1) ) H;,O — H(x1)1‘§4H(x1)
LH ey H () LH e ) ME ()]
[H(xo)MlzI(xo)Izq] [H(xo)MZEI(xo)]
H:, = | H(x))MH (x))M | H, = | H(x))M?H (x,)
| e ) ME ey M | H Gy ) M2H (xy) ]
[H(xO)MZH(xO)IW] H(xo)M*H (x,)M?
H;, = | H(x1)MfH(x1)M | , H, = H(x1)MZEITI(x1)W
LH Gy M2H (o) H(xy)M*H ey M
A=[aA a;A .. ayA]”

2.2.2 CoOziim Yontemi

Simdi m. mertebeden lineer olmayan (1.1) denklemine karsilik gelen temel
matris denklemini olusturmaya haziriz. Bu amacla, (2.31)-(2.33) deki matris

bagintilarini (2.30)’ daki denklemde yerine koyarak, temel matris denklemi,
m 2 D
Z P .HM®A + Z Z QpqHipyA=G
k=0 p=0g=0

seklinde ortaya c¢ikar ve kompakt halde

WA+VA=G (2.34)

olarak gosterilir; 6yle ki
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m
W= Z P .HM* = [w;]; ij=01,..,N
k=0

2 P
V= Z Z QueHyg = [Wnnl; m=01,..,N;n=0,1,..,(N+1)>*—1.
p=0g=0

Buradaki temel matris denklemindeki lineer kissm W matrisi ve lineer olmayan

kisim V matrisini temsil eder.

Ayni zamanda (2.34) matris denklemini genisletilmis matris formunda

(W;V:G]
ya da acik ifadesi ile
(W;V:G]
[Woo Woi ** Won; Voo Vor = Vom+nz-1: 9(Xo)]
=|W10 Wit Wins Vo Vi1 0 Viv+1)2-1° g(x1)| (2.35)
lWNO Wn1 t WNNG Uno Uni 0 Unvenz-1 i 9(xw)

seklinde yazabiliriz.

Bunun yaninda, (2.22) matris bagintis1 yardimi ile, (1.2) karisik kosullar icin

matris bagintisi

m—1
D (e H@ + by H(b) + ey H(e))MFA = [1]
k=0

olarak elde edilir veya kisaca

UA+0'A=12 = [U;0*:1]

veya anlasilr bicimde

17



Um-1,0

Um-1,1

olarak tanimlanir. Burada

U= [ujo

ujl

m-1

ujN] ; ] =

_ Z (ax;X(a) + by X(b) + ci;X(c))B"
k=0

A: [AO

0"=[0 0

A

Am—l]T

0] (sifir matrisi).

Sonu¢ olarak, a, (n=0,1,..,N) Hermite katsayillarimi bulmak icin, (1.1)

denkleminin (1.2) karisik kosullar altindaki (1.4) yaklasik ¢oztiimi ile alakals,

(2.35) genisletilmis matrisin son m tane satir matrisini (ya da herhangi bir m

satirin1) (2.36) genisletilmis matrisin m satir1 ile yer degistirerek, yeni

genisletilmis matris elde edilir.

Wio

— WN—m,O
Upo
Uqp

L Um—1,0

Wo1
Wi1
WN-m,1
Upq

Uqq

Um-1,1

Won 5
WinN s
WN_mnN ;
Upn

Uiy

Um-1,N

vN—m,O
0
0

0

Von+1)2-1

Vitv+1)2-17

g(xo) 7
g(xq)

UN-m,(N+1)2-1 9xXn—m) _

0
0

0

Ao
4

/1m—1

Bu lineer olmayan cebirsel denklem sistemden, ki bu WA + VA = G matris

denklemidir, bilinmeyen Hermite katsayilar1 a, (n = 0,1, ..., N) hesaplanir. Bu

katsayilar (1.4)’te yerine yazilarak

y() = yu () = ) anHy ()

n=0
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kesilmis Hermite serisi yaklasik ¢o6ziimii elde edilmis olur.
2.3 Coziimlerin Dogrulugu ve Rezidiiel Hata Analizi

Galismada ileri siiriilen Taylor matris-siralama ve Hermite matris-siralama
yontemleri kullanilarak, sirasi ile kesilmis Taylor serisi ve kesilmis Hermite serisi
formlarinda yaklasik c¢oziimlere ulasildigindan, bulunan sonuglar ile gercek
degerinin denklemde verdigi sonucu arasinda bir miktar hata olusmasi
ongoriilen bir durumdur. Bu hatay: belirli bir tolerans ile atama yaparak elde
edilen coziimlerin dogrulugu asagidaki sekilde kontrol edilir[7]. Denklem
(1.1)’in (1.3) yaklasik ¢oziimii kesilmis Taylor serisi ve (1.4) yaklasik ¢oziimii
kesilmis Hermite serisi oldugundan, bu yy(x) polinomlar: ve tiirevleri Denklem
(1.1)’de yerine yazildiginda lineer olmayan diferansiyel denklem yaklasik olarak

saglanacaktir. Boylelikle,

x = x;€[a, b], 1=0,1,2,..

m 2 D
Ry() = [ Py ® @) + ) Qg oy ® )y @ () — gGe)| = 0
k=0

p=0q=0

ya da
Ry(x;) < 107%; k, herhangi bir pozitif say1
biciminde olacaktir.
max 107% = 10~% (k pozitif bir say1) daha 6énceden belirlenirse, bu durumda her
bir nokta icin Ry(x;) farki énceden belirtilen 107% dan daha kiiciik oluncaya

kadar N kesme sinir1 artirilir. N yeteri kadar biiyiik oldugunda Ry (x;) — 0 denk

oluyorsa hata azaliyor demektir.

Diger tarafindan Ry(x) tarafindan izah edilen rezidiiel hata fonksiyonu ve
verilen [a,b] araliginda |Ry(x) |‘in ortalama deger fonksiyonu ile, elde edilen

¢ozlimiin dogrulugu denetlenebilir ve hata sinir1 tahmin edilebilir[8].

Boylece {iicgen esitsizligi ve |Ry(x)| iizerinde ortalama deger teoremini

uygulayarak, ortalama hatanin {ist sinir1 R,, asagidaki gibi gosterilir.
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b

b
fRN(x) dx| < fIRN(x)Idx

a

ve
b
fRNoodx — (b-@)IRy(O)] ,a<c<h
a
kullanilarak
b b
f Ry()dx| = (0 — @Ry ()] < j IRy ()| dx
a a
[PIRy()ldx
<Za -7
Ry(0)] < 2=~ Ry
elde edilir.

Ek olarak, hata analizinde kullanilan hata normlarindan bazilarn da

kullanilabilir. Bunlardan birka¢i su sekilde tanimlanmistir[12]:

e; = |ly(x;)) —yn(x;)| ve y ve yy sirast ile (1.1)-(1.2) probleminin gergek ¢6ziimii ve

yaklasik ¢coziimleri olmak tizere
1- L, — hata = (X} 4(e)?) /2

2- L, — hata = max(e;), 0<i<n

no,2
3RMS—hMa=/§ﬂ@l.
n+1
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3

Arastirma Bulgular:

3.1 Taylor Matris Siralama Metodu Kullanilan Ornekler

Bu boliimde lineer olmayan diferansiyel denklemlerin bir sinifinin yaklasik
¢Ozimi icin siralama noktalarina dayali Taylor matris metodu gosterilmektedir.
Yontemin dogrulugu ve gecerliligini kanitlamak amaciyla birkag oOrnek
verilmektedir. Bu 6rnekler aym1 zamanda rezidiiel hata analizleri ile birlikte
verilmekte ve elde edilen sonuclar literatiirdeki mevcut sonuglarla
karsilastirilmaktadir. Tim hesaplamalar MATLAB2017b programinda her bir

ornek icin ayr olarak yazilmis kodlar kullanilarak elde edilmistir.

Ornek 1

ilk olarak, gercek ¢oziimii y(x) = 1 + 2e* olan

Y (0) =2y () +y(x) + y*(x) =y ()y(x) = g(x) (3.1)
ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin, g(x) = 2 + 2e*

olmak tizere

y(0) =3, y'(0) =2
(3.2)
0<x<1
kosullar1 altindaki ¢oziimiinii ele alalim. (3.2) kosullar1 altinda (3.1) lineer
olmayan diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimlerini bulalim.
Burada, Py(x) =1,P;(x) = —2,P,(x) =1,Qp0(x) =1,Q50(x) =1,g(x) =2 + 2e*

olup N = 2 icin Taylor polinomlari ile

y2(x) = Z anx”

n=0

yapisinda c¢oziimler arastirilacaktir. N = 2 icin kollokasyon noktalari
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1
{XO = 0,x1 = E,xz = 1}

olarak hesaplanir. Problemin ana matris denklemi

2

z P,.XB*A +
k=0

(PoXB® + P1XB' + P,XB?)A + (QooX50 + Q20X30)A =G

seklindedir. Buradaki matrisler

P, (0 0
Po(xo) 0 0 () i 100
Po=| 0 Px) 0 |=| 0 P"(E) o |=lo 1 ol
0 0 Py(x,) 0 0" p) 0 0 1
2 0 0] 1 0 0 1 0 0
P1: 0 _2 O ,P2: O 1 01000_ 0 1 0;
o o0 -2 0 0 1 0 0 1
—1 0 0] 1 0 0 0 1 0
Q=0 -1 ol|,B°=1=|0 1 o|,B=|0 0 2|,
o 0 -1l 0 0 1 0 0 0
i X(0
0 0 2 x@)] [*O] [F o0
B*=(0 0 o0o|,X= X(x1)=X(—>=1 - -,
0 0 0 X(x,) 2 z 4
) T X(1) 1 11
[ X(0)X(0) 1 0 0 000 0 O O
X*—X<1))_(<1)—1 11 1 1 1 1 1 1
0.0 2)\2 2 4 2 4 8 4 8 16/
| X(D)X(1) 11111111 1
X(0)B*X(0)1 [0 0 0 0 0 0 2 0 O
X; —X(l)BZ)_((l)—O 00000 2 1 1
20 2 2 2|’
X(1)B?X(1) | 0 00 000 2 2 2
0
g(xo) g(l) 4 . ao
G=|glx)|= g<§> = (2 4+ 2z, A=
X a;
90l | gay] L2+2e
Z=[a0A alA azA]T
=[apay apa; apa; a;ap a1a; Q1Q; QA5 A0,

seklindedir. Problem karsilik gelen [W;V: G] matrisi
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1 -2 2 : 100000 -2 0 0 : 4

|, 3y, 111117 7 7 s

- 2 4 2 42428 2 8 16’ €
1 -1 -1 : 111111 -1 -1 -1 ; 2+2e

olup, verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matrisleri
Y© = X(x)B°A=X(0)A=[1 0 0]4=3
0 1 0

YD =X(x;)B'A=X(0)B'A=[1 0 0] [0 0 2
0 0 0

A=[0 1 0]JA=2

kullanilarak
[Uy;0":4]=[1 0 0 ; 0O 0O OO O OO O O ; 3]
[U;0*:2,]=]0 1 0 ; 0 O O OO O O O O ; 2]

seklinde ifade edilir. Boylece [W;V:G] matrisinin tercihen son 2 satirinin

baslangic kosullari ile yer degistirilmesi ile elde edilmis genisletilmis matris

1 -22; 100000 -200; 4
[W:V:6]=|1 0 0; 00 O0O0OOO O OO ; 3
0o 1 0;0000O0O0 O 00 ; 2

formuna doniisiir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Taylor bilinmeyen katsayilar matrisi

3
2
1

olarak bulunur; katsayilarin (1.3) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

A=

y2(x) Taylor yaklasik ¢oziimii
y,(x) =3+ 2x + x?

olarak elde edilir. Bu ifade ayni zamanda problemin tam ¢6ziimiine denktir.
Benzer sekilde N = 3,4,5 icin yaklasik ¢oziimler MATLAB2017 programinda

yazilan kod ile
ys(x) = 3+ 2x + x% + 0.3942x3,
ya(x) =3 + 2x + x2 + 0.3251x3 + 0.1072x*,

23



ys(x) = 3 + 2x + x? + 0.334149x3 + 0.079586x* + 0.022571x>

olarak hesaplanir.

Tablo 3.1 ve Tablo 3.2’de N = 2,3,4,5 icin siras1 ile mutlak hatalar ve L,, L, ve

RMS hatalar gosterilmistir.

Tablo 3.1 Ornek 1 icin N = 2,3,4,5 ve h = 0.1 olmak tizere mutlak hatalar

Mutlak Hatalar

X1 ez €3 €4 és

0 0 0 0 0
0.1 3.41836e-04 5.23638e-05 6.01615e-06 4.98080e-07
0.2 2.80552e-03 3.48083e-04 3.31963e-05 2.24337e-06
0.3 9.71762e-03 9.25784e-04 7.15951e-05 3.92686e-06
0.4 2.36494e-02 1.57940e-03 9.86752e-05 4.72833e-06
0.5 4.74425e-02 1.83245e-03 1.05041e-04 5.66754e-06
0.6 8.42376e-02 9.09599e-04 1.22880e-04 8.24884e-06
0.7 1.37505e-01 2.29481e-03 2.57394e-04 1.01147e-05
0.8 2.11082e-01 9.25145e-03 7.21536e-04 2.60625e-06
0.9 3.09206e-01 2.18344e-02 1.87440e-03 6.66051e-05

1 4.36564e-01 4.23636e-02 4.26365e-03 2.56735e-04
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Tablo 3.2 Ornek 1 icin N = 3,4, 5 olmak tizere L, ,L, ve RMS hatalari

N L,-hata L.-hata RMS-hata

3 4.86820e-02  4.23636e-02  2.43410e-02

4  4.72452e-03 4.26365e-03 2.11287e-03

5 2.65709e-04 2.56735e-04 1.08475e-04

Ornek 2

ikinci 6rnekte, gercek ¢éziimii y(x) = sinx olan

d?y  dy\?
dTic; + (%) + y%(x) = 1 — sin(x) (3:3)

formundaki ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini

y(0) = 0,y'(0) = 1 [13]. 34)
baslangic kosullar ile ele alalim.
(3.4) kosullar1 altinda (3.3) denkleminin yaklasik ¢oztimlerini gosterelim.

Burada, P,(x) =1,Qp0(x) =1,0:1(x) =1,g(x) =1—sin(x) olup N =2 icin

Taylor polinomlari ile

y2(x) = ZZ: anx™

n=0

formundadir. N = 2 i¢in kollokasyon noktalar1

1
{xo =0,x; :E'xz = 1}

olarak hesaplanir. Problemin ana matris denklemi

2 P

2
Z P.XB*A + Z QX A=G
k=0
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P,XB?A + (QooX50 + Q1:1X11)A=G

seklinde olup buradaki matrisler

1.0 0 1.0 0
P,=(0 1 0],Qp=|(0 1 0],
0 0 1 0 0 1
1 0 0
Q11:010,
0 0 1l
00 2 X(xo)] 1(1)(1’
B*=10 0 0|, X = X(xl) =11 E Z
0 0 0 Xt |; T 1
X(0)X(0) 100 00 0O0TUO0 O
X*—X(l))_((l)—11111111 1
0.0 2)\2 2 4 2 4 8 4 8 16/
lxaoxenl 11111111 1
X(0)BX(0)
{()(}000010000
x;l_- 0000110 1 1,
[ J 0000120 2 4
X(1)BX(1)B
1
go] [9O] |so1]  pa
G=|gtx)|= g(§> =|500|,4 = a1]
g(x3z) 2 az
g(1) 100

A=[aA a;A a,A]”

= [aoao a0a1 aoaz a1a0 a1a1 a1a2 a2 ao az a1

seklindedir. Problem karsilik gelen [W; V: G] matrisi

002 ;100010 0 0 0 ;:
0 0 2 1111591917
(W;V:G] = ’ 2 4 2 4 8 4 8 16 '’
002 ;111111 -1 -1 -1 ;

olup, verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matrisleri

Y© =X(x)B°A=X(0)A=[1 0 0]A=0
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01 0
YD = X(x)B'A=X(0)B'A=[1 0 0] [0 0 2
0 0 0

A=[0 1 0]A=1

kullanilarak
[Uy;0*:4,]=[1 0 0 ; 0 0 O OO O O O O ; O]
[U;0%4,]=[0 1 0 ; 0 000 0O OO0 0 ; 1]

seklinde ifade edilir. Boylece [W;V:G] matrisinin tercihen son 2 satirinin

baslangi¢ kosullari ile yer degistirilmesi ile elde edilmis genisletilmis matris

002 ;100010000 ;1
[W:V:6]=|1 0 0 ; 00000 O0O0OTO O ; O
010;000000O0O0O0UO0 ;1

bi¢cimine dontisiir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Taylor bilinmeyen katsayilar matrisi

0
1
0

olarak bulunur; katsayilarin (1.3) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

A=

y2(x) Taylor yaklasik ¢oziimii

y2(x) =x

olarak elde edilir. Bu ifade ayn1 zamanda problemin tam ¢6ziimiine denktir.
Benzer sekilde N = 3,4,5 icin yaklasik ¢oziimler MATLAB2017 programinda

yazilan ayr bir kod ile

y3(x) = x — 0.16398x3,

ya(x) = x — 0.16971x3 + 0.00987x*,

ys(x) = x— 0.16673x3 + 0.00030x* + 0.00793x°

olarak hesaplanir.
N =2 —5 icin Sekil 3.1’de (3.3) denkleminin yaklasik ¢coziimleri gercek ¢c6ziimii
ile karsilastirllmistir. Ek olarak Tablo 3.3'de N =2 —5 icin mutlak hatalar

gosterilmistir.
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1.1

—O—y(x)

1 N=2

N=3

09+ "

N=5
0.8 -

0.7 -

0.6 [

05
04}
03 4 e
02 -4 J

o1p o 4

0 ! ! 1 ! ! 1 I ! 1 I ! 1 I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Fig.1 Comporison of the Taylor polynomial solutions and exact solution of Example 2 for N=2-5

Sekil 3.1 N = 2 — 5 icin Ornek 2'nin gercek céziimii ile Taylor yaklagik
¢oztimlerinin karsilastirilmasi

Tablo 3.3 Ornek 2’nin N = 2,3,4,5 ve h = 0.1 olmak iizere mutlak hatalari

Mutlak Hatalar
Xn ez €3 €4 €s
0 0 0 0 0

0.1 1.66583e-04 2.60335e-06 2.13964e-06 3.73468e-08
0.2 0.00133 1.88292e-05 1.12187e-05 1.53195e-07
0.3 0.00448 5.23333e-05  2.24296e-05 2.16761e-07
0.4 0.01058 8.69376e-05 2.71103e-05 1.79108e-07
0.5 0.02057 7.69613e-05 2.24136e-05 2.26104e-07
0.6 0.03536 6.21533e-05 2.06813e-05 6.36595e-07
0.7 0.05578 4.62827e-04 5.84302e-05 1.25213e-06
0.8 0.08264 1.31385e-03  2.04858e-04 4.68499e-07
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0.9 0.11667 2.86832e-03 5.69792e-04 6.33607e-06

1 0.15853 5.45098e-03 1.31098e-03  2.90151e-05

Ornek 2'nin ortalama hatanin ist sinir1,R,,, N = 2 — 5 icin 2.3 béliimiinde verilen
metoda gore R, = 7.930306e — 01, R; = 4.02186e — 02, R, = 1.706537e —
02,Rs = 4.145337e — 04 olarak hesaplanmistir ve Sekil 3.2’de R, ifadeleri

karsilastirilmastir.

0.5 T T T T
N=2
N=3
—%— N=4

N=5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X
Fig.2 The residual error functions of Example 2 for N=2-5

Sekil 3.2 N = 2 — 5 icin Ornek 2'nin R,, karsilastiriimasi

Ornek 3

Volterra tarafindan tanitilan kapali bir sistemin popiilasyon biiylimesi i¢in bir
model olan Volterra'nin Niifus Modelini diisiinelim.

Model, lineer olmayan integro-diferansiyel denklem ile tanimlanir[9].

du t
K—=u—u?— uf u(x)dx, u(0) = 0.15
dx 0

(3.5)
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x onceden belirlenen bir parametredir. Ozdes bireylerin &lceklendirilmis
popiilasyonunun matematiksel davranisini ,u(x), incelemek icin asagidaki gibi
birka¢ doniisiim yapilir.

‘ ’ , , (3.6)
y() = f w@dx,y'® =ul®), ¥’ ®) =u'®

(3.6) ifadesini (3.5) denkleminde yerine yazarak ve sayisal amacla k = 0.25
kullanarak baslangi¢ kosullar ile birlikte yeni ikinci mertebeden lineer olmayan
bir diferansiyel denklem elde edilir.

y'(t) =4y () + 4y ()* + 4y ()y(®) = 0 (3.7)
y(0) = 0,y'(0) = 0.15 [10] (3.8)

Bu problemin bilinen bir gercek c¢Ozlimii yoktur. Ancak belirli metotlar ile
niimerik ¢6ztimleri bulunup kiyaslanabilir.

Burada, P;(x) = —4, P,(x) = 1,Q11(x) =4,Q10(x) =1,g(x) =0 olup N = 2 i¢in

Taylor polinomu

y2(x) = Z anx”

n=0

formundadir. N = 2 icin kollokasyon noktalar1

1
{xO = 0,x1 =§,x2 = 1}

olarak hesaplanir. Problemin ana matris denklemi

(P,XB* + P,XB*)A + (Q10X10 + QX1 )A=G

seklinde olup buradaki matrisler

4 0 0 10 0 4 0 0

P,=|lo0 -4 olP,=|0 1 ol,ano 4 0],

0 0 -4 00 1 0 0 4
4 0 0 01 0 0 0 2 X)) (Y99
Qloz[o 4 0[,B=[0 0 2(,B*=]0 0 0|, X=|X(x)|=|1 = =
0 0 4 0 0 0 0 0 0 X0 |, %
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X(0)BX(0)B
N .| [0 0010000
X;lzx(z)Bx(E)Bz 0000110 1 1,
e/ 000 0120 2 4
X(1)BX(1)B
X()BX0)1 [0 0 01 0 0 0 0 0
X —X(1>B}_(<1>—O 0 0 1 11 1 11
1o 2)77\2 2 4 2 4|
X(1)BX(1) . 0 0 11 1 2 2 2
; 0
G=|g(x)|= g(§> =10[,A=|%
X 0 a;
g( 2)_ _g(l)

Z = [aoA alA azA]T

= [@oqg Goa; QoA Q1a9 Q104 (14, (09 G0y G03]T

seklindedir. Problem karsilik gelen [W;V: G] matrisi

o 4 2 ;, 0O0O04 4 0 0 0 0 ;0
W;V:6]=|10 -4 -2 ; 0 0 0 4 6 5 4 6 5 ; 0]
0O 4 -6 ; 000 4 8 12 8 16 24 ; 0

olup, verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matrisleri
Y© = X(x)B°A=X(0)A=[1 0 0JA=0
0 1 0

YD = X(x)B'A=X(0)B'A=[1 0 0] [o 0 2
0 0 0

A=[0 1 0]A=1

kullanilarak
[Uy;0:2,]=[1 0 0 ; 0 00O 0O O O O ; 0]
[U;0:4,]=[0 1 0 ; 0 000 00 0O 0 ; 0.15]

seklinde ifade edilir. Boylece [W;V:G] matrisinin tercihen son 2 satirinin

baslangic kosullari ile yer degistirilmesi ile elde edilmis genisletilmis matris

0 -4 2 ;000440000 ; 1
[W.v:G]={1 o0 0 ; 00 0 O0OUOOOU O ; O
01 0;000O0O0TO0O0O0O0 ; 015

formuna doniisiir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Taylor bilinmeyen katsayilar matrisi
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0
0.15
A=1951

2

olarak bulunur; katsayilarin (1.3) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin
y2(x) Taylor niimerik ¢6zimii

0.51
yz(x) = 0.15x + TXZ

olarak elde edilir. (3.8) kosullar1 altinda (3.7) denkleminin N=5 i¢in niimerik
¢ozimii MATLAB2017 programinda yazilan bir kod yardimi ile Taylor yaklasik
¢oziimli bulunmustur. Tablo 3.4’de xe[0,1] igin problemin Runga-Kutta
metot(RK)[21], Adomian Decomposition metot(ADM)[10] ve 6nerilen metot ile

elde edilen yaklasik ¢oziimleri karsilastirilmistir.

ADM ile elde edilen niimerik ¢6ziim

051 , 0.6669 , 01246 , 0.85901
yA(x)=0.15x+Tx + 5 x° + > x* = >

5

X

seklindedir.
N=5 icin hesaplanan Taylor yaklasik polinomu
ys(x) = 0.15x + 0.2550x2 + 0.27107596x3 — 0.12335678x* — 0.108288366x°

seklindedir.
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Tablo 3.4 h = 0.1 olmak iizere Ornek 3’iin niimerik ¢6ziimleri

RK icin ADM icin Onerilen metot
x, yaklagik ¢oziim yaklasik ¢oziim icin ¢ozim
degerleri degerleri degerleri

0 0 0 0
0.1 1.77737e-02 1.77742e-02 1.78076e-02
0.2 4.19657e-02 4.19670e-02 4.21365e-02
0.3 7.36730e-02 7.36813e-02 7.40067e-02
0.4 1.13439e-01 1.13495e-01 1.13882e-01
0.5 1.60989e-01 1.61261e-01 1.61540e-01
0.6 2.15187e-01 2.16202e-01 2.15944e-01
0.7 2.74266e-01 2.77198e-01 2.75111e-01
0.8 3.36210e-01 3.42288e-01 3.35980e-01
0.9 3.99101e-01 4.04491e-01 3.95286e-01

1 4.61346e-01 4.37632e-01 4.44430e-01

3.2 Hermite Matris Siralama Metodu Kullanilan Ornekler

Bu boliimde lineer olmayan diferansiyel denklemlerin bir simifinin yaklasik
¢Ozlimi icin siralama noktalarina bagli Hermite matris metodu gosterilmektedir.
Yontemin dogrulugu ve gecerliligini kanitlamak amaciyla birkag Ornek
verilmektedir. Bu 6rnekler ayn1 zamanda rezidiiel hata analizleri ile birlikte
verilmekte ve elde edilen sonuclar literatiirdeki mevcut sonuclarla ve 3.1
boliimiindeki Taylor matris metodu karsilastirilmaktadir. Tiim hesaplamalar
MATLAB2017b programinda her bir 6rnek icin ayr1 olarak yazilmis programlar

yardimiyla elde edilmistir.
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Ornek 4

Gercek coziimii y(x) = 1 + 2e* olan

Y () =2y () +y() +y* () =y ()y(x) = g(x) (3.9)
ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin, g(x) =2 + 2e*

olmak tizere

y(0) =3, y'(0) =2
(3.10)
0<x<1
kosullar1 altindaki c¢oziimiinii ele alalim. (3.10) kosullar1 altinda (3.9) lineer

olmayan diferansiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimlerini bulalim.

Bu problem icin, Py(x) =1,P;(x) = =2, P,(x) =1,Qp0(x) = 1,Q,0(x) = —1,
g(x) = 2 + 2¢e* olarak belirlenir.

N = 2 igin kesilmis Hermite serisi ile olusturulan y,(x) yaklasik ¢6ztimii

2
y2(x) = Z anHy(x) = agHo(x) + a Hy(x) + azH,(x)

n=0

olarak tanimlanir. N = 2 i¢in siralama noktalari

ot ehn
Xo =U, X% = z,xz =
olmak {izere problemin temel matris denklemi
2 2 14
z P.HM*A + Z Z QyH;, A=G
k=0 p=0g=0

seklindedir. Buraki matrisler

P, (0 0
Py(xg) 0 0 0(0) 1 1 0 0
Py=|( O Po(x1) 0 |=] 0 PO(E) o [=[o 1 o]
0 0 Py(xy) 0 0 Py(1) 0 0 1
-2 0 0 1 0 0 1 0 0
P,=(0 -2 o|,P,=|0 1 0|,Qp=1]0 1 o],
0 0 -2 0 0 1 0 0 1
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0 0 8
M?=10 0 0l
0 0 0

Ho(x) = 1,H;(x) = 2x,H,(x) = 4x* — 2

Ho)| 1 2 2

)

H(x,) [1 0 -2

H(x) = diag[H(x) H(x) H(x)]
[ H(0)H(0) 1

| vy [f 0200 0 -2 0 4
H;;,0=H<—)H<—) =11 -1 11 -1 -1 -1 1,
lZ_ZJ 12 2 2 4 4 2 4 4
H(1)H(1)
H(0O)M?*H(0
(1) (1) 0000008 0 -16
H;,Ozy(E)MZH(E) =lo 0o 00008 8 -8
_ 000 000 8 16 16
| H(DM2H(D)
0
g(xO) g(l) 4 1 a’o
G=|glx)|= g(z) = (2 4+ 22|, A= al]
X a;
9l | ga)] L2+2e
Z = [aoA alA azA]T
=[apay apay apa, a4y a4y a1, QAp Q04 azaz]T
seklindedir.

Temel matris denkleminin lineer kismi olan
2
W= Z P,HM* = P(HM® + P,HM" + P,HM?
k=0

matrisinde gerekli matrisler yerine yazilarak

1 -4 6
W=|1 -3 -1
1 -2 -6

elde edilir.
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Diger taraftan temel matris denkleminin lineer olmayan kismi1 olan

2 P
V= Z Z QpqHyq = QooHgo + Q20H>

p=0q=0
matrisinde ilgili matrisler yerine yazilarak

1 0 -2 0 0 0 -10 O 20
11 -1 11 -1 -9 -9 9
1 2 2 2 4 4 -6 -—-12 -12

V=

olarak bulunur.

Boylece problem karsilik gelen [W; V: G] matrisi

[(W;V:G]
1 4 6 ; 1 0 -2 0 0 0 -10 0 20 4
1
=11 -3 1 ;11 -111 -1 -9 -9 9 ;0 24 2e2
1 -2 -6 ; 1 2 2 2 4 4 -6 =12 =12 ; 24 2e

olup, verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matrisleri (2.31) bagintisini

kullanarak
y®(x) = H(x;))M*A
y©@(0) = HO)M°A=H(0)A=[1 0 —2]A=3
0 2 0
yD(0) = HOM'A=HO)M'A=[1 0 -2] [8 8 g A=[0 2 0lA=2

seklinde hesaplanir. Bu baslangi¢ kosullar1
[Uy;0":4]=[1 0 -2 ; 0 0 0 0O OO O O O ; 3]
[U;;0":4,]=[0 2 0 ; O OO O OOOO O ; 2]
olarak ifade edilir. Boylece [W;V: G] matrisinin tercihen son 2 satirinin baslangi¢
kosullari ile yer degistirilmesi ile elde edilmis genisletilmis matris
1 -4 6 ; 1 0
[W:v:6]=|11 0 -2 ;00 0 000 0 0 0 ; 3
0 2 0 ; 00O ;

formuna doniisiir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem
sisteminin ¢0ziilmesi ile Hermite bilinmeyen katsayilar matrisi
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o
Il
BlR RN

olarak bulunur; katsayilarin (2.20) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

y2(x) Hermite yaklasik ¢oziimii
y(x) = y,(x) = 3 + 2x + x?

olarak elde edilir. Bu ifade ayni zamanda problemin tam ¢6ziimiine ve N = 2 icin
Taylor yaklasik coziimiine denktir. Benzer sekilde N = 3,4,5 icin yaklasik
coziimler MATLAB2017 programinda yazilan program ile

y3(x) = 3 + 2x + x? + 0.3944x3
ya(x) = 3 4 2x + x% + 0.32544x3 + 0.10704x*
ys(x) = 3 4+ 2x + x2 + 0.336336x3 + 0.074608x* + 0.025772x°>
olarak hesaplanir.

Tablo 3.5 ve Tablo 3.6’da N = 2,3,4,5 icin sirasi ile mutlak hatalar ve L,, L., ve

RMS hatalar1 gosterilmistir.

Tablo 3.7’de, N =5 icin problemin tam ¢6ziimii, Taylor matris metodu ile elde
edilen yaklasik ¢6zlimii[12] ve Onerilen Hermite matris metodu ile bulunan

yaklasik ¢oziimii x € [0,1] araliginda karsilagtirilmastir.
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Tablo 3.5 Ornek 4 icin N=2—5 ve h = 0.1 olmak {izere mutlak hatalar

Mutlak Hatalar

X e, ez ey €s

0 0 0 0 0
0.1 3.4184e-04  5.2564e-05 5.6922e-06 2.21837e-06
0.2 2.8000e-03  3.4968e-04 3.0732e-05 1.27917e-05
0.3 9.7000e-03  9.3118e-04 6.3711e-05  3.04095e-05
0.4 2.3600e-02  1.6100e-03 8.1011e-05 4.99869e-05
0.5 4.7440e-02  1.9000e-03 7.2541e-05 6.78585e-05
0.6 8.4200e-02  9.5280e-04 7.0177e-05 8.42649e-05
0.7 1.3751e-01  2.2000e-03 1.7919e-04 1.02848e-04
0.8 2.1110e-01  9.1000e-03 6.1299e-04 1.26842e-04
0.9 3.3092e-01  2.1700e-02 1.7000e-03 1.51611e-04

1 4.3664e-01  4.22000e02 4.1000e-03  1.53143e-04

Tablo 3.6 Ornek 4 icin N = 2 — 5 olmak iizere L, ,L, ve RMS hatalari

N L,-hatasi

L.,-hatasi

RMS-hatasi

2  5.997233e-01

3 4.842227e-02

4 4.483755e-03

5 2.973264e-04

4.365636e-01

4.216365e-02

4.083656e-03

1.531430e-04

2.998616e-01

2.421113e-02

2.241877e-03

1.486632e-04
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Tablo 3.7 Ornek 4 icin N = 5 ve h = 0.1 olmak iizere tam ¢6ziim ile Taylor ve

Hermite yaklasik coziimlerinin karsilastirilmasi

Tam Taylor Hermite
X Cozim Yaklasik Yaklasik
Gozimi Gozimi

0 3 3 3
0.1 3.21034 3.21034 3.21034
0.2 3.44280 3.44280 3.44281
0.3 3.69971 3.69972 3.69974
0.4 3.98364 3.98365 3.98369
0.5 4.29744 4.29744 4.29751
0.6 4.64423 4.64424 4.64432
0.7 5.02750 5.02751 5.02760
0.8 5.45108 5.45107 5.45120
0.9 5.91920 5.91913 5.91935
1 6.43656 6.43630 6.43671

Ornek 5

Gercek ¢ozlimi y(x) = sinx olan

formundaki ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemini

d?y
d?x

dy
dx

+ (—)2 + y2(x) = 1 — sin(x)

y(0) = 0,y'(0) = 1[11].

baslangi¢ kosullar ile ele alalim.
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(3.12) kosullar1 altinda (3.11) denkleminin yaklasik ¢coziimlerini gosterelim.
Bu problemde, P,(x) =1,Qy0(x) =1,Q0;;(x) =1,g(x) =1 —sin(x) olup N =2
icin kesilmis Hermite serisi ile olusturulan y,(x) yaklasik ¢oziimii

y2(x) = z anHy(x) = agHo(x) + a H, (x) + azH,(x)

n=0

olarak tanimlanir. N = 2 i¢in siralama noktalari

1
{XO = 0,x1 = E,xz = 1}

olmak iizere problemin temel matris denklemi

2 2

p
z P.HM*A + z QuqHyA=G

k=0 p=0g=0

seklindedir. Buradaki matrisler

1 0 0 1 0 0]
P2=0 1 0],000=0 1 0,
0 0 1 0 0 1l

1 00 0 0 2]
Qu=[0 1 0],M2=0 0 0|,
0 0 1 0 0 ol

Ho(x) = 1,H;(x) = 2x,H,(x) = 4x* — 2

H(x,) 1 0 -2
H=|H(x) =[1 1 -1,
H(x,) 1 2 2

H(x) = diag[H(x) H(x) H(x)]

H(0)H(0
(1)(1) 10 -200 0 -2 0 4
H;;,0=H<E)H<E) =11 -1 11 -1 -1 -1 1|,
_ 2 2 2 4 4 2 4 4

H(DH)

H(0)MH(0)M
(1)(1) 00004 0 0 0 0
H;l:H(—)MH(—)M =lo o 0o 0 4 8 0 8 16|
2/ \2/_ 00 0 4 16 0 16 64

H(D)MH(1)M

40



1

g(xo) 9(0) 491 a,

G=|g(x)|= g(—) =(500],4 = a1]

9(x3) 2 99 a2
g [ﬁj

Z = [aoA alA azA]T

=[apay apay apa, a,ap a4y a1, QAp Qa; Qa,]T
seklindedir.

Temel matris denkleminin lineer kismi olan

W =
k

P, HM* = P,HM?

2
=0

matrisinde gerekli matrisler yerine yazilarak
0 0 8
wW=|0 0 8
0 0 8
elde edilir.

Diger taraftan temel matris denkleminin lineer olmayan kismi1 olan

2 P
V= Z z QpqHpq = QooHgp + Q11H7,

p=04g=0
matrisinde ilgili matrisler yerine yazilarak

10 -2 0 4 0 -2 0 4
11 -1 15 7 -1 7 17
1 2 2 2 8 20 2 20 68

V=

olarak bulunur.

Boylece problem karsilik gelen [W; V: G] matrisi

008 :10 -2024 0 -2 0 4 : 1

0 0 8 11 -1 15 7 1 7 17 491
[W;V:G] = ’ 500
99

1 2 2 2 20 2 2 -

0 0 8 ; 8 20 068,100

olup, (2.31) bagintis1 kullanilarak verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis

matrisleri
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YO = Hx)M°A=H(0)A=[1 0 -2]4=0

0 2 0
YO = Hx,)M'A=HOM'A=[1 0 -2] [0 0 4
0 0 0

A=[0 2 0]A=1

kullanilarak
[Uy;02,]=[1 0 -2 ; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0]
[U;0:4,]=[0 2 0 ; 0 00O O O OO 0 ; 1]

seklinde ifade edilir. Boylece [W;V:G] matrisinin tercihen son 2 satirinin

baslangic kosullari ile yer degistirilmesi ile elde edilmis genisletilmis matris

00 8 ;10 —-2040 -20 4 ;1
[W.v:G]={1 0 -2 ; 0 0 0 0 0O 0O 0 0 O ; O
02 0 ;00 0 000 0 00 ;1

bicimine doniislir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Hermite bilinmeyen katsayilar matrisi

|

olarak bulunur; katsayilarin (2.20) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

ON| RO

y2(x) Hermite yaklasik ¢oziimii

y2(x) =x

olarak elde edilir. Bu ifade ayni zamanda problemin tam c¢o6ziimiine denktir.
Benzer sekilde N = 3,4,5 icin yaklasik ¢oziimler MATLAB2017 programinda

yazilan ayr1 bir program ile
y3(x) = x — 0.163980335781936x3,
ya(x) = x — 0.1697171792058040x3 + 0.009876360178284074x*,
ys(x) = x — 0.166728x3 + 0.000304x* + 0.007936x°>
olarak hesaplanir.

(3.11) denkleminin N =2 -5 icin Sekil 3.3’de gercek coziimii ile yaklasik
coziimleri karsilastirilmis ve Tablo 3.8’de mutlak hatalar1 gosterilmistir. Ek

42



olarak Tablo 3.9’da problemin gercek ¢oziimii, N =5 icin elde edilen Taylor

yaklasik coziimii ve Hermite yaklasik ¢coziimii karsilastirilmistir[26].

11

T
—6—y(x)
1 N=2

N=3

09 7| —x—nN=4

N=5
0.8 -

0.7 -

06 -

0.5
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02 ®

o1 &

0el I 1 1 I | I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Fig.1 Comporison of the Taylor polynomial solutions and exact solution of Example 2 for N=2-5

Sekil 3.3 N = 2 — 5 icin Ornek 5’in gercek ¢oziimii ile Hermite yaklagik
¢oztimlerinin karsilastirilmasi

Tablo 3.8 N = 2 — 5ve h = 0.1 i¢cin Ornek 5’in mutlak hatalar

Mutlak Hatalar

Xn e, e;3 ey €s

0 0 0 0 0
0.1 1.665833e-04  2.603017e-06 2.146190e-06  3.488682e-08
0.2 1.330669e-03  1.882651e-05 1.126605e-05 1.28875e-07
0.3 4.479793e-03  5.232427e-05 2.257198e-05 1.157813e-07
0.4 1.058165e-02  8.691620e-05 2.740695e-05 1.127313e-07
0.5 2.057446e-02  7.691942e-05 2.291349 e-05 4.613957e-07
0.6 3.535752e-02  6.222592e-05 2.140782e-05 7.803649e-07
0.7 5.578231e-02  4.629424e-04 5.936562 e-05 1.402682e-06
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0.8 8.264390e-02  1.314022e-03 2.059295 e-04  4.15998e-06

0.9 1.166730e-01  2.868574e-03 5.708533 e-04 1.396141e-05

1 1.585290e-01  5.451320e-03 1.311803 e-03  4.101519e-05

Tablo 3.9 N = 5 and h = 0.1 i¢cin Ornek 5’in gercek ¢oziimii ile yaklasik

¢oztimlerinin karsilastirilmasi

Tam Taylor Hermite

X Cozlim Yaklasik Yaklasik

Cozumu Cozumu

0 0 0 0

0.1 0.0998334 0.0998333 0.0998333
0.2 0.1986693 0.1986691 0.1986692
0.3 0.2955202 0.2955199 0.2955201
0.4 0.3894183 0.3894181 0.3894184
0.5 0.4794255 0.4794253 0.4794260
0.6 0.5646424 0.5646418 0.5646432
0.7 0.6442176 0.6442164  0.6442190
0.8 0.7173560 0.7173556  0.7173602
0.9 0.7833269 0.7833332 0.7833408
1 0.8414709 0.8415000 0.8415120
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Ornek 5’in ortalama hatanin {ist simir,R,, N = 2 — 5 icin 2.3 béliimiinde verilen
metoda gore R, =7.93031e — 01,R; = 4.124611e — 02,R, = 1.305709¢e —
02,Rs = 2.25636e — 03  olarak hesaplanmistir ve Sekil 3.4 de R,, ifadeleri

karsilastirilmistur.
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Fig.2 The residual error functions of Example 2 for N=2-5

Sekil 3.4 N = 2 — 5 icin Ornek 5’in R,, karsilastiriimasi

Ornek 6

Son olarak

(x-1?% 0<x<1/2
g(x)_{xz—z, 1/2<x<1

parcali fonksiyonuna sahip ve gercek ¢oziimii

(x)—{ X, 0<x<1/2
Y =1 -x 1/2<x<1

olan 1. mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi

y' () = 2y(0) +y*(x) = g(x) (3.13)
10) = 0 (3.14)

sinir kosulu ile g6z 6niine alalim.
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Problemi parcali fonksiyonun tanimli oldugu araliklardaki g(x) denklemlerine

gore ayr1 degerlendirilip, o aralik icin problemin yaklasik ¢6ziimleri bulunur.
Bu problemde,

Po(x) = =2,Pi(x) =1, Qpo(x) =1
seklindedir.
ilk olarak 0 < x < 1/2 araliginda inceleyelim.
Bu aralikta

g1(0) = (x — 1)?

olup; problem

y () = 2y(0) +y2(0) = (x — 1)?

y(0) =0
0<x<1/2

bi¢imine doniistir.
N = 2 icin kesilmis Hermite serisi ile olusturulan y,(x) yaklasik ¢6ziimii

Y2() = ) anin(x) = aoHo() + sty () + az Hy(x)

n=0

olarak tanimlanir. N = 2 icin siralama noktalari belirtilen aralik icin

1 1

olmak tizere problemin temel matris denklemi

2 2 P
z P HM*A + Z Z QuqHyA=G
k=0 p=0q=0

P,HMA + PHM°A + Q,H;,A = G

seklindedir. Buradaki matrisler

-2 0 0 -2 0 0
Po=(0 -2 ol,P=|l0 -2 0]
0 0 -2 0 0 -2
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1 0 0 1 0 0 0 2 0
Q00=[0 1 0],M°=I=[O 1 0],M=[0 0 4
0 0 1 0 0 1 0 0 O

Ho(x) = 1,H;(x) = 2x,H,(x) = 4x* — 2

H(0
(1) 10 -2
o)
H=|"\4)|=[1 5 —-|
] I PR
H_ —_—
5

|

1

aa,|’

o 10 -2 00 0 -2 0
. —)H(—) 1 711 7 7 7 49
Hyo=|"\2)"\4)|=|1 = - = = -2 -2 - |
O 2 42 4 8 4 8 16
H(-)H<_) 11 -111 -1 -1 -1
2) 7 \2
91(0) 1
1 [9] ao
G1_|g1<1)|= 16,4 = a1]
@) 131
91(5) 4
Z = [aoA alA azA]T
seklindedir.

Temel matris denkleminin lineer kismi1 olan

W =
k

P ,HM* = P,HM® + P,HM"

1
=0

matrisinde gerekli matrisler yerine yazilarak

-2 2 4
W=|-2 1 1
2

2 0 6

elde edilir.

Diger taraftan temel matris denkleminin lineer olmayan kismi1 olan
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2 D
V=2 QuHiq = QuoHio

1 0 =2 0 O 0 -2 0 4

1 7 1 1 7 7 7 49

V: 1 — _— - = = -
2 4 2 4 16 8 16 64

11 -1 11 -1 -1 -1 1

olarak bulunur.

Boylece problem karsilik gelen temel matris denklemi

1
—2 2 4 10 -200 0 -2 0 4 [9]
11 1 711 7 7 7 49— |=
2 1 —|la+h = =2 =2 2 L _L _L 22|74 =|16}
2 2 "2 21 16 8 16 64 1
2 0 6 11 -111 -1 -1 -1 1 7

seklinde olusur.
Sinir kosuluna karsilik gelen genisletilmis matris (2.31) bagintis1 yardimu ile
y©(0) = HOM°A=H(0)A=[1 0 -2]A=0
olarak hesaplanir ve
[1 0 -2]A+[0 0 0 0 0 0 0 0 0]JA=0
bi¢iminde ifade edilir.

Temel matris denkleminde tercihen 2. satir1 sinir kosulu ile yer degistirilmesi ile

istenilen genisletilmis matris denklemi

—2 2 4 10—2000—204_3
1 0 —2(A+[0 0 0 00 0 0 0 O[4A=|;
-2 0 6 11-111-1-1-11 2

formuna dontisiir.

_~

Boylece problem karsilik gelen [W:V: G| matrisi
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-2 2 4 ;10 -2 00 0 -2 0 4
[W: 7. 5] _ 1 0 -2 ; 00 0O OO0 O 0 0 0
-2 0 6 ;1717 -111 -1 -1 -1 -1 ;

D= O R

olarak tanimlanir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Hermite bilinmeyen katsayilar matrisi

|

olarak bulunur; katsayilarin (2.20) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

N| R~ O

y2(x) Hermite yaklasik ¢oziimii

y2(x) = x

olarak bulunur.
Ardindan 1/2 < x < 1 araliginda inceleyelim.

Bu aralikta

g2 (x) =x? =2

1

olup y(x) = x dikkate alinarak x = % icin sinir kosulu y G) =3 elde edilir.

Boylece problem

y'(x) = 2y(x) + y2(x) = x2 =2

bi¢imine doniistir.

N = 2 i¢in siralama noktalar1 belirtilen aralik i¢in asagidaki gibidir:

1 3
{’%:z"‘l:z"‘z =1}

Problemin temel matris denklemi
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2 2 P
z P, HM*A + Z Z Q,Hy,A=G
k=0

p=04q=0
P,HM°A + P,HMA + Q, H;,(A = G

seklindedir. Buradaki matrisler

-2 0 0 -2 0 0
P,=|0 -2 of,P,=[0 -2 o]
0 0 -2 0 0 -2

1 00 1 0 0 0 2 0
Q=10 1 o[, M°=1=]0 1 0],M=[0 0 4]

0 0 1 0 0 1

Ho(x) = 1,H;(x) = 2x,H,(x) = 4x* — 2
1
H(3)

1
)7

L H(D) ]

1

NN W
N =

H(x) = diag[H(x) H(x) H(x)]

(a(3)a )|
H(z)”(z) 11 -1 11 -1 -1
. 31 3 9 3 1
H00: 3\ /3 =11 - — R — — —
*TlE)EG) 2 4 2.4 8 4
_ 1 2 2 2 4 4 2
H(DH)
G [-3
g1 2 —Z a,
G, = N[ = 23, A=
aG| |l la
16 2

91(1) 1
A=[aA a;A a,A]”

seklindedir.
Temel matris denkleminin lineer kismi olan

W =
k

P ,HM* = P,HM® + P,HM*

1
=0

matrisinde gerekli matrisler yerine yazilarak
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-2 0 6
11

wW=|-2 -1 —
2

-2 -2 4

elde edilir.

Diger taraftan temel matris denkleminin lineer olmayan kismi1 olan

1 1 -111 -1 -1 -1 1
31 3 9 3 1 3 1

V = 1 — — - = — — — J—
2 4 2 4 8 4 8 16

1 2 2 2 4 4 2 4 4

olarak bulunur.

Boylece problem karsilik gelen temel matris denklemi

7

2 0 6 171 -1 11 -1 -1 -1 1 _Z
11 3 1.3 9 3 1 3 1]|- 4

2 -1 —|A+|L = = 2 Z - Z _—|a=| 23|
2 2 4 2 4 8 4 8 16 =

—2 -2 4 1 2 2 2 4 4 2 4 4 116

seklinde olusur.

Sinir kosuluna karsilik gelen genisletilmis matris (2.31) bagintis1 yardimu ile

y(o)(%) = H(%)M"A = H(%)A =1 1 —-1]A= %

olarak hesaplanir ve

-1
[T 1 -1]JA+[0 0 0 0 O 0 O O O]A=§

biciminde ifade edilir.

Temel matris denkleminde tercihen 2. satir1 sinir kosulu ile yer degistirilmesi ile

istenilen genisletilmis matris denklemi
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-2 0 6 11 -111 -1 -1 -1 1]_ 4
1 1 —-1|A+|0 0 0 0 O O 0 0 ofjA=|1
-2 -2 4 1 2 2 2 4 4 2 4 4 2
1
formuna doniisiir.
Boylece problem karsilik gelen [W:V: G| matrisi
7
[—206;10—2000—204;—4
[W: £ E] = 1
l 1 1 -1 ; 0 0 0 0 OO O O O ; > J
-2 -2 4 ;1 2 2 2 4 4 2 4 4 ; 1

olarak tanimlanir. Bu matrise karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem

sisteminin ¢Oziilmesi ile Hermite bilinmeyen katsayilar matrisi

olarak bulunur; katsayilarin (2.20) denkleminde yerine yazilmasi ile N = 2 icin

N[ R -

y2(x) Hermite yaklasik ¢oziimii

yo(x) =1—x
olarak bulunur.

(3.14) kosulu altinda (3.13) denkleminin belirtilen araliklardaki ¢6ziim kiimesi

(x)_{ x, 0<x<1/2
YH = -x 1/2<x<1

problemin tam ¢6ziimii ile 6rtiismektedir.
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A

Sonu¢ Ve Oneriler

Miihendislik, matematik, fizik, ekoloji veya bir¢cok modelleme problemlerinde
kullanilan dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢oziilmesi
genellikle zor ya da miimkiin degildir. Bu calismada, tutarli bir yaklasik ¢6ziim
bulmak icin karisik kosullar altinda bir lineer olmayan diferansiyel denklem
sinifin1 ¢cozmeye dayali Taylor ve Hermite polinomlarina ve siralama noktalarina
bagl iki farkli matris metodu verilmistir. Ayrica, artik hata analizi problemlerin
tam ¢Ozlimlerinin var olmadigi durumlarda hata st sinir1 yaklasik olarak tahmin
edilmesi ve coziimlerin dogrulugu icin gelistirilmistir. Elde edilen neticelerle,

metotlarin problemlerde dogru ve tesirli calistig1 gosterilmistir.

Yontemlerin her problem icin hata analizleri yapilmis ve ¢oziimlerin tutarlilig
incelenmigstir. Sekiller ve tablolarda hata tahminlerinin uygunlugu ile yontemin

etkili oldugu gozlemlenmistir.

Onerilen yéntemlerin bir diger 6nemli bir avantaji, elde edilecek ¢éziimiin Taylor

ve Hermite katsayilarinin bilgisayar programlar gelistirilerek bulunabilmesidir.

Yontemde 2. mertebeden lineer olmayan terimli kisstm m. mertebeye
ylikseltilebilir ve ayrica diger yiiksek mertebeden lineer olmayan diferansiyel

denklemleri ¢c6zmek i¢gin yeni stratejiler ile gelistirilebilir ve uygulanabilirdir.
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