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OZET

Aktif slispansiyon sistemleri, pasif siispansiyon sistemlerinden farkli olarak biinyelerindeki
pasif bilesenlerin, eyleyiciler tarafindan saglanan ilave kuvvetlerle hareket ettirilmesi
sayesinde olusurlar ve aktif siispansiyonlar kullanilmak suretiyle genis bir frekans bandinda
siispansiyon sistemlerinin kontrolii gerceklestirilebilmektedir.

Sasi ile tekerlek aksami arasmma bir yay ve bir sonliim elemani yerlestirilmek suretiyle
gerceklenen geleneksel pasif siispansiyon sistemleri, tasitlar i¢in soz konusu olan gesitli
performans Olglitleri arasinda bir tavizlesme ortaya koyarlar. Aktif siispansiyon sistemleri
kullanilarak arzulanan performansin yakalanmasi amaciyla, bu giine kadar bircok kontrol
tasarim teknigi denenmistir ve bu konudaki arastirma ve gelistirme faaliyetleri yogun bir
sekilde siirdiiriilmektedir.

Bu tezde, eyleyici doyumuna maruz kaldigi diisiiniilen siispansiyon sistemleri i¢in siiriis
konforu ve siispansiyon sapmasi gibi performans gereklerinin teminine odaklanacak, bir
kontrol tasarimi amacglanmistir. Bu amag¢ dogrultusunda, sistemin performans ¢ikislarina dair
L, kazancinin minimize edilmesini saglayacak, L, optimal kontrolcliniin tasarimi ele
almmustir. S6z konusu tasarim, hem nominal sistem i¢in hem de parametrelerin zamanla
degistigi LPD sistem yapis1 ilizerinde gerceklestirilmistir. Bu anlamda eyleyici doyumu
probleminin LPD sistem yapisi ile birlikte ele alinmis olmasi, kontrolcii tasarmina yeni bir
yaklagim olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Tasarim probleminin ele aldigi performans gerekleri ve eyleyiciler iizerindeki doyum
siirlamasi, lineer matris esitsizlikleri cinsinden ifade edilen kisitlara doniistiiriilmiis ve ilgili
kontrolcii s6z konusu kisitlara dayali, digbiikey optimizasyon probleminin ¢dziilmesi yoluyla
elde edilmistir. Dolayisiyla bu yaklasim, tasit silispansiyonlarina dair kontrol sistemi
tasariminin, digbiikey kisitlara sahip bir optimizasyon problemi olarak ele alinmasini miimkiin
kilmaktadir.

Kontrolciiniin farkli yol kosullar1 altindaki performansi ise, ¢eyrek tasit siispansiyon modeli
tizerindeki benzetim ¢alismalariyla sinanmustir.

Tasarlanan L, optimal kontrolciiniin eyleyiciler iizerindeki doyum olgusu gozetilerek
gerceklestirilmis olmasi, gergek sistemlere uygulanabilirligi agisindan da bir avantaj
sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Aktif Siispansiyon Sistemleri, Lineer Matris Esitsizlikleri, Eyleyici
Doyumu, Lineer Parametreleri Degisen (LPD) Sistemler



ABSTRACT

Unlike passive suspension, active suspension system work through movements their passive
components by means of additional forces provided by the actuators. It is possible to control
suspension systems over a wide frequency range using active components.

Conventional passive suspension systems, which are realized by placing a spring and damper
between the car body and whell assembly, provide a tradeoff between various performance
requirements related to vehicle suspension systems. Many control design techniques that use
active suspension systems have been tested till now. Research and development activities on
active suspension systems have been going strong.

In this thesis it is aimed to design a controller which focuses to provide performance
requirements such as comfort and suspension deflection for a suspension system under
actuator saturation. For this purpose, L, optimal controller which is designed to minimize L,
gain of the system outputs is discussed. The design is implemented for the nominal system
and Linear Parameter Varying LPV system structure. In this sense, the addressing of actuator
saturation problem together with LPV system structure introduces a new approach to
controller design.

Performance specifications that have been taken into design problem and saturation bound on
actuators are transformed to constraints which can be expressed in terms of linear matrix
inequalities, and the related controller is obtained via solving convex optimization problems
over those constraints. Therefore, using this approach, for vehicle suspension systems, it is
possible to consider controller design problem as an optimization problem with convex
constraints.

Performance of the controller is tested under different road conditions via simulation studies
for quarter car suspansion model.

Since L, optimal controller is designed by considering the saturation about actuators, it
provides an advantage in terms of applicability on real systems.

Keywords: Active Suspension Systems, Linear Matrix Inequalities, Actuator Saturation,
Linear Parameter Varying (LPV) Systems

Xi



1. GIRIS

Aktif siispansiyon sistemlerinin tagitlar lizerinde kullanilmasi konusu, uzun zamandir hem
akademik olarak, hem de endiistride, lizerinde oldukga fazla ¢alisilan bir mithendislik konusu
olagelmistir. Aktif siispansiyon sistemleri, pasif slispansiyon sistemlerinden farkli olarak
blinyelerindeki pasif bilesenlerin, eyleyiciler tarafindan saglanan ilave kuvvetlerle hareket
ettirilmesi sayesinde olusurlar ve aktif siispansiyonlar kullanilmak suretiyle genis bir frekans
bandinda siispansiyon sistemlerinin kontrolii ger¢eklestirilebilmektedir. Kullanim amaglari
ise, yoldan kaynaklanan titresimlerin ara¢ govdesi tizerindeki etkisini en aza indirerek, siiriis
konforunu arttirmak, aracin yol tutusunu iyilestirmek ve bu titresimlerin aracin mekanigi

tizerindeki olumsuz yipratma etkilerinin belli bir 6lglide azaltilmasini saglamaktir.

Gilinlimiizde, bu gibi performans O6lgiitlerini karsilamak maksadi ile tasarlanan, Aktif
slispansiyon sistemlerini, tasarim bigimlerine gore Aktif ve yari-aktif siispansiyonlar olarak
ikiye ayrabiliriz. Aktif siispansiyon sistemlerinde kullanilan eyleyiciler harici bir kuvvet
uretebilmektedirler. Aktif siispansiyon sistemlerinin tasarimi konusundaki ¢aligmalarda, daha
ziyade hidrolik eyleyicilerin kullanildigi gorilmektedir. Yari-aktif slispansiyon sistemleri ise,
Aktif stispansiyon sistemlerinden farkli olarak, yapilarinda harici bir eyleyici bulunmayan
geri-beslemeli sistemlerdir. Bu sistemlerde s6niim elemani yerine Magneto-Rheological (MR)
damperlerden istifade edilir. MR damperlerin en 6nemli 6zelligi, sonlim oranlarinin bir geri-
beslemeli denetleyici vasitasi ile manyetik olarak degistirilebilmesidir. Genel olarak, bu
tiirden bir siispansiyon sistemi kullanmak, aktif elemanl bir yap1 kullanmaya gore daha basit
bir ¢oziim gibi gorlinse de; MR damper igeren sistemlerin performansi, geleneksel
siispansiyon yapilari ile karsilastirildiginda, ¢ok da farkli degildir. Ayrica, MR damperli yari-
aktif sistemlerin subap donanimi ve algilayici donanimi oldukga pahalidir. Yari-aktif

slispansiyon sistemlerinin az enerji harciyor olmalari en 6nemli avantajlaridir.

Tasarimlarinda kullanilan eyleyici tipine gore Aktif siispansiyon sistemlerini de, Hidrolik
eyleyicili ve elektromekanik eyleyicili olarak iki grupta ele almak miimkiindir. Hidrolik
eyleyici kullanan aktif siispansiyon sistemleri iizerinde oldukga fazla arastirma yapilmistir.
Bunun sebebi diisiikk bir maliyetle gerceklestirilebilmeleri ve bu konuda yeterli bir teknik
birikimin olusmus olmasidir. Hidrolik eyleyicilerin dezavantaji ise kisitli bir band genisligi
tizerinde calisabilmeleri ve ¢ok yiiksek hizlar s6z konusu oldugunda sinirli bir etkiye sahip
olmalaridir. Yoldan kaynaklanan bozucularin (¢akilli yollar ve ani ¢ukur ve timsek etkileri
gibi) yiliksek frekansli bilesenlere sahip olmasi durumunda bozucu bastirma performanslari da

yetersiz kalabilmektedir. Bunun yani sira, ¢alisabilmeleri i¢in biiyiik hacimli gii¢ kaynaklar



gerekmesi ve siirtiinme sebebiyle ortaya ¢ikan kayiplarin fazla olusu diger dezavantajlarini
teskil etmektedir. Son zamanlarda one ¢ikan diger bir eyleyici tipini de lineer motorlu
eyleyiciler olusturmaktadir. Artik yiiksek giiclere sahip (20-30kN) ve oldukga hizli ¢alisabilen
(3-4m/san) kiiciik boyutlara sahip lineer motorlar iiretilebilmektedir. Boyutlarinin ¢ok kiigiik
olusu, kayiplarinin azhigi, siirtinmesiz ve hizli c¢alisabilmeleri, hidrolik eyleyiciler

karsisindaki avantajlarini teskil eder.

1.1 Problemin Tanimi

Tasit govdesi ve tekerlek biitiinii arasina bir yay ve bir soniim elemani yerlestirilerek
olusturulan pasif slispansiyon sistemleri, siiriis konforu, siispansiyon sapmasi ve yol tutus gibi
performans kriterleri arasinda bir tavizlesmeye giderler. Tasitlar lizerindeki titresimler ve
soklar bu {i¢ 6nemli performans kriteri lizerinden incelenirler. Bu performans Kriterlerinden,
stiriis konforu ile siispansiyon sapmasi birbiri ile yakindan iligkilidir. Ciinkii gercekte, yapisal
ozellikleri sebebiyle tasitlarin sahip olabilecegi siispansiyon stroku belirli bir degerin tizerine
¢ikamamaktadir. Hal boyle olunca, siispansiyon sapmasinin bu sinir degerlere ulasmasi,
tagitlarin zarar gérmesine ve siiriis konforunda azalmalara yol agmaktadir. O halde konfor
amactyla sasinin ivmelenmesinin minimizasyonuna odaklanmis aktif bir silispansiyon ig¢in
tasitin yapisal Ozellikleri geregince, slispansiyon sapmasinin limitleri bir kisit teskil etmek
zorundadir. Konfor saglamak amaciyla, yoldan kaynaklanan bozucu girislerin sistemin ¢ikisi
tizerinde Ozellikle (1 — 5Hz) arasi etkili olmamasi istenir. Bu araligin disinda kalan frekans
bolgelerinin konfor bakimindan fazla bir 6nemi olmadig1 bilinmektedir. Yol bozucularindan,

sasinin (mg) ivmelenmesine dogru olan transfer fonksiyonu incelenecek olursa, frekans

cevabi lizerinde, 1 — 5 Hz aras1 diisiik genlikli bir tepe noktas1 ve yaklasitk w = m
frekansi civarinda bulunan daha yiiksek genlikli ikinci bir tepe noktasi dikkati ¢eker. Yiiksek
genlikli ikinci tepeyi bastirmak hicbir kontrol sistemi ile miimkiin olamamaktadir.
Siispansiyon sistemleri i¢in lineer kontrol metotlart kullanarak tasarlanan siispansiyon
kontrolciileri, sisteme dair siispansiyon sapma miktar1 ve siiriis konforu gibi ¢atisma
egilimindeki performans kriterleri arasinda bir tavizlesme ortaya koyarlar. Diger taraftan
slispansiyon sistemlerinin kontrolii noktasinda literatiirde karsilasilan tasarimlarda, sisteminin
performansini ciddi bicimde etkileyen faktorlerden biri olan eyleyici doyumu problemi goz
Oniine alinmamistir. Su halde ¢oziim bekleyen iki problem s6z konusudur. Bunlardan biri,
stiriis konforu ve siispansiyon sapmasi @ibi farkli performans Olgiitlerinin birlikte ele
alinmasini saglayan bir kontrolciiniin tasarimi, digeri ise kontrol sistemi igerisinde yer alan

eyleyicilerden kaynaklanan ve lineer olmayan eyleyici doyumu problemidir.



1.1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda, yukarida “Problem Tanimi” kisminda deginilen iki énemli probleme
birlikte bir ¢dziim getirilmeye ¢alisilmistir. Oyle ki, aktif siispansiyon sisteminin hem eyleyici
doyumuna maruz oldugu diistiniilmiis, hem de sistemin siispansiyon sapma miktar1 ve siiriis
konforu gibi farkli performanslar1 beraberce saglamasi arzulanmistir. Arzulanan kontrolciiniin
tasarimi, sistemin sézkonusu performanslari ifade eden ¢ikislari igin, bozucu girislerden ilgili
¢ikislara olan L, kazanci ya da L, normunun minimize edilmesine dayali olacaktir. Yani norm
esaslt L, kontrolcii tasarimi ele alinacak ve tasarim Lineer Matris Esitsizliklerine dayali
digbiikey optimizasyon yoluyla gergeklestirilecektir. Burada 6nem arz eden nokta, kontrol
sitemlerinde, tretilmis olan kontrol isaretini sisteme uygulamakta kulanilan eyleyicilerin
doyuma gidebilecegi gergegidir. Bu sebeple eyleyici doyumu olgusu, disbiikey bakis agisiyla
tasarima dahil edilmistir. Dahasi siispansiyon sistemi i¢in eyleyici doyumu gozetilerek
tasarlanan L, kontrolcii, yeni bir yaklagimla Lineer Parametreleri Degisen (LPD) yapida

gerceklestirilecektir.

Aslinda, tezin amacini ortaya koymak adina buraya kadar ifade edilmis olanlar1 Sekil 1.1’deki

sema ile 6zetlemek miimkiindiir.

Norm Esash Kontrol

Yaklasimm
L2 Optimal Kontrol

LME’lere Dayal
Disbiikey
Optimizasyon

Eyleyici Doyumu
Problemine

Disbiikev Yaklasim

LPD Sistemler

Aktif Siispansiyon

Sistemi

Sekil 1.1 Aktif Siispansiyon Sistemi Tasariminda izlenen Yaklasim
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Bu noktada eyleyici doyumu konusunu biraz daha agmak faydali olacaktir. Kontrol sistemleri
igerisinde yer alan eyleyicilerin tiretmis olduklar1 kontrol isaretlerinin, genlik degisimleri ve
genlik degisim hizlar iizerinde, aslinda oldukga kat1 bir sinirlilik s6z konusudur. Uygulamada
herhangi bir eyleyicinin saglayabildigi, kuvvet, tork ve benzeri kontrol degiskenleri hep belli
bir sinir dahilinde olabilmektedir. Bazen de sistemden kaynaklanan yapisal zorunluluklardan
otiirti, uygulanacak kontrol isaretinin smirlandirilmasi1 gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Eger
kontrolcliniin tasarim1 asamasinda, eyleyiciler i¢in s6z konusu bu siirlar dikkate alinmayacak
olursa, sistemin kapali ¢evrim performansi iizerinde kayiplar olugabilmekte ve istenmeyen
gecici durum cevaplart goriilebilmektedir. Bunun da &tesinde ciddi zararlar doguran ariza
durumlart meydana gelebilmektedir. Bu sebeple, ister lineer, isterse lineer olmayan kontrol
tasarim teknikleri acisindan bakilsin, eyleyici doyumu meselesi mutlaka dikkate alinmak

durumundadir.

Eyleyici doyumu altinda sisteme etkiyen bozuculara karsilik, kapali ¢evrim sistem tarafindan
karsilanmasi gereken temel hususlar sistem kararliliginin saglanmasi ve bozucu bastirma
performansiin iyilestirilmesidir. Ancak siispansiyon sistemleri o6ziinde kararli sistemler
olmalar1 dolayisiyla asil ele alinmasi gereken sistemin bozucu bastirma yetisidir. Sistemin
bozucu bastirma kabiliyeti, sistem ¢ikisi ile bozucunun L, normlar: arasindaki en biiyiik oran
seklinde ifadesini bulan L, kazanciyla Olgiilebilir. Bozucu bastirma performansi
degerlendirilirken sinirli enerjili L, tipi bozucular gz dniine alinacaktir. Zira yeterince biiylik
bozucular karsisinda sisteme dair durum ve cikislar, smirlandirilamaz bir sekilde artis
gosterebilirler ve bozucu bastirma baglaminda L, kazanci anlamini yitirmis olur. Sistemlerin
bozucular1 bastirma yetilerinin bir diger 6lciisii de, nihayetinde sistem yoriingelerinin igine
hapsoldugu kiime ile ilk kosullar ihtiva eden kiimenin, goreli biiytikliiklerinin mukayesesidir.
Yoriingeleri kusatacak ya da ilk kosullar1 igeren nesne, pekala bir elipsoid olarak
diisiiniilebilir. Bunun sebebi, elipsoitlerin analitik ifadelerinin quadratik formda olmasi ve
sistem yoriingeleri i¢in quadratik Lyapunov fonksiyonlari agisindan bakildiginda, enerji diizey
kiimelerine karsilik gelmeleridir. Sistemin bozuculart bastirmadaki yetenegi, sistem
yoriingelerini kusatan elipsoidin baslangi¢ kosullarini igeren elipsoide olan yakinligi ile dogru

orantilidir. Anlatilanlar 15181nda elipsoid tabanli bir kontrolcii tasarimi 6ne ¢ikmaktadir.

Boyle bir kontrol tasarim probleminde, eyleyici doyumu sebebiyle kontrol isareti iizerinde
meydana gelen smirlilik, kontrolcli tasariminda lineer olmayan bir durum teskil eder.
Ozellikle lineer kontrol teknikleri kullanilarak gerceklestirilen kontrolcii tasarimlarinda, lineer

olmayan doyum olgusunun, tasarimda ne sekilde ele alinacagi 6nemli bir problemdir.



Bu problemin ¢6ziimii noktasinda dikkat ¢eken yaklasimlardan biri de, lineer olmayan
satF(x) gibi doyumlu bir geribeslemeyle iiretilen kontrol isaretinin, bir dizi lineer
geribesleme tarfindan sekillendirilen digbiikey bir kabuk igerisine yerlestirilmesi esasina

dayanmaktadir.

Bu yaklasgimla Lineer olmayan doyum ifadesi, lineer yontemlerle ele alinabilmekte ve
boylelikle digbiikey bir optimizasyon problemi haline getirilebilen, kontrolcii tasarimi igin
lineer matris esitsizliklerine (LME) dayali bir kisit teskil etmektedir. Ayrica bahsi gecen
elipsoitler tizerinde ortaya ¢ikan kisitlar da yine problemin LME’ ler cinsinden ifade
edilebilen diger kisitlarini olustururlar. Dolayisiyla bu ¢aligmada esas olarak, eyleyici doyumu
altindaki siispansiyon sistemlerinin, elipsoid tabanli L, kontrolii hedeflenmistir. Ayrica
caligma bir adim daha ileri gotiiriilerek, séz konusu L, kontrol siispansiyon sisteminin LPD
modeli gozetilerek te gergeklestirilmistir. Tasarlanacak LPD tipi L, kontrolci, literatiirde hali
hazirda yer alan kontrolciilerden farkli olacaktir. Zira s6z konusu LPD tipi kontrolcii ayni
zamanda eyleyici doyumu da dikkate alinarak gelistirilemistir. Yani sonugta Eyleyici
doyumlu bir LPD-L, kontrolcii elde edilmis olmaktadir.



2. TASIT SUSPANSIYON SISTEMLERI

Stispansiyon sistemleri, sisteme haricen uygulanan kuvvete ve kontrol bant genisligine baglh

olarak pasif, yar1 aktif ve aktif siispansiyon sistemleri olarak siniflandirilirlar.

Pasif siispansiyon sistemi, siradan bir siispansiyon sistemi olup, Sekil 2.1’de gosterildigi gibi

kontrolsiiz bir yay ve darbe emici bir soniimleyiciden ibarettir.

Sekil 2.1 Ceyrek Tasit Stispansiyonu

Yar aktif siispansiyon sistemleri de, pasif siispansiyon sistemleriyle ayni bilesenlere sahiptir,
fakat soniimleyici eleman yani damper iki ya da daha fazla se¢ilebilir soniim oranina sahiptir.
Aktif siispansiyonlar ise biinyelerindeki pasif bilesenlerin, hidrolik eyleyiciler tarafindan
saglanan ilave kuvvetlerle hareket ettirilmesi sayesinde olusurlar ve aktif siispansiyonlar
kullanilmak suretiyle, genis bir frekans bandinda silispansiyon sisteminin kontrolii
gerceklestirilebilmektedir. Aktif slispansiyonlar, ¢cok sayida sensor ve valf iceren kontrolciilii
sistemler olmalar1 itibari ile pasif ve yari aktif siispansiyonlara gore oldukc¢a karmasik bir
yapidadirlar. Tagit siispansiyon sistemleri i¢in gerceklestirilen kontrol uygulamalarinda,
slispansiyon sistemleri ic¢in ¢eyrek, yarim ve tam tasit siispansiyon sistemi modelleri
kullanilmistir. Ceyrek tasit modeli, tasitin diisey hareketini goz Oniine alip, sadece iki
serbestlik derecesine sahip iken, tam tasit modeli yedi serbestlik dereceli olup, diiseydeki
titresim hareketi ile birlikte tasit i¢in s6z konusu olan kafa vurma ve yalpalama dinamiklerinin
hesaba katilmasini saglamaktadir. Tasit siispansiyon sistemleri lineer olmayan sistemlerdir ve

lineersizligi ortaya ¢ikaran sebeplerden biri de sistemde meydana gelen parametre



degisimleridir. Dikkat ¢ekici bazi parametre degisimleri su sekilde karsimiza ¢ikmaktadir.
Tasitin yiiklenme miktar ile tasit kiitlesi degisiklik gostermekte, lineer olmayan yapidaki yay
karakteristigi dolayisiyla, yay sabiti degiskenlik arz etmekte ve g¢alisma sicakligina bagl
olarak, damper igerisindeki akigskanin viskozite degisimi sebebiyle soniim katsayis1 farkli

degerler almaktadir.

2.1 Pasif Siispansiyon Sistemleri

Glinlimiiz ticari tagitlarinda kafa vurma ve yalpalama seklindeki hareketler i¢in oldugu kadar,
tasitin diisey hareketine dair dinamikleri kontrol etmek i¢in de, pasif slispansiyon sistemleri
kullanilmaktadir. Pasif tabiri, siispansiyona ait bilesenlerin, siispansiyon sistemine herhangi
bir enerji aktarmadiklarin1 gosterir. Pasif siispansiyon sistemleri, arzulanan siiriis
karakteristigini saglamak maksadiyla, rolatif hizlarin1 sinirlandirarak tasit govdesi ve tekerlek
biitiiniintin hareketini kontrol eder. Bunu saglamak i¢in tasitin gévdesi ve tekerlekleri arasina
hidrolik bir darbe emici gibi birtakim soniimleyici elemanlar yerlestirilir. Siradan darbe
emicilerin 6zellikleri, govdenin diisey ivmelenmesini minimize etmekle, lastiklerin arzulanan
yola temas kuvvetini slirdiirmek arasinda var olan tavizlesmeyi ortaya koyar. Bu parametreler
birbiriyle yakindan iligkilidir. Soyle ki; konforlu bir siirlis saglanmasi i¢in, yumusak
sontimleyiciler kullanilarak, gévdenin diisey ivmelenmesinin sinirlandirilmasi arzu edilir,
fakat bu durum lastiklerin yolla temas kuvveti {izerinde istenmeyen boyutta bir degisim
meydana getirir ve yol tutus performansini azaltir. Genellikle slispansiyon yer degistirmesi
olarak adlandirilan siispansiyon yol almasi, miisaade edilebilir sapma miktarin1 sinirlandirir
ki, bu da yine izin verilebilen rélatif sontimleyici hizin1 sinirlar. Yol tutusun iyilestirilmesi
bakimindan, daha sik1 ya da darbe emis orani yiiksek soniimleyiciler kullanilarak rolatif hizin
azaltilmast arzu edilir. Soniimleyici elemanin sikiliginin arttirilmasi, ayni zamanda tasit
govdesinin ivmelenmesini de arttirdigindan, talep edilen siirlis karakteristiklerini baltalamak
suretiyle, siirlis kalitesi performansini azaltir. Siispansiyon sistemlerinin ilk 6rnekleri, pasif
siispansiyonlar i¢in arzulanan siispansiyon sikilik diizeyi, yaylanmasiz kiitlenin azaltilmasi ve
en iyi kontrol edilirligi saglayan optimum soniim oraninin tespiti konularinda, kisitsiz bir
optimizasyon gerceklestirilmesi konusuna odaklanmislardir (Thompson 1971). Bu sebeple,
pasif slispansiyonlar tasit siispansiyon sistemlerinde yaygin olarak kullanilmislardir. Ancak
pasif siispansiyonun yay ve damper bilesenleri siispansiyon sistemine herhangi bir enerji
saglamazlar, sadece tasarimci tarafindan O6nceden belirlenmis olan bir oranda siispansiyon
hizint smirlandirarak tasit govdesinin ve tekerlek biitlinlinlin hareketini kontrol ederler. Bu

sebepledir ki, pasif siispansiyonun performansi yol profiline bagli olarak degisim gdsterir.



2.2 Yan AKktif Siispansiyon Sistemleri

Yar aktif siispansiyon sisteminin ilk drneklerinde, soniimleme kuvvetinin regiilasyonu, kapali
cevrim kontrol uygulanan kontrollii damperler kullanilmak suretiyle gerceklestiriliyordu ve bu

tip siispansiyonlar sadece enerji bosaltim kabiliyetine sahipti (Williams, 1994).

Yar1 aktif siispansiyon sistemlerinde, sirasiyla iki durumlu damper ve siirekli degisken
damper olmak iizere iki farkli tip damper kullanildi. 1ki durumlu damperler, kapali gevrim
kontrol altinda iki farkli durum arasinda anahtarlanirlar. Tasit gdvdesinin hareketini
soniimlemek i¢in govde hiziyla orantili bir kuvvet uygulanmasi gerekmektedir. Bu sebeple,
govde hizi damper hiziyla aynt yonde oldugunda, damper yiiksek seviyeye anahtarlanir.
Bunun aksine, govde hiziyla damper hizi zit yonli oldugunda damper enerji bosaltmaktan

ziyade giris kuvvetini iletmek amaciyla diisiik seviyeye anahtarlanir.

Bu sistemin dezavantajima gelince, govde frekanslarini etkin bi¢imde kontrol etmesine
karsilik, hizli anahtarlamalarin sebep oldugu yiiksek frekansli harmonikler, siispansiyon

sistemini rahatsiz edici hale getirir ve istenmeyen giiriiltiilerin olusmasina sebep olur.

Siirekli degisken damperler, genis bir aralik iizerinde ¢abuk degisebilen bir karakteristik

sunarlar.

Siirekli degisken damperin dezavantaji, diigiik hizlarda biiyiik kuvvetler ve yliksek hizlarda
kiiciik kuvvetler iiretme yetenegine sahip ve bu iki durum arasinda, ¢abuk bir sekilde hareket

edebilen cihazlar olusturmanin zor olusudur.

2.3 Tagsit Siispansiyonlar1 Uzerinde Gergeklestirilen Kontrol Uygulamalar: (Aktif

Siispansiyon Sistemleri)

Aktif siispansiyon sistemlerinin kontroliine ydnelik olarak ortaya konulmus olan kontrol
metotlarini kabaca; lineer, lineer olmayan ve akilli kontrol yaklagimlart olarak siniflandirmak
miimkiindiir. LQR, LQG, LTR ve Hoo gibi lineer kontrol metotlar1 temelde optimal kontrol
teorisine dayali olup, belirlenmis bir performans Olgiitiinlin  minimize edilmesini
saglayabilmekte, ancak yol profilindeki farkliliklara ve sistem parametrelerindeki degisimlere

kars1 yeterli adaptasyonu gergeklestirememektedirler.

Akilli kontrol teknikleri, aktif slispansiyon sistemlerinin konfor ve yol tutus karakteristikleri
tizerinde tatminkar bir performans sergilemektedirler, fakat bu tekniklerin sistemin kararliligt
tizerinde problem olusturma potansiyeli de bulunmaktadir. Bu teknikler kullanilarak yapilan

caligmalarda ¢ogunlukla kararlilikla ilgili meseleler goz ardi edilmektedir.



Sliding mode kontrol ve adaptif kontrol gibi lineer olmayan kontrol metotlar1 da, aktif
stispansiyon sistemlerinin kontroliinde kullanilmaktadir. Bu teknikler uygulanirken makul bir
performans yakalamak amaciyla ¢cogunlukla optimal kontrol yaklasimiyla adaptif kontrol bir
arada kullanilmaktadir. Sliding mode kontrol metodu, konfor ve yol tutus performansi
arasinda s6z konusu tavizlesme konusunda basarili olmustur. Bunun yani sira, bu kontrol
metodu belirsizliklere kars1 da oldukga dayanikli oldugunu géstermistir. Ancak, Sliding mode
kontroliin aktif siispansiyon sistemlerinde kullanilmasi konusunda yapilmis olan ¢alismalarda,
aragtirmacilar genellikle hep geleneksel kayma yiizeyini kullanmiglar ve neredeyse higbiri

oransal-integral kayma yiizeyi metodunu kullanmamustir.

Ceyrek tasit modeline iliskin aktif siispansiyon sistemleri, lineer kuvvet girisli ya da hidrolik
olarak tahrik girisgli olacak sekilde modellenebilirler. Hidrolik tahrik girisli aktif slispansiyon
sistemleri, lineer kuvvet girigli olanlara kiyasla sistemin dinamiklerini temsil etme
bakimindan daha uygun olabilmektedirler. Bu sebeple aktif siispansiyonlarin analiz ve dizayn1
konusunda hidrolik tahrik girisi kullanmak, gercek sistemlere ¢cok daha yakin sonuglar ortaya

koymaktadir.

Yine de, yayinlanmis olan ¢alismalarin ¢ogunda, tasita ait durumlarin ve yol bozucularinin bir
fonksiyonu olarak goriilen, arzulanan kontrol kuvvetinin hesab1 noktasinda, daha ziyade dis
dongli kontrolcii iizerinde durulmustur (Shen ve Peng, 2003). Yaygin olarak, hidrolik
eyleyicinin ideal bir kuvvet iireteci oldugu ve kontrol eden kuvveti tam olarak uygulayabildigi
farz edilmektedir. Bu ylizdendir ki, bu dig- dongii kontrolciilerin simiilasyonlar1 ¢ogunlukla
eyleyici dinamikleri goz ard1 edilerek, ya da bu dinamiklerin oldukga basitlestirilmis bigimleri

kullanilmak suretiyle yapilmaktadir.

Gergek uygulamalarda, tasit siispansiyonu ile eyleyici arasindaki s6z konusu bu dinamikler,
oldukc¢a karmasik olup, ihmal edilmeleri miimkiin degildir. Ayn1 zamanda, bir i¢-dongii ya da
kuvvet izleme kontrolciisii gergeklestirmeksizin, hedef kuvvete yakin bir eyleyici kuvveti
yakalamak ta oldukc¢a zordur. Bunun sebebi, eyleyicinin servo valf dinamikleri, yapisal
sonlim bakiyesi ve tasit siispansiyonu ile eyleyicinin etkilesimi sonucu ortaya g¢ikan ters

basing etkileri nedeniyle, hidrolik eyleyicinin sergiledigi lineer olmayan davranistir.

Gegmis yillar igerisinde, ¢cok sayida arastirmalar vasitasiyla, konfor ve yol tutus problemleri
arasindaki tavizlesmeyi 1iyilestirmek maksadiyla, cesitli kontrol yaklasimlart ortaya
konulmustur. Bu kontrol metotlarin1 lineer, lineer olmayan ve akilli kontrol yaklagimlar
seklinde, genel olarak ii¢ farkli gurupta ele almak miimkiindiir. Asagida literatiirde goze

carpan bu kontrol yaklasimlar1 kisaca Ozetlenmistir. Oldukca popiiler bir lineer kontrol
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yaklasimi olan optimal kontrol kavrami, arastirmacilar tarafindan aktif siispansiyon
sistemlerinin tasariminda kullanilmistir (Hrovat 1997). Kullanilan optimal kontrol metotlar
arasinda goze carpanlar, Lineer Quadratik regilator (LQR), Lineer Quadratik Gaussian
kontrol (LQG) ve Loop Transfer Recovery (LTR) yaklagimlaridir. Bahsedilen bu metotlar,
lineer karesel bir amag Ol¢iitiiniin minimize edilmesine dayalidir ki, burada s6z konusu amag
ya da performans Ol¢iitii sistemin durumlarinin ve sisteme olan girislerin bir fonksiyonudur.
Lineer Quadratik regiilator aktif siispansiyon sistemlerine uygulanmasi ile ilgili caligmalar1 su
sekilde siralamak miimkiindiir; Hrovat (1988), Tseng ve Hrovat (1990) ve Esmailzadeh ve
Taghirad (1996). Hrovat (1988)’de yaylanmasiz kiitlenin aktif siispansiyon sistemleri
tizerindeki etkilerini incelemistir. Esmailzadeh ve Taghirad (1996) yolcu dinamiklerini
siispansiyon sistemine dahil etmis ve sistemin girislerini lineer kuvvetler olarak g6z Oniine
almiglardir. Her iki yaklagimda da, faydalanilan konu performans 6l¢iitiiniin se¢imi olmustur.
Gergek uygulamalar s6z konusu oldugunda, sisteme dair tiim durumlarin 6l¢iilmesi arzu
edildigi icin genellikle gozleyiciler kullanilmistir. Ulsoy ve digerleri (1994) sensor
giiriiltiilerinden ve yol bozucularindan kaynaklanan problemleri ele almak amaciyla, sistemin
durumlarin1 yeniden insa etmek i¢in Kalman filtresini kullanmislardir. Bu ¢alismada,
parametre belirsizlikleri ve eyleyici dinamiklerine bagli olarak, LQG kontrolciiniin
dayaniklilig1 incelenmigtir. Silispansiyon stroku gibi bir takim Olc¢limlere bagli olarak
goriilmiistiir ki, LQG kontrolcii yeterli dayanikliligi saglayamamaktadir ve bu amagla bu
kontrolciiniin kullanilmamasi gerekmektedir. Loop Transfer Recovery ile birlikte ele alinan
LQG (LQG/LTR) (1993)’te Ray tarafindan, LQG kontrolciiniin dayanikliligini arttirmaya
yonelik bir ¢oziim olarak incelenmistir. Ancak LTR wuygulandiginda belirsiz sistem
parametrelerinin kimliklendirilebilir olmasi ve beklenen belirsizlik boyutunun bilinebilmesi
ya da tahmin edilebilmesi gerekmekteydi; aksi takdirde LQR/LTR sistemi orijinal LQG
sisteminin dayanikliligini arttirmasi miimkiin olmayabilirdi. Lineer kontrol yaklasimini
benimseyen ¢ogu arastirmact ¢aligmalarinda eyleyici dinamiklerini géz 6niine almamisti. Bu
yiizden ortaya konulmus olan kontrol stratejileri, sistemde kullanilan hidrolik eyleyicinin
Ozellikleri ve sistem igerisinde belirsiz parametrelerin mevcudiyeti sebebiyle oldukga lineer
olmayan bir yapirya sahip gergek sistemi temsil etmemekteydi. Ustelik sisteme lineer kontrol
uygulandiginda, sistem igerisinde bulunan belirsizlikler ve lineersizlikler sebebiyle, kabul
edilebilir bir performans elde edilemeyebilirdi. Aslinda siispansiyon sistemleri, yol
profilindeki degisimlere ve siispansiyon dinamiklerine bagli olarak lineer olmayan ve belirsiz
sistemlerdir. Yol profilinin ortaya ¢ikardigi lineersizlikler yolun diizgiin ya da bozuk olusu

sebebiyle ortaya ¢ikmasina karsilik siispansiyon dinamikleri ise eyleyici lineersizliklerinden
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etkilenir. Yamashita ve digerleri (1994)’te Hoo kontrol teorisine dayali olarak, gerc¢ek hidrolik
eyleyici karakteristiklerinin kullanildigi tam tagit modeli i¢in bir kontrol yaklasimi ortaya
koydular. Onerilen kontrolcii, deneysel bir tasit iizerine uyguland1 ve gercek yol kosullarini
saglayan bir test diizenegi lizerinde kontrolciliniin dayaniklilig1 test edildi. Sonuglar gosterdi
ki, kapali ¢gevrim sistem, sinirlandirilmis bir belirsizlik tarafindan bozulmaya maruz kalsa bile,
sistemin dayanikliligi korunmaktadir. Durum geri beslemesi kullanmak yerine, Hyakawa ve
digerleri (1999) yilinda, tam tasit modeli i¢in dayanikli ¢ikis geri beslemesi kullanilarak
olusturulmus Hoo optimal kontrolcii olusturdular. Bu ¢aligmada, tam tasita ait lineer dinamik
model, dogal olarak iki parcaya ayristirildi ki, ¢ikis geri beslemeli kontrolcii daha basit ve

gerceklenebilir bir hal alsin.

(1999) yilinda Fukao ve digerleri tarafindan, aktif siispansiyon sistemleri lizerine Hoo ve
adaptif lineer olmayan kontroliin bir kombinasyonu tatbik edildi. Bu g¢alisma, aktif
slispansiyonun yapisini iki par¢aya ayirmaktaydi. Tasitin govde kisminda Hoo kontrolciiden,
eyleyici kisminda ise adaptif lineer olmayan kontrolctiden faydalanilmaktaydi. Siiriis kalitesi
tizerinde, yol yiizeyindeki bozukluklarin sebep oldugu tasit govdesine dair ivmelenmeyi,
yolcularin olduk¢a kuvvetli bicimde hissettikleri bir frekans araligi bulunmaktadir. Bu
nedenle frekans sekillendirme yoluyla gergeklestirilen Hoo kontrolcii, frekans 6zelliklerinin
gelistirilmesine caligir. Eyleyici tizerindeki lineersizlikler ve belirsizlikler ise, back-stepping
teknigine dayali adaptif lineer olmayan kontrolcii ile ele alimir. Lin ve Kanellapoulos
(1997)’de ¢eyrek tasit modelinin aktif siispansiyonu i¢in bir lineer olmayan back-stepping
dizayn Onermislerdir. Lineersizligin kontrol amaci, igerisine kasitli olarak sokulmasi
sayesinde kontrolciiniin farkli ¢alisma bolgelerinde farkli tepkiler vermesine olanak taninmis
oldu. Lin ve Kanellapoulos (1997)’de yapmis olduklar1 bir baska ¢alismada, aktif siispansiyon
icin lineer olmayan kontrolcii dizaynini yol-adaptif bir algoritmayla genisletmek suretiyle,

daha da ileriye gotlirmiislerdir.

(1995)’te Alleyne ve Hedrick, Lineer olmayan adaptif bir aktif siispansiyon kontrol sistemi
ortaya koymuslardir. Bu calisma model hatalarim1 azaltmak amaciyla, Lyapunov analizine
dayali standart parametre adaptasyon yaklagimini ortaya koyar. Daha sonrasinda, degerleri
durum uzayinda belli bir bolge icerisinde degisen parametrelerin kimliklendirilmesini
mimkiin kilan modifiye edilmis bir adaptasyon yaklasimi gelistirilmistir. Adaptasyon
algoritmalari, lineer olmayan kontrol mekanizmasiyla ilintilidir dyle ki, sonugta ortaya ¢ikan
kontrolcii lineer olmayan adaptif bir kontrolcli olmaktadir. Teklif edilen kontrolciiniin
performansi, elektro-hidrolik eyleyicinin arzulanan kuvveti takip etme ya da izleme

kabiliyetini gozlemek suretiyle denenmistir. Sonuglar tek basina lineer olmayan kontrolciiyle
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kiyaslandiginda bodyle bir kontrolciiniin, aktif siispansiyon sisteminin performansini
iyilestirdigini gostermistir. Yol-Adaptif yaklasim ayn1 zamanda (2002) yilinda, Fialho ve
Balas tarafindan da ele alimmistir. Onlarin yapmis olduklar1 ¢alismada, Lineer parametreye
bagli kontrolcii (LPD) ile lineer olmayan back stepping tekniginin bir kombinasyonu seklinde,
bir yol-adaptif aktif siispansiyon sistemi sunulmustur. Bu c¢aligmada, iki seviyeli bir
adaptasyon diistiniilmiistiir. Tasit slispansiyonunun lineer olmayan Kkarakteristiklerini
sekillendirmek i¢in, diisiik diizey bir kontrol ve yol kosullarina bagli olarak, farkli lineer
olmayan karakteristikler arasinda adaptif bir anahtarlama saglamak amaciyla da daha yiiksek

diizeyli bir kontrol ele alinmistir.

Bundan bagka, (1999)’da Chantranuwathana ve Peng, (2000) yilinda ise D’Amato ve
Viassolo aktif siispansiyon kontrolcii tasarimini iki ¢evrim igerisinde ayristirmislardir. Temel
cevrim, arzulanan harekete gegirme (actuation) kuvvetini hesaplar. I¢ ¢evrim ise, arzulanan
harekete gegirme (actuation) izlemeleri igin, lineer olmayan hidrolik eyleyicileri kontrol eder.

Sonuglar 6nerilen kontrolciiniin daha iyi performans gosterdigini ortaya koymaktadir.

Aktif stispansiyon sistemlerinde SMC teknigi ilk olarak (1993)’te Alleyne ve digerleri
tarafindan kullanilmistir. Onlarin yapmis olduklart bu calismada, SMC stratejisi aktif
slispansiyon sistemi igerisinde yer alan elektro-hidrolik eyleyicinin kontroliinde kullanilmstir.
SMC’nin performansi, oransal integral tiirevsel (PID) kontrolin performansiyla
kiyaslanmistir. Kontrol stratejisinin amaci, ¢eyrek tasit modeli kullanilarak tasitin siiriis
kalitesinin 1yilestirilmesiydi. Siiris kalitesi, tasit govdesinin diiseydeki i1vmelenmesi
gozlenerek belirlenmektedir. Sonuglar teklif edilen sliding mode kontrolciiniin (SMC), siiriis
kalitesini gelistirmek bakimindan (PID) kontrolciiden daha iyi bir performans ortaya
koydugunu ancak siiriis kalitesi ile yol tutus performansi arasindaki tavizlesme noktasinda

yetersiz kaldigin1 gostermektedir.

Kim ve Ro tarafindan (1998)’de gercek bir siispansiyon sisteminde yer alan sertlesen yay,
karesel sonlimleme kuvveti ve lastik havalanma olgusu gibi bir takim lineersizlik faktorlerinin
mevcudiyeti s6z konusu iken, aktif siispansiyon sistemine sliding mode kontrolcii
uygulamislardir. Elde edilen sonuglara bakildiginda tasarlanan sliding mode kontrolciiniin,
parametrik Dbelirsizlikler sebebiyle siispansiyon parametrelerinde meydana gelen asiri
degisimler karsisinda, self-tuning kontrol yaklagimina kiyasla daha dayanikli oldugunu ortaya

koymustur.

Yoshimura ve digerleri (2001)’de, aktif siispansiyon dizayni i¢in kuvvet giris sinyalini

tiretmek maksadiyla pnomatik bir eyleyici kullandilar. Sliding mode kontroliin anahtarlama
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kontrolii kismi lineer quadratik kontrol yaklagimi kullanilarak saglandi. Yol profili ise,
gercekte lineer olmayan olan sistemden dondstiiriilmiis olan lineer bir sisteme dayali olarak
tasarlanmig, minimum dereceden bir gozleyici yardimiyla tahmin edildi. Sonuglar
olusturulmus olan kontrolciiniin, tasit govdesindeki titresimleri izole etme bakimindan, Lineer

Quadratik kontrolcii tabanli aktif siispansiyon sistemine gore daha basarili oldugunu gosterdi.

Tam tasit modeli i¢in, aktif siispansiyon sisteminin kontrolii amaciyla ¢ok giris-¢ok ¢ikisl
(MIMO) Sliding mode kontrolcii (SMC) dizayni1 (1998)’de Park ve Kim tarafindan sunuldu.
Son zamanlarda, bulanik mantik, yapay sinir aglar1 ve genetik algoritma gibi bir takim yapay
zeka tabanli akilli kontrol teknikleri aktif siispansiyon sistemlerine uygulandi. (1995)’te Ting
ve digerleri tarafindan, ¢eyrek tasit modeline dayali aktif siispansiyon sistemi i¢in bir sliding
mode bulanik kontrol teknigi Onerilmistir. Bu ¢alismada, kontrolcii iki diizeyde organize
edilmistir. Temel diizeyde bulanik kontrol dizaynini olusturmak amaciyla, geleneksel bulanik
kontrol kural kiimesi ve ¢ikarim mekanizmasi insa edilmistir. Denetleme diizeyinde ise,
kontrol performansi sistem parametrelerini degistirmek yoluyla incelenmistir. Kontrolcii
girisi, Sliding mode ve Bulanik kontrolciiden gelen giristen olusmaktadir. Calismadan elde
edilen bulgular degerlendirildiginde goriilmektedir ki; Bulanik Sliding mode kontrolcii, tasit
govdesinin ivmelenmesi ve yol tutus acisindan iistiin bir performans sergilemekte, fakat
slispansiyon sapmast bakimindan degerlendirildiginde geleneksel sliding mode dizaynina

nazaran ¢ok kotii sonuclar ortaya koymaktadir.

Lineer ve bulanik mantikli kontrol teknikleri kullanilarak, otomobiller i¢in aktif slispansiyon
tasarimin1 konu alan bir diger ¢alisma da, (1999)’da Yoshimura ve arkadaslar1 tarafindan
gerceklestirilmistir. Bu calismada, tasit govdesinin diisey ivmelenmesi asil kontrol unsurunu
olusturmakta olup, bulanik mantikli kontrol kismi ise, otomobil aktif siispansiyon sisteminin
tamamlayict kismimi teskil etmektedir. Bulanik kontrol kurallari, belli kosullar altinda, tasit
govdesi ile siispansiyonun kisimlari1 ve lastikte meydana gelen sikisma miktar1 arasindaki
kabul edilebilir boyuttaki goreli yer degistirmeye bagli olarak olusan, tasit govdesine dair
zaman domeni, cevabinin karesel ortalamasini minimize etmek suretiyle belirlenmistir.
Bulanik oransal integral ve oransal tlirevsel (PI/PD) kontrolciilerin ve genetik algoritmanin bir
kombinasyonu, aktif slispansiyon sistemlerinin performansini gelistirmek maksadiyla Kuo ve
Li tarafindan (1999)’da ele alindi. Bulanik PI kontrolcii, arazi kosullarinin sebebiyet verdigi
yaylanmali kiitlenin ivmelenmesini azaltmak amaciyla kullanildi. Bulamik mantikl
kontrolctiye ait kural tablosu, genetik algoritma GA yardimiyla ayarlandi. Bir baska degisle
aktif siispansiyon sistemine ait en iyl performansi elde etmek i¢in bulanik mantikli kontrolcii

icin gereken optimal karar verme mantigi, genetik algoritma yardimiyla olusturuldu.
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Yukaridaki literatiir incelemesinde goriilmektedir ki, kontrolcii tasarimi i¢in hem ¢eyrek hem
de yarim tagit modeline dayali g¢esitli aktif siispansiyon sistemi modelleri kullanilmstir.
Lineer kuvvet girisine sahip ¢eyrek tasit modeli, (1987)’de Hac, (1997 ve 1998)’de Tseng ve
Hrovat, (1991)’de Sunwoo ve digerleri, (1993)’de Ray, (1995)’de Ting ve digerleri, (1998)’de
Kim ve Ro, (2000)’de Huang ve Chao ve (2001)’de Yoshimura ve digerleri tarafindan
caligmalarinda kullanilmistir. Aktif siispansiyon sistemlerini lineer kuvvet girisi ile
modellemek isi olduk¢a basitlestirmekle beraber, tasarimda eyleyici dinamiklerini ihmal
etmesi sebebiyle, sistemin tam bir modeli ortaya ¢ikmamaktadir. Dolayisiyla gelistirilen
kontrolcii ve elde edilen sonuglar, bakimindan ger¢ek hayatta s6z konusu siispansiyon

sistemlerine uygulama bakimindan problemler ortaya ¢ikmaktadir.

Bu sorunun iistesinden gelmek i¢in, (1995)’te Rajamani ve Hedrick, (1995)’te Alleyne ve
Hedrick, (1997)’deki iki ayr1 c¢alismalarinda Lin ve Kanellakopoulos, (1999)’da Fukao ve
digerleri ve (2002)’de Fialho ve Balas, aktif siispansiyon sistemi tasarim caligmalarinda,

hidrolik eyleyici dinamiklerini de g6z dniinde bulundurmuslardir.

Diger taraftan (1997 ve 1999)’da Yoshimura ve arkadaslar tarafindan, yarim tasit modeline
yonelik aktif siispansiyon gelistirilmesi bakimindan, bir hidrolik eyleyici o6nerildi. Bu
yaklasimin matematiksel olarak tiiretilmesi, bir 6nceki yaklasima nazaran oldukca basitti.
Bununla beraber, (1997 ve 1999) Yoshimura ve arkadaslari, matematiksel tiiretme
asamasinda, silindirlerdeki basin¢ farkinin degisim orani, yagin efektif hacim katsayisinin
bliyiik degerleri ile mukayese edildiginde 6nemsiz oldugunu dolayisiyla tiirev teriminin lineer
terimle degistirilebilecegini farz etmislerdir. Bu sebeple onlarin modelinde, silindirlerdeki
basing farkinin degisim orani lineer bir parametre olarak kabul edilmistir. Ancak, gergekte
silindirlerdeki basing farkinin degigim orani lineer olmayan yapidadir ve bu lineersizlik,
hidrolik eyleyici eyleyici dinamiklerine dair tam bir modele gerek duyulmasi halinde ihmal

edilemez.
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3. LINEER MATRIS ESITSIZLIKLERINE (LME) DAYALI DISBUKEY
OPTIMIZASYON

3.1 Optimizasyon Kavram

Optimizasyon, yasantimiz boyunca hep karsilastigimiz ve farkli segenekler igerisinden en
uygun olanin se¢ilmesi ya da en iyi kararin verilmesi olarak ifade edebilecegimiz bir kavrama
karsilik gelir. Daha teknik bir ifadeyle sdylenecek olursa, aday kararlar kiimesi i¢inden en
lyisinin tespit edilmesidir. Optimizasyon, bilim ve teknolojinin hemen hemen her alaninda bir
sekilde karsilagilan ya da ihtiya¢ duyulan bir olgudur. Ornek olarak, endiistrideki {iretim
stirecleri ele alinabilir. Tiiketicilerin kalite beklentisi, maliyet ve iirlin 6zellikleri, liretimde
esnekligi zorunlu kilan faktorler olarak karsimiza ¢ikar. Bu sebeple iiretim yapilirken, iiriiniin
olmazsa olmaz 6zellikleri, genis bir kalite yelpazesi ve rekabet ortami igerisinde, minimum
kaynak tiiketimi ve maksimum ekonomik fayda gozetilerek gergeklestirilmelidir. Uretim
stirecinin isleyisini etkileyen kosullarin en iyi sekilde olusturulmasi ya da se¢imi sonucunda

ciddi ekonomik faydalar saglanabilir.

Matematiksel anlamda optimizasyon problemine bakilacak olursa, iki Onemli asama ile
karsilagilir. Bunlardan biri, aday kararlar kiimesinin kendine has ozelliklerinin yani bir
anlamda kisitlarin tespiti, digeri ve belki de daha 6nemlisi, en iyi karar kavraminin formiile
edilmesidir. Bir optimizasyon problemi igin s6z konusu olan tiim kararlarin uzaym X ile bu
kararlar igerisinden miimkiin olan ya da aday karar diyebilecegimiz kararlar1 ise X’ karar
uzaymin altkiimesi olan & ile ifade edelim. Aday kararlar kiimesinin eleman: olan bir x € &
kararina ait performansin biiylikliigi, f: © — R seklinde reel degerli bir fonksiyon yardimiyla
belirlenir ki, bu fonksiyon ayni zamanda “maliyet fonksiyonu” ya da “amag ol¢iitii” olarak
bilinir. Yani s6z konusu x € & kararina dair performans f(x)’e esit olacaktir. S aday kararlar
kiimesi iizerinden maliyet fonksiyonu f’in en iyilestirilmesi problemi, f icin yerine gore
minimum degerin, yerine gore ise maksimumun bulunmasit olarak kargimiza ¢ikar.
Dolayisiyla en iyi ya da optimal karar, aday kararlar kiimesinin maliyet fonksiyonunu

minimum ya da maksimum yapan iiyesine karsilik gelir.
Bir optimizasyon probleminde ele alinmasi gereken birkag mesele bulunmaktadir.

- Miimkiin olan en kii¢iik maliyet ne olacaktir. Aslinda bu,

Vope = W f) = inf(f() 1 x € &) (3.0)

ifadesi ile verilen optimal degerin tespit edilmesi demektir.
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Optimal degerin +o0’a esit olmasi, aday kararlar kiimesine ait bir kararin
bulunmadigini, yani S € @ oldugunu gostermesine karsilik, —oo degerini almasi ise
problemin siirlanmamis oldugunu ortaya koyar.

- Keyfi derecede kiiciik olabilen pozitif bir £ sabiti i¢in,
Vopt < fxg) < Vope + € (3.2)

kosuluna uyan optimale yakin bir x¢ € § karari nasil bulunabilir.
- f (xopt) = Vope esitligi sézkonusu mudur? Yani x,,, optimal karariigin f maliyet
fonksiyonunun aldig1 deger, optimal degere esitmidir. Boyle ise f maliyet fonksiyonu

icin f(xy) = xrrélré f(x) gibi bir minimumun varligindan s6z etmek miimkiindiir.

- Bir optimizasyon probleminin ¢6ziimii olan x,,, optimal karari, tek ¢6ziim miidiir?

3.1.1 Disbiikey Analiz

Bir optimizasyon problemi i¢in, optimal ¢ézlimlerin mevcudiyetine dair birtakim kosullarin
ortaya c¢ikarilmasi, digbiikey analizin konusunu teskil eder. Burada elde edilecek bulgular
onemli neticeleri beraberinde getireceklerdir. Oncelikle temel teskil eden bazi tanimlamalar

yapmak gerekmektedir.

3.1.1.1 Siireklilik

Bir f fonksiyonu X ve Y gibi normlu iki lineer uzay1 birbirine esliyor olsun. Fonksiyonun bir
Xo € X noktasinda siirekli olmasi, her € > 0 saysi i¢in ||[f(x) — f(xo) || < € olmasina
karsilik, ||x — x|l < & olacak sekilde, x, ve £’a bagl bir § = §(x,, £)’nin mevcudiyetini
gerektirir. Burada & fonksiyonu sadece £’a baglh olacak sekilde ise fonksiyon igin diizgiin
stireklilik s6z konusudur. Dikkat edilecek olursa f fonksiyonu igin siirekliligin, fonksiyon
tarafindan birbirine esleniyor olan lineer uzaylara dair norm tanimimna da bagimli oldugu

goriilecektir.
f Fonksiyonunun siirekliligine dair bir diger tanimlama da dizi kavrami iizerinden su sekilde
yapilabilir;

Fonksiyonun bir x, € X noktasinda siirekli olmas1 ancak ve ancak, lineer X uzayinda yeralan
ve n — oo i¢in x, noktasina yakinsayan her {x,}y=, dizisi i¢in, f(x,) = f(x,) yakinsamasi

gerceklesiyor ise miimkiindiir.
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3.1.1.2 Kompakt Kiime Kavrami

Siireklilik taniminin yani sira, bir kiimenin kompakt olusu da yine dizi kavrami yardimiyla

aciklanabilir. Lineer X uzaymna ait bir G altkiimesinin kompakt olusu, S igerisindeki her

mimkindiir.

X vektor uzayt sonlu boyutlu ise, bu uzaym bir S € X altkiimesinin kompakt olma kosulu,

&’nin sinirh ve kapali olmasindan ibarettir.

Bir optimizasyon problemi i¢in ¢6ziim bulunup bulunmadigi noktasinda, Teorem 3.1°de

ifadesi yer alan ve Weierstrass teoremi olarak bilinen teorem oldukga faydalidir.
Teorem 3.1: (Weierstrass teoremi)

Sayet f: S — R fonksiyonu, normlu lineer uzay X’in kompakt bir & altkiimesi {izerinde

taniml1 ise bu durumda tim x € &’ler igin,

fOmn) = W F0) < 10 < TG FGO) = £ Ctma) (33)

iligkisini saglayacak, X,in, Xmax € © noktalart mevcuttur.

3.1.1.3 Kiimelerin I¢ ve Kusatan Noktalar:

& Kiimesini, normlu vektor uzayi X ’in altkiimesi olarak ele alalim. Sayet [|x — y|| < E sartin1
saglayan tiim y € X noktalarinin, & kiimesine ait olmasini1 temin edecek bir € > 0 sayisi
bulmak miimkiin ise x € © noktasi, &’nin bir i¢ noktasidir. Tiim i¢ noktalar birlikte &
kiimesinin i¢ini olustururlar. Kendi i¢ine esit olan kiime ag¢ik kiime olarak adlandirilir. Eger
tim £ > 0 sayilarina karsilik, |[x — y|| < E olacak sekilde bir y € & bulunabiliyorsa x € X
noktasi i¢in &’nin kusatan noktasidir denir. Tiim kusatan noktalar birlikte, S nin kusatilmigini

olustururlar. Kusatilmisina esit olan bir kiime ise kapali kiime olarak tanimlanir.

3.1.1.4 Disbiikey Kiimeler
Lineer vektor uzayinda yer alan bir S altkiimesine ait herhangi iki nokta,
{x1,%, €E S}=2{x:=ax; +(1—a)x, €G, Va € (0,1)} (3.4)

kosulunu saghyor ise & kiimesi disbiikeydir. Bir kiimenin digbiikey olmas1 durumunda, kiime
icerisindeki herhangi iki noktay1 birlestiren dogru pargasi, yine o kiime igerisinde kalacaktir.

Elbette bu geometrik bir yorumdur. (3.4)’te verilen, disbiikey kiime kosulunda {x := ax, +
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(1-a)x, €S, Ya € (0,1)} seklinde tanimlanan x noktasi, x, ve x, gibi iki noktanin
digbiikey kombinasyonudur. (0,1) araligindaki her a degeri i¢in hesaplanacak tiim disbiikey
kombinasyonlarin birlesimi, u¢ noktalar1 x, ve x, olan dogru pargasini verir. Dolayisiyla artik,

disbiikey kiimenin geometrik yorumu daha da anlasilir haldedir.

3.1.1.5 Cok Sayida Noktanin Disbiikey Kombinasyonu

S kiimesi, lineer vektdr uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere,

X = zn: a;x; (3.5)

i=1

gibi tamimlanan x noktasi, i = 1, ...,n i¢in @; = 0 ve Y’ ; a; = 1 olmak kaydiyla, x4, ..., x,, €

S noktalarinin digbiikey kombinasyonunu ifade eder.

3.1.1.6 Disbiikey Kiimelerin Ozellikleri

Digbiikey kiimelerle ilgili birtakim temel 6zellikleri ortaya koymak amaciyla, normlu X
vektor uzayinda yer alan © ve T gibi iki digbiikey kiime g6z Oniine alinsin. Bu takdirde

disbiikey kiimeler i¢in asagidaki 6zellikler s6z konusu olacaktir.

- Herhangi bir a skaleri i¢in a:={x|x =as, s € G} olarak tanimlanan kiime
digbiikeydir.

- Tanmgeregi S+ IT:={x|x=s+t, s€GS, te I}ileverilen kiime digbiikeydir.

- Herhangi iki a; = 0 ve a, > 0 skalerleri goz oniine alindiginda,
(a1 + ay) © = ;S + a,S esitligi gegerlidir.

- G ve T kiimelerinin hem i¢leri hem de kusatanlar1 digbiikeydir.

- X vektor uzayinda, T: X — X seklinde tanimli bir lineer doniisiim altinda,
G kiimesinin goriintiisii, TG := {x | x = Ts, s € &} disbiikey bir kiimedir.

- Aym sekilde & kiimesinin ters goriintiisii de, T™1&:= {x | Tx € G} disbiikey bir
kiimedir.

- G ve T gibi iki kiimenin kesisimi, SN T :={x | x € S ve x € I} yine digbiikey bir
kiimedir. Bu o6zellik ikiden fazla digbiikey kiimenin kesisimi i¢inde gegerlidir ve
verilmis olan bir kiimeyi igerecek en kii¢iik digbiikey kiimenin bulunmasi bakimindan

olduk¢a 6nemlidir.

a € R"\ {#} ve b €R olmak kaydiyla, {x € R" | a’x = b} kiimesi bir hiperdiizlemi,

{x € R" | aTx < b} kiimesi ise bir yar1 uzay: ifade ederler ve her ikisi de disbiikeydirler.
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Sonlu sayida yar1 uzayin, sonlu sayida hiperdiizlem ile kesisimi neticesinde polihedron olarak
adlandirilan ve digbiikey kiimelerin 6zelligi dolayisiyla kendisi de digbiikey olan bir kiime

elde edilmis olur. Kompakt polihedronlar, politop olarak bilinirler.

3.1.1.7 Bir Kiimenin Disbiikey Kabugu

S c X altkiimesinin digbiikkey kabugu, conv(S), S’y1 iceren tim digbiikkey kiimelerin
kesisiminden ibarettir. Ayrica , S kiimesinin elemanlar1 ile olusturulabilecek tiim disbiikey
kombinasyonlarin yekinu olarak ta ifade edilebilir.& kiimesi sonlu sayida elemana sahip ise
bu elemanlar S kiimesinin digbiikey kabuguna dair kdse noktalarimi teskil ederler. Sonlu
sayida elemanin digbiikey kabugu bir politop olusturur, aynm sekilde her politop sonlu bir
kiimenin digbiikey kabuguna karsilik gelir.

3.1.1.8 Disbiikey Koni

Disbiikey analiz kapsaminda gesitli sebeplerden 6tiirii konik kiimelere ihtiya¢ duyulur.

Tim a > 0 pozitif sayilar1 ve Vx € X igin eger ax € S oluyorsa, & c X altkiimesi bir
konidir. Bir Koni, digbiikey bir kiimeyi ifade ediyor ise, Disbiikey Koni olarak adlandirilir.
Disbiikey kiimelere dair tiim 6zellikler Digbiikey Koniler i¢in de s6z konusudur. Disbiikey
konilerin kesisimi, yine Digbiikey bir Koni olusturur. Lineer Esitsizliklerin ¢6ziim kiimeleri

de, Disbiikey Koniler olarak karsimiza ¢ikarlar. Soyle ki;
Eger X vektor uzay, i¢ ¢arpima sahip bir Hilbert uzayi ise,

S:={xeXI<xk; > <0, i €A} kiimesi, bir A indeks kiimesi i¢in X uzaymin birtakim
k; elemanlar tizerinden, Kapali Digbiikkey bir Koni tanimlar ve ayni zamanda lineer bir

esitsizligin ¢oziim kiimesi oldugu asikardir.

3.1.1.9 Disbiikey Fonksiyonlar

Bos olmayan bir © kiimesi lizerinde, f: S — R seklinde tanimlanmis olan bir fonksiyon

tarafindan, tim x;, x, € G noktalar1 ve a € (0,1) skalerleri igin,

flax; + (1 —a)xy) < af(x) + (1 —a)f(xz) (3.6)

esitsizligi saglaniyor ise, f fonksiyonu disbiikeydir. Esitsizligin kesin olmasi halinde,
fonksiyonun da kesin Digbiikey oldugu sdylenir. Reel sayilar iizerinde taniml, f(x) = x?2, ya
da [m, 2m] kapali araliginda tamimlanmis olan f(x) = sinx fonksiyonlar1 disgbiikey

fonksiyonlara birer 6rnektirler.
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Eger - f fonksiyonu disbiikey ise, f: © — R fonksiyonu i¢biikeydir. Disbiikey fonksiyonlar
tizerinde gerceklestirilen ¢ogu islem disbiikeyligi muhafaza eder. En basitinden bir 6rnek
vermek gerekirse, ayni domen tizerinde tanimli iki digbiikey fonksiyonun toplamindan olusan

fonksiyon da disbiikeydir.

Optimizasyon amaciyla, f: & — R fonksiyonunu minimum yapan noktayr bulmak yerine,
fonksiyonun degerini, y € R gibi belli bir {ist sinirdan kiiciik kilan, tim x € & noktalarini
bulmakla ilgilenelim. Boylesi x € & noktalarmi, &, :={x € | f(x) <y} seklindeki bir

altseviye kiimesiyle ifade etmek miimkiindiir.
Burada, y < lrelé f(x) olmasi halinde, &, = @ olacag1 kolayca goriilebilir. y = llelé f(x)
X X

olmasi durumunda ise, &, altseviye kiimesi, f’i global anlamda minimum yapan noktalar
kiimesini verir. Coklu performans 0lgilitlerini igeren kontrol problemleri i¢in beklenen cevabin
belirlenmesi noktasinda, alt seviye kiimelerinden faydalanilmaktadir. iki y degeri arasinda,
y' <y" ilskisi var ise, bu y degerlerine karsilik gelen S, altseviye kiimeleri i¢in, S,/ € &,
durumu s6z konusudur. Bu durum, &, altseviye kiimelerinin, y’nimn digbiikey bir fonksiyonu
oldugunu ortaya koymaktadir. Yani alt seviye kiimeleri, y’ya gore azalmayan kiimelerdir.
Sonuglar yorumlanirsa, f: & — R fonksiyonu digbiikey oldugunda, &, altseviye kiimesininde

disbiikey oldugu ortaya cikar.

3.1.1.10 Giiya Dishiikey Fonksiyonlar

f:G — R fonksiyonunun Giiya Disbiikeyligi ancak ve ancak tiim x;,x, € S noktalar1 ve

a € (0,1) skalerleri igin,

flax; + (1 — a)x;) < max| f(xq) , f(xz) ] (3.7)
esitsizliginin saglantyor olmasi ile miimkiindiir.

Bir baska ifadeyle, V¥ € R sayisi i¢in, f: S — R fonksiyonunun tiim &, altseviye kiimeleri

digbiikey ise, f fonksiyonu Giiya Disbiikey bir fonksiyondur. Bu durumun tabii bir sonucu

olarak, her disbiikey fonksiyon ayn1 zamanda Giiya Disbiikey bir fonksiyondur.

3.1.1.11 Affine Kiime

Lineer vektor uzayinda yer alan bir G altkiimesine ait herhangi iki nokta,
{x;,x, € S}=2{x=ax; +(1—a)x, €C} (3.8)

kosulunu sagliyor ise, © kiimesi affine bir kiimedir. Geometrik bakis acisiyla sdylenecek
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olursa, bir kiimenin affine olmas1 durumunda, kiime igerisindeki herhangi iki noktadan gecen
dogru, yine o kiime igerisinde kalacaktir. Her affine kiime ayn1 zamanda disbiikeydir de. Ozel

olarak tek bir nokta veya bos kiime affine olarak kabul edilir.

3.1.1.12 Affine Fonksiyon

Tiim x4, x, € S noktalar1 ve a € R sayilari igin, f: © = T olarak tanimli fonksiyon,

flax; + (1 =a)xz) = af (x1) + (1 = a)f (x2) (3.9)

esitligini saghyor ise, affine bir fonksiyondur. Tiim affine fonksiyonlar hem disbiikey hem de

icbiikeydirler.

3.1.2 Disbiikey Optimizasyon

Optimizasyon konusunda, ele alinan kiime ve fonksiyonlarin digbiikey olmalari oldukga
faydalidir. Ornegin minimize edilmek istenen disbiikey bir fonksiyon icin, yerel minimum
noktasinin daima global minimuma esit olusu, dolayisiyla sayisal optimizasyon

problemlerinin ¢oziimleri global bir netice ortaya ¢ikarmaktadir.

3.1.2.1 Yerel ve Global Anlamda Optimal (En Iyi) Olma

& kiimesi normlu vektor uzayi, X in bir alt kiimesi olmak tizere, ||x — x,|| < € kosuluna uyan

tiim x € & noktalari i¢in,

fxo) < f(x) (3.10)

esitsizligini saglayacak bir £ > 0 sayist bulunabiliyor ise, x, € S noktast f:S - R
fonksiyonunun bir yerel optimal ¢oziimiidiir denir. (3.10) esitsizligi Vx € © noktast igin

gecerli oluyorsa bulunan ¢oziim global optimal ¢6ziime kars1 gelir.
f fonksiyonu digbiikey ise durum farkli olacaktir.

Digbiikey bir f: S — R fonksiyonununun her yerel optimal ¢6ziimii, ayn1 zamanda global
optimal ¢oziimii olusturur. Ayrica f fonksiyonu kesin disbiikey oldugu takdirde global

optimal ¢oziim tektir. Bu 6nemli sonucun ispati su sekilde verilebilir;

f fonksiyonu disbiikey ve x, € S noktasi da onun yerel optimal ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

(0,1) acik araliginda yer alan kafi derecede kiiglik bir a sayis1 ve tiim x € S noktalar igin,

f(xo) < f(xo + a(x — xo)) = f((l —a)xo + ax) < (1-a)f(x) + af(x) (3.11)
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esitsizligi ortaya ¢ikar. Bu esitsizlik yardimiyla da,

0 < a(f(x)— f(xo))yadaf(xo) < f(x) (3.12)
sonucu elde edilir ve x, € S noktasinin globa optimum ¢6ziim oldugu anlastlir.

f fonksiyonunun kesin disbiikey olmasi halinde, (3.12) esitsizligi de kesinlik kazanir ve

boylece x, € S noktasi i¢in teklik s6z konusu olur.

Boyle bir ispat yardimiyla, optimal bir ¢6ziimiiniin varhgina dair bir sey sdylemek miimkiin
degildir. Sadece disbiikey fonksiyonlara dair yerel optimum bir ¢oziim bulunabiliyorsa, bu
¢dziimiin aym zamanda global optimal oldugu gosterilmistir. Oyle ise disbiikey bir fonksiyon
icin yerel optimal ¢oziimii bulmak, aslinda global optimal ¢oziimiin bulunmasi1 demektir.

Ancak bu durum giiya digbiikey fonksiyonlari kapsamaz.

3.1.2.2 Disbiikey Programlar
Optimizasyon problemlerinin karar uzaylari genellikle, sonlu boyutlu ve reel degerli X = R"
vektor uzayindan olusur. Bu uzayin her noktasi, n boyutlu reel bir karar vektoriine veya karar

noktasina isaret eder. Ilgilenilen optimizasyon problemine bagli olarak, karar uzayinda,

gx)<o0, i=1,...k

(3.13)
hi(.X'): 0, i = 1,...,l

gibi birtakim esitsizlik veya esitlik kisitlarini gergekleyen bazi x € X' noktalar1 problemin
aday kararlarini olustururlar. Aslinda bu esitlik ya da esitsizlikler optimizasyon problemleri
icerisinde rastlanan bazi kisitlamalar ve denklik bagmtilarinin ifade edilmesinde kullanilirlar
ve optimizasyonun bu kisitlar dahilinde gergeklestirilecegini belirtirler. Bu c¢ercevede
optimizasyon probleminin G ¢ X aday kararlar kiimesi g: X —» R¥ ve h: X - R! vektor

degerli fonksiyonlar olmak {izere,
S:={xex| gx)y<o , h(x) = 0} (3.14)
seklinde tanimlanir.

O halde bir optimizasyon problemini,

bdyle bir aday kararlar kiimesi iizerinde f: S — R gibi bir maliyet fonksiyonu ya da amag
olgutl i¢in, P,y :=infyeg f(x) olarak tanimlanmis olan, optimal degerin bulunmasi ve
f (xopt) = P,p¢ olacak sekilde bu optimal degeri veren x,,; € S optimal kararmnin tespiti

olarak ifade etmek mumkundir.
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3.2 Lineer Matris Esitsizlikleri (LME)

Lineer matris esitsizlikleri (LME), sistem ve kontrol teorisinde ¢ok yaygin bicimde
kullanilmiglardir. (LME)’ler ilk olarak Lyapunov’ un ¢alismalarinda karsimiza ¢ikar. 1892 de

yapmis oldugu ¢alismada Lyapunov gdstermistir ki;
X = Ax (3.15)

formundaki diferansiyel bir denklemin asimptotik kararliligi, P pozitif tanimli bir matris

olmak iizere;
ATP+PA >0 (3.16)
bicimindeki bir matris esitsizligi ile ortaya konabilir.

1940’larda Sovyetler Birliginde ilk miihendislik uygulamasi ortaya ciktiginda, Lure ve
Postnikov, Lyapunov fonksiyonunu formiile etmek igin igerisinde lineer olmayan terimler
bulunan ii¢ tane birinci mertebeden denklem takimini kullandilar. Yapmis olduklari bu
calismayla onlar, eyleyici lineersizligi igeren kontrol sistemlerinin kararlilig1 problemi igin bir

¢Oziim ortaya koymus oldular.

Ortaya koymus olduklar1 kararlilik kistas1 form olarak bir (LME) seklindeydi ve nispeten

kiiciik sistemler i¢in kolaylikla ¢6ziim bulmak miimkiindii (Boyd ve digerleri 1994a).

60’11 yillara gelindiginde bir takim (LME)’lerin ¢oziimiine yonelik olarak, Yakubovich,
Popov ve Kalman tarafindan grafiksel bir teknik gelistirildi. Bu teknik su anda KYP lemma
olarak bilinmektedir. 60’larin sonlarinda Yakubovich tarafindan, lineer olmayan kontrol
teorisinde yer alan bir takim matris esitsizliklerinin ¢ézlimiine dair metotlar ortaya konuldu.
Yakubovich’in kontrol teorisi alaninda yaptig1 ¢alismalarda, (LME)’lere ¢ok sik olarak

rastlanmaktadir.

1970’lere gelindiginde ise, Willems Quadratik optimal kontrol problemleri iizerinde yaptigi
analitik incelemeler neticesinde bir dizi frekans domeni esitsizligi ve matrissel iliskiye
ulasmistir. Willems (LME)’lerin hesap algoritmalar1 kullanilmak suretiyle, ¢oziilmeleri

gerektigini fark etmis ve bunu soyle ifade etmistir:

“Esasen (LME)’lerin Oneminin tam olarak anlagilmadigi goriiliiyor. Mesela hesap

algoritmalar yoluyla iglenebilir olup olmadiklarinin goriilmesi ilging olurdu.”

Miihendislik uygulamalarinda karsilasilan bazi 6zel (LME)’leri icin, grafiksel sonuclar
bulunabiliyor idiyse de, asil mesele (LME)’lerin daha genel olan formuna yonelik ¢oziimlerin

ortaya konulmasiydi.
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1980’lerin baslarinda iki ayr1 énemli gelisme oldu. Ilki 1984°te Karmarkar tarafindan dnerilen
Interior-point algoritmasiydi. Bu polynomial-time lineer programlama metodu, 1948’de
Dantzing tarafindan gelistirilmis olan Simplex metoduna gore daha hizliydi. Ikinci énemli
gelisme ise kontrol ve sistem teorisinde rastlanan (LME)’lerin disbiikkey optimizasyon

problemi olarak formiile edilebilir oldugunun anlagilmast oldu.

1982’ de Pyatnitskii ve Skorodinskii, Lur’e tarafindan ortaya konulmus olan bir problemi,
(LME)’leri igeren ve elipsoid algoritmasi adi1 verilen bir algoritma yardimiyla ¢oziilebiliyor
olan disbiikey bir optimizasyon problemine indirgediler. O siralarda Interior-points
algoritmas1 ve igerisinde (LME)’lere dayali digbiikey optimizasyonu barindiran kontrol
sistemi problemleri iki farkli ¢aligma alaniydilar. 1980’lerin sonlarina gelindiginde ise, diger
bazi bilim adamlar tarafindan, kontrol sistemleri; yapisinda (LME)’leri barindiran digbiikey

optimizasyon problemleri seklinde formiile edilmeye basland.

Buna bir 6rnek olarak, belirsiz sistemlerin quadratik olarak kararli kilinma problemini ve bu

problemin lineer programlama yoluyla ¢oziimiinii géstermek miimkiindiir.

Boyd ve arkadaslarinin ¢alismasi, digbiikey optimizasyonun kontrolcii tasariminda 6nem
kazanan bir teknik oldugunu gosterdi (1988). Bu c¢alismada, yerlesme zamani, agim, tek
cevrim kazan¢ ve faz marjinleri gibi bir takim kontrol gereksinimleri veya olgiitleri, tim
kararli kilan kontrolciilerin Youla parametrizasyonu yapilmak suretiyle, standart digbiikey

programlama problemine doniistiirtildii.

1988 yilinda Rusya’da Nesterov ve Nemirovski, Interior-Points algoritmasin1 (LME) kisitlari
tizerinde gergeklestirilen disbiikey optimizasyon problemlerine genellestirdiler. Ancak ne var

ki; bir on y1l sonrasina kadar yapmis olduklari ¢alisma pek adindan s6z ettirmedi.

Lineer bir matris esitsizligi digblikey bir kisit ifade eder. Bu sebeple disbiikey amag
fonksiyonlarina sahip optimizasyon problemleri ve LME kisitlar bazi hazir yazilimlar
yardimiyla etkin bir bi¢cimde kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Lineer esitsizlikler, digbiikey
quadratik esitsizlikler, matris norm esitsizlikleri ve kontrol teorisinden kaynaklanan Lyapunov
ve Riccati esitsizlikleri gibi birtakim esitsizliklerin tiimii, lineer matris esitsizlikleri seklinde
yazilabilmektedirler. Ayrica, ¢cok sayida LME s6z konusu oldugunda bunlarin hepsini daha
biiyiik boyutlu tek bir LME olarak yazmak ta miimkiin olmaktadir. Bu durum, LME’ leri ¢ok
cesitli optimizasyon ve kontrol problemlerinin ¢dziimiine yonelik faydali bir ara¢ haline
getirmistir. Bununla beraber ele alinan ¢ogu kontrol problemi LME’ ler formunda
yazilamadig1 halde, Bilineer matris esitsizlikleri BME’ ler olarak adlandirilan daha genel bir

formda yazilabilmektedir. Esas olarak BME’ ler tizerinde yapilacak hesaplamalar, LME’ ler
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icin s6z konusu hesaplamalara gére hem daha zor, hem de BME’ lerin ¢6ziimiine yonelik
hazir paket yazilimlar bulunmamaktadir. Ancak BME’ ler igin de birtakim algoritmalar
gelistirilmekte ve bunlar fazla karmasik olmayan bazi silire¢ kontrol problemlerine
uygulanabilmektedirler. LME ve BME’ lerin teorik agidan pek ¢ok giizel 6zelliklere sahip
olmalar1 sebebiyle, optimizasyon ve kontrol problemlerinin formiilasyonunda iyi bir ¢6ziim

zemini olusturmaktadirlar.

3.2.1 (LME)’ nin Tanimi

Genel olarak Lineer bir Matris Esitsizligi, denklem (3.17)’de gosterilen formdadir.
m

F(x)=Fy+ ) x;F;>0 (3.17)
2

Burada x € R™, F; € R™"

Esitsizlik, F(x) in pozitif tanimli bir matris oldugu anlamima gelmektedir, soyle ki F(x)

matrisi;
zTF(x)z>0, Vz#0, z€eR" (3.18)

olacak sekilde, denklem (3.18)’deki quadratik ifadeyi pozitif yapar.

Simetrik "F;" i=0,1,...,m matrisleri sabit olup, x degiskendir. Bu ise, F(x)in x

elemanlarinin affine bir fonksiyonu oldugunu gosterir.

Denklem (3.17) kesin pozitif tanimli bir Lineer matris esitsizligini gostermektedir. F(x)’in
yari pozitif tanimli olmast durumu, kesin olmayan bir Lineer matris esitsizligi olarak ifade
edilir.

Eger {x | F(x) > 0} kiimesi bos degil ise, kesin pozitif tanmimli bir LME’ nin fizibil
(gerceklenebilir) oldugu sdylenir.

3.2.2 Polinomsal Esitsizliklerin (LME) Esdegeri

LME” lerin skaler esitsizlikler cinsinden ifadesi aydinlatici olmaktadir. Daha agiklayici olmasi
bakimindan, (3.17) numarali denklemde gosterilen LME’ nin n tane polinomsal esitsizlige
esdeger oldugunu sdyleyebiliriz.

Bunu gorebilmek maksadiyla, matris teorisine ait su sonucu géz Oniine alalim, soyle ki;

A matrisinin "ij" inci eleman1 "A;;" ile gosterildigi takdirde A matrisine ait asal mindrlerin

ifadesi,
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A A All A12 A13 All Aln
All; det( All Alz]),det Ay Ayy Az, ..,det . : (319)
21 22 A31 A32 A33 Anl Ann

seklinde olup, (n X n) boyutlu simetrik bir "A" matrisi ancak ve ancak tiim asal mindrlerinin

pozitif olmas1 durumunda pozitif tanimlidir.

Buna gore denklem, (3.17)’deki LME’ nin denklem (3.20)’de gosterilen n tane polinomsal
esitsizlige esdeger oldugu kolaylikla goriilebilir.

Foq1 + X% x;F;11 >0 (Lineer bir esitsizlik)

m m
(Fo,n + Z xiFi,11> <F0,11 + 2 xiFi,ll)
i=1 i=1

(Quadratik bir esitsizlik)

m m
- (Fo,n + Z xiFi,11> <F0,11 + 2 xiFi,ll) >0
i=1 i=1

(3.20)

F(x)11 - F()1k

det : : >0 (k. 1inc1 dereceden polinomsal bir esitsizlik)
F()kr - Fkk

det(F(x)) >0 (n. inci dereceden polinomsal bir esitsizlik)

3.2.3 (LME)’ lerin Digbiikey Olma Ozelligi

C bir kiime ve A € (0,1) olmak tiizere, eger tiim x,y € C’ler i¢in Ax + (1 — Ay) € C oluyorsa,
C kiimesi digbiikeydir denir. Ayrica LME’ ler x degisken kiimesi {izerinde digbiikey bir kisit

olustururlar yani;

{x | F(x) > 0} (3.21)
kiimesi digbiikey bir kiimedir ve denklem, (3.17)’deki LME’ nin fizibil kiimesini ifade eder.
F(x) > 0ve F(y) > 0 esitsizliklerini saglayan iki vektor x ve y olup A € (0,1) olsun.

Buna gore;
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F(Ax + (1= 2)y) = Fy + Z(Axi +(1=Dy) F

=1

= = (3.22)
— AFy + (1= DF, + )IinFi (11— A)ZyiFi
i=1 i=1

= AF(x) + (1= DF(y) > 0

iliskisi LME” lerin disbiikeyligini ortaya koyar.

3.24 (LME)Y’ ler i¢in Tek Olmama

Farkli LME’ lerin fizibil kiimeleri birbirinin ayni olabilmektedir. Bunun goriilebilmesi

bakimindan, 6ncelikle sunu belirtmek gerekir. Eger A(x) pozitif taniml1 bir matris ise;
Vx #0 icin A>0e xTAx >0 (3.23)
iligkisi gecerlidir.

Ayrica M tekil olmayan bir matris olmak kosuluyla, MTAM “Conqruence transformasyonu”
olarak adlandirilir ve A matrsi Conqruence transformasyonu altinda yine pozitif tanimli kalir

yani;
vz # 0 icin MTAM > 0 © zTMTAMz > 0 (3.24)

iliskisi s6z konusudur.

Bu soylenenlere dayali olarak rahatlikla sdylenebilir ki, bir matrise ait elemanlar farkli bir

sekilde diizenlenirlerse,

A B 0 I1fA B1[0 I D C

[ om0 = [ olle olli of70 = [5 al>0 (3:25)
LME’ nin fizibil kiimesi degismez.

3.25 Cok Sayida (LME)’ nin Tek Bir (LME) Olarak ifadesi

Hi¢ kuskusuz kontrol problemlerinin LME” ler yoluyla ifade edilmesi durumunda, elde edilen
avantajlardan biri de her biri ayr1 ayr1 LME’ lerle ifade edilen ¢ok sayida kontrol

gereksiniminin birlestirilip tek bir LME haline getirilebilmesidir.

(3.26)’daki gibi r adet LME den olugmus bir kiime;
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F'(x) > 0; F?(x) > 0; ...; F"(x) > 0; (3.26)

biitiin bu LME’ lere esdeger tek bir LME ile (3.27)’deki gibi yazilabilmektedir.

m
F(x) =F,+ le-Fl- >0 = diag{F'(x) > 0; F?(x) > 0; ...; F"(x) > 0} (3.27)
i=1
ki burada,
F; = diag{F},F?,..,F?}, Vi=01,..,m (3.28)
seklindedir.

Q1, Q, ..., Q, matris bloklarindan olusmus blok diyagonal matris

diag{Qs,Qz, ., Qr} (3.29)
formuna sahiptir.

Bu durum, blok diyagonal bir matrisin 6zdegerlerinin, sz konusu matrisin her bir bloguna ait

6zdegerlerin birlesimine esit olmasi ya da pozitif tanimliliktan hareketle agiklanabilir.

3.2.6 Schur Tiimleyen (Schur Complement)

Schur Timleyen, lineer olmayan digbiikey matris esitsizliklerinin  LME’  lere
dontistiriilmesinde kullanilan 6nemli bir aragtir. Schur Tiimleyen’in ifadesi (3.30)-(3.33)’te

verildigi gibidir.

SQT ; (3.30)

blok matrisi ancak ve ancak,

Q>0ve R—STQ71S>0 (3.31)
seklindeki matris esitsizliklerinin ve yine ancak ve ancak,

R>0veQ—SR™1ST >0 (3.32)

matris esitsizliklerinin saglanmasi halinde,

SQT ; =0 (3.33)

olacak sekilde pozitif tanimlidir.
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Bunun béyle oldugunu gostermek bakimindan, [SQT ;] blok matrisi sagdan ve soldan uygun

blok matrislerle (3.34)’deki gibi ¢arpilirsa;

L4&T1?”§ ﬂ% _%ﬁng R—ﬁQ*J (334

sonucuna ulasilmis olur ki, bu sonug ta Schur Tiimleyen ifadesini dogrular.

Dolayisiyla Schur Timleyen yardimiyla (3.31) ve (3.32) numarali lineer olmayan matris

esitsizliklerinin (3.33) numarali LME’ ye doniistiiriilmesi miimkiin olmaktadir.

Bir 6rnek olmast bakimindan, (3.35)’deki quadratik matris esitsizligini g6z 6niine alalim.
ATP + PA+PBR™'BTP+(Q <0 (3.35)

Bu matris esitsizliginde 4, B,Q = QT ve R = RT > 0 verilmis olan uygun boyutlu matrisleri,
P = PT ise degiskeni gdstermektedir ki, bu esitsizlik P degiskenine bagh quadratik matris
esitsizligidir. Daha 6ncede ifade edildigi tizere Schur Tiimleyen yardimiyla;

—~ATP—PA—-Q PB

=0 3.36
BTP R ] (3.36)

gibi bir LME haline getirilmesi miimkiindiir.

3.2.7 Dayanikh Kontrole (LME) Yaklasim ve Niimerik Coziim Metotlar:

Sistem ve kontrol teorisi igerisinde yer alan ve analitik olarak ¢oziilemeyen ¢ogu (LME)
problemi, niimerik olarak ele alinmis ve Interior-Points algoritmasi yoluyla ¢oziilmiistiir.
Mesela 1993 yilinda Packard ve Doyle tarafindan, yapilandirilmis kompleks tekil deger (SSV)
ad1 verilen ¢’ niin iist sinir1 ve (LME) arasindaki iliski incelenmistir. Gerek p analizi, gerekse
u sentezinde, (LME)’ lerle karsilasilmaktadir. Doyle ve Packard, aslinda kendileri de (LME)’
lerin 6zel birer formu olan ve dayanikli kontrol problemlerindeki temel hesap unsurlarini

olusturan, Lyapunov ve Riccati esitliklerinin yerini (LME)’lerin alacagini iddia etmislerdir.

1990’larin basinda artik biliniyordu ki, dayanikli kontrol problemlerinin (LME)’lerle ifade
edilmesi miimkiindii (Packard ve arkadaslar1 1991, Boyd ve arkadaslar1 1993). Ancak elipsoid

algoritmasi gibi mevcut algoritmalar digbiikey problemlerin ¢oziimiinde yetersiz kaliyordu.

Bernussou ve digerlerinin 1989’da yaptiklar1 calismada, dayanikli quadratik durum geri
beslemesi i¢in Cutting-plane algoritmasi kullanildiginda, digbiikey programlama probleminin

boyutunun, belirsiz parametrelerin sayisiyla neredeyse tistel olarak degismekte oldugu
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goriildii. Genel yapidaki (LME)’ lerin ¢6zliimii i¢in daha verimli algoritmalara ihtiyag
duyulmasi1 sebebiyle, arastirmacilar (LME)’ lere dayali problemleri ¢ozebilmek adina,
Interior-Points metotlarin1 gelistirme yoluna gittiler (Boyd ve digerleri 1993, Boyd ve El
Ghaoui 1993).

Sonrasinda ise, 1988 yilinda disbiikey programlama i¢in Nesterov ve Nemirovski tarafindan
gelistirilmis olan Interior-Points algoritmasi, neredeyse (LME) tekniklerinin kullanildig: tiim
caligmalarda goze ¢arpar oldu ve uygulama noktasinda gergekten verimli sonuglar alintyordu

(Boyd ve digerleri 1993).

Interior-Points algoritmasinin sohretinin doruk noktasini ise, Nesterov ve Nemirovski’nin
1994 yilindaki popiiler yayinlar1 olusturdu. Disbiikey programlama teorisindeki bu gelismeler,
lineer programlama, konik quadratik programlama ve semidefinite programlama gibi ilgi
cekici teorik ¢aligma alanlart olusturmanin yani sira sayisal digbiikey programlama siirecinin

yetkinligini de ¢arpici bigimde arttird1 (Vandenberghe ve Boyd 1996).

(LME)’lere dayali disbiikey optimizasyon yoluyla ele alinan kontrol sistemlerine ait ¢esitli
problemler, Interior-Points algoritmalar1 yoluyla kolaylikla ¢oziilebilmektedirler. Polynomial
time digbiikey (LME) problemleri igin bu algoritmalarin etkinligi niimerik ¢alismalar yoluyla
ortaya konulmustur. Bu algoritma ayn1 zamanda izdiisiimsel olarak ta bilinmektedir. i1k olarak
ticari bir yazilim olan MATLAB’ in (LME) ara¢ kutusu i¢inde gerceklenmistir (Gahinet ve
digerleri 1995). Sturm tarafindan gelistirilmis olan diger bir ¢oziicii de SeDuMi’dir. Hem
Interior-Points algoritmasi, hem de SeDuMi, 2004 yilinda Lofberg tarafindan gelistirilmis
olan ve (LME)’lerin MATLAB igerisinde uygun formda yazilmalarina imkén taniyan ve

YALMIP olarak adlandirilan ayristirict yazilimla uyumlu ¢alisabilmektedirler.

3.2.8 (LME)’ lerin H,, Kontrol Teorisindeki Etkileri

90’11 yillarda, bu yeni (LME) yaklagiminin en fazla etkiledigi alanlardan birisi de H,, kontrol
teorisi olmustur. 1990’ da H, optimizasyon problemi iizerinde yogun olarak c¢alisan
arastirmacilardan biri de Scherer’ di. Onun caligmalari, Willems’in 1971 deki ¢alismalarina
dayaniyordu. Willems H,, optimizasyonun vazgecilmez araglari olan, Riccati esitsizlikleri ve

Sinirli Reel Lemma’nin ¢oziilebilirligi tizerinde calismalar yapmusti.

1992°de Lu ve Doyle, 1994’te Packard gibi diger arastirmacilar ise Lineer Kesirsel
Dontigtimleri (LFT) kullanarak, H,, kontrol problemini durum uzayi igerisinde digbiikey bir
kisit olarak ifade etmislerdir. 1994’te Iwasaki ve Skelton tarafindan bir H, kontrolciiniin

mevcudiyetine dair gerek ve yeter kosullar (LME)’ ler ¢ercevesinde ortaya koyulmustur.
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Ik olarak yine 1994°te, (LME) yaklasimli H,, kontrol probleminin ¢oziilebilirlik kosullarini
Gahinet ifade etmistir. 1994°te Gahinet ve Apkarian, H,, kontrolcii sentezi problemini, dnce
bir Lyapunov matrisinin bulunmasi ve ardindan kontrolciiniin elde edilmesi seklinde iki
adimda gergeklestirmis ve bu c¢alismada, Riccati esitlikleri yerine Riccati esitsizlikleri

kullanilmusti.

Bu sekilde esitsizlikler kullanilarak gergeklestirilen formiilasyon, tiim H, suboptimal
kontrolciilerin parametrelendirilmesini saglamanin yani sira, kontrolciiniin hesaplanmasi isini,

(LME)’lerin ¢6zlimiine indirgemekte idi.

1997 yilina gelindiginde Gahinet, niimerik optimizasyonun getirmis oldugu kiilfeti ortadan
kaldirmak maksadiyla, tek adimli bir prosediir 6nerdi. Bunun yam sira H, performans
problemine yonelik cesitli kisitlarin birlestirilmesi konusunda, (LME) tekniklerinin sundugu

esneklik lizerinde yapilan ¢aligmalar da mevcuttu.

1996°da Chilali ve Gahinet, 1999°da ise Chilali ve digerleri tarafindan, H,, performansi, H,
performanst ve kutup atama hedeflerini birlikte ele alip ifade eden (LME) formiilasyonu
sunulmustur. Bu formiilasyon ve beraberinde 1995°te Scherer’ in ortaya koydugu karma
H,/H,, formiilasyonu i¢in kontrol sistemleri igerisinde yer alan ve (LME) tekniklerine dayali

¢ok amagcli optimizasyonu konu edinen ilk arastirmalar ya da ¢alismalar denilebilir.

Bazi arastirmacilar ise, tiimlesik (unified) bir yaklasim olusturmak maksadiyla daha genel bir
cergeve cizmislerdir. 1995°te Skelton ve Iwasaki Kovaryans kontrol yaklagimi ile (LME)
yaklagimin1 bir araya getirerek, hesaplama bakimindan daha verimli bir sonug¢ ortaya
koymuslardir. Bu yaklasim sayesinde ayr1 ayri ele alinan problemlerin tamami tek bir Lineer
Cebir problemi halinde ifade edilebilmistir. Sunu da soylemek faydali olur, soyle ki;
bahsedilen (LME) teknikleri tizerinde saglanan tiim gelismeler ya da arastirmalar durum uzay1

zemininde ortaya konulmustur.

Ancak bununla beraber (LME)’ler icin polynomial sistemlere dayali ¢aligmalar da yok
denemez. Bu konuda Henrion’un 2000 ve 2003 yilindaki incelemelerine bakilabilir. Belirsiz
sistemlerin  dayamikli  kararliligt ve performans analizinin, (LME)’ler yoluyla
gerceklestirilmesi ve dayanikli H, analizi konularinda, 1999 yilinda Balakrishnan ve Kashyap

ve yine 1999 yilinda Paganini’nin ¢alismalar1 bulunmaktadir.
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3.2.9 Kontrol Uygulamalarinda (LME)’ lerin Kullanimi

Bu konudaki c¢alismalara bakilacak olursa, 1996’da Niewoehner ve Kaminer tarafindan
(LME) teknikleri bir u¢ak dizayninda kullanilmistir. Gelistirdikleri yeni yontem sayesinde
entegre bicimde ucak-kontrolcii tasarimi sayisal bir ¢ergeveye oturtulmustur. Ucaga ait bir
takim parametrelerin tasarimi, kontrolcii tasarimiyla birlikte ele alinarak degerlendirilmistir.
Onlar aynm1 zamanda diger arastirmacilarin da iizerinde durmus olduklari, u¢agin manevra
kabiliyetine dair gereksinimler gibi ugus kalitesini etkileyen faktdrlerin, (LME)’ler tarzinda
ifade edilebilir oldugunu gostermislerdir. 2000 yilinda Seto ve arkadaslar tarafindan bir F-16
ucagina ait otomatik inig sistemine dair kontrol problemi, (LME) yaklagimi yoluyla kutup

atama kisitlart bulunan bir H,, kontrolcii tasarlamak suretiyle ¢oziilmiistiir.

Cok giris ¢ok cikisl bir kontrol problemine 6rnek olarak ise, 2002’de Dettori ve Scherer
tarafindan bir kompakt disk player i¢in ¢ok sayida norm gereksinimleri barindiran karma bir
H,/H, kontrolcii dizayn1 gergeklestirilmistir. Scherer ve arkadaslari tarafindan 1997°de
tasarlanmig olan karma H,/H,, kontrolcli dizayni, 2004°te Clement tarafindan bir uzay araci
tasiyict roketinde ve yine 2004’te Frapark tarafindan bir uydu kontrolcii tasariminda

kullanilmustir.

Biannic tarafindan (LME)’ler bir savas ucaginin kontroliinde dayaniklilik analizi ig¢in
kullanilmis ve 1997 yilinda Megretski ve Rantzer tarafindan ortaya konulmus olan integral
quadratik kisit yaklagimi sadece lineer zamanla degismeyen belirsizlikler i¢in degil, ayni

zamanda lineer zamanla degisen belirsizlikler i¢in de uygulanmigtir.

Danes 2004’te mobil bir robota ait ¢ok kistasli gorsel servo i¢in, bir (LME) yaklagimi ortaya
koymustur. Prempain ve Postlethwaite bilgisayarli helikopter kontrolii i¢in ¢evrim
sekillendirmeye dayali, statik H,, kontrolcili tasarlamislardir. Bu kontrolcii diisiik mertebeli
olarak tasarlanmis ve ucus testleri basariyla gerceklestirilmis olup elde edilen performans

diizeyinin olduk¢a tatminkar oldugu goriilmistiir.

Tiim bu uygulamalar gosterdi ki, (LME) teknikleri klasik kontrol metotlarinin ortaya koydugu
sonuglart gelistirmekteydi. Fakat bununla beraber hala konservatif sonuglar ortaya ¢ikiyor ve
diisiik dereceden kontrolciiler gerekiyordu. Bazi durumlarda, modern (LME) ¢oziiciilerden

kaynaklanan sayisal sinirlamalar, -degiskenlerin sayis1 gibi- ortaya ¢ikmaktaydi.
(LME) tekniklerinin kullanildig1 ger¢ek uygulamalar s6z konusu oldugunda, ortaya ¢ikan

problemler, disbiikey optimizasyon sahasinda yeni arastirmalara yol acgti (Nesterov ve

Nemirovski 1994).
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4. (LME) YAKLASIMI iLE KARARLILIK ANALIiZI VE NORM ESASLI
KONTROL TASARIMI

4.1 Lyapunov Kararhhig (Quadratik Kararhhk)
x = Ax (4.1)

gibi Lineer zamanla degismeyen bir sistem goz Oniline alindiginda, bu sistemin Lyapunov

anlaminda kararli olmasi i¢in;
P >0, ATP +PA<0 4.2)

esitsizliginin saglaniyor olmasi gerekmektedir ki, bu esitsizlik Lyapunov esitsizligi olarak
bilinir.
Lyapunov gostermistir ki;

aslinda bir LME olan Lyapunov esitsizligi, Q = QT > 0 seklinde simetrik pozitif tammli

herhangi bir Q matrisi i¢in ¢oziilebilmektedir.
x = Ax Sisteminin kararli olmasi halinde,
ATP + PA=—(Q (4.3)

lineer denkleminin ¢6ziimii olan P matrisinin pozitif tanimli oldugu kesindir. Ayrica bu

problemi bir LME fizibilite problemi olarak ele almakta miimkiindiir.

Bu durumda; x(0) = x,, ilk kosulu i¢in X = Ax sistemini ve

] = f x()TQx(t)dt (4.4)
0

oOlciit fonksiyonunu ele alalim ve sistemin kararli oldugunu varsayalim.

O halde, x = Ax sistemine ait tiim ¢6ziimler sinirl olup, 6l¢iit fonksiyonu J’ yi, sonlu kilar

yani | < oo olur. Bunun bdyle oldugunu gérmek igin J'yi sinirlamak maksadiyla,

V(x(®) = xT(©)Px(t) (4.5)

(4.5)’deki quadratik Lyapunov fonksiyonunu ele alalim. Lyapunov’un ikinci metodu
geregince, herhangi bir P = PT > 0 matrisi igin, sisteme ait tiim ydriingeler ve tiim t anlar

i¢in,
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d d
Z(x(®) = = (xOTPx(D) < —xT()Qx(t) (4.6)
esitsizlik kosulu saglanmalidir. (4.6) esitsizliginin, t = 0°dan t = T’ye kadar integre edilmesi

sonucu, x(T)TPx(T) = 0 olmasi sebebiyle séz konusu (4.6) esitsizligi,

(T)TPx(T) — x(0)TPx(0) < — f (DT 0x() @.7)

haline gelir ki, bu durum t — oo i¢in de gegerlidir. Buradan da,

] = f x(6)TQx(t)dt < x(0)TPx(0) (4.8)
0

sonucuna ulasilir. Bu da bize J 6lgiit fonksiyonunun,
J < xoPx (4.9)

seklinde iistten sinirlandirildigini sdyler.

(4.6) esitsizligindeki tiirev ifadesi alindigi takdirde,
d
P (x(@®TPx(®)) = xT(¢)(ATP + PA)x(t) < —x(t)TQx(t) (4.10)

oldugu goriiliir ki, (4.6) esitsizligi kendisine dair herhangi bir P = PT ¢dziimii igin,
ATP+PA+Q<0 (4.11)

kosuluna esdeger olmaktadir. Boylelikle J 6lgiit fonksiyonunu sinirlayan bir P matrisinin

LME fizibilite probleminin ¢oziilmesi yoluyla elde edilebilecegini sdylemek miimkiin olur.

4.2 Dayamkh Kararhhik

x = Ax sistemi tekrar goz oniline alinip, A kapali digbiikey bir kiime olmak iizere A € A

seklinde secilecek olursa sistemin dayanikli kararlilig1 su sekilde tanimlanabilir.

Tammm: x = Ax sistemi her A € A igin asimptotik kararli ise, o halde dayanikli kararlidir

denilir.
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4.2.1 Politopik Belirsiz Sistemler

Belirsiz parametre kiimesi,

| N
Q =={C [{=(1 v VG20, ZG = 1} (4.12)
| i=1

seklinde ele alindiginda,

A = conv[A,, ..., Ay] = {A(C) I Al = Z (;A;, V(€ Q} (4.13)
! i=1

gibi tanimli sistemler politopik belirsiz sistemlerdir.

4.2.1.1 Politopik Sistemlerin Quadratik Kararhhg:

A :=conv[A4, .., Ay] ve A€ A olmak lizere, x = Ax sistemi i¢in quadratik kararlilik

kosulu,
ATP+PA; <0, Vi=1,..,N (4.14)
esitsizligini saglayan P = PT > 0 matrisinin bulunabilmesidir.

Dikkat edilmesi gereken nokta, eger x = Ax sistemi Quadratik kararl ise biitiin bir politopik

sistemler ailesi Dayanikli Kararlidir. Bu durumu su sekilde gostermek miimkiindiir.
Acikca bilinmektedir ki, Politopik kiimeye ait herhangi bir A siteminin, A=Y ¢ ; A; seklinde

ifade edilmesini saglayacak ¢ € Q mevcuttur. { € Q ise {; = 0 olduguda malumdur. O halde

(4.14) esitsizlikleri {;’ler ile carpilip toplanacak olurlarsa,
P>0 ve YN (GADHP+PYN.((A)=ATP+PA<0 (4.15)

sonucuna varilir ki, bu da A’nin kararliligi anlamma gelir. Bu durum her A € A igin sdz

konusu olacagindan tiim bir politopik sistemler ailesinin Dayanikli Kararlilig1 ortaya ¢ikar.

4.3 Lineer Sistemler i¢in Kararh Kilan Durum Geri beslemeli Kontrolcii

Zorlanmamis durumda kararsiz olan lineer sistemlerin durum geri beslemeli kontrol
uygulanarak, kararli kilinmalari miimkiin olabilmektedir. Durum geri beslemesi uygulanacak
Lineer sistemleri zamanla degismeyen ve belirsiz sistemler olmak iizere, iki baslikta ele almak

mimkindiir.
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4.3.1 Zamanla Degismeyen Sistemler

x =Ax+Byu, x(0) = x, (4.16)
gibi zamanla degismeyen bir sisteminin, kararli kilinmasi problemi ele alinsin.

u = Kx geri beslemesi ile, x = A,x, x(0) = x, seklindeki kapali ¢evrim sisteme ait sistem
matrisi, A;; = A + B, K olarak bulunur. Lyapunovun quadratik kararlilig1 geregince,

P>0, (AT+K'BI)P+P(A+B,K)=<0 (4.17)

esitsizliklerini birlikte ¢ozen K € R™" ve P € S™ matrislerinin bulunabilmesi durumunda
(4.16) sistemi i¢in, u = Kx durum geribeslemesi ile kararli kilinabilirdir denir. Degiskenlerine
gore lineer olmayan (4.17) esitsizliklerinin, lineerlestirme amaciyla her iki tarafi sagdan ve

soldan P~1 ile ¢arpilip X := P~ ve L := KX degisken doniisiimleri uygulanirsa,
X>0, AX+XAT +B,L+LTBT <0 (4.18)

Seklindeki LME’ ler elde edilir ve kararli kilan durum geribesleme kazanci, bu LME’ leri

birlikte ¢ozen L € R™*™ ve X € S™ matrisleri yardimiyla K = LX ™ seklinde belirlenir.

4.3.2 Belirsiz Sistemler
x = Ax + Byu, x(0) = x5, (A, By) € conv{(4A4,By1), .., (Ay, Bun)} (4.19)

sistemi politopik yapida belirsiz bir sistem olsun. u = Kx durum geribeslemesiyle, boyle bir

sistemi kararl1 kilacak olan K kontrolciisii arastirilsin. Bu durumda,
x =A%, x(0)=xy Agq=(A+ByK) € conv{(A; + B1K),...,(Ay + BuyK)} (4.20)

seklinde ortaya ¢ikan kapali ¢evrim sistem de politopik yapida olcaktir. Yine Lyapunovun

quadratik kararlilig1 geregince,
P>0, (AT+KTBL)P+P(A;+Bu;K)<0, i=1,.,N (4.21)

esitsizliklerini beraber ¢6zen K € R™"™ ve P € $" matrislerinin bulunabilir olmasi halinde,

(4.19) sistemi u = Kx, seklindeki geribeslemeli kontrol yardimiyla kararli kilinabilir.

(4.21) esitsizlikleri K ve P gibi iki degiskenin ¢arpimini ihtiva ettiginden, degiskenlerine gore
lineer degildirler. S6z konusu esitsizlikleri LME haline getirebilmek maksadiyla, Congruence
doniisiimii yapilir. Once esitsizlikler sagdan ve soldan P~ ile garpilir ve ardindan X := P!
ve L := KX degisken doniisiimleri uygulanirsa, elde edilen LME’ leri ayn1 zamanda saglayan

L € R™" ve X € S" matrisleri yardimiyla, K = LX ™! seklindeki kontrol kuralina ulasilir.
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4.4 Norm Kavrami ve Norm Esash Kontrol Tasarim Teknikleri

44,1 Vektor ve Matris Normlari

X Vektor uzayi lizerinde tanimli reel degerli ||. || fonksiyonu bu uzaya ait bir 6l¢ii fonksiyonu

olup, “norm” olarak adlandirilir ve x, y € X olmak kaydiyla (4.22)’deki 6zellikleri saglar.

> llxll=0

» x| =0=x=0

o (4.22)
> |lax|| = |a|llx|l; «, herhangi bir skaler
>

llx + yll < llx|| + llyll; Uggen esitsizligi

En genel durum olarak bir x vektoriiniin p-normu;

n 1/p
Il = (ZW) (429

seklinde tanimlidir.

Ozel olarak, p’nin 1,2 ya da oo olmasi durumunda bir vektor i¢in 1,2 ve oo normlarma dair

ifadeler (4.24)-(4.26)’daki gibi olacaktir,

Il := (4.24)

Il = (4.25)
max

el =y o1, Tl (4.26)

Aslinda norm, 3-boyutlu Oklid uzayindaki mesafe ya da uzunluk kavraminin daha genel bir
ifadesidir. Buradan da anlasilmaktadir ki 3-boyutlu Oklid uzayindaki bir vektdriin uzunlugu

ya da orijine olan mesafesi onun 2 normuyla ortiismektedir yani ayn seydir.
Bir x vektoriiniin p-normundan hareketle, A = [ai, j] € C™ ™ matrisi i¢in indiiklenmis

p-normu, denklem (4.27)’de verilen ifadeyle tanimlanabilir;

sup |lAx]l,
x#0 x|l

All, = (4.27)
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Vektor normlarinda oldugu gibi yine 6zel olarak p= 1,2 ve oo olmasi durumunda,
A = [a; ;] € €™ Matrisi igin indiiklenmis norm ifadeleri,

m

max
Ml =1 2% D lassl; (4.28)

=1

”AHZ = Amax(A*A); (429)

n
max
Mllo = 5 D lassl; (4.30)
j=1
olarak ifade edilirler.

4.4.2 Tsaret ve Sistem Uzaylan

Isaretler sonsuz boyutlu vektdrler olarak diisiiniildiigiinde, isaret ya da fonksiyonlarin da,
sonsuz boyutlu vektdr uzaylar1 olusturdugu sdylenebilir. Oyle ki, bu vektér uzaylarmin
elemanlar1 veya vektorleri isaretler ya da fonksiyonlardir. C komplex alani iizerinde X bir

vektor uzayi olmak tizere, X vektor uzayinda, elemanlar1 isaretler olan ve
< >i= XXX -C (4.31)

seklinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon olan" <-,->" i¢ carpimm x,y,z € X ve

a,f € Colmak iizere agsagidaki 6zellikleri s6z konusudur;

> <xay+fz>=a<xy>+p<x2z>
> <x,y>=<xy>
» Eger x # 0 ise 0 halde < x, x > pozitiftir.

I¢ carpimli bir X vektor uzay1 “i¢ ¢arpim uzay1r” olarak adlandirilir. i¢ ¢arpimli tam uzaylar
“Hilbert Uzaylar1” olarak bilinirler. Burada uzayin tam olusundan kasit, sz konusu uzaydaki
her Cauchy dizisinin yakinsak oldugudur. Hilbert uzay1 i¢ ¢arpimli oldugundan, bu uzay
tizerinde i¢ ¢arpim yoluyla indiiklenmis bir norm s6z konusudur. [a, b] kapali aralig1 iizerinde
taniml1 olup karesel olarak integrallenebilen ve Lebesgue Olgiilebilir olan fonksiyonlar

tizerinde i¢ ¢carpim,;

b
<f,g>= f trace[f(t)*g(t)]dt (4.32)

(4.32) esitligindeki gibi tanimlanir ve bu fonksiyonlar sistem ve kontrol teorisinde ¢okga
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rastlanan ve "L,[a, b] uzayi" olarak adlandirilan Hilbert uzayini olustururlar. Diger 6nemli
Hilbert uzaylari arasinda, £,(—00, ), L,(—,0] ve £,[0, ) fonksiyon uzaylarini saymak

mimkindiir.

Lineer kontrol teorisinde isaret ve sistemler zaman domeninden ziyade Laplace, yani (s) ya
da frekans, yani (jw) domeninde ifade edilirler. G Sisteminin Laplace domenindeki ifadesi
olan G(s) sistemin transfer fonksiyonu olarak adlandirilir. Sistemin G (s) transfer fonksiyonu
ancak ve ancak sag yar1 kapali s diizleminde (Res = 0) analitik olmasi durumunda
kararlidir. Eger G(joo) sonlu degere sahipse proper oldugu ve eger G(joo) = 0 ise kesin
proper oldugu soylenir.

Onemli baz1 "jw" ya da "s" domeni uzaylar1 sunlardir:

» Sanal eksen (jR) tizerinde tanimli olan ve
f trace[F*(jw)F (jw)]dw < o (4.33)

(4.33) integralini sonlu kilan matris-degerli kompleks F fonksiyonlariin olusturdugu
Hilbert uzayi, "L,(jR) uzay:" olarak adlandirilir. Bu Hilbert uzay: iizerinde, i¢

carpim tizerinden indiiklenen norm ifadesi;

IFll, =< F,F> (4.34)

(4.34) esitligi ile verilir. Bu uzay {izerindeki i¢ ¢arpim ifadesi ise F ve G € L, olmak

lizere;
1 (00}
<F,G>= %f trace[F*(jw)G(jw)]dw (4.35)

(4.35) esitligi ile tanimlidur.

» (C*’da yani sag yari agik s diizleminde (Re s > 0) analitik olan matris-degerli F(s)
fonksiyonlarindan olusan "H, uzayt", £, uzaynn bir alt uzayidir. Kesin proper olan
ve kararli reel rasyonel matris transfer fonksiyonlarinin tiimii H, uzayimnin reel

rasyonel alt uzayini olusturur ve bu alt uzay "RH," seklinde gosterilir.

» Sanal eksen (jR) iizerinde smirli olan ya da sonlu deger alan matris-degerli
fonksiyonlarin Banach uzayi, "L (jR) uzayit" olarak adlandirilir. Bu uzaya ait

fonksiyonlara iliskin sonsuz normu, (4.36) esitligi ile
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sup

o e ROFU)] (4.36)

IFlle =

olarak ifade edilir.

» C*%’da yani sag yar acik s diizleminde (Res > 0) analitik ve sonlu deger alan
matris-degerli F(s) fonksiyonlarindan olusan "H. uzayt", L, uzayinin bir alt
uzayidir. Kesin proper ve kararl reel rasyonel matris transfer fonksiyonlarmin tiimii,
H, uzaymmin reel rasyonel alt uzaymi olusturur ve bu alt uzay "RH," seklinde
gosterilir. S6z konusu bu uzay i¢in H,, normu ise (4.37) esitliginde

sup

IFlle = P

aF ()] (4.37)

olarak tanimlidir.

4.4.3 H, Nominal Performans ve H, Kontrol

Kesin proper olan bir sistemin transfer matrisi G (s) i¢in H, normu,

co

Gl = % ftrace(G(iw)*G(iw))dw (4.38)

—00

seklinde tanimhidir. H, Normu, sistemin bir impuls girise karsilik olarak gosterdigi davranis
agisindan yorumlanabilir. SOyle ki, G(s) sisteminin H, normu, sistemin impuls cevabi i¢in
toplam ¢ikis enerjisine karsilik gelmektedir. Parseval teoremine dayanarak sistemin transfer

matrisi G (s)’in H, normunun sisteme dair impuls cevabi agisindan ifadesinin,

oo

16N, = lg®ll, = f trace(g™ (0)g(1))dr (4.39)

(4.39)’daki gibi olacag1 gosterilebilir. Burada impuls cevabi matrisi g(t)’nin ifadesi, (4.40)
esitliginde verildigi gibidir.

0 t<o0

9 = {Ce““B + D5(L) £20 (4.40)

D = 0 olmak kaydiyla, trace operatorii lineer bir operatér oldugundan;

G (s) sisteminin H, normu igin,
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1G(s)|I5 = trace {Cf eAtBBTeATtdtCT} = trace(CWCT) (4.41)
0
ya da
1G(s)|I5 = trace {BTf eATtCTCeAtdtB} = trace(BTMB) (4.42)
0

esitlikleri s6z konusudur. (4.41) ve (4.42) no’lu esitliklerde yer alan "W" ve "M" matrisleri
sirasiyla sistemin kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik gramiyenleri olup, (4.43) ve (4.44)’de
gosterilen bigimde tanimlanmiglardir.

W= | eABBTeA tdt (4.43)

M := | eATtCTCeAtdt (4.44)

Sisteme ait "W", kontrol edilebilirlik ve "M" , gbzlenebilirlik gramiyenleri,

AW + WAT + BBT =0 (4.45)
ve
ATM + MA+CTC=0 (4.46)

bi¢imindeki matrissel Lyapunov denklemlerini saglarlar ve sistem matrisi A’nin
0zdegerlerinin sol yar1 s diizleminde ya da baska bir degisle C™ ‘de yer almasi durumunda, s6z
konusu denklemlerin yek ¢oziimlerini olustururlar. Bir sistem i¢in yukaridaki gibi tanimlanan
H, nominal performans igin Lineer matris esitsizlikleri agisindan bir tamimlama yapmak

maksadiyla Teorem 4.1 faydali olacaktir.

Teorem 4.1:

x(t) = Ax + Bw,
(4.47)
z=Cx+Dw, x(0)=x,

sistemi goz Oniine alinsin.

Sisteme ait transfer fonksiyonunun ifadesi; G(s) = C(sI — A) "'1B + D olmak iizere,
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sistemin kararl farz edilmesi durumunda,

>

b)

d)

Ispat:

Sistemin H, normunun sonlu olabilmesinin ancak ve ancak D = 0 olmak kaydiyla

miimkiin oldugu yani,
IG(s)||, <0 & D=0 (4.48)

oldugu sdylenir ya da,

D = 0 olmasi halinde esdeger olarak (4.49)-(4.53) iliskileri sz konusudur.
Gl <y (4.49)

G (s)’in 2 normu y’dan kiigtiktiir
AX + XAT + BBT < O ve trace(CXCT) < y? (4.50)

esitsizliklerini saglayan bir X > 0 matrisi vardir.
ATY + YA+ CTC < 0 ve trace(BTYB) < y? (4.51)

esitsizliklerini saglayan bir Y > 0 matrisi vardir.
X = XT > 0 olacak bigimde pozitif taniml1 simetrik bir X’ matrisiyle beraber dyle bir
Z matrisi vardir ki,

ATX + XA XB [Z C 2
[ o —1] <0; [ or x] >0 ve trace(Z) <y (4.52)
esitsizliklerini saglarlar.

X = XT > 0 olacak bigimde pozitif taniml1 simetrik bir X’ matrisiyle beraber yle bir

Z matrisi vardir ki,

T T T
[AXS_XXA xc ] < 0; Z B ] > 0vetrace(Z) < y? (4.53)

=1 B X

esitsizlikleri saglanir.

H, Normunun tanimi geregince, zaten soz konusu ilk madde gegerli olmak durumundadir.

Teorem 4.1’in ikinci kismina bakilacak olursa, ||G(s)||, < y olabilmesi i¢in ancak "W™" gibi

bir kontrol edilebilirlik gramiyeni tarafindan yine H, normunun tanimi geregince

trace(CWCT) < y? esitsizliginin saglantyor olmasi gerektigi goriiliir.

Ayrica bilinmektedir ki kontrol edilebilirlik gramiyeni, AW + WAT + BBT = 0 bigimindeki
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matrissel Lyapunov denkleminin yek ¢oziimiidir. O halde AX + XAT + BBT <0 ve
trace(CXCT) < y? esitsizliklerini saglayan bir X > 0 matrisi vardir denilebilir. Bu da aslinda
X := X1 olarak tanimlanmak suretiyle, ATX + XA+ XBBTX <0; CX71CT <Z ve
trace(Z) < y? seklindeki esitsizlikleri gegerli kilan bir XC > 0 ve bir Z matrisinin mevcut
olmasi anlamma gelmektedir. Yine burada ATX + XA+ XBBTX <0 ve CX T <Z
esitsizliklerine Schur Tiimleyen uygulanacak olursa, ||G(s)||, < y olabilmesinin ancak,

[ATX +XA XB

BTy —I] < 0; [CZT ;] > 0vetrace(Z) < y? (4.54)

seklindeki (4.54) esitsizliklerini saglayan X > 0 ve Z matrislerinin bulunuyor olmasi ile

miimkiin oldugu goriilmektedir.

4.4.3.1 Durum Geribeslemeli H, Kontrol Tasarimi

x(t) = Ax + B,w + B,u,

(4.55)
z=Cx+Dyu,  x(0) =xg
Sistemi igin sistemin w girisinden z ¢ikisina transfer fonksiyonunun, H, normunu minimize

eden u = Kx durum geribesleme kontrol kuralinin belirlenmesi problem ele alinsin. Kolayca

goriilecektir ki kapali cevrim sistemin ifadesi,

x(t) = (A+ ByK)x + B,,w,

(4.56)
z=(C,+D,u,K)x, x(0)=x,
biciminde olacaktir. Yukarida H, performansa dair elde edilmis olan analiz sonuglar1
(4.56)’ daki kapali ¢evrimin sistem matrisleri cinsinden yazilacak olursa,
[(A + BuK)TXT+ X(A+B,K) XB, <0 4.57)

B, X -1

[(Cz N lZ)ZuK)T & +xDzuK)] >0 ve trace(Z)<y? (4.58)
buradan da,
ATX + XA+ KTBIX + XByK + XB,,BYX < 0 (4.59)
Z > (C,+ D,y K)X1(C, + D, KT ve trace(Z) <y? (4.60)

elde edilir. Dikkat edilecek olursa, bu esitsizliklerin digbilikey olmadiklar1 goriiliir.
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O halde, (4.59) esitsizligi sagdan ve soldan X ™1 ile capilir ve X := X! ve L := KX degisken

dontistimleri yapilacak olursa,

AX + XAT +B,L+ L"BY + B,,BL, < 0 (4.61)
E CX -I)_(DZ”L] >0 ve trace(Z) <y? (4.62)

Seklindeki LME’ lere ulasilir. Bu LME’ lerini bir arada ¢ozen L € R™" ve X € S™ matrisleri
yardimiyla, kapali ¢evrim sistemin w girisinden z c¢ikisina transfer fonksiyonunun, H,
normunu minimize eden u = Kx durum geribesleme kontrol kurali, u = LX 1x olarak

belirlenir.

444 H., Nominal Performans ve H,, Kontrol

Lineer ve zamanla degismeyen bir sistemin transfer fonksiyonuna dair H, normu, sistemin

performansi i¢in 6nemli bir gostergedir.

Transfer fonksiyonu, G(s) = C(sI — A) ~1B + D seklinde ifade edilen
x(t) = Ax + Bw, z=Cx+Dw, x(0)=x, (4.63)

(4.63)’daki sistemin asimptotik olarak kararli oldugu farz edildigi taktirde, G(s)’in C* da yani
sag yar1 acgik s diizleminde (Re s > 0) tiim s € C ler i¢in sonlu deger almasi ya da bagka bir
ifadeyle, 0,4, (G(s))’in, yani transfer fonksiyonunun en biiyiik tekil degerinin, sonlu degere

sahip olmasi s6z konusudur.

C* Pozitif reel kisma sahip kompleks sayilari gostermek tizere, C* da analitik olup T: C* -

CP*™ olarak tanimlanan ayrica sonsuz normu sonlu degere sahip yani

sup
Tl := sect Omax(T(s)) < o0 (4.64)
olan matris degerli kompleks fonksiyonlarin tiimii H,, isimli Hardy Uzayin olustururlar. Her
ne kadar H,, uzayina ait fonksiyonlar C* da tanimlanmis olsalar da, bu fonksiyonlarin sanal
eksen lizerine yek bi¢cimde genisletilmeleri miimkiindiir. Bir sistemin sanal eksen iizerinde

taniml1 olan transfer fonksiyonu i¢in sonsuz normu,

1Tl = O Omax (T(G)) (4.65)

biciminde ifade edilir. Buradan goriiliir ki sistemin H,, normu, sisteme ait frekans cevabinin,

maksimum tekil degerinin, tim frekanslar {izerinden supremumuna esittir.
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Sistemin transfer fonksiyonunun H,, normu,

sup [P

||T||2,2 =0< Iwll, < oom (4.66)

(4.66)’da gosterilen bi¢cimde karesel olarak integrallenebilen ¢ikis ve giris sinyalleri tarafindan
indiiklenmis bir norm olarak diisiiniilebilir. Sistemin H,, normunun tstten sinirlandirilabilir

oldugu Teorem 4.2 ile ortaya koyulmustur.
Teorem 4.2:

y Pozitif bir say1 olmak iizere,
x(t) = Ax + Bw, z=Cx + Dw, x(0) = x, (4.67)

ile verilen sistemin A matrisinin Hurwitz olmasi yani sistemin i¢ kararli olmasi durumunda

esdeger olarak (4.68)-(4.70) ifadelerini siralamak miimkiindiir.

a) Sistemin transfer fonksiyonunun sonsuz normu y dan kiigtiktiir.

1Tl < ¥ (4.68)

b) Sistemin ilk kosulunun x(0) = 0 olmasi halinde, sisteme uygulanacak tiim karesel

olarak integrallenebilen ya da diger bir ifadeyle enerjisi sonlu w girisleri i¢in,

sup [P

ITll2z2 := 0 < |Iwll, < oom (4.69)

kosulu s6z konusudur.

c) Sistem s(w,z) = y?||w||? — ||z]|? gibi bir arz fonksiyonu i¢in kesin dissipatiftir.

[IOTOP‘O 01[I ©
A Bl|pP o| o olla B
d) lo | |o 0‘—;/21 ol[o 1" (4.70)
¢ pllo ol o 1llc b

seklindeki LME igin bir K = KT ¢dziimii mevcuttur ve T (jw)*T (jw) < y2I
esitsizligi tim w € R U {oo} lar i¢in gegerlidir.
(4.70) esitsizligini esdeger olarak, (4.71)’deki gibi yazmak miimkiindiir

ATP+PA+CTC PB+CTD
BTP + DT DTD—y21<O’ P>0 (4.71)

Schur Tiimleyene gore (4.71) esitsizligi, (4.72) ile ifade edilebilir ki bu bir LME degildir.
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ATP+PA+CTC+ (PB+C™D)(y?1-DTD) Y (BTP+DTC)<0, P>0 4.72)
Yada (4.71) esitsizligi

ATP + PA

[ s —y21] [ o 11 pI<0, P>0 (4.73)

seklinde yazilip Schur Tiimleyen formiilii uygulanirsa

ATP+PA PB (T
BTP —y%l DT|<0, P>0 (4.74)
C D -1

(4.74)’deki LME’ ne ulastlir.

Analiz anlaminda buraya kadar sdylenenler isiginda kapali ¢evrim bir sistem i¢in, H,
kontrolciiniin sentezi noktasinda denilebilir ki, boyle bir kontrolcii kapali ¢evrim sistemin
kararliligini saglar ve kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun sonsuz normunu y gibi pozitif bir

sayidan kiiciik kilar.

Bu durum p(A) € €™ ve ||T || < y gosterimiyle ifade edilebilir.

4.4.4.1 Durum Geribeslemeli H,, Kontrol Tasarim

x(t) = Ax + B,w + B,u,

(4.75)
z=Cx+D,,w+Du,  x(0) = x
sistemi i¢in, u = Kx durum geribeslemesi altindaki kapali c¢evrim sistemin transfer
fonksiyonunun H, normunu y gibi pozitif bir sayidan kiigiik kilan kontrol kuralinin
belirlenmesi problemi ele alinsin. Kapali ¢evrim sistemin ifadesi,
x(t) = (A + B K)x + B,,w,

(4.76)
z=(C, + D,uK)x + D,,,w, x(0)=x,
seklindedir. Yukarida ele alinan Teorem 4.2’den elde edilmis analiz sonuglari, (4.76)’daki

kapali ¢cevrim sistem i¢in diisiiniilecek olursa,

|72 (K, s)|lc < y olmas1 ancak ve ancak,

(A+ BuK)TP +P(A+ByK) PB, (C,+ DzuK)T
BLP —y2I DL, <0, P>0 4.77)
(Cz + DzuK) Dzw —I
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seklindeki matris esitsizliklerini, ayn1 zamanda ¢ozen K € R"™" ve P € S matrislerinin
mevcudiyetini gerektirir. Problemin bu haliyle bir LME problemi olmadig: agik¢a ortadadir.
Bu sebeple, (4.77) esitsizliginin her iki yan1 sagdan ve soldan, diag{P~1,1,1} ile ¢arpilir ve
X :=P71 | L:=KX doniisiimleri gbz oniine almirsa séz konusu esitsizlikler (4.78) no’lu
LME’ lere doniistiiriilmiis olur.
AX+XAT +B,L+L'BY B, XCI+LT'D},
BT -2 DEL, <0, X>0 (4.78)
* D, o |
Kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun optimal H,, normu i¢in, y 'nin en kiigiik degerinin ilgili
esitsizliklere gore aranmas1 gerekir. Bu noktada Optimal H,, kontrolcii ise, u(t) = LX ~1x(t)

olarak hesaplanir.
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5. KONTROL SISTEMLERINDE EYLEYICi DOYUMU OLGUSU

Kontrol uygulamalarinda kullanilan eyleyiciler, aslinda olduk¢a kati genlik ve degisim
sinirlamalarina sahiptirler. Uygulamada herhangi bir eyleyicinin saglayabildigi, kuvvet, tork,

strok ve benzeri kontrol degiskenleri, hep belli bir sinir dahilinde olabilmektedir.

Eger kontrolcii tasarim asamasinda, eyleyiciler i¢in s6z konusu bu smirlar dikkate
alinmayacak olursa, kapali ¢evrim performansi iizerinde kararsizlia kadar gidebilen

performans kayiplari olugsabilmekte ve istenmeyen gecici durum cevaplari goriilebilmektedir.

Bu konuda bir 6rnek vermek gerekirse, manevra kabiliyetinin 6n plana ¢iktig ileri teknoloji
tiriini savas ucaklarinda eyleyici doyumuna bagli olarak ugus performansi olumsuz yonde
etkilenmekte ve bunun da Gtesinde bazen hayati sonuglar doguracak ariza durumlart meydana
gelebilmektedir. Hal boyle olunca da, ister lineer isterse linecer olmayan kontrol tasarim
teknikleri acisindan bakilsin, eyleyici doyumu meselesi mutlaka dikkate alinmak
durumundadir ve bunun dogal sonucu olarak bu konuya yonelik ¢aligmalar ilgi odagi olmaya

ve giderek yogunluk kazanmaya baglamstir.

Eyleyici doyumu problemini ele alan ¢alismalara tarihi siirecte, optimal kontrol teorisine
dayali c6ziim (Hsia, 1967) arayislariyla baslanmis ve anti-windup kompanzasyonu (Astrom
ve Rundqwist, 1989), hata yonetim teknigi (Kapasouris vd., 1988), Lyapunov ve Ricati
tekniklerini esas alan yerel veya global kararl kilma yontemleri, pozitif reel, sinirh reel ve
mutlak Kkararlilik teorilerinin kullanildigi gesitli ¢aligmalarla devam edilmistir. Siire gelen
calismalarla, bu konudaki literatiir olduk¢a zenginlesmis olup, simdilerde doyumlu eyleyiciler
iceren kontrol tasarimlar1 ¢ercevesinde, bozucularin bastirilmasi, sistemin ¢ekim domeninin
tahmini, performans kayiplariin azaltilmasi ve belirsizlik ve gecikmeler karsisinda

dayanikliligin saglanmasi konularinda aragtirmalara devam edilmektedir.

Konuyla ilgili, konservatif olmayan ve etkin ¢éziim algoritmalarmnin kullanildigi bir takim

tekniklere asagida deginilmistir.

Yapisinda eksponansiyel kararsiz modlar ihtiva eden lineer sistemlerin, girislerinde genlik ve
genlik degisimine dair doyum bulunmasi durumuna iliskin anti-windup kontrolcu tasarimi
Barbu vd. (2000) tarafindan ele alinmig ve genis bir calisma bolgesi {izerinde tatminkar
sonuclar ortaya konulmustur. Ayrica burada Barbu vd. (2000) konuya dair daha 6nce yapmis
olduklar1 calismalarda, goze carpan yerel ve global kontrolciilere deginmekte ve bu tipte bir
sistem icin yerel performans ve global kararlilik anlaminda gerek kosullar1 ortaya

koymaktadirlar. Yine bu ¢alismada, eyleyici doyumu altinda kararsiz bir ugagin ugus kontrolii
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ele alinmis ve keskin manevralara karsilik kararliligin siirdiiriildiigii gosterilmek suretiyle

Onerilmis olan kontrolciiniin etkinligi kanitlanmistir.

Evvela sadece simetrik doyumlu egleyicileri goz 6nilinde bulundurarak, lineer ve exponansiyel
olarak kararsiz sistemlerin kararliligi ve bos kontrol edilebilir bolge konusunda g¢aligsmalar
yapmis olan Hu vd., sonrasinda ger¢ekte daha ziyade karsilasilan asimetrik doyumlu
egleyicilerle ilgili bir ¢alisma gerceklestirmislerdir. Bu c¢alismada, asimetrik eyleyicilerden
otilirii, uygulamada karsilasilan problemlerle ilgili olarak, Hu vd. (2000a) tarafindan iistel
olarak karasiz lineer sistemler icin bos kontrol edilebilinir bolge karakterize edilmis ve bu
bolge tizerindeki kararlilik gosterilmistir. Ayrica lineer quadratik kontrol uygulanmis olan
ikinci dereceden kararsiz bir sistem igin ¢ekim domeninin, yiliksek degerli kazang
geribeslemesi altinda keyfi bigimde genisletilmek suretiyle bos kontrol edilebilir bdlgeye

yaklastirilabilecegi sonucuna ulasilmistir.

Jabbari (2001) gergeklestirdigi ¢calismada, bozucu bastirma problemini, Lineer Parametreleri
Degisen (LPD) sistemler iizerinden ele almis ve bu problem igin eyleyici doyumu konusuna
odaklanmustir. Eyleci doyumlu kontrol problemi, LPD kontrol problemi haline getirildikten
sonra, sabit bir Lyapunov fonksiyonu kullanarak, ¢ikis geri beslemeli kontrolcii tasarimi
politopik LPD sistemler i¢in incelenmistir. Gergeklestirilen LPD tasarimda, sabit Lyapunov
fonksiyonu kullanmaktan kaynaklanan konservatifligi ortadan kaldirmak maksadiyla,
parametre bagimli Lyapunov fonksiyonlar1 kullanilmistir. Neticede giristeki genlik ve genlik
degisimine dair doyum probleminin LPD kontrol tasarimi yoluyla ele alinarak ¢oziime
kavusturulabilecegi ortaya konulmustur. Onerilen teknigin basarisi ise, iki sayisal drnek

tizerinde sinanmustir.

Zamanla degismeyen lineer sistemler igin, genlikleri sinirli kontrol girislerine karsilik,
dinamik ¢ikis geribeslemeli yerel H, performans kontrolciisiiniin sentezi, Iwasaki ve Fu
(2002) tarafindan ele alinmigtir. Tasarim sonucu ortaya ¢ikarilan kapali cevrim sistemin
kararliligina ve H, performansina dair incelemelerde, daire teknigi ve lineer analiz
yontemlerinden faydalanilmistir. Durum uzaymin Eyleyicigi doyuma gotiiren bolgeleri igin
daire teknigi, doyum meydana gelmeyen bolgelerde ise lineer analiz yontemleri ele alinmistir.
Onerilen ydntemin lineer yontemler karsisinda performans konusunda daha basarili sonuglar

ortaya koydugu goriilmiistiir.

Pare vd. (1999) ¢ekim domeninin genisligi, bozucu bastirma diizeyi ve L, kazanci olmak
lizere ii¢ ayrn performans Olciitiini goz Oniine alarak, yapisinda doyum barindiran

geribeslemeli sistemler icin yerel kararlilik ve yerel performansa odakli optimal kontrolcii
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tasarimiyla ilgilenmislerdir. Ortaya konan tasarimin, Popov kriterlerine ve doyum olgusunun
sektor smirl lineer olmayan yapidaki ifadesine dayandigi goéze ¢arpmakta ve sentezlenen

optimal kontrolciiniin LME’ ler yardimiyla karakterize edildigi goriilmektedir.

Mevcut ¢alismalarin, zamanda siirekli sistemler {izerinde gerceklestirildigini, ancak
uygulamada dijital sistemlerin 6nem arz ettigini vurgulayan Pan ve Kapila (2001), doyumlu
eyleyiciler ihtiva eden ayrik zamanli sistemleri ele almislardir. Pan ve Kapila eyleyici doyumu
altinda ayrik zamanl sistemler i¢in durum ve ¢ikis geribeslemeli kontrolcii tasarimini, LME
ler yardimiyla ele almiglardir. Sentezlenen kontrolciiniin etkinligi, sayisal 6rneklerle ortaya
konulmustur. Ayrica ortaya ¢ikan sonuglardaki konservatifli§i azaltacak bir yontem

Onermislerdir.

Tarbouriech ve Garcia (2002) dayanikli ¢ikis geri beslemeli kontrolciiniin, belirsizliklere
sahip ve eyleyici doyumuna maruz sistemler icin LME’ ler Ricati denklemleri iizerinden
tasarimina egilmislerdir. Sinirli normlu ve zamanla degisen parametrik belirsizliklere sahip
sistemler s6z konusu oldugunda, tasarlanmis olan kontrolciiniin dayanikli kararlilik ve
performans sergiledigi goriilmiistiir. Ayrica bahsedilen tasarim yoOntemiyle, kararsiz agik
cevrim sistemler i¢in yerel kararlilik temin edilebilmektedir. Sayisal 6rneklerle de sonuglar
desteklenmistir. Caligmanin bir diger yonii ise, lineer olmayan doyum ifadesinin yeni bir

bakis acisiyla politopik olarak ifade edilmis olmasidir

Genlik doyumlu eyleyicilere sahip sistemler hakkindaki geribesleme problemi, Wu vd. (1998)
tarafindan ele alinmistir. Wu vd. LPD kontrol tasarim yontemini esas alarak bir anti-windup
kontrol teknigi sunmuslardir. Onerilmis olan bu teknikle, LPD kontrolcii igin planlama
degiskeni olarak doyum gosterge parametresi kullanilmistir. LPD kontrolciiniin tasariminda
kullanmis olduklart LME’ lerin ¢6ziimii igin ise Interior Point algoritmasindan

faydalanmiglardir.

Yapmis olduklar1 ¢alismada, da Silva Jr ve Tarbouriech (2005), eyleyici doyumuna maruz
lineer sistemlerin kararli oldugu bolgenin genisletilmesini hedeflemislerdir. Eyleyici
doyumunun s6z konusu olmadigi durumda, lineer bir sistemi kararli kilan dinamik c¢ikis
geribeslemeli kontrolcii esas alinarak, kapali cevrimin ¢gekim domeni hakkinda maksimum bir
tahmini gergeklestirecek anti-windup kazang metodu teklif edilmistir. Kontrolcii ve anti-
windup yapist olii bolge seklinde modellenerek, quadratik Lyapunov fonksiyonuna dayali
kararlilik sartlarin1 bulmak amaciyla degistirilmis sektdr kosullarindan faydalanilmistir. Elde

edilen kararlilik kosullarinin LME’ ler cinsinden ifade edildigi goriilmektedir.

Lyapunov tekniginin sistemli bigimde kullanilmasi suretiyle, Hu vd. (2006) tarafindan
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doyumlu sistemler icin yerel kararlilik ve performans analizi iizerinde durulmus ve sisteme
uygulanan bozucu girislerin smirli enerjiye sahip olmasi halinde ¢ekim domeninin tahmin

edilmesi, lineer olmayan L, kazanci gibi birtakim problemler incelenmistir.

Yine enerjisi smirli bozuculara mukabil, eyleyicilerinde doyum bulunan lineer kontrol
sistemlerinin tasarimi Castelan vd. (2006) tarafindan ele alinmistir. Kapali ¢evrim sistemin,
sonlu L, kazanciyla kararli olusunu temin edecek durum geribesleme kazanci LME kisitlari
olarak ifade edilmistir. Bu kisitlarin quadratik Lyapunov fonksiyonlart yardimiyla elde
edilmesi noktasinda, birden c¢ok amag¢ Olgiitii karsisinda konservatiflik derecesi en diisiik
calisma bolgesini veren Finsler yardimci teoremi ve Lineer olmayan sektdr kosullarinin

ifadesinde kullanilan modifiye sektdr kosullari gibi iki 6nemli aragtan faydalanilmaigtir.

5.1 Eyleyici Doyumlu Sistemlerin Analizi

Bu bdliimde, eyleyici doyumu altinda ve L, tipi bozuculara karsilik, lineer sistemler i¢in
analiz ve Kkontrolcli tasarim problemi ele alinacaktir. Geri-beslemenin lineer olarak
gerceklestirildigi kabul edilecektir. Bozucularin genlikleri {izerinde bir sinirlama varsayimi
yapilmayacak ve sistemin ilk kosullarinin sifir olmasi geregi aranmayacaktir. Daha net ifade

etmek gerekirse, eyleyici doyumu ve L, tipi bozucular altinda,

x = Ax + Bysat(u) + B,w (5.1)
z=Cx

seklinde ifade edilen bir sistem g6z Oniine alinacaktir.

Burada x € R™’ler durumlari, w € R? bozucu girisi, sat(.) ise birim diizeyli standart doyum
fonksiyonunu ifade etmektedir. Dikkat edilirse birim olmayan doyum diizeyinin, B, matrisi

ve u kontrol isareti i¢erisine aktarilmasinin miimkiin oldugu goriiliir.

Lineer bir sistem i¢in, bozucu bastirma kabiliyeti, sistem ¢ikist ve bozucunun L, normlari

arasindaki en biiyiik oran seklinde ifadesini bulan L, normu yardimiyla 6l¢iilebilir.

Ancak ne var ki yeterince biiylik bir bozucu sebebiyle durum geribeslemesi altinda, (5.1)
sistemine dair durum ve ¢ikislar, sinirlandirilamaz bir sekilde artis gdsterebilirler ve bozucu

bastirma baglaminda L, kazanci anlamini yitirmis olur.

Bu sebeple enerjisi smirli bozucular {izerine yogunlasilmistir. Yani s6z konusu bozucular,

pozitif bir « sabiti verildiginde ,
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W, = {W: R, — RY: foowT(t)w(t)dt < a} (5.2)

seklinde taniml1 bir bozucu kiimesinden alinacaklardir.

Arastirilacak husus, s0z konusu bozucular kiimesine ait tiim bozucular icin sistemin
durumlarinin sinirli kalmasini saglayacak maksimum a degerinin ne olmasi gerektigidir. Bu
problem bozucu tolere etme problemi olarak adlandirilir ve burada, baslangi¢ kosullarinin

sifir olup olmamasina bagli olarak iki farkli durumla karsilasilir.

Sistemin tolere edebilecegi bozuculara ait maksimum enerji diizeyi, a4, belirlendikten
sonra, a < ayq, olmak kaydiyla W, kiimesinden secilen bozucularin bastirilmasi problemi

ele alinabilir.

Sistemin bozucu bastirma yeteneginin bir 6l¢iisii olarak, verilen W,, kiimesi iizerinde tanimli,
siirlandirilmig L, kazanci ya da sistemin durum yoriingelerini kusatan zarfin genisligi

kullanilabilir.

Bahsedilen problemlere bir yaklasim olarak, bir elipsoid igerisinden baslayan sistem
yorilingelerinin, yine bu elipsoidi kusatan, dis bir elipsoid kabuk icerisinde kalmasini temin

edecek bir kosulun belirlenmesi diisiiniilebilir.

Verilen bir geribesleme kurali ¢ergevesinde, kapali ¢evrim sistemin kararliligi ve bozucu
bastirma yetenegi, sz konusu bu iki elipsoidin biyilikliigli ve bunlar arasindaki fark

yardimiyla degerlendirilebilir.

Diger taraftan, bozucu toleransinin 6l¢iisii, boylesi iki elipsoidin mevcudiyetini miimkiin kilan

en biiylik a degeri olarak ta ifade edilebilir.

Bahsedilen bu hususlar c¢ercevesinde, sisteme ait kararlilik, bozucu toleransi ve bozucu
bastirma yetenegi problemlerinin, kisith optimizasyon problemleri seklinde ifade edilmeleri
mimkiin olmaktadir. Bu durumda, optimizasyon problemlerinin kisitlari, lineer matris
esitsizlikleri  seklindedirler. Bu sebeple problemlerin  ¢oziimleri de kolaylikla

gergeklestirilebilmektedir.

Ayrica sistemin L, kazanci cinsinden bozucu bastirma yetenegi i¢in, yine s6z konusu lineer

matris esitsizliklerine dayali bir optimizasyon probleminin ¢6ziimii kullanilacaktir.

Geribesleme kazancinin ekstra bir bagimsiz parametre olarak hesaba katilmasi halinde, bu
optimizasyon problemi kolaylikla bir kontrolcii tasarim problemine doniisebilmektedir.

Uzerinde durulan bu analiz ve tasarim metodu yardimiyla, bahsi gegen problemlerin ¢dziimii
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noktasinda kayda deger bir katki ortaya konulmus olmaktadir.

Elde edilen sonuglar esasen, lineer olmayan satF (x) gibi doyumlu bir geribeslemenin, bir

dizi lineer geribesleme tarafindan olusturulan disbiikey bir kabuk igerisine yerlestirilmesi

fikrine dayalidirlar Hu ve Lin (2001).

(5.1)” deki sistem gbz Oniine alindiginda, genlikleri siirli olan bozuculara mukabil, s6z
konusu sistem i¢in degismez bir kiime tanimlayan kosullar, Hu vd. (2002) tarafindan benzer
bir yaklagim kullanilarak elde edilmistir.Bozucular siirli genlikli olmayip, L, tipi yani sinirl

enerjili olduklarinda, sisteme dair degismez bir kiime elde etmek miimkiin olmamaktadir.

Burada kullanilacak analiz yontemi, her ne kadar elipsoidlerden faydalaniyor olsa da,
alternatif analiz yaklagimlari da s6z konusu olabilmektedir. Buna bir 6rnek olarak, Benzaouia
ve Hmamed (1993) tarfindan yapilmis olan ¢alismayr vermek miimkiindiir. Bu ¢alismada,
eyleyiciyi doyuma gotiirmeyen durumlar tarafindan sekillendirmis olan polihedronlarin

pozitif degismezliginden istifade edilmistir.

Bununla beraber elipsoidlere dayali sonuglar, eyleyicinin lineer ¢alisma bolgesinin Gtesini de

kapsamaktadirlar. Fang vd. (2004)

5.1.1 Kararhlik ve Bozucu Toleransi Problemi

u = Fx durum geribeslemesi ile kapali ¢gevrim haline getirilmek istenen (5.1) sistemini g6z
oniine alalim. Bozucularin mevcudiyeti s6z konusu oldugunda, kapali c¢evrim sistem
tarafindan karsilanmas1 gereken esas gereklilik, sisteme dair durum yoriingelerinin
siirlandirilabilmesidir. Durum yoriingelerini sinirlandiracak ya da yoriingelerin igerisinde
kalacagi1 nesne, pekala bir elipsoid olabilir. Sisteme etkiyen bozucularin L, normlar1 sinirl
ise, sistem yoriingelerini hapseden ya da sinirlayan degigsmez bir elipsoid bulunmasi miimkiin
olabilmektedir. Hal bdyle olmayip, bozucular genlik anlaminda sinirli olmaktansa, sahip
olduklar1 enerjileri bakimindan sinirh iseler, ya da bagka bir ifadeyle L, normlar1 sonlu ise,

sistem yOriingelerinin igerisine hapsolacagi degismez bir elipsoid bulunamamaktadir.

Boyle degismez bir elipsoidin bulunamadigi bu durum igin, biri digerinin igerisinde yer alan
ya da i¢ ice ge¢mis diyebilecegimiz iki elipsoid yardimiyla, sistemin durum ydriingeleri
sinirlandirilmaya galigilir.

Bu durumda beklenti, enerjisi pozitif bir a sabitiyle simirlanmis w € W, bozucularina

mukabil, i¢erideki elipsoid’ten kaynaklanan herhangi bir durum yoriingesinin, dis kisimda yer

alan elipsoid kabuk icerisinde hapsolmasi yoniinde olacaktir.
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Bu konuyu, Teorem 5.1°de ispatiyla beraber ele almadan 6nce, konuyla ilgili olarak ileride
kullanilacak olan bazi tanimlamalarin yapilmasi ve s6z konusu teoremin ispatinda
kullanilacak olan bir Lemma’nin sunulmasi olduk¢a faydali olacaktir. Durum uzayinda bir
elipsoid tanimlayan durumlarin kiimesi, P € R™" pozitif taniml1 bir matris ve p pozitif bir

reel say1 olmak kaydiyla,
EP,p)={xeR*xTPx<p} (5.3)
tanimlamasiyla verilebilir.

Verilmis olan, F € R™" gibi bir geribesleme kazan¢ matrisi i¢in, kullanilan eyleyiciyi

doyuma gotiirmeyen durumlarin kiimesi ise,
QF)={xeR"| |Fx|<1, i€e[1l,m]} (5.4)

Seklinde tanimlanabilir ki burada F;, geribesleme kazang matrisinin i. satirina karsilik gelir.
Son olarak, kdsegen tizerindeki her elemani, 1 yada 0 degerini alabilen mxm boyutlu késegen
matrislerin olugturdugu D ile gosterilen kiimeyi ele alalim. Agiktir ki, bu kiimenin D;’ler ile

temsil edilen 2™ tane eleman1 vardir yani i = 1, ..., 2™ olacaktir.

O halde, D; = I — D; tanimlamasi altinda D;” matrislerinin de © kiimesine dahil oldugunu

gérmek miimkiindiir.
Lemma 5.1: (Hu ve Lin, 2001)
Bu lemma, izleyen teoremde elde edilecek olan sonuglar bakimindan oldukga dnemlidir.

m boyutlu Reel vektér uzaymin iki elemam, u = [uy, Uy, ..., Uy |” Ve v = [v1, V5, ..., Uy ]T
olarak goz oniine alindiginda, eger v vektoriiniin tiim bilesenleri mutlak degerce 1°den kiigiik

veya 1’e esit iseler, yani, |v;| < 1, Vi € [1, m] durumu s6z konusu ise o halde,
sat(u) € conv{Dju+D;v| i€[1,2™]} (5.5)
ifadesi gecerli olacaktir. Bu durum sozle ifade edilecek olursa,

u vektorlinlin standart doyum fonksiyonu altindaki goriintiisii, uve v vektorlerinin

sekillendirdigi digbtikey ortii icerisinde yer almaktadir denilebilir.
Teorem 5.1: (Fang vd, 2004)

Verilmis olan u = Fx geri beslemesine karsilik, (5.1) sistemi goz oniine alindiginda, bilinen

pozitif tanimli bir P matrisi i¢in sunlar1 sdylemek mimkiindiir.
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1) Eger;

1
(A + B,(D;F + D7 H))' P + P(A + B,(D;F + D[ H)) + L PBLBLP <0,
(5.6)

Vi € [1,2™]

esitsizliklerini saglayan, H € R™*" gibi bir matris ve n > 0 pozitif sayis1 mevcut ise, ayrica
EP,1+ an) c L(H) ise yani E(P,1+ an) elipsoidi, L(H) tarafindan kapsaniyorsa, -Ki
burada 8(H),H matrisi ile lineer olarak geri beslenebilecek durumlarin kiimesini ifade
etmektedir- O halde W,, bozucu kiimesinden seg¢ilen her w bozucusuna karsilik, kapali ¢evrim
sisteme dair tiim yoriingeler, £(P, 1) elipsoidi igerisinden kaynaklandiklar1 taktirde daima

E(P,1 + an) elipsoidi iginde kalacaklardir.
i) E(P,an) c L(H) durumu s6z konusu olacak ve (5.6) no’lu esitsizlikler saglanacak

sekilde bir H € R™"™ matrisi ve n > 0 pozitif sayis1 mevcut ise, W, ’ya ait biitiin w’lar i¢in
orijinden yola ¢ikan tiim kapali ¢evrim sistem yoriingeleri, daima E(P,an) elipsoidi

icerisinde kalacaklardir.
Ispat:

V(x) = xTPx ifadesi, kapali cevrim sitemin Lyapunov fonksiyonu olarak secilsin. Soz
konusu Lyapunov fonksiyonunun kapali g¢evrim sistemin yoriingeleri boyunca zamana

nazaran tiirevinin ifadesi,
V = 2xTP[Ax + B,sat(Fx) + B,w] (5.7)

seklinde olacaktir. O halde bir H € R™"™ matrisi i¢in E(P, p) € L(H), iliskisini ger¢ekleyen
bir E(P, p) elipsoidi igerisinden segilen tim durumlar, yani Vx € E(P,p) i¢in (5.7) no’lu

tiirev ifadesinde yer alan sat(Fx)’e karsilik Lemma 5.1 geregince,

2xTP[Ax + B,sat(Fx) + B,w]

max (5.8)

<ie[1,2m 2xTP[Ax + B,(D;F + D H)x + B,,w]

esitsizliginin yazilmast miimkiindiir.

Soyle ki; Lyapunov fonksiyonunun tiirevinde yer alan doyum ifadesi, Lemma5.1’den dolay1,
tiirev fonksiyonunun bir tiirev fonksiyonlar1 politopu icerisinde yer aldigini syler. Bu sebeple
sistemin Lyapunov fonksiyonuna dair tiirev fonksiyonu igin, politopun kdse noktalari
tarafindan temsil edilen tiirev fonksiyonlarinin, maksimum degerlisinden, kii¢iik ya da esit

kalacagi sonucuna varilir.
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Dikkat edilirse,

1
2xTPB,w < ;xTPBWBVT,Px +nwlw, vn > 0 (5.9)
iliskisi gbze garpar. O halde (5.8) no’lu esitsizlik,

: max B 1
V< i €[1,2™m] 2xTP[Ax + B, (D;F + D{ H)]x + —xTPBWB‘Z;Px + T]WTW,
' 7 (5.10)

vx € E(P,p)

seklinde diizenlenebilir.

Teorem 5.1%in (i) sikkindaki (5.6) no’lu kosul, (5.10) esitsizliginde degerlendirilecek olursa,
V<nqwlw, vx € E(P,p) (5.11)

esitsizligine ulasilir. E(P, p) elipsoidi i¢in p degeri, p = 1 + an olarak alinip, (5.11) no’lu
esitsizligin her iki tarafi, (0’dan t’ye kadar) integre edildigi taktirde,

V(x(£) <V(x(0)) +17 ftWT(T)W(T)dT
0 (5.12)

< V(x(0)) + an
sonucu elde edilir.

Dikkat edilirse, baslangi¢ kosullarina dair enerji degerinin, V(x(O)) <1 olarak
sinirlandirilmast  halinde, -ki bu baslangig¢ kosullarimin  E(P,1) elipsoidi igerisinde
bulunmalart anlamina gelir- (5.12) no’lu esitsizligin, V(x(t)) < 1+ an dan ibaret oldugu
goriiliir. Bu durum, ydriingelerin enerji diizeylerinin, 1 + an degerigle sinirlanmis oldugunu,
ya da bagka bir ifadeyle, x(t) yoriingelerinin Vt ani i¢in E(P,1 + an) elipsoidi igerisine
hapsolduklarini gosterir.

Ozetle sdylemek gerekirse, x(0) € £(P, 1) olmasi durumunda, Vt > 0 icin,

x(t) € E(P,1+ an) olacag asikardr.

Teorem 5.1°in (i1 ) sikki da ( 1 )’dekine benzer sekilde dogrulanabilir. Tek fark, p = an
olarak secilmesi ve V(x(O)) = 0 yani x(0) = 0 seklinde goz 6niine alinmasidir. Bu durumda
kapali ¢evrim sisteme ait, orijinden kaynaklanan tiim yoriingelerin, w € W, bozuculari

karsisinda, (P, an) elipsoidi igerisinde kalacaklar1 sonucuna ulagilir.
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Ayrica eger Teorem 5.1°in (5.6) no’lu kosulundaki "< 0" durumu, "< 0" seklinde
degistirilirse, sisteme etkiyen herhangi bir bozucu giris bulunmamasi halinde, ispatin sonunda
ulasilmis olan, V < nwTw neticesi yerine, x € E(P,1+ an) \ {0} durumlarina karsilik,
V < 0 sonucu elde edilecektir. Bu sonug ise s6z konusu E(P,1 + an) elipsoidinin, sistemin

¢ekim domeni igerisinde yer aldigini ortaya koyar.

Bu teoremin sonuglarindan faydalanarak, eyleyici doyumlu lineer sistemlerin bozucu

toleransi, 0’dan farkli ya da 0 baslangi¢ kosullar i¢in ayr1 ayr1 ele alinmalidir.

5.1.1.1 Sifirdan Farkh ilk Kosullar Icin Bozucu Toleransi Problemi

Sistemin baslangi¢ kosullarinin, nxn’lik pozitif tanimli bir S matrisiyle ifade edilen £(S, 1)
elipsoidi tarafindan kusatilmis oldugu farzedilsin. O halde bozucu toleransi meselesi,
enerjileri a degeri ile sinirh tim w € W, bozuculari i¢in, maksimum bozucu enerjisi diizeyi
a ne olmalidir ki, sistemin durum yoriingeleri sinirlandirilabilir olsun? sorusunun cevabini
bulmaya denk diiser.

Bu maksatla Teorem 5.1 ile sunulan i¢ i¢e gegmis iki elipsoid yaklasimi kullanilacaktir. Bu
noktada, sistemin baslangic kosullarini gevreleyen E(S,1) elipsoidinin, i¢ ice gegmis iki
elipsoidin igte kalan1 tarfindan kusatildigini ifade eden £(S,1) < (P, 1) kabulii yapilacaktir.
Bu durumda problem, tim w € W, bozuculari karsisinda, £(S, 1) elipsoidinden kaynaklanan
sistem yoriingelerinin sinirliligmi, E(P,1) ve E(P, 1 + an) gibi iki elipsoidin mevcudiyeti
yoluyla temin edecek maksimum a degerinin bulunmasi olarak ifade edilebilir. Bu da aslinda
birtakim kisitlar altinda, a’nin supremumunu bulduracak (5.13) no’lu optimizasyon

problemine kars1 gelir.

sup a
P>0, 1>0, H

oyle ki,
a) £(5,1) c (P, 1)

1
b) (A + By(D;F + D H)) P + P(A+ By(D;F + Dy H)) + L PBuBL <0, (5.13)

Vi € [1,2™]
c) E(P,1+an) c L(H)

kistlart saglansin.
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Burada (a) kisit1 i¢in,

S 1

£(5,1) c E(P,1) = [1 et

| > 0 denklig,
(¢) kusit1 igin ise H matrisinin i. satirinin h; ile temsil edildigi kabul edilerek,
EP,1+an) c 8H) = (1 +an)h,P7AT <1, i =[1,m]

denkligi s6z konusudur. Daha sonra, u=1/(1+an), Q=P ve Y=HQ kabulleri

yapilarak devam edilecek olursa (a) kisiti igin,
S 1
[1 Q] >0 (5.14)

() kasitt igin ise,

HoYi
o7 Q‘>0, Vi € [1,m] (5.15)
denkliklerine ulasilir.

Burada y; , Y matrisinin i. satirina karsilik gelmektedir ve p degerinin (0,1) araliginda

degistigi kolaylikla goriilebilir.
Ayrica (b) kisit1 igin de,

a
Q(A + ByD;F)T + (A + B,D;F)Q + (B,D;Y)" + B,DY + ﬁBWBﬂ <0,
(5.16)

Vi € [1,2™]

Denkligi s6z konusudur, ki burada, @ = v/a kabuliine istinaden, Schur Tiimleyeni isletilecek

olursa, (b) kisit1 i¢in son olarak,

Q(A+ B,D;F)T + (A+ B,D;F)Q + (B,D;Y)T + B,D]Y aB,,

aB, — 1 (5.17)
Vi € [1,2™]
denkligi yazilabilir.

Toparlayarak ifade edilecek olursa, (5.13) no’lu optimizasyon probleminin ifadesi, u’niin

(0, 1) araligindaki belli bir degerine karsilik,
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sup a
Q>0, v, ue(0,1)

oyle ki,

S 1
a)IQ>O

[Q(A + ByD;F)" + (A+ B,D;F)Q + (B, DY) + B,D]Y @B,
-1

< (5.18)
aBl |0

b)

Vi € [1,2™]

u oy
s 0, Vi €[1,
ol A0 wenm

kistlart saglansin.
seklinde ifade edilen ve tiim kisitlar1 lineer matris esitsizliklerinden olusan bir optimizasyon

problemine doniistiiriilmiis olur. Problemin ¢oziimii elde edilmek istenildiginde, p i¢in sz

konusu olan tiim deger araliginin taranmasi gerekecektir.

5.1.1.2 Sifir ilk Kosulu Altinda Bozucu Toleransi Problemi

Bu problemin amaci, sistem tarafinadan tolere edilebilecek, en biiylik bozucu degerinin, ilk
kosullari "0" olmast durumu i¢in tahmin edilmesidir. Ele alinacak olan bu problem, sisteme
dair W, bozucular kiimesi tizerindeki, kisitlanmis L, kazancinin tespitine temel teskil eder.
Ciinkii, ancak orijinden baslayan yoriingelerin sinirliligi, L, kazancini anlmli kilar. Sz

konusu problem bir Optimizasyon problemidir ve (5.19) gibi ifade olunur.

sup «
P>0, H

oyle ki,

a) (A + By(D;F + D7 H)) P + P(A + By(D;F + D H)) + %PBWBVTVP <0, (5.19)

Vi € [1,2™]
b) E(P, ) < £(H)

kistlar: saglansin.

Burada, P~ = Q ve v = 1/a seklinde segilirse, ele alinan problemin,
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inf v
0>0, H

oyle ki,

@) Q (A+B,(D;F + D7 H))" + (A+ By(D;F + D7 H)) Q + B,BL < 0, 5.20)

Vi € [1,2™]
b) h;Qhl <, Vi € [1,m]
kistlart saglansin.

seklindeki optimizasyon problemine denkligi ortaya cikar.

h;’ler H matrisinin i. satirina karsilik gelmektedirler. Devam edilecek olursa, Y = HQ
doniistimii ile beraber Schur Tiimleyeni altinda probleme dair kisitlar, Lineer Matris
Esitsizliklerine doniisiir ve (5.21) gibi bir Optimizasyon problemi elde edilmis olur.

inf v
0>0, Y

oyle ki,

a) Q(A+ B,D;F)T + (A+ B,D;F)Q + (B,D]Y)T + B,D;Y + B,,BT < 0,

(5.21)
Vi € [1,2™]

b) [v Mso,  vie[lm]
y;T Q ) )

kistlart saglansin.

Burada y;’ler Y matrisinin i. satirin1 géstermektedir.

5.1.2 Bozucu Bastirma Problemi

L, kazanci, sistemlerin bozucu bastirma yetilerinin bir 6l¢iisii olarak kullanilagelmistir. Ancak
burada sistemlere dair ilk kosullar 6nem kazanmaktadir. Lineer bir sistemin ilk kosullarinin
etkisi zaman igerisinde ortadan kalkiyor olsa da, lineer olmayan sistemler s6z konusu
oldugunda, sistemin seyri {iizerinde ilk kosullardan kaynaklanan etki varligim

surdiirebilmektedir.

Sistemlerin bozucular1 bastirma yetilerinin bir diger Olgiisii de, nihayetinde sistem
yoriingelerinin i¢ine hapsoldugu kiime ile ilk kosullar1 ihtiva eden kiimenin, goreli

buyiikliiklerinin mukayesesidir. Sistemin bozucular1 bastirmadaki yetenegi, sistem
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yorlingelerini kusatan kiimenin baglangi¢ kosullarini igeren kiimeye olan yakinlig: ile dogru
orantilidir. Daha 6nce de ifade edildigi tizere, s6z konusu bu iki kiime, E(P,1) ve E(P,1 +
an) bi¢iminde iki elipsoid ile ifade edilmektedir. Bu elipsoidlerin goreli biyiiklikleri
birbirine ne kadar yakin ise, ya da baska bir ifadeyle aralarindaki fark ne kadar kiigiikse bu

durum o kadar iyi bir bozucu bastirma yetenegini ortaya koymaktadir.

Elipsoidler arasindaki farki ya da goreli biiyiikligi etkileyen faktor, n parametresinin
degeridir. Yani W, kiimesinden segilen bozucularin, sistem tarafindan ne 6l¢iide bastirildigin
n degeri ortaya koyar. n ne kadar kiiciik ise, sistemin bozucu bastirma diizeyi o kadar iyi

olacaktir. Ciinkii n kiiciildiikge, elipsoidler birbirlerine yaklasmis olacaklardir.

5.1.2.1 Bozucu Bastirma Diizeyi

Bu problemin ¢6ziimiinde amag, bozucu bastirma diizeyini ifade eden 7 degerinin
minimizasyonudur. Bu amagla sistemin ilk kosullarinin igerisinde yer aldigi, £(S, 1) elipsoidi
biliniyor olsun. Ayrica sistemin tolere edebiliyor oldugu, maksimum enerjisi a,,q,’a esit ya
da kiiciik belirli bozuculara maruz kaldig: farzedilsin. O halde 7 nin minimizasyonunu ifade

eden optimizasyon problemi,

inf n

P>0, H

oyle ki,

a) £(S,1) c E(P, 1)

b) (A + B,(D;F + D7 H))' P + P(A + B,(D;F + D H)) + %PBWBVTVP <0, (5.22)
Vi € [1,2™]

c) E(P,1+ an) c L(H)

kistlar: saglansin

seklinde olacaktir.

Problemin kisitlarinin lineerlestirilmesi noktasinda, Schur Timleyeni isletilecek olursa,

7=1/n,Q =P 1Y = HQ degisken doniisiimleri altinda optimizasyon probleminin,



62

sup n
Q>0, Y
oyle ki,
S 1
a) [1 Q] =0
b) Q(A+ B,D;F)" + (A + B,D;F)Q + (B,D;Y)" + B,D;Y +17B,By;, <0, (5.23)
Vi € [1,2™]
Q ¥ v
Alyy 1 0[]0, Vie[lm]
yi 0 7/a

kistlar1 saglansin.

seklini aldig1 goriiliir.

Nasil ki bozucular s6z konusu olmadigi durumda, sistemin ¢ekim domeninin genisletilmesi
arzulaniyor ise, bozucularin mevcudiyeti altinda da sistemin ilk kosullarina dair kiimenin,
belirli bir bozucu bastirma diizeyini garantileyecek tarzda, maksimum kilinmasi arzulanir bir
durumdur. Bu amaca hizmet edecek optimizasyon problemi, bir onceki problemin amag
Olgiitii olan, supgsg, y 77 min yerine, amag Ol¢lit fonksiyonu olarak, Trace(Q) nun

secilmesinden ibarettir.

Yani problem, n degeri sabit alinmak suretiyle,

sup Trace(Q)
Q>0, Y

oyle ki,

off gl

b) Q(A+ B,D;F)" + (A+ B,D;F)Q + (B,D;Y)" + B,D;Y +1B,,B}, < 0, (5.24)
Vi € [1,2™]
Q ¥y v

o lyi 1 0 |>0, Vi € [1,m]
yi 0 1n/a

kistlar1 saglansin.

olarak ortaya konur.
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5.1.2.2 W, Bozucular Kiimesi Uzerindeki En Iyi L, Kazancimn Tahmini

Bu problem, s6z konusu kapali g¢evrim sistemin, W, bozucu kiimesi dahilinde sahip
olabilecegi L, kazancina dair bir iist sinir tahminini ifade eder. Bu problem ele alinirken

Teorem 5.2 faydali olacaktir.
Teorem 5.2: (Fang vd, 2004)

Sistemin tolere edebilidigi, belirlenmis maksimum bozucu enerjisi diizeyi a,,,, olmak lizere,
a < Apax kosuluna uyan bozucular ele aliniyor olsun. Verilmis olan pozitif y sayisina

mukabil, E(P, a) c 8(H) olacak sekilde,

1
P(A + B,(D;F + D{H)) + (A + B,(D;F + D;H))TP + PB,,BTP + ﬁCTC <0 (5.25

Vi € [1,2™]

esitsizligini saglayabilen H € R™*™ matrisinin mevcudiyeti, w € W, bozucu girislerinden, z
performans ¢ikislarina olan L, kazancinin y’dan kiicilik ya da esit olmasini saglar.

Ispat:

Dikkat edilecek olursa, Teorem 5.2°nin kosullari, Teorem 5.1’in b) sikkina delalet etmektedir.
Yani zamanin her t ani i¢in sisteme ait durum yoriingeleri E(P, @) € &(H) elipsoidi
icerisinde yer alacaklardir. Bu ise L, anlmindaki kazan¢ analizi meselesinin, s6z konusu
elipsoid igerisinde degerlendirilmesini gerektirir. Doyumlu bir eyleyiciye sahip kapali ¢evrim
sistem igin Lyapunov Fonksiyonu, V(x) = xTPx olarak secildigi taktirde sistemin

yoriingeleri boyunca tiirev ifadesi,
V = xTP[Ax + B,sat(Fx) + B,w] + [Ax + B,sat(Fx) + B,,w]T Px (5.26)

formundadir. Tam da bu noktada eyleyici doyumunun, digbiikey bir kabuk igerisine dahil

edilmesini ongdren Lemma 5.1 hatirlanacak olursa,
sat(Fx) € co{D;Fx + D Hx, i €[1,2™]}, Vx € E(P,a) c 8(H) (5.27)
oldugu akla gelir. Buna istinaden, Lyapunov Fonksiyonuna dair tiirev ifadesi kullanilarak,
V = x"P[Ax + B,sat(Fx) + B,w] + [Ax + B,sat(Fx) + B,,w]T Px
max

< ;e [1,2m] X [P(A+ Bu(DiF + D7 H)) + (A + By(DiF + D7 H)) Plx + (5.28)

+xTPB,,BIPx + wTw
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Esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik i¢in, teoremin (5.25) no’lu kosulu nazar1 dikkate alinarak

elde edilen,

. 1 1
VS —=x"CTCx+ww=-=z"z+w"w (5.29)
Y Y

ifadesi iki tarafli integrasyona tabi tutuldugunda,

V(x(®) < —y—lzfotz(r)Tz(r) dr + fotw(‘r)TW(T) dr (5.30)

sonucuna ulagilir.
V(x(¢)) nin pozitifligi biliniyor oldugundan,

t

ftz(r)T z(t) dt < yzf w(@)Tw(r) dt
0

0
t (5.31)
Jyz@Tz@dr  ||z||?

few@Twdr W=

2

seklindeki esitsizlik ifadesi ortaya ¢ikar ki, bu da s6z konusu L, kazancinin y ile {istten

sinirlandirildig anlamina gelmektedir.
Goriildigi tizere Teorem 5.2°nin kosullari, L, kazancini tistten siirlamistir ve bu teoreme

dayanarak, s6z konusu L, kazancina dair iist sinirin minimizasyonu problemini,

inf y?
P>0, H

oyle ki,

@) P(A + By(DiF + D7 H)) + (A + B,(D;F + D H))' P (5.32)
+PB,,BLP + %CTC <0, Vi€e[12™] |

b) E(P,a) c &(H)

kistlar1 saglansin.

seklinde ifade etmek miimkiin olur.

Lakin problemin kisitlar1 yine Lineer Matris Esitsizlikleri formunda degillerdir. Kisitlar
Lineer Matris Esitsizliklerine doniistirmek maksadiyla (a) kisit1 i¢in Schur Timleyeni

kullanilarak,
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(A + B,(D;F + D;H))TP +P(A+B,(D;F +D7H)) PB, (T

BT P —I 0|0,
Vi € [1,2™]

sonucu elde edilir.

Nihayet (a) kisit1 iizerinde, Q = P~1, ve Y = HQ tanimlamalar1 yapilir ve (b) kisit1 da Lineer

Matris Esitsizligi bigiminde ifade edilecek olursa, optimizasyon problemi,

inf y?
0>0, Y
oyle ki,
Q(A+ BuDl-F)T + (A+ B,D;F)Q + (BuDi_Y)T +B,D;Y B, QCT
a) | By I 0|<0
cQ 0 —y2I (5.34)
Vi € [1,2™]
1/a
b [ =0, Vie[l,m
) i Q [1,m]

kistlar1 saglansn.

haline getirilmis olur.

Dikkat edilecek olursa arttk bu problem, Lineer Matris Esitsizliklerine dayali bir

optimizasyonu ifade eder.

5.2 Eyleyici Doyumlu Sistemler i¢in L, Kontrol Tasarim

Buraya kadar doyumlu eyleyicilere sahip sistemlerin analizi tlizerinde duruldu. Analiz
sonuclarindan birisi de, sistemin tolere edebilecegi maksimum bozucu enerjisi a’nin

belirlenmesiydi. Simdi ise x(0) # 0 seklinde sifirdan farkli baslangi¢ kosullari altinda,
W, :={w:R, > R%: 000 wT(Ow(t)dt < a} olarak tanimli, W, kiimesinden segilen
bozuculara mukabil, asagida siralanan amac Olgiitlerini es zamanl olarak gergeklestirecek,

u(t) = Fx(t) gibi bir kontrolciiniin tasarimi ele alinacaktir.
Kontrolciiden beklenen amag olgiitleri,

a) Kapali gevrim sistemi L, anlaminda kararl kilmak,
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b) Kapali ¢evrim sistem tarafindan tolere edilebilecek olan en biiyiik baslangi¢ kosullari
kiimesi iizerinde ¢alismak,

¢) Bozuculardan sistem ¢ikisina olan L, kazancinin en az olmasini saglamak,
olarak siralanabilir.

Boyle bir kontrolciiniin tasarimi i¢in, analiz problemi incelenirken kullanilan, (5.1) sistemine,

kiigiik bir ilave yapmak suretiyle,

x = Ax + Bysat(u) + B, w

z = Cx + D,ysat(u) (5.39)

x(0) = x,

sistemi kulanilacaktir. Bu kiiciik degisiklikle birlikte, yukarida bahsedilen kontrolciiniin
tasarimi O6ncesinde, daha once verilmis olan Teorem 5.1°i, (5.35) sistemini goz Oniine alarak

yeniden ifade edelim.
Teorem 5.3:

Verilmis olan u = Fx geri beslemesine karsilik, (5.35) sistemi gz oniine alindiginda, bilinen

pozitif tanimli bir P matrisi i¢in sunlar1 sdylemek miimkiindiir. Eger;

1
(A+ B,(D;F + D;H))TP +P(A+ By(D;F + D] H)) + EPBWB,ﬂP

) (5.36)
+ 2 [C + D,,(D;F + D; H)]T[C + D, (D;F + Dy H)] < 0, vi € [1,2™]

esitsizliklerini saglayan, H € R™*" gibi bir matris ve n > 0 pozitif sayis1 mevcut ise ayrica
E(P,1+ an) c L(H) ise yani E(P,1+ an) elipsoidi, L(H) tarafindan kapsaniyorsa, -Ki
burada £(H), H matrisi ile lineer olarak geri beslenebilecek durumlarin kiimesini ifade
etmektedir- O halde W,, bozucu kiimesinden seg¢ilen her w bozucusuna karsilik, kapali ¢evrim
sisteme dair tiim yoriingeler, £(P, 1) elipsoidi igerisinden kaynaklandiklar:1 taktirde daima
E(P,1 + an) elipsoidi i¢inde kalacaklar ve sistem Vx(0) € £(P, 1) baslangi¢ kosulu i¢in, w
girisinden z cikisina, sonlu L, kazanciyla kararli olacaktir. S6z konusu kazang i¢in iist siir

lzll v+ (1 + an)/a seklindedir.

wll —
Ispat:
V(x) = xTPx ifadesi, kapali cevrim sitemin Lyapunov fonksiyonu olarak segilsin. Soz

konusu Lyapunov fonksiyonunun kapali ¢evrim sistemin yoriingeleri boyunca zamana

nazaran tiirevinin ifadesi,
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V = 2xTP[Ax + Bysat(Fx) + B,w] (5.37)

seklinde olacaktir. O halde bir H € R™" matrisi igin E(P, p) < L(H), iliskisini gergekleyen
bir E(P, p) elipsoidi igerisinden segilen tim durumlar, yani Vx € E(P, p) igin (5.37) no’lu

tiirev ifadesinde yer alan sat(Fx)’e karsilik Lemma 5.1 geregince,

2xTP[Ax + Bysat(Fx) + B,w]

ma (5.38)

X _
<ie[12m 2x"P[Ax + B,(D;F + D] H)x + B, w]
esitsizliginin yazilmas1 miimkiindiir. Dikkat edilirse,

1
2xTPB,w < ﬁxTPBWBVT,Px +nwTw, vn >0

iliskisi goze carpar. O halde (5.8) no’lu esitsizlik,

max

. 1
V<. my 2xT P[Ax + B,(D;F + D H)]x + —x"PB,,BI Px + nwTw,
i €[1,2™] i n (5.39)

vx € E(P,p)

seklinde diizenlenebilir. Burada (5.36)’nin var oldugu kabuliine istinaden,

. 1
V<-— FxT[C + D, (D;F + D H)|"[C + D,,,(D;F + D H)]x + nwTw,
(5.40)

vx € E(P,p)

sonucuna ulagilir. E(P, p) elipsoidi i¢in p degeri, p = 1 + an olarak alinip, (5.40) no’lu
esitsizligin her iki tarafi, (0’dan t’ye kadar) integre edildigi taktirde,

V(x(®) < —izjtz(T)Tz(r)dr +7 JtW(T)TW(T)dT +V(x(0)), vt=0 (5.41)
Y= Jo 0

elde edilir. w bozucularinin W, kiimesinden se¢ildigi ve tiim yoriingelerin £(P, 1) elipsoidi
icerisinden kaynaklandiklar1 varsayimi sebebiyle, V(x (O)) < 1 oldugu diisiiniiliirse, t — oo
icin (5.41) esitsizligi,

V(x(t)) <l4an Vt=0

sonucu bulunur. Bu ise x(t) € E(P,1 + an) olmasiyla esdegerdir.
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Diger taraftan Vt >0 igin V(x(t)) >0 oldugu bilindiginden, (5.41) no’lu esitsizlik
yardimiyla, ||z||? < y?(1+ an) oldugu kolaylikla goriilebilir. Ki bu da sistemin L,
kazancinin, % <y (1 + an)/a seklinde stten sinirlandirildigint ya da sistemin sonlu L,

kazanciyla kararli oldugunu ifade eder.

Ayrica sisteme etkiyen herhangi bir bozucu giris bulunmamasi halinde, Teorem 5.3’iin (5.36)
no’lu matris esitsizlik kisiti, negatiflik yerine kesin negatiflik seklinde degistirildiginde, (5.40)

no’lu esitsizlige dayanarak, Vx € E(P,1 + an) igin, V < —)% Iz]]? < 0 sonucu bulunur.

Bu ise, £(P, 1) elipsoidi icerisinden baslayan tiim x(t) yoriingelerinin, E(P, 1 + an) elipsoidi
disina ¢ikmaksizin, t — oo i¢in asimptotik olarak orijine yakinsayacagini gostermektedir. Bu
durum ise, s6z konusu E(P,1 + an) elipsoidinin, sistemin ¢ekim domeni igerisinde yer

aldigin1 ortaya koyar.

Teorem 5.4: Eyleyici Doyumu Altinda L, Kazancin1t Minimize Eden Optimal Kontrolcii

Tasarimm

S =S8T > 0 € R™", matrisi ile beraber n > 0 ve § > 0 sabitleri verilmis olsunlar. Sistemin

baslangi¢ kosullarinin da, £(S, 8) € E(P, 1) iginde yer aldig1 farz edilsin. Bu durumda,

inf r
0>0, Y, Z
oyle ki,
AQ + B,D;Z + B,D;Y +* B, QC"+Z"D,DL, +YT"D; DL,
a) BT —nl 0 <0,
* 0 —rl
Vi € [1,2™] (5.42)
1
b) () S0, Vie[lm]
i @
7,5 1
¢) [ /g S0
I Q

kistlar1 saglansin.

seklindeki optimizasyon problemini birlikte ¢ézen Q > 0, Y, Z matrisleri bulunabiliyorsa,

u = ZQ'x geri besleme kural ile olusturulan kapali ¢evrim sisteme dair L, kazanci, y = 7

olmak kaydiyla, y/(1 + an)/a degerinden kiigiik kalacaktir.
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Ispat:

(5.36) no’lu esitsizlik gegerli olsun. Bu esitsizligin her iki yan1 sagdan ve soldan P~1 ile

carpilip Q := P~ degisken doniisiimii yapilacak olursa,

1
Q(A+ B,D;F)" + (A+ B,D;F)Q + (B,D; HQ)" + B,D; HQ + EBWBVT,

(5.43)
1
+PQ[C + D, (D;F + D H)|"[C + D,,,(D;F + D[ H)]Q <0, Vi€ [1,2™]
(5.43) bulunur. Burada Z := FQ ve Y := HQ degisken doniisiimleri ile birlikte,
1
AQ + ByD;Z + QAT + Z"D;BT +B,D;Y + YD Bl + EBWB‘,T,
(5.44)

1
+y—2 (QCT +Z™p;DL, +YT'D; DL, ) (QCT + ZTD;DL, + YTD; DI, )T <0, Vi€ [1,2™M]
(5.44) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik tizerinde Schur Timleyeni uygulandigi taktirde,

(5.42) no’lu optimizasyon probleminin a) kisit1 dogrudan dogruya elde edilebilir.

b) kisit1 ise aslinda Teorem 5.3’te yer alan E(P,1 + an) < L(H) kosulunun, (5.45)’te yer

alan islemler neticesinde, LME’ ne doniistiiriilmesinden baska bir sey degildir. Soyle ki;

E(P,1+ an) c L(H)

:)Hl-THl-<P< ) Vi € [1,m]

1+an

& (1+an)HH; <P, Vi€[l,m]

(5.45)

1 14T .
(1 ) s H,P""H;, Vi € [1,m]

+
<1
1+

o (1+an) Vi =0, Vi€ [1,m]
i Q

(=
=

I
an

- )1 —H,QQ'QHT S0, Vi€ [lm]
1

oldugu goriiliir.
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Ayrica Teorem 5.4’te, sistemin baslangi¢ kosullarinin da, £(S,8) € E(P, 1) elipsoidi i¢inde

yer almasi sart1 kabul edilmisti. Bu sart i¢in ilk olarak,

£(S,B) € EP,1) & %S s P (5.46)

esitsizligi goze garpar. Bu esitsizlik lizerine Schur Tiimleyeni uygulandig taktirde ise,

I
Q

1/ S
ES,B)EEP L) & l f S0 (5.47)

iliskisi elde edilir. Bu da Teorem 5.4’te yer alan E£(S,f) € £(P,1) kabuliiniin, teoremde

sunulan optimizasyon probleminin, ¢) kisitina kars1 geldigini gosterir.

Sistemin L, kazanci tizerinde etkili olan parametrelerden biri de n dir. n’nin degeri sabit
tutulabilecegi gibi serbest birakilmak suretiyle, optimizasyon problemine dair bir parametre
olarak ta diisiiniilebilir. n serbest birakilacak olursa problemin serbestlik derecesi de

arttirilmig olacaktir.

Miimkiin olan maksimum baslangi¢ kosullar1 kiimesi {izerinde, minimum L, kazancini
yakalayacak kontrolciiyii tasarlamak, iki optimizasyon probleminin birlikte ele alinmasini
gerektirecektir. Bu problemlerden birisi yukarida Teorem 5.4’te ortaya konulmus olan L,
kazancinin minimizasyonuna dair optimizasyon problemi iken digeri sistemin baglangic
kosullar1 kiimesinin genisletilmesi olacaktir. Baslangi¢ kosullarini igeren (S, 8) kiimesinin
genisletilmesi, dogal olarak kendisini kapsayan £(P, 1) elipsoidinin de genislemesi sonucunu

doguracaktir. Baglangi¢ kosullar kiimesini iki sekilde genisletmek miimkiindiir.

vol £(.,.) ilgili elipsoidin hacmini gostermek iizere, wvol E(S,1) hacminin,
det(S™1) ile dogru orantili oldugu bilinmektedir. Oyleyse £(S,B) elipsoidinin hacmini
maksimize etmek, f sabit alinmak kaydiyla, maxlog det(S~1!) probleminin ¢dziimiinii
gerektirecektir. Bu da S degiskeni cinsinden minlog det(S) seklindeki disbiikey
optimizasyon problemine denk diiser. Ikinci olarak ta S matrisine dokunmaksizin, §’nin

degerini biiylitmek suretiyle baslangi¢ kosullar1 kiimesi genisletilebilir.

Bu durumda yukarida ifade edildigi gibi, maksimum baslangi¢ kosullar1 kiimesi lizerinde,

minimum L, kazancini yakalayacak kontrolcii tasarimi;

S = ST > 0 bilinen pozitif taniml1 bir matris ve 1 pozitif bir sabit olmak iizere ¢ := 1/

kabulii altinda,
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inf ¢, r+4,0)

>0, 0>0, Y, Z

oyle ki,

AQ + B,D;Z+B,D;Y+x B, QCT+Z"D,Dl,+YTD; DL,
a) B} —nl 0 <0,

* 0 —rl
Vi € [1,2™] (5.48)
1
b) () s0, Vie[lm]
i @

cS I
c) [ ! Q] =0
kistlar1 saglansin.

seklinde karma bir optimizasyon probleminin ¢dziimiiyle gergeklestirilebilir. Negatif olmayan
{1 ve (, sabitleri, karma optimizasyon probleminin agirliklar1 olup tasarimci tarafindan

duruma gore belirleneceklerdir.
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6. KAZANC PLANLAMALI KONTROL TEKNIiGi VE LINEER
PARAMETRELERI DEGIiSEN (LPD) SiISTEMLER

6.1 Kazang¢ Planlamah Kontrol

Kontrol problemlerinin ¢oguna, kazang planlama gozii ile bakmak miimkiindiir. Sisteme dair
kazang degerlerinin, c¢alisma kosullarina bagli olarak anahtarlanmasi anlaminda
diisiiniildiiglinde, lineer olmayan bir kazancin, ters kazang¢ kullanilarak kompanze edilmesi
durumunu kazang planlama olarak gormek mimkiindir. Cesitli kontrolciilerin
anahtarlanmalart ya da beraber kullanimlari da genel manada bir kazan¢ planlama
yaklagimidir. Esasen kazan¢ planlama, tasarim asamasinda probleme nasil yaklasildigini

ortaya koyan bakis agisini yansitir.

Burada hedeflenen kazang planlama yaklasimi, planlama degiskeninin hali hazirdaki degerini
esas alarak, kontrolcii katsayilarinin stirekli degisimini hedefleyen bir yaklagim olacaktir.
Kazang¢ planlama degiskeni sisteme dair harici ya da dahili isaretlerden olusabilir. Kabaca
sOylemek gerekirse, lineer olmayan bir sistem icin kazan¢ planlamaya dayali kontrolcii
tasarimi, her biri kendine 6zgii teknik acilimlar ihtiva eden dért temel adimda ele almir. Tk
olarak linecer olmayan sistemin, lineer parametreleri degisen tarzda modellenmesi
gerekmektedir. Bu maksatla lineer olmayan sisteme, sistemin bir gurup denge noktasi
civarinda, jakobiyen lineerlestirmesi uygulanmasi, yaygin sekilde kullanilagelmis olan bir
yontemdir. Aslinda bu “lineerlestirme planlamasi “ olarak bilinen bir tekniktir. Boyle
adlandirilma sebebi ise, lineerlestirmenin sonucunda parametrelendirilmis bir lineer sistemler
ailesinin dogmus olmasidir. Burada ki parametrelendirme, sistemin dahili ya da harici

degiskenlerinin, calisma noktalarindaki sabit degerleri lizerinden gergeklestirilmektedir.

Eger sistem, igersinde barindirdigi lineer olmayan ifadelere zamanla degisen parametreler
goziiyle bakilarak yeniden ifade edilecek olursa, quasi-LPD olarak bilinen bir modelleme
ortaya konulmus olur. Burada planlama degiskeni olarak, kendilerine parametre nazariyla
baktigimiz lineer olmayan dinamikler kullanilmaktadir. Boylelikle quasi-LPD planlamada,

sistemin dogasi geregi herhangi bir jakobiyen lineerlestirmeye ihtiya¢ duyulmaz.

Ister jakobiyen lineerlestirmesi ile isterse quasi-LPD teknigi kullanilarak elde edilmis olsun,
LPD bir sistem i¢in kontrolcli tasariminin ikinci ayagi, lineer tasarim tekniklerinin
isletilmesidir. S6z konusu teknikler kullanilarak, LPD sistem i¢in ya dogrudan dogruya bir
lineer kontrolcii ailesi elde edilir ya da planlama degiskeninin belli birtakim degerlerine

karsilik sentezlenmis olan kontrolciiler kiimesi iizerinde, sistemin geneline dair kontrolcii
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ailesini verecek, bir enterpolasyon gerceklestirilir. Onceleri parametrenin sabit degerlerine
karsilik, arzulanan kapali cevrim performansini ortaya koyacak lineer kontrolciilerin birlesimi
yoluna gidilmis olsa da artitk daha ziyade arzulanan performansin parametrenin zamanla
degisen yoriingesi boyunca sergilenmesini  saglayacak kontrolciilerin  sentezine

odaklanilmistir.

Sira tiglincli adima geldiginde —ki asil kazang planlama tigiincii adimda ortaya ¢ikmaktadir-
Oyle bir lineer kontrolcii ailesi olusturulur ki, s6z konusu bu kontrolciilerin katsayilari,
planlama degiskeninin mevcut degeri esas alinarak siirekli degistirilmekte ya da baska bir

ifadeyle planlanmaktadir.

Son asama, kazan¢ planlama ile yakalanan performansin degerlendirilmesini icerir. Elde
edilen kazan¢ planlamali kontrolciiniin yerel performans ve kararlilik 6zellikleri analitik
anlamda incelenebilir olsa da global sonuglara ancak benzetim yapilmak suretiyle

ulasilabilmektedir.

6.1.1 Kazang¢ Planlama Teknigine Dair Baz1 Ozellikler

Kazang plalama tekniginin yaygin uygulama alanlarina sahip olmasi, bu teknigin sinirlarinin
artik iyice biliniyor olusu ve giincel arastirmalara zemin teskil etmesi bakimindan pek ¢ok

ilgin¢ yonii bulunmaktadir.

- Kazang planlamada ister lineerlestirmeye dayali klasik planlama teknigi isterse quasi-
LPD yaklasimi kullanilsin, olduk¢a zor ve lineer olmayan problemler giiclii ve iyi
bilinen lineer tasarim araglar1 ya da teknikleri yardimiyla ele alinirlar.

- Sistemlere dair performans gereksinimleri, ¢cogu kez cesitli zaman ve frekans bolgesi
gereklerinin bir karmasi seklinde olup lineer olarak ifade edilirler ve bu sayede kazang
planlamali yaklasim c¢ercevesinde hi¢c olmazsa yerel manada ele alinmalari
miimkiindiir.

- Kazang planlama yonteminde, sistem modeli i¢in kat1 varsayimlara ihtiya¢ olmaz ve
bu yontem, sistemin tam anlamiyla analitik bir modeli olmasa da kullanilabilir. Oyle
ki, sistem hakkindaki bilgi sadece birka¢c denge noktasi ve bu noktalardaki
lineerlestirmelerden 1ibaret olsa dahi bilhassa lineerlestirmeye dayali planlama
tekniginin kullanilabilirligi s6z konusudur.

- Kazang planlama teknigi ile gergeklestirilen tasarimlarda, lineer olmayan sistemler
icin s6z konusu olan koordinat doniisiimlerine ihtiya¢ duyulmaz. Tasarim sistemin

kendi fiziksel degiskenleri lizerinden gergeklestirilir.
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- Yapist geregi kazang planlamali tasarim, kontrol problemlerinin alt problemlere
ayrilmak suretiyle ele alinmasini miimkiin kilar. Bu alt problemler hiyerarsik olmayip
sadece aralarinda bir etkilesim s6z konusudur ki bu etkilesim de planlama degiskeni
tarafindan gozler Oniine serilir.

- Kazang planlama teknigi, elde edilen kontrolciiniin, degisen ¢alisma kosullar
karsisinda g¢abucak cevap vermesini saglar. Bu sebeple secilmis olan planlama
degiskeninin, ¢alisma kosullarindaki degisikliklere mukabil, sistem dinamiklerinde
meydana gelen degisimi yansitabiliyor olmasi 6nem arz etmektedir.

- Kazang planlama teknikleri arasinda gereken hesap yiikii bakimindan bir kiyas
yapildiginda, lineer olmayan tasarim metotlar1 karsisinda, lineerlestirme planlamasi
icin, ¢ok daha az bir hesap kiilfetine ihtiyag duyuluyor iken quasi-LPD planlamanin
ise olduk¢a yogun bir hesap yiikii gerektirdigi goriiliir. Ancak buna karsilik quasi-LPD
teknigi garantilenmis bir performans ve kararlilik ortaya koyar.

- Kazang planlama teknigi igerisinde, ilki incelenen problemin formiile edilmesi olan,
kendine 06zgli ¢esitli adimlar yer almaktadir. S6z konusu adimlarin icrasi basit
problemler icin elverisli olsa da tasarlanacak olan kontrolciiniin yapisindaki
kompleksligin artmasiyla birlikte, bahsi gegen bu adimlarin isletilmesi daha da
zorlagsmaktadir.

- Lineerlestirmeye dayali kazan¢ planlamasi, sezgisel pratik kurallarla ilintili olarak
gerceklesir. Ayrica sistemin kararlilik ve performansinin degerlendirilmesi noktasinda
yogun benzetim ¢aligmalarina ihtiya¢ duyulur. Bu kosullar altinda dahi kararlilik
yavas degisimler altinda ancak yerel manada saglanabilir iken, performans anlaminda
bir garanti s6z konusu degildir. Halbuki quasi-LPD teknigi, hem kararlilik hem de

performansi garanti edebilmektedir.

6.2 Lineer Parametreleri Degisen (LPD) Sistemler ve Bu Sistemlerin Kararhhgi

Kazang planlamali tasarimin ilk adimi, lineer olmayan bir sistemin lineer parametre bagiml
ifadesinin ortaya konulmasidir. Bu ifadenin elde edilisinde ister jakobiyen lineerlestirme ,
isterse quasi-LPD yaklasimi kullanilmis olsun nihayetinde elde edilen, "¢" gibi bir planlama
degiskeni tarfindan parametrelendirilmis lineer sistemler ailesidir. Bu durum lineer parametre
degisimli bir sistem olusumunu akillara getirir. Bu dyle bir lineer sistemdir ki, kendisine ait
dinamikler, zamanla degisen harici parametrelere bagimlidir. S6z konusu bu parametreler i¢in
parametre uzaymdaki yorlingelerinin seyri dnceden bilinmemekle beraber kontrolciiniin

kullanim1 i¢in ger¢ek zamanli olarak Olcililebilmeleri miimkiindiir. Lineer olmayan bir
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sistemden, ne sekilde elde edilmis olursa olsun lineer parametreleri degisen bir sistemin,

kompakt bir kiimeden secilen o(t) gibi degisken parametrelere sahip

z| = [Ci(a(t)) D11(a(t)) D12(U(t))
y C2(a(t)) Diy(a(D))

x A(o(t)) By(a(t)) By(a(t))
H‘ (6.1)

gibi bir yapiyla ortaya konulmasi miimkiindiir.

Parametreye bagimli sistemler, belirsizlik ihtiva eden sistemlerden farkli olarak, kesin
degerleri bilinmeyen ve zamanla degisen parametrelerin, ¢alisma suresi boyunca gergek

zamanh dl¢iilmesi ve/veya hesaplanmasi yoluyla elde edilen sistemlerdir.

Goriildugii tizere, sistemin dinamikleri zamanla degismektedir ve

a(t) = [01() 02(8) ... g(O]" (6.2)

seklinde gosterilen parametre vektoriine bagimlidir. Parametre vektori ve bu vektoriin

zamana nazaran degisimi

o(t) es c R (6.3)
g(t) e R c RY (6.4)
olacak sekilde belirli kiimeler i¢inde sinirlanmislardir.

Bu ifadeler, parametrenin genlik ve degisim orani ile ilgili kabul edilebilir sinirlamalari ortaya
koyarlar. Smirlayan “S” ve “R” kiimelerinin ifadesi, i = 1, ..., q olmak iizere, onceden belli
olan g; ve &; limitlerine karsilik,

S={ceR||o;t) <7}

(6.5)
R={6€eR!||6;(0)] <5}

olarak ifade edilirler.

LPD sistemlerin konu edildigi giincel c¢alismalarda arzulanan performansin &nceki
calismalarda oldugu gibi, parametrenin sabit degerlerine karsilik degil parametrenin zamanla
degisen yoriingesi boyunca sergilenmesini saglayacak kontrolciilerin  sentezine
odaklanilmistir. Bu sebeple tasarlanacak olan kontrolciiniin de, performans ¢ikisinin yanisira
harici bir giris olarak gercek-zamanl:i Slgiilen parametre bilgilerine ihtiyact olacaktir. Bu
cercevede, kontrol edilmek istenen sistem ve kontrolciiniin olusturdugu kapali ¢evrim

sistemin Sekil 6.1°de gosterildigi gibi olmas1 beklenir.
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Sekil 6.1 Kapali Cevrim LPD Sistem Yapist

u kontrol igaretini, sisteme dair y,o ve eger miimkiinse bir de ¢ biiylikliklerini 6lgmek
suretiyle iireten, LPD kontrolciiden beklenen performans, harici v girislerinin z hata ¢ikisi
tizerindeki etkisini makul bigimde minimize etmesidir. LPD sistemlere dair dikkat ¢ekici bir
husus ise, LPD sistemin dinamiginin c¢ogunlukla genellestirilmis bir sistem tanimliyor
olmasidir. Genellestirilmis sistemden kasit, kontrol edilmek istenen asil sistemin yani sira
kapali ¢evrim performansina dair gereksinimleri yansitan agirliklandirma filtrelerine dair

dinamiklerin de sistem formiilasyonuna dahil edilmis olmasidir.

Denklem (6.1)’ de yer alan LPD sistem,

[9;] _ [Z(a(t), 6(1)) G(a(),6(1) ] (6.6)

(0(8),6(8)) E(a(t),6(1))
gibi LPD bir kontrolcii ile geribeslendigi taktirde elde edilen kapali ¢evrim sistemin ifadesi

(6.7)’deki sekilde olur.

I\ [Aa(@(®),6(0) Bu(o(®),6(t)) l x l
[(J;C)l - [Ccz(a(t),d(t)) Dcl(a(t),d(t))] (’;c) (6.7)

Burada, A.;(0,6), B, (0,6), C,(0,6) ve D, (0,6) kapali ¢evrim sistemin parametre-
bagimli matrisleridir. Dikkat ¢eken nokta, LPD kontrolciiniin, parametre bagimliliginin yan1
sira, parametre degisim hizina da bagli olusudur. Bu durum pek arzu edilmese de kararlilikla

ilgili olarak parametre degisim hizina baglilik 6nemli olabilmektedir.
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6.2.1 (LPD) Sistemlerin Lyapunov Kararhhg:
%= Ag(o)x (6.8)
kapali ¢evrim sistemi goz Oniine alinsin ve bu sistem igin, V(t) = xTP(o)x seklinde,

parametre bagimli bir Lyapunov fonksiyonu secilmis olsun. Oyleyse Lyapunov

fonksiyonu’nun zamana gore tiirevi,
d :
7 V(x0) =27 (P(0)A(0) + AT(0)P(0) + P(0) ) x (6.9)

seklinde olacaktir. Burada P matrisi dogrudan dogruya zamana bagl olmadigindan P (o)

ifadesi acilacak olursa,

q
d P
V(o) =" (P(J)A(a) + AT(0)P(0) + Z 5 (a(t))ai(t)> % (6.10)

sonucu elde edilir. Parametreleri degisen sistemlerde rastlanan parametre bagimliligi cogu kez
Affine olmaktadir. Buna gore parametre vektorii o7 (t) = [04(t), ..., 04(t)] olmak iizere

sistem matrislerinin,

to vel=le lrafes pleerale bl 61

seklinde yazilmalart miimkiindiir. Ayrica P Lyapunov matrisi i¢in de,

q

P(0) = (Py+ ) aiP) (6.12)
i=1

formu gecerli olacaktir. Bu matrisin zamana gore tiirevi hesaplanacak olursa

d
T P(@) = 61P + -+ 6Py (6.13)

bulunur. O halde, %P(a) icin, P(6):=d,P; + -+ oqP; = P(6) — Py gosteriminin
tanimlanmas1 uygun olacaktir.
Parametrelerin ve degismlerinin tarmis olduklari uzaylara dair sinirlarin,

—_ v o_

Svex = {O-lv | O'iv =0; V 0; oj, vi=1,..,q}
(6.14)

Ryex ={6 |6/ =06, v’ =g, Vi=1,..,q}
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seklinde oldugu kabul edilirse (6.8) sisteminin Lyapunov anlaminda kararli olabilme kosulu,
P(0)A(0) + AT(0)P(0) + P(6) < 0ve P(o) > 0, Vo(t) ESveVs(t) ER (6.15)

esitsizliklerinin saglaniyor olmasidir. Boyle bir kararlilik analizini zor kilan sey, her
(a(©),6(t)) ES X R ifti igin sdz konusu esitsizliklerin saglanip saglanmadiginin
kontroliidiir. Dolayisiyla ortaya ¢ikan problem sonsuz boyutlu bir LME problemidir.
Problemin sonlu boyutlu kilinmasi, takip eden teoremle ifade edilecek olan “Coklu Digbiikey

Argliman1” yardimiyla gergeklestirilebilir.

Teorem 6.1: (Coklu Disbiikey Argiimani)

f(al, ...,aq) = ay +Zal-ai +Z[)’l-jal-aj +Zyl-0i2 (6.16)
i i<j i

seklinde tanimh f (01, . aq), fonksiyonu o € § ¢ R? degiskenine bagli karesel bir

fonksiyon ise ve ayrica f (01, s aq) fonksiyonu i¢in,

0*f .
2y === (0)=20, Vi=1,.,q (6.17)
d0;

kosulu saglaniyorsa bu taktirde f (01, ) aq) fonksiyonuna “goklu digbiikey fonksiyon” denir
ve f(ay,...,04) ¢oklu disbiikey fonksiyonunun ancak ve ancak S, noktalarmda negatif

deger almasi durumunda, S kiimesi i¢inde negatif olacagi sdylenir.
Oyle ise ¢oklu disbiikey argiimanina dayanarak LPD sistemler i¢in kararlilik kosullarmnin,
P(0)A(0) + AT(c)P(0) + P(6) < 0

P(o) >0 Vo(t) € Syex Ve V(t) € Ryex (6.18)
PiAc; +Ac Pi 7 0 i=1,..,q

seklinde ifade edilmeleri miimkiin olmaktadir. Kararlilik kosullar1 arasinda yer alan
PAg; + AcliTPi # 0 esitsizlikleri esasen ¢oklu disbiikey argiimanindan kaynaklanir ve skaler
durum g6z 6niine alindig1 taktirde, coklu digbiikey fonksiyonun ikinci dereceden terimlerinin

katsayilari ile ilgili y; = 0 kosulunu ifade eder.
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6.2.2 (LPD) Sistemler icin Kararh Kilan Durum Geribeslemeli Kontrolcii

Durum geribeslemesi altinda kapali ¢evrim LPD sistemin kararlilig1 igin,

A. = A(o) + B(0)K oldugu distniilerck, LPD sistemlerin Lyapunov Kararlihigma dair
kosullar tekrar diizenlenecek olursa

P(0)(A(c) + B(0)K) + (A(c) + B(6)K)TP(c) + P(6) < 0, P(o) >0

Vo(t) € Spex V€ VO (t) € Ryex

(6.19)
ve

PAg,+Aq; P20, i=1,..,q

kosullarina ulagilir.

Degiskenlerine gore lineer olmayan bu esitsizliklerin, lineerlestirme amaciyla her iki tarafi
sagdan ve soldan P~1(o) ile carpiip X(0):=P71(0) ve L(o):=KX(0o) degisken

doniisiimleri uygulanir ve % P~' = —p~1pP~1 esitligi goz oniinde bulundurulursa,

A(0)X(0) + X(0)AT(0) + B(0)L(0) + LT (0)B" (6) — X(6) < 0, X(o) >0

Va(t) € Syex Ve VG (t) € Ryex

(6.20)
ve

AX;+XA" +BL;+LIBl >0, i=1,..,q

seklindeki LME’ ler elde edilir. Buna gore LPD sistem i¢in durum geribeslemeli kararli kilan

kontrol kurali,
u(t) = L(o)X 1 (o)x(t) (6.21)

olarak belirlenmis olur.

6.2.3 (LPD) Sistemler i¢cin Optimal L, Kontrolcii Tasarimm

Bahsedildigi ilizere, Lineer zamanla degismeyen sistemler i¢in H,, Optimal kontrolcii (4.77)
no’lu optimizasyon probleminin ¢dziimii olan en kiigiik y degeri ile birlikte uygun boyutlu bir
L matrisi ve pozitif taniml1 bir X = XT > 0 matrisinin bulunmas1 suretiyle ortaya konuyordu.
LPD sistemlere dair Optimal L, Kontrolciiniin tasarimi noktasinda ise H,, Optimal kontrolcii
icin elde edilmis olan (4.77) no’lu sentez esitsizlikleri lizerine ¢oklu digbiikkey arglimani

uygulanmasi gerekecektir. Oncelikle,
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x(t) = A(0)x(t) + By (0)w(t) + By(o)u(t)

(6.22)
z(t) = C,(0)x(t) + Dy (o) u(t)
ile verilen LPD sistemin Lyapunov fonksiyonu V (t) = xT P(o)x seklinde alinsin ve tiirevi,
V4+zZlz—y*wTw <0 (6.23)
esitsizligini sagliyor olsun. (6.23) esitsizliginin 0°dan T’ye kadar integrali alinip, V(0) = 0
kabul edilecek olursa,

T T
f zl zdt < y? j wiwdt (6.24)
0 0

sonucu bulunur. Bu esitsizlik, lim T — oo igin,

[P

lIwll, ~

(6.25)

esitsizligine karsilik gelir.

(6.22)’deki LPD sistemden u = K(o)x durum geribeslemesi ile elde edilen kapali ¢evrim

sistemin ifadesi,

X = (A(a) + Bu(U)K(a))x + B, (o)w

(6.26)
z = ((C,(0)+Dz,(0)K (0))x
gibi olacaktir.

Buna gore (6.23) esitsizligini, kapali ¢evrim sistem denklemleri iizerinden ag¢ip, notasyonda

kargasay1 6nlemek amaciyla matrislerin parametre bagimliligini da gizleyecek olursak,

xTPx + xTPx + xTPx + xTCLC x —y*wWTw <0 (6.27)
ve burada kapali ¢evrim dinamigi yerine konulursa

2xTPAx + 2xTPB,Kx + 2x"PB,w + xTPx + xTCLC,x — y*wTw < 0 (6.28)
elde edilir. {7 = [xT w”] denilirse, Q:= PA+ A"P + PB,K + KTBIP + P + C},C,, kabulii

altinda

Q PB,
T w <
¢ [BVTVP _sz]C <0 (6:29)

sonucuna varilir. Schur tiimleyeni geregince (6.29) esitsizligi,
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Q PB, C}
BIP —y%I 0|<0 (6.30)
Co 0o I

Halini alir ki burada, Q := PA + ATP + PB,K + KTBIP + P olarak kabul edilmistir.

Disbiikey bir yap1 elde etmek amaciyla esitsizligin her iki yani sagh sollu diag{P~?,1,1} ile

carpilir ve X := P~ 1 | L := KX degisken déniisiimlerine tabi tutulur ise,

Q B, (C,X+D,,L)T
BT —y2I 0 <0 (6.31)
C,X+D,,L 0 —I

Bu son esitsizlikte Q:= AX + XAT + B,L + L"Bl — X olarak almmustir. Buna goére LPD

sistemler igin Optimal L, kontrolciiniin hesabi izleyen teorem yardimiyla ifade edilir.

Teorem 6.2:

x(t) = A(0)x(t) + By (0)w(t) + By(o)u(t),
(6.32)
z(t) = C,(0)x(t) + Dy (o)u(t)

sistemi goz 6niine alinsin.

Sistem i¢in en kiiciik ya da optimal L, kazanci (6.33) no’lu optimizasyon probleminin

¢Oziimii neticesinde, u(t) = L(o)X 1 (o)x(t) olarak elde edilir.

inf u
oyle ki,
Q(o) By(0) (C;(6)X(0) + Dzu(0)L(0))"
a) Bl (o) —ul 0 <0,
C,(0)X (o) + D,y (0)L(0) 0 -1

(6.33)

by [AXi+ XAl + Byl + L{By;  (CiXi + DpyiL)"

> =1, ..
. 0 =0, Vi Y|

¢) (Xo + X1, 0:X) >0, Vo(t) € Spex Ve VO (t) € Ryex
kistlar1 saglansin.

Q(0) := A(0)X(0) + X(0)AT (0) + B,(0)L(0) + LT (6)BI (0) — X (6) olarak alinmistir.

Burada sistemin L, kazancinin \/u’ye esit oldugu gortilmektedir.
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6.3 Eyleyici Doyumlu (LPD) Sistemlerin L, Kontrolii

x = A(o)x + B, (0)sat(u) + By, (o)w

z = C(0)x + D,y (0)sat(w) (6.34)
x(0) = x,

seklinde eyleyici doyumlu ve Lineer Parametreleri Degisen (LPD) bir sistem ¢le alinsin.

Sistemin A(o), B,(0), B, (0),C(0) ve D,,(c) matrisleri, degeri gercek zamanli olarak
Olgiilebilen ve kompakt bir kiime icerisinde yer alan o(t) = [0y(t), 02(t), ..., 04(t)]
parametre vektdriine, lineer olarak bagimli olan uygun boyutlu matrislerdir.
S6z konusu sistemler igin, x(0) # 0 seklinde sifirdan farkli baslangi¢ kosullar1 altinda,
w, = {W: R, - R: fooo wl(®w(t)dt < a} bozucularma mukabil, asagidaki amag
olgiitlerini, her a(t) i¢in es zamanl olarak gerceklestirecek, u(t) = F(a)x(t) gibi parametre
bagimli bir kontrolciiniin tasarimi ele alinacaktir. Kontrolciiden beklenen amag dlgiitleri,

a) Kapali ¢evrim sistemi L, anlaminda kararli kilmak,

b) Kapali ¢evrim sistem tarafindan tolere edilebilecek olan en biiyiik baslangi¢ kosullari

kiimesi iizerinde ¢alismak,

¢) Bozuculardan sistem ¢ikisina olan L, kazancinin en az olmasini saglamak,

olarak siralanabilir. Bu konuda izlenecek yol, Eyleyici Doyumlu Lineer Zamanla Degismeyen
sistemlerin L, Kontroliine olduk¢a benzerdir. Burada sistem i¢in Ongériilen Lyapunov

fonksiyonu da dogal olarak, V (x) = x” P(o)x seklinde parametre bagimli olacaktir.
Teorem 6.3:

Verilmis olan u = F(o)x geri beslemesine karsilik, (6.34) sistemi goz Oniine alindiginda,

bilinen pozitif tanimli bir P (o) matrisi igin sunlar1 sdylemek miimkiindiir. Eger ;
T
(A(a) + B,(0)(D;F (o) + D;H(a))) P(o) + P(0) (A(a) + B,(0)(D;F (o) + D;H(a)))

1 . »
+EPBW(0)BW(U)P(U) + P(0) (6.35)

1 T
+ ” [C(0) + D, (0)(D;iF (0) + D H(0))] [C(6) + Dy (6)(D;F (o) + D7 H(0))] < 0,

Vi€ [1,2™] ve V(0,6) ES X R
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esitsizliklerini saglayan, H € R™*™ gibi bir matris ve n > 0 pozitif sayis1 mevcut ise ayrica
Vo €S$ igin E(P(0),1+ an) c {(H(0)) saglanmyor ise, O halde W, bozucu kiimesinden
secilen her w bozucusuna karsilik, kapali ¢evrim sistemin tiim yoriingeleri, €(P(0),1)
elipsoidi igerisinden kaynaklandiklar1 taktirde daima E(P(o0),1+ an) elipsoidi iginde
kalacaklar ve sistem Vx(0) € £(P(0), 1) baslangi¢ kosulu i¢in, w girisinden z ¢ikisina, sonlu

L, kazanciyla kararli olacaktir. S6z konusu kazang igin {ist sinir, H <yJ(1+an)/a

seklindedir.

Teoremin ispati, Teorem 5.3’1in ispatina olduk¢a benzerdir.

Teorem 6.4: (Eyleyici Doyumlu LPD Sistemlerin L, Kazancim1 Minimize Eden Optimal

Kontrolcii Tasarimi)

S =ST > 0 € R™", matrisi ile beraber n > 0 ve > 0 sabitleri verilmis olsunlar. Sistemin

baglangi¢ kosullarmin da, £(S,B) € E(P,1) elipsoidi i¢inde yer aldigi farz edilsin. Bu

durumda,
inf r
Q(0)>0, Y(0), Z(o)
oyle ki,
A(0)Q(0) + B,(0)D;Z(0) + B,(0)D;Y(6) — Q(6) + * B, (o) Q(0)
a) BT (o) —nl 0 |0
* 0 —rl
Vi € [1,2™] ve V(0,0) ES XR (6.36)
1
b) (5) »@ S0, Vie[lm]veVoeS
yi (@) Qo)
1
c)[/ﬁs ! l>0, Vo ES
I Qo)

kistlar1 saglansin.

seklindeki optimizasyon problemini birlikte ¢dzen Q(o) = Q(0)T >0, Y(0), Z(0)
matrisleri bulunabiliyorsa, u = Z(6)Q 1(o)x geri besleme kurali ile olusturulan kapali
cevrim sisteme dair L, kazanci, y = v/r olmak kaydiyla, y\/m degerinden kiigiik
kalacaktir. Problemde yer alan Q(o) igin, Q(0) :=Q(0)CT (o) + Z7(0)D;DL,(0) +
YT(0)D; DL, (0) tanimlamasi yapilmistir., Teorem 5.4’e benzerligi sebebiyle teoremin

ispatina gerek duyulmamastir.
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Ancak problem bu haliyle kontrolcii tasarimina uygun degildir. Zira s6z konusu optimizasyon
problemi sonsuz boyutlu olup, her (g,d) €S X R ifti i¢in problemin kisitlarinin test
edilmesine ihtiya¢ duyulmaktadir. Problemi sonlu boyutlu kilmak amaciyla, ¢oklu dis biikey

argiimani kullanilabilir.

Su halde tasarim problemi, baglangi¢ kosullar kiimesinin genisletilmesini de icerecek sekilde
ortaya konulacak olursa, L, Kazancin1 Minimize Eden Optimal LPD Kontrolcii, S = ST > 0

bilinen pozitif tanimli bir matris ve 1 pozitif bir sabit olmak tizere ¢ := 1/ kabulii altinda,

inf ¢,r + 7,0
>0, Q(6)>0, Y(0), Z(0)
oyle ki,
A(0)Q(0) + B,(0)D;Z(0) + By(0)D;Y(0) — Q(6) + * B, (o) Q(0)
a) BT (o) —nl 0 |0
* 0 —rl

Vi € [1,2™] ve V(0,0) € Spex X Ryex

(=) %@
b) |\ 1tan =0, Vi € [1,m] ve Vo € S, (6.37)
yi (@) Qo)
ly,s 1
C) l /'B l =0, Vo € Svex
I Q)
* 0

vie[1,2"] ve Vj=1[1,..,q]
kistlar1 saglansin.

seklinde karma bir optimizasyon probleminin ¢dziimiiyle tasarlanabilir. Negatif olmayan {;
ve {, sabitleri, karma optimizasyon probleminin agirliklar: olup tasarimci tarafindan duruma
gore belirleneceklerdir. Problemde goze carpan Q(o) ve &, icin, Q(0) := Q(0)CT (o) +
Z"(0)D;D},(0) + YT (0)D; D], () ve Q;:=Q;Cl + Z]-TDiDZTu]. + Y]-TDL-_DZTuj tanimlamalari

sOz konusudur.
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7. TASIT SUSPANSIYON SISTEMLERININ L, KONTROLUNE DAIR
SIMULASYON SONUCLARI VE DEGERLENDIRMELER

Bu boliimde, 1:1 6lgekli gergek bir ¢eyrek tasit siispansiyon sistemi modeli iizerinde sirasiyla
durum geri-beslemeli klasik H,, kontrolcti, doyumlu eyleyicilere sahip parametreleri zamanla
degismeyen nominal sistem igin L, kontrolcii ve Eyleyici Doyumlu LPD sistem igin
gelistirilmis olan L, kontrolcii olmak {izere 3 farkli kontrolciiniin performanslarini

degerlendirmek maksadiyla gergeklestirilmis olan bir dizi simiilasyon ¢aligmasi ele alinmistir.

Sekil 7.1 Ceyrek Tasit Aktif Stispansiyon Sistemi

Sekil 7.1’de sematik olarak gosterilmis olan g¢eyrek tasit aktif siispansiyon sistemine ait
fiziksel parametreler su sekildedir: mg sallanan kiitleyi gostermektedir ve nominal degeri
250kg olarak alinmigtir. LPD sistem i¢in degisken bir parametre olarak ele alindiginda ise,
degerinin 150kg ile 350kg arasinda degisecegi varsayilmistir. m, = 45kg, sallanmayan
kiitleyi gostermekte olup tekerlek biitiinii ve aks agirliklarini igerir. ks = 16000 N/m olup,
sispansiyon yay sabitidir. k: = 160000 N/m degerindedir ve tekerlek sertligini ifade
etmektedir. Son olarak ¢s = 1000 Ns/m, degeri siispansiyonun soniim katsayisina karsilik
gelir. Sallanan kiitlenin deplasman1 xs, Sallanmayan kiitlenin deplasmant xu, ve yol kaynakli

bozucu giris xg ile ifade edilmislerdir. u harici kuvveti gosterir ve degerinin doyumlu olarak,

u(t);  —4000N < u(t) < 4000N
sat u(t) =< —4000N; u(t) < —4000N
4000N; u(t) > 4000N

e

seklinde degistigi kabul edilmistir.
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Ceyrek Tasit Siispansiyon sistemi {izerinde simiilasyon yoluyla performanslar1 sinanacak olan
kontrolciiler, LME’ ler tizerinde gerceklestirilen disbiikey optimizasyon sonucu elde
edilmislerdir ve sozkonusu kontrolciiler i¢in tasarim zemininin durum uzay1 oldugu agiktir. O
halde siispansiyon sisteminin matematik modeli durum uzayinda ortaya konulmak
durumundadir. “Durum Geri Beslemeli H,, Kontrolcii” ile “Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii”
niin tasrimi i¢in nominal sistem modeline ihtiya¢ duyulmakta iken “Eyleyici Doyumlu LPD
tipi L, Kontrolci” niin tasarimi noktasinda ise sistemin LPD modelinin kullanilmasi

gerekmektedir.

Bu sebeple simiilasyon sonuglarin1 vermeden Once, siispansiyon sistemine dair matematik

modelin, durum uzayinda hem nominal hem de LPD tipte sunulmasi faydali olacaktir.

7.1 Ceyrek Tasit Siispansiyon Sisteminin Nominal Durum Uzay1 Modeli

Tasit stispansiyonunun sadece tek tekerlek i¢in modellenmesi sonucunda iki serbestlik
derecesine sahip ¢eyrek tasit siispansiyon sisteminin matematik modeli elde edilmis olur. S6z
konusu modelde; mg yaylanmali kiitleyi ya da tasitin kiitlesini, m,, tekerlek biitiinline dair
kiitleyi, kg slispansiyon i¢in yay sabitini, ¢, dampere iliskin soniim katsayisini, k, lastik i¢in
yay sabitini, x, yol yiizeyinin degisimini ve f ise tekerlek biitiinii ile sasi arasina uygulanan

kontrol kuvvetini gostermek {izere sistemin dinamik denklemleri, Newton’un ikinci kanunu

geregince,
my Xy, = kt(xg - xu) - ks(xu - xs)cs - (xu - xs) - f (7_1)
meis = ks(xu - xs) + Cs(xu - xs) + f (7.2)

denklem (7.1) ve (7.2)’deki gibi elde edilirler. Bu denklemler durum uzayinda ifade edilecek

olursa,
= ax+ By Bl (7.3)
z2=Cx+[Dy Dyl [‘;’] (7.4)

seklindeki ifadelere ya da matrissel formdaki,
X
x] _[A Bw By
[Z] = [C D,y Dy [‘;’l (7.5)

gosterimine ulasilir ki burada,
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x = [x5 xy X5 % ]T durum vektdriine, w = xg bozucu girise, u = f ise kontrol girisine

karsilik gelmektedir. Durum uzay1 gosteriminde yer alan matrislerin igerigi ise (7.6)’daki gibi,

0 0 1 0
0 0 0 1
Kt e Ty S/,

k —(k.+k —
Sy, TR s T

BW:[O 0 kt/m”]T (7.6)

T
B, = [0 0 1/ms _1/mu]
1 0 0 0
—k k -
C = [ s /ms s /ms Cs /ms Cs /ms]

T
Dzw = [0 O]T ) Dzu = [0 1/ms]

olarak verilirler.

7.2 Ceyrek Tasit Siispansiyon Sisteminin (LPD) Durum Uzay1 Modeli

Siispansiyon sisteminin LPD modelini, denklem (6.11)’deki gibi parametreye affine bagimli

olacak sekilde elde etmek miimkiindiir. Parametre vektorii o’y1, siispansiyonun sallanan

kiitlesini goz oniine alarak o; = mi seklinde ele alip, (6.11) no’lu denklemde genel manada,

o vl Klrale Brerale o]

seklinde verilmis olan LPD sistem yapisini, Bolim 7.1’de yer alan ¢eyrek tasit siispansiyon

sisteminin durum uzay1 modeli iizerine tatbik edecek olursak sistemin durum uzay1 matrisleri,
A(oy) = Ay + 0144

By (01) = By + 01By1

By(01) = Byo + 01Bu1 (7.7)
C(oy) = Cy + 0,4

Dy (01) = Dzyo + 01Dzu1

(7.7)’deki gibi parametreye affine bagimli olacaklardir. Agik ifadeleri ise (7.8) gibi olacaktir.
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0 0 1 0 0 0 Lo
0 0 0 1 IrO 0 0 1]| 0 0 0 0
—Kg Ks —Cs i _lo 0 0 0 +i 0 0 0 0
ms ms mg mg B k ke+k C —C m —ks ks —Cs Cg
ke —Cetk) o [—S - T
—_ u mu mu mu A
my, my, m, my i 1
A/ my)
k1" k1"
[000—t]=[000—t]+—[0000]T
mu mu mS Bwl
Bw(Y/my) Bwo
(7.8)
1 -1 -17" r
[00——:[000—] —1[0 0 1 0]
ms my my mg By
By(Y/my) Buo

1 0 0 0

[—ks ks —cs ¢ _[1 0 00 L[O 0 0 0
— — —| lo 0o 0o o0 —ks ks —cs ¢

ms ms Mg My Co s > Sc1 —
ct/my)
11" 1

[o —] =0 o]"+—[0 1]"

—_—— Dzuo Dzu1

Dzu(l/ms)

7.3 Simiilasyon Sonuclari

Gergeklestirilen simiilasyonlarda siispansiyon sistemine iki farkli bozucu giris uygulanmistir.
Bunlardan biri timsek tipi bozucu giris digeri ise ¢akilli yol profilinden kaynaklanan bozucu
giristir. Bu noktada tiimsek tipi bozucu giris olarak, T, , T3y Ve T, seklinde adlandirilacak
olan ve tekerlegin t = 1 sn aninda, yol {izerinde bulunan 5 metre genisliginde ve 0.1 metre
yiiksekligindeki siniisoidal bir tlimsegin lizerinden sirasiyla Vo = 20 m/sn, V, = 30 m/sn ve
Vo = 40 m/sn’lik hizlar ile gegmesi halinde olusacak olan, {i¢ ayr1 tlimsek tipi bozucu giris
g6z oniline alinmugstir. Farkli hiz degerlerine mukabil olusan tiimsek tipi bozucu girisler, Sekil

7.2°de gosterilmistir.

“H, Kontrolcii” ve “Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcli” i¢in sisteme ilk olarak Sekil 7.2°de
gosterilmis olan tiimsek tipi bozucu girisler, ardindan da ¢akilli yol girisi uygulanmis
olmasma karsilik, “Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, Kontrolcii” i¢in ise sadece c¢akilli yol
bozuzucu girisi uygulanmig ve bu bozuculara karsilik siispansiyon sistemi i¢in sasinin
yerdegisimi ve ivmelenmesine dair kontrollii ve kontrolsiiz cevaplar ile kontrolciiler

tarafindan {iretilmis olan kontrol isaretleri elde edilmislerdir.



89

I
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Sekil 7.2 V, = 20 m/sn, V, = 30 m/sn ve V, = 40 m/sn’lik Hizlara Karsilik Olusan
Tiimsek Tipi Tyq , T3¢ Ve T4o Bozucu Girisleri

7.3.1 H_ Kontrolciiniin Performansi

Ceyrek tasit siispansiyon sistemi iizerinde ilk olarak durum geribeslemeli H,, kontrolciiniin
performansina dair sonuglar sunulacaktir. H,, kontrolciiniin tasarimi, sistem tizerinde doyum,
parametre degisimi vs. gibi faktorler bulunmadigi farz edilerek gerceklestirilmis oldugundan,
s0z konusu kontrolcii i¢in elde edilmis olan sonuglar, bahsedilen bu faktorlerin tasarimda yer
almas1 halinde elde edilecek olan sonuglarla mukayese yapilabilmesi bakimindan, énem arz

etmektedir.

Asagida, H,, kontrolcii altinda, farkli bozucu girislere karsilik pasif slispansiyona nazaran
kontrollii ya da aktif siispansiyon tarafindan sergilenmis olan ve sirasiyla siispansiyon sapma
miktar1 ve sasinin ivmelenmesini gosteren, simiilasyon sonuglar1 verilmistir. Devaminda ise

bdylesi sonuglara ulastiracak olan kontrol isareti degisimleri yer almaktadir.
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H ., Kontrolcii i¢in Sasi Yerdegistirme Cevaplari

D.DB T T K T T T T T T T
0.06 F : : _

0.04

T
1

0.02

x5(t) [m]

002} |

004 | ] L | ] 1 ] I |
t (sn)

Sekil 7.3 " T,," Tumsek Girisine Karsilik Durum Geri beslemeli H,, Kontrolciiniin Yer
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Pasif siispansiyon i¢in tiimsek giriglere karsilik sasinin neredeyse 0.08 m’ lik maksimum bir
sapma kaydettigi goriilmektedir. Buna karsilik kontrollii siispansiyon i¢in ortaya ¢ikan sasi
yerdegistirme miktari, pasif siispansiyona gore o derece kiigiik kalmaktadir ki, kontrollii
durum i¢in bakildiginda, neredeyse hi¢ degisim olmadig1 goriilmektedir. Esasen bu durum,
Sekil 7.11° den Sekil 7.13’¢ kadar gosterilmis olan kontrol isareti degisimlerinden de
anlagilacag iizere kontrol isaretinin genligi iizerinde herhangi bir sinirlama olmayisindan
kaynaklanmaktadir. Sonuglara bakildiginda, eyleyici tarafindan siispansiyona uygulanan
kontrol kuvvetinin mutlak degerce = 9000 N degerine kadar ulastigini gérmek miimkiindiir.
Eger kontrol isareti ilizerinde bir sinirlama s6z konusu olsaydi, kontrollii siispansiyon

boylesine basarili sonuglar ortaya koyamayacakti.

Timsek tipi bozucu girisler i¢in elde edilen sonuglara olduk¢a benzer sekilde, ¢akilli yol
profili altinda da H, tipi kontrol igin sistemin govde kiitlesinde hemen hemen higbir
yerdegistirme olmamas1 dikkat ¢ekmektedir. Halbuki ayni yol kosularinda pasif slispansiyon
icin Sekil 7.6’dan goriilecegi lizere tasit govdesi denge konumundan 0.15m’ ye varan
sapmalar ortaya koymaktadir. Tabi bu miktar siispansiyon sapma aralig1 (strok) ile yakindan
ilgilidir. Yani siispansiyon strokunun bu miktarda bir sapmaya olanak verecek genislikte

olmasi kuskusuz elzemdir.
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H ., Kontrolcii i¢in Sasi Ivmelenme Cevaplar
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Klasik H,, kontrolciiniin ivme ¢ikisi, x5(t) lizerindeki etkinligini tiimsek yol girigleri igin
sinamak gerekirse, Sekil 7.7°den Sekil 7.9’a kadar olan cevaplara ulasilir. Siispansiyon
sisteminin c¢akilli bir yol profiline maruz kalmasi halinde ise ortaya ¢ikan sonug¢ Sekil
7.10’daki gibi olmaktadir. Tiim yol bozucularina karsilik Sistemin ivme ¢ikis1 iizerinde yine,
cok iyi bir kontrol neticesinin elde edilmis oldugunu, sonuglara bakildiginda gérmek
miimkiindiir. Tipk1 sasi yer degisiminde oldugu gibi sasiye dair ivmelenme degerlerinin de,
H,, kontrol uygulanan siispansiyon i¢in pasif olana nazaran, ¢ok ¢ok kiiciikk kaliyor olmasi
sebebiyle kontrol altinda sasinin neredeyse hi¢ ivmelenmedigi gibi bir manzarayla
karsilagilmaktadir. Oysa pasif siispansiyon i¢in bakildiginda bazen mutlak degerce 30 m/

sn?’ ye varan ivme degerlerine ulasildigini gérmek miimkiindiir.

Stispansiyon sisteminden beklenen konfor gereksiniminin, sasi ivmelenme miktarinin
minimizasyonu ile karsilandigi diistiniildiigiinde, H,, kontrol altindaki aktif siispansiyonun
konfor beklentisini fazlasiyla karsiliyor oldugunu, buna karsilik pasif silispansiyonun bu
konudaki basarisizligini agik¢a gérmek miimkiindiir. H,, kontrolciiniin goéstermis oldugu bu
basarili performans yine kontrol isareti iizerinde herhangi bir sinirlama olmayisindan

kaynaklanmaktadir.
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H,, Kontrolciiniin Urettigi Kontrol Isaretleri
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Kontrol [sareti



97

08t —

06 -

0.2

u(t) [N]
o

0.2

04+

0.8

o
=]
[y ]
—
-
]
]
N
[y
Ll
L
[y ]
.
e
[y ]
[hy]

t (sn)

Sekil 7.13 " T,," Tiimsek Girisine Karsilik Durum Geri beslemeli H,, Kontrolciiniin Urettigi
Kontrol Isareti

EDDD T T T T T T T T T

6000

4000

T
I

2000

-2000

u(t) [N]

-4000

-6000

-8000

1 DUDB 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 : . ) ) .
t (sn)

Sekil 7.14 Cakill1 Yol Girisine Karsilik Durum Geri beslemeli H,, Kontrolciiniin Urettigi
Kontrol [sareti



98

7.3.2 Eyleyici Doyumlu L, Kontrolciiniin Performansi

H, kontrolcii, slispansiyon sistemine uygulanacak kontrol kuvveti bakimindan, kontrol
sisteminde kullanilan eyleyici {izerinde herhangi bir doyum lineersizligi bulunmadigi
varsayilarak tasarlanmis ve ¢ok basarili sonuglarla karsilagilmis olmasina ragmen, gercekte
durum oldukga farkhidir. S6yle ki uygulanacak kontrol kuvvetini iireten fiziksel elemanlar
olarak eyleyiciler, hidrolik ya da elektromekanik gibi farkli yapilarda olabilseler de
tiretebilecekleri kontrol kuvveti belirli bir sinir dahilindedir. Bazen de tasitin yapisal kisitlart
sebebiyle kontrol kuvveti sinirlanmak durumundadir. Bu noktada yapisal anlamdaki kisitlilik
bir yoniiyle belirli bir noktadan sonra kontrol kuvvetindeki artis talebinin eyleyicinin
boyutlar1 {lizerindeki artist da beraberinde getirecek olmasidir ki, silispansiyon siteminin
fiziksel boyutlar1 kullanilacak eyleyici igin de zaten kabul edilebilir boyutun ne olmasi
gerektigini ortaya koymaktadir. Yapisal kisitliligin diger bir yonii ise belirli bir limitin &tesine
gegen kontrol kuvvetinin, silispansiyon sistemine ve dolayisiyla tasita zarar verebilecegi
gergegidir. Bunun igin kontrol kuvvetinin kisitlanmasi gerekliligi agiktir. Goriildiigii tizere ya
eyleyicinin doyum seklinde kendiliginden bir smirlilig s6z konusudur, ya da bazen

siirlandirilmak durumundadir.

Dolayisiyla, eyleyici tizerindeki bu doyum ya da sinirlilik olgusu, kontrolcii tasariminda lineer
olmayan bir durum olarak kendini gostermektedir. Bu durum karsisinda, lineer olmayan
satF (x) doyumlu durum geribeslemesi, lineer gerbeslemelerin sekillendirdigi disbiikey bir
kabuk iginde ele alinmak suretiyle, siispansiyon sisteminin sasi yerdegisim miktari ile sasi
ivmelenmesine karsilik gelen c¢ikislar1 icin, bozucu girislerden ilgili ¢ikislara olan L,

kazancinin minimize edilmesine odakli doyumlu bir L, kontrolcii, elde edilmistir.

Bu yaklasimla, Lineer olmayan doyum ifadesi, lineer yontemlerle ele alinabilmis ve
boylelikle ilgili kontrolcii, lineer matris esitsizliklerine dayali digbiikey bir optimizasyon

problemini ¢6ziimek suretiyle elde edilmistir.

Eyleyici doyumlu L, kontrolcii tasarlanirken kullanilan optimizasyon probleminin 1 ve §
parametreleri, degerleri n = § = 1 olacak sekilde segilmislerdir. Ayrica Aktif siispansiyon
sistemi i¢in baslangic kosullar1 x, = 0 kabul edilerek, sistem i¢in S ile ifade edilen baslangic

kosullar kiimesinin genisletilmesi problemi goz ardi edilmistir.
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Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii icin Sasi Yerdegistirme Cevaplar
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Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii i¢in Sasi ivmelenme Cevaplar
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Sekil 7.20 " T3," Tiimsek Girisi I¢in Eyleyici Doyumlu L, Kontrolciiniin ivme Cevab1
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Eyleyici doyumu hesaba Kkatilarak elde edilmis olan L, kontrolcii sisteme uygulandiginda,
xs(t)’ nin tiimsek seklindeki yol bozucularina olan tepkisi, Sekil 7.15, Sekil 7.16 ve Sekil
7.17° de gosterildigi gibi ortaya c¢ikacaktir. Ayni kontrolcii i¢in, sistem gévde yerdegistirmesi
xs(t)’ nin gakilli yol profili altinda, Sekil 7.18” de gosterildigi gibi gergeklestigi goriilmistiir.

Kontrollii ve pasif olarak sistemin ivmelenmesini gosteren Xs(t) degisimi ise, tiimsek tipi
girisler icin Sekil 7.19, Sekil 7.20 ve Sekil 7.21° de, cakilli yol i¢in ise Sekil 7.22° de

verilmistir.

Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii altinda, tiimsek tipi girisler i¢in, sasideki ivmelenme miktari
kontrolsiiz duruma nazaran ¢ok biiyiik 6l¢iide bastirilmis olsa da, tekerin tlimsege carpmasi
aninda, H,, kontrolcii ile mukayese edildigi taktirde ivmelenme igin nispeten biiyiik degerlere
ulagildigin1 sonrasinda ise kontrolcli cevabmin diizelme egilimine girerek soniimlendigi
dikkati g¢ekmektedir. Carpma esnasinda ortaya ¢ikan pik degerlerin sebebi, sistemde
kullanilan eyleyicinin doyumlu olusudur. Daha o©nce incelemis oldugumuz ve doyum
olgusunu goz ardi eden durum geribeslemeli klasik H,, kontrolcii, garpma aninda daha biiyiik
kontrol isaretleri uygulayabildigi icin, elde edilen sonuglar daha basarili olabilmekte idi.
Doyum bagimli tasarlanmis olan L, kontrolciiniin sistem i¢in iiretmis oldugu kontrol

isaretinin biyiikliigi ise, eyleyicinin limitleri dahilinde olabilmektedir.
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Eyleyici Doyumlu L, Kontrolciiniin Urettigi Kontrol Isaretleri
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Beklenildigi gibi, eyleyici doyumu s6z konusu oldugunda Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii
i¢in kapali ¢evrim performansi lizerinde H,, Kontrolciiniin performansina gore dikkat ¢eken
bir diisiis hem sasi yerdegisimi xs(t) lizerinde hem de sasiye dair ivme cevaplart Xs(t)
tizerinde goze ¢arpmaktadir. Ancak yine de pasif siispansiyonla kiyaslanacak olursa ilgili
kontrolcliniin siispansiyon sistemi iizerinde olduk¢a basarili oldugu da bir gercektir. Ciinkii
tasarim doyum bagimli gerceklestirilmistir ve doyum dikkate alinmaksizin yapilacak

kontroliin ayn1 basariy1 sergilemesi beklenemez.

Burada, tasitin 20 m/sn’lik bir hizla tiimsek tizerinden gegmesi durumunda olusan ve " T,,"
olarak adlandirdigimiz tiimsek tipi bozucu giris karsisinda Eyleyici Doyumlu L,
Kontrolcliniin, Sekil 7.15 ve Sekil 7.19 ile sunulan performanslari 6zellikle dikkat
¢ekmektedir. Ciinkii ilgili performanslara dair kontrolcii tarafindan tiretilen ve Sekil 7.23 ile
verilen kontrol isareti degisimi incelenecek olursa, bu degisimin eyleyicinin doyuma
ulagmadigi —4000N < u(t) < 4000N aralig1 i¢inde yer aldigi goriilmektedir. Hal boyle
iken, yani eyleyici iizerinde herhangi bir doyum s6z konusu olmamis iken Sekil 7.15 ve Sekil
7.19’la ortaya konan sasi yerdegisimi ve ivme cevaplarinin neden H, kontrolciiniin
performansina ulasamadigi sorusu dogal olarak akla gelmektedir. Aslinda bu sorunun cevabi
oldukga agiktir. Her ne kadar kontrol kuvveti eyleyicinin doyum siirlarina ulasmamis olsa da
L, kontrolcliniin tasarimi  digbiikey yaklagimla doyum olgusu hesaba katilarak
gerceklestirildigi i¢indir ki ortaya ¢ikan kontrolcii tutucu (conservative) yapidadir ve bu
sebeple H, kontrolciiniin performansina kiyasla sergiledigi performansin, aslinda pekte

onemli olmayan 6l¢iide bir diisiis gdstermesi ¢ok normaldir.
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7.3.3 Eyleyici Doyumlu (LPD) tipi L, Kontrolciiniin Performansi
Nominal siispansiyon sistemi lizerinde sinanan eyleyici doyumlu L, kontrolciiniin ardindan,

sistemin LPD modeli gozetilerek, yeni bir LPD tipi Eyleyici Doyumlu L, kontrolcii

tasarlanmis ve sisteme uygulanarak basaris1 gozlenmistir.

Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, kontrolcii tasariminda sistemin olgiilebilir parametresi,
o = 1/mg olarak g6z Oniine alinmistir. Buna gore, mg iizerinde bir takim kabuller yapilmak

suretiyle o(t) parametresinin degisiminin, Sekil 7.27°deki gibi oldugu farz edilmistir.

t (sn)

Sekil 7.27 a(t)’ nin zamanla degisimi
Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, Kontrolciiniin basarimi, sistemin sadece g¢akilli yol girigine

maruz kalmasi durumu i¢in sinanmaistir.

Pasif ve kontrollii durumlar i¢in sasinin denge konumuna gore sapma miktar1 Sekil 7.28”deki

gibi gergeklesirken, ivmelenme performansi Sekil 7.28 ile ortaya konulmustur.

Kontrolcli igin bu sonuglart doguran kontrol isareti degisimi ise Sekil 7.30°daki gibi

olmaktadir.
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Sekil 7.28 Cakilli Yol Girisine Karsilik Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, Kontrolcii Altinda Yer
Degistirme Cevabi
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Sekil 7.29 Cakill1 Yol Girisi i¢in Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, Kontrolciiniin lvme Cevab1
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Sekil 7.30 Cakill1 Yol Girisine Karsilik Eyleyici Doyumlu LPD tipi L, Kontrolciiniin Urettigi
Kontrol [sareti

1:1 olcekli gergek bir tasita ait parametreler kullanilarak elde edilmis olan ceyrek tasit
stispansiyon sisteminin LPD modeli dikkate alinarak tasarlanan s6z konusu LPD kontrolcii
icin gerceklestirilen simiilasyon sonuglar1 degerlendirildiginde, , nominal sistem i¢in
tasarlanmig olan Eyleyici Doyumlu L, Kontrolcii kadar iyi olmasa da yine de belli bir
basarimin ortaya konulmus oldugu goriilmektedir. Sistemin sahip oldugu eyleyici tizerinde
doyum seklinde bir lineersizlik bulunmasmin yani sira, sistem parametrelerinin zamanla
degisiyor olmasi da tasarlanan kontrolciiniin daha korunumlu yapida ortaya ¢ikmasina sebep
olmustur. Dolayisiyla ulasilan sonuglarin nominal sistem igin bulunmus olanlar kadar iyi
olmamasi sasirtici degildir. Elde edilen sonuglarin 6tesinde burada asil énemli olan nokta
odur ki; eyleyici doyumunu gozeterek gergeklestirmis oldugumuz Elipsoit tabanli LPD tipi L,
kontrolcii, digbiikey optimizasyon tabanli doyum bagimli kontrolcii tasariminin, degisen
parametreli sistemler acisindan ele alinmis olmasi bakimindan yeni bir yaklasim olmus ve
stispansiyon sistemleri tizerine ilk kez uygulaniyor olusu da, bu konudaki literatiire bir

zenginlik katmistir.
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8. ONERILER

Bu tez calismasinda Siispansiyon sistemleri i¢in Lineer matris esitsizlikleri kullanilarak
disbiikey optimizasyona dayali L, kontrolcii tasarimi, hem kontrol isareti iizerindeki eyleyici
doyumu olgusu gozetilerek gergeklestirilmis hem de s6z konusu kontrolciiniin tasarimina
sistemin LPD yapida modellenmesi durumu dahil edilerek yeni bir LPD tipi L, kontrolcii elde
edilmistir. S6z konusu kontrolciiler, iki serbestlik dereceli ¢eyrek tasit slispansiyonu esas
alinarak tasarlanmig ve performanslar1 sinanmigtir. Pekala, bu ¢alisma bir adim daha ileriye
gotiiriilerek ceyrek tasit siispansiyonu iizerinde ele alinan kontrolcii tasarim yakalagiminin
Once yarim tasit modeli i¢in ve ardindan 7 serbestlik dereceli tam tasit siispansiyon sistemine
uygulanabilirigi arastirilabilir. Ayrica gergeklestirilmis olan LPD tipi L, kontrolciiniin
tasariminda, silispansiyon sistemi icin degisken parametre olarak yaylanan kiitle ya da tasitin
sasi kiitlesi goz Oniine alinmisti. Tasit silispansiyon sistemi i¢in sasi kiitlesinin yani sira
zamanla degisen baska parametreler de s6z konusudur. Ancak burada zamanla degisen
parametre degerlerinin gercek zamanli olarak elde edilebilir olmas1 gerekmektedir. Ornegin
sistemin degisebilen parametreleri arasinda yer almakla beraber gercek zamanli olarak
Olciilemedigi icin slispansiyonun bilesenlerinden biri olan dampere ait soniim sabiti degisen
bir parametre olarak LPD kontrolcii tasarimina dahil edilememektedir. Oysa siispansiyon
sistemin bir diger bileseni olan yay elemani i¢in durum bdyle degildir. Bu sebeple, esasen
lineer olmayan, yerdegistirme-kuvvet karakteristiginin belirlemis oldugu yay sabiti de,
degisken bir parametre olarak kullanilabilir. Boéylece Eyleyici Doyumlu LPD tipi L,
kontrolciiniin tasarimi sasi kiitlesinin yan1 sira yay sabiti parametresi de dikkate alinarak

gergeklestirilip, sonuglarin sistem iizerinde gozlemlenmesi miimkiindiir.
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