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OZET

Yapilan ¢alismada ¢ok noktali lineer sinir defer problemlerinin,
spline fonksiyonlara kullanilarak ¢ézumleri incelenmis ve sonuglar
sonlu fark yontemiyle karsilagtirilmistar.

Birinci bolumde, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zlmleri kisaca
anlatilmig, adi diferansiyel denklemlerde sinir defjer problemleri
tanimlanmi§ ve ¢ok noktali sanir deJer problemleri ig¢in
gelistirilen sayisal ¢b6zum yontemleri verilmistir.

tkinci bolumde, ¢ok noktali sinir defer problemlerinin g¢dziminde
kullanilan sonlu fark yontemi anlatilmistir.

Uglincii bdliimde, spline ydntemi ile cok noktali lineer sinir defer
probleminin ¢ézUmleri sunulmustur.

Dorduncu bolumde, ¢ok noktali lineer sinir defer problemi, dordunci
ve besinci derece spline fonksiyonlara kullanilarak ¢ozulmustir.
Ayrica sonuglar sonlu fark yontemi ile karsailastirilmistar.

Besinci bdélimde, spline yontemi ile ¢ok noktali sinir defer
problemlerinin c¢ozimlerinin iyi bir vyaklasilikla bulunacaga
gorulmistur.




SUMMARY

In this study, multipoint boundary value problems have been solved
by the spline functions and the results have been compared with the
result obtained by the finite difference method.

In the first section, the numerical solutions of differantial
equations have been presented.

In the second section, the boundary value problems have been
defined.

In the third section, the numerical solution method improved for
the multipoint boundary value problems have been described.

In the fourth section, the finite difference method that has been
used for the solution of multipoint boundary value problems have

been given.

In the fifth section, the solutions of multipoint boundary value
problems by spline functions have been presented.

In the sixth and seventh sections, linear multipoint boundary value
problems have been solved by the fourth and fifth order spline
functions, and the results have been compared with the results
obtained by the finite difference method.




1. Giris
1.1 Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Cdzlimlerinin Onemi

Fizik yasalarinin yada fiziksel problemlerin pek gofu diferansiyel
denklemlerle ifade edildiginden, diferansiyel denklemler temel
bilimlerde ve miuhendislik uygulamalarinda onemli bir yer tutar.
Ayrica diferansiyel denklemler, bagta fizik olmak lzere difer fen
bilimlerini ilgilendirdiyi gibi isletme, ekonomi, ekonometri gibi
sosyal bilim alanlarinda da karsimiza ¢ikmaktadar. Bu alanlarda
kargimiza ¢ikan denklemlerin ¢dzimi igin bilgisayarlarain
kullanilmasi kaginilmaz olmaktadir.

Bircok hallerde diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢&zumi
bulunmakta, bunlarda pratikte yararli olmamaktadir. Bu gibi
hallerde yada y’ = f(x,y) diferansiyel denkleminin tlrev
denklemlerinin sidrekli bir fonksiyon halinde defjilde ayrik
noktalardaki delerler olarak verilmesi halinde problemi niUmerik
metodlarla ¢6zmek daha uygun olmaktadir. Bir diferansiyel denkleme
herhangi bir yaklagik ¢ozum yolunu uygulayabilmek igin verilen
kosullara uygun ¢oOzumunin var ve tek oldufunun bilinmesi gerekir.
Cozumin varlidi ve tekligi " varlik ve Teklik " teoremi ile
ispatlanir. Teoremin ifadesi :

a,b ve c sabitler olmak lzere f(x,y) fonksiyonu a < x < b ,

- < y < 4 ile tanimlanmis D bolgesinin butin noktalarinda tanimli
ve sirekli olan bir y’ = f(x,y) ., y(a) = c diferansiyel denklemi
verilmisg olsun. Efer D bolgesindeki noktalar igin
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| flx,y) - fix,y°) | = L|y-y*|

esitsizligini saflayacak bir L sabiti varsa , verilen denklemin
yalniz bir ¢6zimli vardir. Burada y(x) , D bolgesinde butin (x,y)
ikilileri igin sirekli ve tirevi alinabilen bir fonksiyondur.
Yukarida verilen esitsizlik Lipschitz kogulu olarak adlandirilar.

L * de Lipschitz sabitidir.
Genel olarak
¥y o= £ (%, ¥, ¥, ... , yOU

seklinde ifade edilebilen n. mertebeden bir diferansiyel denklemin
O0zel ¢b6zimu ig¢in n tane sinair kosulu gereklidir. Kosullarin hepsi
sadece bir noktada verilmis ise, boyle bir probleme baslangi¢ deljer
problemi denir. Efer sinir kosullarinin bir kasmi bir noktada ve
digerleri baska noktalarda verilmis ise, bu tir probleme de sinir
dejer problemi denir. Sinir deder veya baslangi¢c deder
problemlerinde verilmeyen noktalarda fonksiyonun alacalji deferleri

bulmak esastar.

1.2 Adi piferansiyel Denklemlerde Sinir Defer Problemleri

1.2.1. Tanim

Sinir degder problemlerine c¢esitli mihendislik problemlerinde
rastlanmaktadar.

Genel olarak
v = £ X, ¥V, ¥, ee. , yi"Y) (1.2.1 )

$eklinde ifade edilebilen n. mertebeden bir adi diferansiyel
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denklemin bir 6zel ¢ézumi ic¢cin n tane kosul gereklidir.

( 1.2.1 ) ifadesinde n = 2 ise diferansiyel denklem,

y'=f(x,y,¥') , xela, b]

&

P

y(a)
y ( b)

genel sekliyle gosterilen iki noktali sinir defer problemi oclarak
adlandarilar. n > 2 ise diferansiyel denkleme " Cok noktali sinir
defjer problemi " adi verilir.

1.3 Cok Noktali Sinar Defer Problemleri Igin Gelistirilen Sayisal
Cozum Yontemleri

Sinir defer problemlerinin yaklasik ¢ozimind bulmak icin genel
olarak kullanilan yontem, sinir defjer problemini bir baglangig
dejjer problemine donustlrmek yada dodrudan dofJruya herhangi
mertebeden tirevleri sonlu fark formilleri ile ifade ederek ¢dzime
gitmektir. Ancak sinir defer probleminin baslangi¢ defer problemine
dontgtirilmesi diferansiyel denklemin mertebesi biyldikce giclesir.

Cok noktali sinir defer problemlerinde genellikle sonlu fark
yontemi wuygulanir. Yiksek mertebeden diferansiyel denklemlerde
yontemin uygulamasi guglesir.

Uygulamada kullanilan bir bagka yontem de " INVARIANT IMBEDDING *
yontemidir. ¥Yontemde bir dizi ara d6niusimler kullanilarak baslangic
deder problemi elde edilir.

Son yillarda bir c¢ok yazar tarafindan * COLLACATION " metodu
kullanilmistir. Sinair defer problemi ile ilgili ¢dzumler Ascher,
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Bader, De Boor, Christiansen, Pruess, Russell, Shampine tarafindan
yapilmistair. yapilan ¢alismada * COLLACATION " 1ile birlikte
B-Spline fonksiyonlari kullanilarak ¢ozimler arastirilmistar.




2. SONLU FARK YONTEMI

tki veya daha yiksek mertebeli sinir defer problemlerinin ¢ozuminde
kullanilan bir yontemdir. Diferansiyel denklemin mertebesi
yukseldikge sonlu fark denklemlerinin yazilmasindaki guglikler bu
yontemin bir dezavantaji olarak soylenebilir.

vy = fix, vy, ¥y, ... ,yt8-2)) ve

Y(Xk)=ally/(xk)=a2'ea"y(ﬂ-l)‘(xk)=an

kosullari ile verilen sinir defer probleminin herhangi [ a , b ]

araliginda

a, ath, ... , a+jh, ... , a+(n-1)h = b tum noktalarda merkezi fark

formilleri yazilar.

h h=(b-a)/n h
1 T ! 1
L | i e 1 |
a = x, X, = a+h ... X; = a+jh X4 re Ko X, = b
Sekil 2.1

' Merkezi fark formillerini yazarsak;

' Melvin J. Maron, Numerical Analysis : A Practical Approach,
P : 285 - 290




) ﬂyu".y-]_
y'{x) =5

(2.2)

yll( xj ) o Yju - 2&5;_7 + Yj-—l , j = 1(1) (n-—l)

P, - Yji3 - 3Yj4~2 + 3yj+1 - Yy
¥y xy) 7

[ a, b ] aralifindaki noktalarda fonksiyon deyerleri,

Yo y (a) =a

V. =Y (b)) =28

Yie eoe o You d€iny; =y ( %) , j = 1(1)(n-1) olmak lzere n-1
bilinmiyenli, n-1 denklem elde edilir. Bu sistem, diferansiyel
denklem lineer ise lineer denklem sistemi, aksi halde lineer
olmayan denklem sistemidir. Fark formillerinin yazilmasi sonucu
olusan sistem lineer ise GAUSS-SEIDEL itarasyonu, aksi halde NEWTON
metodu kullanilarak ¢ozulurse verilen sinir deYer probleminin
yaklasik ¢ozumleri bulunmus olur.

ORNEK 2.1.

ylli+2yil_3yl=1 ,
y(0) =1
¥y {(1i/2) =0 (2.3)
y(1) =-1
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Uclincli mertebeden lineer diferansiyel denklemin ¢dzlmini sonlu fark

yontemiyle bulalim.

Denklem 2.3 de turev deferleri yerine 2.2 de verilen fark
formillerini yazarsak;

1
7;5[ Yiez =~ 3Vp2a + 3V - V2 1 #+ -}% [ Yiea = 2V3 + Y3, 1 -

3
3}‘1?[3’1.}1‘5’1-1] =1

elde edilir. Denklem h® e gdre dlizenlenirse,
2¥ia = Y42 + 6¥i - 2y + 2hy,, - ¢hy, + 2hy,, - 3bfy;, +
3h?%, , = 2h®
2Y,3 - 6Y4p + Vi (-302 + 2h + 6 ) +y, (-¢h - 2 ) +
Y,q ( 3h% + 2h ) = 2h° ( 2.4)
elde edilir.

i =1(1)(n-1) igin denklem 2.4 kullanilarak fonksiyon deferleri

[ -zyi+3 + Gyi-e-z = Yt (‘3h2 + 2h + 6 )

¥;
-4h - 2
- ¥4 ( 3h% + 2h ) + 2h® ] ( 2.5 )

formilinden hesaplanir.
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Sinir kosullari ig¢in Gauss - Seidel itarasyonu ile yaklasimda
kullanilan ve " Liebmann Process " olarak adlandirilan bir ydntem
kullanilir. Bu yontemde

y(a)=a

y(b)=25 i¢in
8 - «

y, e+ — (x,-a) ,1=0(1)n (2.6)
b - a

olarak tanimlanir.

0 £ x < 1/2 igin sinir deferleri 2.6 da yerine yazilairsa,

(0-1)

Vi=1+ + (x;-0)

yi=1"-%'xi (2.7)

elde edilir.

1/2 s x < 1 igin sinir deferleri 2.6 da yerine yazailarsa,

(-1-0)

0
1- 1
2

¥y=0+ (x,-3)

yi=-2(x- =) (2.8)
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elde edilir. 2.5, 2.7, 2.8 kullanilarak sistem coézimiinden elde
edilen deferler asayida tablo 2.9 da verilmisgtir.

GCercek ¢ozim : y = 1.212087701 - 0.700105738e" + 0.488018036e"3 -

{ 1/3 )x
X, Y, Y, Hata
T | 1 T 1
{0.0 | 1.00000000 | 1.00000000 | 0.0000 |
— B + -
|o.1 | 0.80000000 | 0.76655050 | 0.0334 |
— — % |
j0.2 | 0.60000000 | 0.55814000 | 0.0418 |
—t ]' s :
|0.3 | 0.40000000 | 0.36545720 | 0.0345 |
— | ] 1
|0.4 | 0.20000000 | 0.18130760 | 0.0186 |
— 1 1' .
|0.5 | 6.00000000 | 0.00003339 | 0.0000 |
—t | | |
|0.6 |-0.20000010 |-0.182919930 | 0.0170 |
— | —+ 2
|0.7 |-0.40000010 |-0.37132470 | 0.0286 |
— | 1' 1'
|0.8 |-0.60000000 |-0.56842100 | 0.0315 |
— F — 1'
(0.9 |-0.80000010 |-0.77709710 | 0.0229 |
% % % 1 1
|1. |-1.00000000 [-1.00003300 | 6.0000 |
1 i 1 i |

Tablo 2.9 ¥; : Sonlu fark yontemiyle ¢dzim
Y, : Gergek ¢dzim e T

i “,
SR
, -
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3. SPLINE YONTEMi

Spline  fonksiyonlara, parcasal interpolasyon islemlerinde
kullanilan fonksiyonlardir. Fonksiyon polinomlardan meydana
geldifinden tirev ve integral islemlerinde kolaylik sayjlayabilir.

Polinom uzayinda baz seg¢ilerek polinomlarin lineer kombinezonu
olusturulabilir. Diferansiyel denklem ¢o6zUmlerinde kolaylik
saflayacak spline fonksiyonlari Dodal ve B-Spline olmak tlzere
defigik sekillerde karsimiza gikar.

3.1. Dojal Spline Fonksiyonlara

Nimerik analizde yaygin bir bigimde kullanilan fonksiyon tlrudir.
Fonksiyonlar Uglncu derece polinomlardan meydana gelir. Sekil 3.1.1
de gorildigli gibi du¥lim noktalari ve digim noktalarindaki
fonksiyonun olgllen deferleri verildiginde enterpolasyon
fonksiyonlarinin elde edilmesinde kullanilar.

Py {XMH\‘)

? x Q—@-ﬁ\ P - X - ¥
v( wﬂo) Pg(!zﬂ’z;«" ~ n n( n-1)9n )
g\\\~_‘Jr/” I= 9.1 (%)
429,000 Blx,u)
Pn {Xq ,_‘j-n)
Xo Xy Xy Xu sy Xaop Ko
Sekil 3.1.1

Her iki dugum noktasi arasinda Ugiinci dereceden bir polinom
belirlenir. ( gy, Q¢ +-- ,Q,; )

q, - k = 0(1)(n-1) fonksiyonlari parcgasal kubik fonksiyonlardar.

q.,( x ) fonksiyonlari ;



11l

S(x)=qk(x):[xk:xkﬂ];k=0(l)(n—l) igin
Pgr DPye oo+ 4D, interpole noktalarinda asafidaki sartlari

saglamalidar.

SO0 : q  (x) = ¥y ve G ( Xp ) =¥ew » k=0(1)(n-1
S1: G, () =g (x) (=8 (x.)) .k =1(1)(n-1
52 : gy (%) =g (%) (=5"(x.)) ., k=1(1)(n-1

3.1.1. gy ( X ), G ( X )s c0e Gy ( X ) Noktalarainin Bulunmasi
s ( x ) fonksiyonunun [ %, , X, ] aralifinda s" ( x ) tirevleri
lineer olsun. Herhangi bir [ %, , X, ] aralifinda interpole
noktalary ( %, , S" ( %, ) ) , { Xy » 8™ ( X, ) ) olmak lizere S2
sartaindan,

" - ol X = Xpaa " X ~ Xy
g’y (x) =8" (x) ( x %, ) + 8" (x5, ) ( X%, ) I
k =0(1) (n-1) (3.1.2)

yazilabilir. Efer x, , X,,, © artan iseh, =x,,-x , k = 0(1)(n-1)
yazilir. Ve x, noktasi ig¢in s tlirev fonksiyonunun ikinci tlirevi

o, = 8" (% ) ., k = 0(1)n dir.

( 3.1.2 ) yi tekrar yazarsak;
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g’ x) =—§’5 ( Xy - %) +%’;‘—1 (x-x) .
K k

k=0(1) (n-1) (3.1.3)

Burada h, ve o, sabittir. o, larin belirlenmesi gerekir. (3.1.3)
denklemini %’ e gore iki kez integre edersek;

- Gk (Xkﬂ_-X)a Gk,,l (X—Xk)B
g (x) = By z + B z + Pl x) (3.1.4a)
bulunur.
B ( X ) = C, + Dx dir.

( 3.1.4 ) de gorilen p, ( x ) dedisik bir sekilde asafidaki gibi
yazilabilir.

By (( X ) =A (X -% ) +B (X, - X) ( 3.1.4b )
( A, , B, sabitlerdir. )

S0 sarta: kullanilarak ( 3.1.4 ) bafintilari asafidaki gibi
yazilabilir.

[+ Ty
Vi = jf‘mg_fBﬁ& ¢ Vs = 21 hf-+Agu {3.1.5)

( 3.1.6 ) denleminde ¢,, o, ... ,6, seklinde ( n + 1 ) bilinmiyen
vardir. Noktalarin yazilmasiyla ( n - 1 ) denklem elde edilir.
( 3.1.6 ) nin birinci tlrevini alalim.



13

- 3
@ (%) =%5 0 (xmhkx) C (- x) ]+

O, (x-x)3
21[ hkk -h(x-x)1+

X_Xk

Ky — X
v [ 2L T ) vy, [ T .
k ‘hk k+1 bk
k =0(1) (n-1) (3.1.6)
g () = <X [ -2m 1 + N R YA (3.1.7a )
/ O L
Qk(xk.,.l):—g'[hk]"' 6 [th]"‘Ayk (3.1.7b)

S1 sartindan ( 3.1.7a ) ve ( 3.1.7b ) esitlenirse asadidaki

denklemler yazilabilir.

£

B Opy +2 (byy + 8y ) O + 140, =6[ Ay, - Ay, ]
k=1(1) (n-1) (3.1.8)

I

Opq + 40, + Op,y = ‘% [ Ay, - Ay, ]

k=1(1)(n-1) {3.1.9)

({ 3.1.9 ) dan ( n - 1 ) denklem elde edilmistir. Bilinmeyen sayaisa
{ n + 1 ) oldujundan sisteme, asafidaki sinir kosullaraindan biri
tercih edilerek iki denklem daha eklenir ve sistem g¢ozilir.

Boluim 3.3 de anlatilan gok noktali lineer sinir defer probleminin

cozuminde ( I ) kosulu kullanilmistar.
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Sinir kosullari :

I -
G, = 8" ()
o,=8"(x,)
I1 -
G, = 0,
G =0

IIT - s" ( %) lineer kabul edilerek,

oo=-j11'1- [ (hy + h o, - hyo, ]

On = hl [ =B, 10,0 + (BHyp + Byy )0py ]
n-1
yazalair.
IV - s’( %, ) ve s’( %_ )} kullanilarak,
0 n

0°=—§; [ Ay, - s'( x, ) ] —%01
3 1

Op = h_, [ s/ X, ) - Ay, 1 - —Z“Gn-l

yazalar.
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3.2. B - Spline Fonksiyonlari

Diferansiyel denklem ¢ozlmlerinde kullanilan pargasal spline
fonksiyonlarindan biride B - spline fonksiyonlaridir. Bu

fonksiyonlar ( x - t, )¥1 fonksiyonlaraini igeren P, . uzayinda

bunlarin bolunmis farklari ile tanimlanar.
Bkt (x) = t1+k-ti O P T t - x ),k'1 X eR

Genel olarak B, ,, notasyonu yerine B, kullanilir. t , yaklasaik
olarak verilen fonksiyonun dudum noktalaraidar.

2 B - spline fonksiyonlari ig¢in bollinmis farklar kullanilarak

¢ikarailan ardisik tekrar bajintisi,

x-t t =
By, (x) = Byy, (x) + —2%"%X g (x)
1,k tj@k—l - t_i 1, k-1 t_iok - tj¢1 1+1,k-1
Ardisik tekrar bagintis: kullanilarak tanimlanan B - spline

fonksiyonlari asafada verilmistir.

k=1 igcin :

B;y ( x) =1 . 0 sx<h

e

T b e o o

$ekil 3.2.1 B, , Spline

? Cajlar Hikmet, Spline Interpolasyon ve Optimal Hata Tayini
Doktora Tezi, P : 10 - 24 Swduy
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k = 2 icin :

X 0 <x<h
1/h

jog)
=
"
]

2h - x h £ x < 2h

2 (1) ...

n

Big =By, (x-(i-1)h) , i

seklinde hesaplanir

2

0 h 2h
Sekil 3.2.2 Bi'2 Spline

k =3 igin :
x? 0 <x<h
By s = 1/2h% | -2x* + 6xh - 3h? h < x < 2h
x? - 6xh + 9h? 2h < x < 3h
|

Bs=Bpg (X - (i-1)h) , d1=2(1) ... ° =
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2. L
*

0 h 2h Zh

$ekil 3.2.3 B, , Spline

Biy =Byg (x-(4id-1)h) , L1=2(1) ...

-
x3 0 <x<h
-3x%% + 12hx? - 12h%x + 4h° h < x < 2h
1
Byg =
6h? 3%x° - 24hx? + 60h%x - 44n° 2h < x < 3h
-x% + 12hx? - 48h%x + 64h° 3h < x < 4h
_



k =

5 icin :

B0,5 -

Bjg=Bgs (Xx-(i-1)h) , i

1/24h*

18 .

0 h 2h 3h 4&h

Sekil 3.2.4 B; , Spline

X 0 <x<h
-x* + 20hx® - 30h%x® + 20h% - s5hf h < x < 2h
6x* - 60hx® + 210h?x® - 300h% + 155h* 2h < x < 3h
-4%x* + 60hx® - 330h%x? + 780h% - 655h* 3h < x < 4h

x4 - 20hx® + 150h?x? - 500h® + 625h* 4h < x < 5h

2 (1) ¢0n
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Sekil 3.2.5 B, ; Spline

k =6 icin :

' 0<x<h
-5%%+30hx%-60h?x%+60h%%x?-30h?x+6h® h<x<2h
10x°-120hx%+540h?%%-1140h°%?+1170h%x-474h® 2h<x<3h

— 5
By g =1/120h
-10x5+180hx%-1260h*x%-5340h%*%%+12270h%-10974h%3h<x<4h

5x°-120hx%+1140h?x%-5340h%%%+12270h%x-10974h® 4h<x<5Sh

-%°+30hx%-360h%x%+2160h%%*-6480h%%+7776h® Sh<x<6h

2 (1) eco

Bjg=Bpg (x~-(1i-1)h) , i
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3.3. Spline Fonksiyonlari Kullanilarak Gok Noktali Lineer Sinar
Defer Problemlerinin Cozlumleri

Ozellikle iki noktala sinir defer problemlerinin ¢dzlimlerinde

* COLLACATION " yontemi etkin bir bigimde kullanilir. Yapilan
calismada spline fonksiyonlari ile birlikte ydntem ¢ok noktali
problemlerin ¢ozumleri igin kullanilmastar.

Genel olarak Uglncli mertebeden sinir defer problemini ele alalim.

Plx)v( x)+p{ x)v/( x)+p"{ x )V (x)+q( x)v(x) = F ( x)

(3.3.1)

Sinir kosullari : v({a)=a
v(B)="DL (a <8 <71 )
v{tT)=c¢cC

Fonksiyon uzayinda baz teskil eden ¢, spline fonksiyonlarinin
lineer kombinasyonundan olusan v( x ) fonksiyonunu 3.3.1
denkleminin ¢6zimui olarak alalim.

vix) = ?:cy $;( x) {3.3.2)
=1

C ler bilinmiyen sabitlerdir. C sabitleri sinir kosullari ile
birlikte v{ x ) fonksiyonu diferansiyel esitligi safjlayacak sekilde
segilmelidir. Gok noktali problemler ug veye daha ylksek mertebeden
tirevliere sahip olduklara icin ¢; fonksiyonlari enaz doérdiincl
derece veya daha fazla spline derecesine sahip fonksiyonlar olarak

secilmelidir. o

BT “%
" T
SRS )
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3.3.1 denkleminde verilen sinir kosullarinda, a, b, c lerden
herhangi biri veya hepsi sifirdan farkli ise sanir kosullaranin
sifir yapilmasi gerekir. Bu amagla asagida anlatilan yontem
kullanilmistar.

3.3.1. Sinir Kosullarini Sifirlama Yontemi

Bir diferansiyel denklem,

Liyl=-y"(x)+w (X)y (Xx)
LI{Yy1l1=F{(Xx) , yYy{(0)=a , y(1)=b
a2
formunda verilsin. Burada L = dir.
dx?
u(x)=(b-a)x+a clarak secgilerek,
V(X )=y (Xx)-u{(x) yazilar.
L{[v]]=F(x)-L[u] islemi sonucunda,
v{(0)=v (1)=0 olduju gorilir. Buradan denklemin c¢cSzimi
Y (X )=v {(X)+u(x) { 3.3.1.1 )

olarak bulunur.

yapilan c¢alismada 1iki noktali sinir deler problemleri icin
kullanilan bu yontem, u( x ) fonksiyonu dofal spline fonksiyonlara
olarak segilerek ¢ok noktali sinir deder problemlerine

A

uygulanmastar. g
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({ 3.3.1 ) Denkleminin ¢ézumini dordincu ve besinci derece spline
fonksiyonlari kullanarak ¢ikaralaim.

3.3.2. Dordlincu Derece Spline Fonksiyonlari

Bolum 3.2 de verilen ¢, = B, spline fonksiyonunun tirevlerini
hesaplayalim.
4x® 0 <sx<h
h < x < 2h

-16%% + 60x? - 60x + 20

4
B, g = 24x® ~ 180x? + 420x - 300 2h < x < 3h
-16x%° + 180x%% - 660x + 780 3h < x < 4h
4x® - 60x® + 300x - 500 4h < x < 5h
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12x? 0 sx<h
-48x%% + 120x - 60 h < x < 2h
i = 72%% - 360x + 420 2h < x < 3h
-48%x% + 360x - 660 3h £ X < 4h
12x? - 120x + 300 4h < x < 5h
24x% 0 <x<h
-96x + 120 h < x < 2h
ﬁs = 144x - 360 2h < x < 3h
-96x + 360 3h < x < 4h
24x - 120 4h < x < 5h
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Xy Ko Ris2 X3 Xies Xiss

B'i,s 4] 1 11 il i 0

[]
B, 0 4 12 -12 -4 0

1]
B, 5 0 12 ~12 -12 12 0

W
B, s 0 24 72 72 -24 0

Tablo 3.3.2.1 B, fonksiyonunun dugum

deferleri

$; = B; 5

J

noktalarindaki turev

n
V= g C; By,s

Defjerlerini denklem 3.3.1 de yerine yazarsak;

px)( B + B + ... 4 c,B" ) + p/(x) ( C,B{ +

PV ( CBL + CBl + ... + By ) + @(X)( GBy + ...
Buradan denklem duzenlenirse;

¢, p(x)BY + p'(x)B) + p”(x) By + q(x) B, ]
¢, p(x) B + p'(x) B" + p"(x)B! + g(x)B, ]

c.[ p(x)BY + p'(x)BY + p”(x)B; + a(x) B, ]

elde edilir.

+

£

£ (x)

ClBl” + ..

+ CBy ) 4

+CB,) = (x)

(3.3.2.2)
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{x,)",, diglimlerinde spline fonksiyonlarinin aldigi deferler 3.3.1.2
denkleminde yerine yazilirsa n + 1 bilinmiyenli bir denklem sistemi

elde edilir. Burada n = N ~ 5 dir.

B ——
B, —
B,
o X, Xs X; b7 g X& x; Xg .o w;’
Sekil 3.3.2.3
Ornek olarak
y"=1 , y(0)=0
y(l/Z) =3 (3-3.2.4)
y (1) =0

liclinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi alalim. Denklem igin
N = 13 nokta kullanarak sistemi olugturalim. ( 3.3.2.2 )

denkleminden,

CBY « cB + B + ... + B = £ (%) olur.
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Sekil 3.3.2.5 de goérildugu gibi duguim noktasinin tek veya c¢ift
olusuna gore nokta segimi dejisir. Buna gére (x,}'',, digjlimlerinde
fonksiyonun aldigi delfjerler tablo 3.3.2.1 kullanilarak yazilirsa:;

7200 - 72C1 + 24c2 + ° ® s ° ° ® ° o ® ° = 1
—2400 + 72C1 - 7202 + 24C3 + ° ° ° e ° ® ° = l
- 24C1 + 7202 - 7203 + 24C4 + ° e ° ° = 1

oc, + Ce - 24C, + 72C, - 72C, = 1
OCO + o L3 ° - 2407 + 7208 = l

denklem sistemi elde edilir.

Sekil 3.3.2.5

Denklem sistemini matrisiyel formda yazarsak,
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Y(O) 0 ¢ Y(1/2)=1 ’ y‘l):o

Sinar kosullari igin saifirlama yontemini uygulayalim.

v(x )=y (x)-u(x)
ds

L{v]]=FP(x)-LI[ulj idi, L= — alinar.
dx3

F ( x ) = 1 oldufuna gore,
dv ddu
=1 - ( 3.3.2.7 ) dir.
dx® dx®

u( x ) fonksiyonu yerine bolim 3.1 de ( 3.1.6 ) denklemiyle
verilen q,( x ) spline fonksiyonunu alalim. ( 3.1.9 ) denklemini
tekrar yazarsak,

Opq + 40, + Oy = % [ Ay, -Ay,,] , k=1(1)n-1

Y2 = ¥ ¥, - ¥,
Ay1=____2 i . Ay°=._____1 o

-1 1
A S em— = - 7 T em— = .
Y1 = 5% 2 Ay, 5% 2 bulunur

Buradan

o; + 40, + 0, = -48 olur.
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Sinir kosullaraina 6, = S" ( %X; )
G, = 8" ( %X, ) olarak segelim.
Yo - 2¥; + ¥ -2
y" = den y" = = -8 bulunur.
h? ( 0.5 )2
Buradan
s" ( %X, ) =8" (x,) = -8 olur ve
-8 + 40, - 8 = -48
¢, = -8 elde edilir. Bu durumda
Gy = 6, = 0, = -8 olur.
0 <x <1/2 aralif§ar icin islem yapilirsa,
G0 = 22| _‘_";_h;o_’ii S Bx - x) 1
_%l[ ( X’;:% )3 B x-x) 1 +

denkleminde defjerleri yerine yazalim.
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8 (1/2 - x)? 1 x3 0 X

= -] 22 "2 _p.5(= - -0.5x] + 1%

%o (x) gl 0.5 0.5(5 - % + 33 1 +1575
g, (x) = —-g—[ 2 ( % -x)?+2x?-0.25] + 2x bulunur.

U, (x) = qy(x) alinir. d%,/dx® deferini bulmak igin

q,(x) in ard arda {i¢ kez tlirevini alalaim.

@ (x) =-2 [ 6( L -x)2+6x2]1 +2
3 2
CI(:/(X) = -—g— [ 12¢ % -x) +12x]
al(x) = —-g [-12 +12] =0
bulunur.
du,
Buradan =0 dar.
dx®

1/2 < x < 1 aralifi icin benzer islemler yapilir. Buna gore:

- 3
g (x) = -2 | Lx-x)

3 h

(X—xl):s

-h(x, -x) + 7

-h(x-2x)1 +

X, - X

7 1

v I

denkleminde deferler yerine yazilirsa,
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q1=—% [2(1-x‘)3+2(x—%)3—0-25]-2(x-1)

d,

elde edilir. u, ( x ) = q, ( x ) alinmir ve
dx3

oldugju gorulur.

d3v

Denklem ( 3.3.2.7 } de 1 olur.

dx?

Denklem ( 3.3.2.6 ) da gosterilen matrisiyel formda f ( X, ) =1,
i =3 (1) 11 alinarak sistem ¢ozulir. ¢ézim deferleri,

V(%) +y (x) p 0 < x < 1/2

y ( x)

vy ( ) v(ix)+u (x) . 172 < x < 1

alinarak bulunur. N = 50 alinarak bulunan deferler tablo 3.3.2.8 de
verilmistir. ( 3.3.2.4 ) denkleminin gergek ¢Ozimu :

Y= (1/6 ) x* - ( 51/12 ) x% + ( 49/12 ) x dir.
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% Yy Y, Hata
r T 1 T 1
|6.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000 |
— H | —
0.1 | 0.36011374 | 0.36599999 | 0.005 |
— - | 2
|0.2 | 0.64020525 | 0.64800000 | 0.007 |
—t | | ]
|0.3 | 0.84024355 | 0.84699994 | 0.006 |
— - J. ﬁ*
|0.4 | 0.96024031 | 0.96400004 | 0.003 |
—t - { —
|0.5 | 1.00020720 | 1.00000011 | 0.000 |
—— ; J. !
|0.6 | 0.96015588 | 0.955989997 | 0.004 |
—t — l —
|0.7 | 0.84009796 | 0.83299994 | 0.007 |
— - | —
|0.8 | 0.64004523 | 0.63200020 | 0.008 |
— | i —
l0.9 | 0.36000924 | 0.35400032 | 0.006 [
—t { i !
l1. | 0.00000129 | 0.00000095 | 0.000 |
l |- i 1 }
Tablo 3.3.2.8 Y; ¢ By, Spline ¢ozimi
Y, : Gergek gozim
3.3.3. Besinci Derece Spline Fonksiyonlar:
BOlim 3.2 de verilen ¢; = B, spline fonksiyonunun tilirevlerini

hesaplayalim.
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5x4

~25%% + 120%° -

50x4 - 480x° +

-50x% + 720x°

25x4 - 480x° +

-5x% + 120%°

-

20x3
-100x° + 360%% -

200x° - 1440%?

-200%x° + 2160x2

100x% - 1440x?
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180x? + 120x - 30

1620%% - 2280x% + 1170

3780x% + 8520x - 6930

3420x% - 10680% + 12270

1080x%% + 4320% - 6480

360x + 120

+ 3240% - 2280

- 7560 + 8520

+ 6840x - 10680

-20x% + 360%? - 2160x + 4320

2h £ x < h

3h ¢« x ¢ 2h

5h < x < 6h

0 <x<h

h < x € 2h

2h <« x < h

3h < % < 4h

4h < x < 5h

5h < ¥ < 6h
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60x? 0 <x<h
-300%? + 720 - 360 h < x < 2h
600x? - 2880xX + 3240 2h < x < 3h
i
i -
-600x% + 4320x - 7560 3h < x < 4h
300x? - 2880x + 6840 4h < x < 5h
-60x2 + 720x - 2160 5h < x < 6h

B, , fonksiyonunun diGdim noktalarindaki tirev defderleri tablo
3.3.3.1 de verilmistir.

s et Xie2 Rie3 Xied X5 X546

B, 5 0 1 26 66 26 1 0
B o 0 5 50 0 ~-50 -5 0
B, , o 20 40  -120 40 20 0
iy

B, ¢ 0 60  ~-120 0 120 -60 0
iy

B, g 0 120 -480 720  -480 120 0

Tablo 3.3.3.1
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n

¢j = B.i,s 2 v = ; Cj Bj,G

Deferleri denklem ( 3.3.1 ) de yerine yazilir ve denklem
diizenlenirse, dorduncu derece spline ig¢in olusturdufumuz (3.3.2.2)
denklemi elde edilir.

{x,)%,, diylimlerinde spline fonksiyonlarinin aldifi deferler tablo

3.3.3.1 kullanilarak ( 3.3.2.2 ) de yerine yazilirsa, n + 1
bilinmiyenli denklem sisitemi elde edilir. Burada n = N - 6 dir.

B T

Xo Xy X Xz Xe Xs X Xy Kyt Xw

Sekil 3.3.3.2

BOlum 3.3;2 de verdijimiz Ornedi alalim. N = 15 nokta kullanarak
denklem sistemini olugturalim. n = 9 olduduna gore;

it

"ecB"+cB"+ ...+ B = £ x)

C,Bs

yazalir. ({x,)",, diglimlerinde fonksiyonun tilrevlerinin aldigi
dejerler tablo 3.3.3.1 kullanilarak yazilirsa, ( 3.3.3.4 ) de
matrisiyel formda gosterilen denklem sistemi elde edilir.
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Sekil 3.3.3.3

£f{x)

£f(x)

£ (%)

f (%)

£ %)

£f(x)

£ %)

£ %)

(%)

60

-120

-120 60

0

0 -120 60

120

0 -120 60

120

-60

120 0 -120 60

-60

120 0 -120 60

-60

120 0 -120 60

-60

120 0 -120 60

~-60

120 0 -120 60

-60

120 0 -120

-60

{ 3.3.3.4 )
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B6lim 3.3.2 de sinir kosullari icin yapilan islem sonucunda
f(x,)=1 bulunmustu. ( 3.3.3.4 ) de gosterilen matrisiyel formda
f( %, ) = 1 alinarak sistem ¢Ozlilir. N = 50 icin bulunan ¢&zim
deferleri tablo 3.3.3.5 de verilmistir. Burada,

V{x)+u (x) ’ 0 < x < 1/2
v {x]}+u (x) ’ 1/2 s x <1

y ( x)
y ( x)
olarak alinmistar.

X, ¥y ¥, Hata
M T 1 I L
|0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000 |
| i | | |
{ ] LB { 1
|0.1 | 0.35998970 | 0.36599999 | 0.006 |
| | | _ j
| 1 I ) 1
|0.2 | 0.63999861 | 0.64800000 | 0.008 |
] ] i i |
I [ I | 1
|0.3 | 0.83999710 | 0.84699994 | 0.007 ]
| | } 1 |
T | L [} 1
|0.4 | 0.95999549 | 0.96400004 | 0.004 |
| ] [ | |
I I I | |
|0.5 | 0.99999411 | 1.00000011 | 0.000 |
i 1 | | |
| 1 | | L
|0.6 | 0.95999331 | 0.955999997 | 0.003 (
[ 1 | | |
| [ I | L
|0.7 | 0.83999336 | 0.83299994 | 0.006 |
| i | | |
{ 1 1 | L
|0.8 | 0.63999470 | 0.63200020 | 0.007 |
— | | .
|0.9 | 0.36000013 | 0.35400032 | 0.005 |
| i | 1 ]
| i R | L
|1. | 0.00000011 | 0.00000095 | 0.000 |
i 1 1 1 J
Tablo 3.3.3.5 Y, ¢ By g Spline ¢ozimi

¥, : Gergek ¢oOzum
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4. COK NOKTALI LIiNEER SINIR DEGER PROBLEMLERINE SPLINE YONTEM1
UYGULAMALARTI VE SONUCLARIN SONLU FARK YONTEMiYLE
KARSILASTIRILMASI

B6lum 3.3 de sunulan yontem kullanilarak asafidaki diferansiyel
denklemi verilen sinir kosullari altinda ¢bzelim.

v 42yl -3y =1,

sinir kosullari

y(0) =1
(4.1)

y(1/2) =0

y(1) =-1

Islemlerde kolaylik sajlamak amaciyla N = 13 nokta kullanarak
dordunci derece spline fonksiyonlari ile sistemi olusturalam.

n
y(x)=ECij , nN=N-5
5o

Deferlerini denklem ( 4.1 ) de yerine yazar ve C, katsayilarina

gore dlzenlersek;

+
&

( B + 2By - 3By )c, + ( B{ + 2B/ - 3B] ),

( BY + 2B - 3B3 )C,

"
)

elde edilir. Burada {x,}"' _, diglimlerindeki spline fonksiyonlarinin
turev deferleri tablo 3.3.2.1 ve sekil 3.3.2.5 kullanilarak
bulunup yverine yazilirsa, asafida matrisiyel formda verilen denklem
sistemi elde edilir.
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Sinir kosullarini bdlim 3.3.1 ve 3.3.2 de verilen ydnteme gore

sifirlayalam.

v(x)=y(x)-u{(x) , L[v]=F[x]-L[u] den

v e 2v¥ ~3vi =1 - [ u™ + 2u” - 3u’) (4.3) yazilir.
1 as . s
d, u®, u’ turev deferlerini hesaplayalim.
-1 -0 -1
= . = = = = -2
Av = =573 2 A= T53

o, + 40, + o, (6 /70.5)][ -2+ 2]
+ 40, + 0, = 0 oclur.

y* = ( -1 - 2%¥0 +1 ) /h? den y*" = 0 bulunur.

oy = 8" ( % )
e, = s" ( X, ) yaklasim deferlerinden,
6, = 0, =0, =0 oldugu goérulir.

0 £ x < 1/2 araliga igin

X — X X - %

) + ¥ |
h h

9y = Yg ) dan

(1/70.5) (1/2-2%x)

0

Ay 2 (0.5-x)  bulunur. u, ( x ) = g olarak alinmir.
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ui (X ) = -2 ’ 1ﬁ (x)=20 s UT (x)=20 bulunur.

Defjerler denklem ( 4.3 ) de yerine yazilirsa,

Vlll + 2V” - 3VI =1 ~ [ -3(-2) ]

vl 4 2yl —3y! = -5 bulunur.

1/2 s x < 1 aralifi igin benzer igslemler yapailirsa,

X, - X X - X,
9 = Y, ( )+ Y ( ) den
h h
g, = -2 (Xx-0.5) elde edilir. u, ( x ) = q; olarak alinar.
! ] m
u, { X ) = -2 . u, (( x ) =0 g u, { x ) =0 bulunur.
Bu durumda ( 4.2 ) matrisiyel formunda f ( %, ) = -5 ,1 =3 (1) 8.

alinarak sistem ¢o6zulldr. ( 4.1 ) denkleminin ¢oézuma;

y(x)=v (x)+y (x) ., 0 < x < 1/2

Yy ( X ) vV (x) +u ( X) ’ 172 s x < 1

alinarak bulunur.
( 4.1 ) denklemi analitik olarak ¢ozlilirse,
Y = 1.212087701 - 0.700105738e* + 0.488018036e™ - ( 1/3 ) x

elde edilir.
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N = 50 nokta ig¢in olusan sistemin ¢o6zim deljerleri tablo 4.4 de
verilmistir. BOlum 2 de sonlu fark yontemiyle bulunan deferlerin
tablo 4.4 deki deferlerle karsailastirilmasi tablo 4.6 da
verilmistir.

X, Y4 ¥, Hata
[ I T i 1
lo.0 | 1.00000000 | 0.99999999 | 0.0000 |
| | i } 1
| I T I 1
|o.1 | 0.79999339 | 0.76655047 | 0.0334 |
| | | 1 |
I I | T 1
|0.2 | 0.59999417 | 0.55813994 | 0.0418 |
L | | } |
| I T T ]
|0.3 | 0.39999496 | 0.36545718 | 0.0345 |
| | } | 1
| | 1 T |
|0.4 | 0.19999575 | 0.18130760 | 0.0186 |
[ | | i 1
{ | T | [
|0.5 |-0.00000351 |-0.000033389 | 0.0003 |
| | ] | 1
[ I 1 1 1
|0.6 |-0.20000266 |-0.182919230 | 0.0170 |
L | ] i 1
{ I 1 1] 1
|0.7 |-0.40000193 |-0.37132449 | 0.0286 |
| i | ] 1
i | T i i
|c.8 |-0.60000108 |-0.56842088 | 0.0315 |
— f | ]
|0.9 |-0.80000035 |-0.77709685 | 0.0229 |
[ i ] | _ 1
i | T i 1
|1. |-0.99999941 |-1.00003251 | 0.0000 |
] 1 {

L 1

Tablo 4.4




lo +¥; ¢ Bj; Spline cdziimi

s Y. : Gergek ¢dozim

~4.64

Sekil 4.5 B, spline ve gergek ¢ozim grafiyi

Bis > Sonlu fark

X, Spline ¢ozumu  yontemiyle g¢ozum
0.0 1.00000000 1.00000000
0.1 0.79999339 0.80000000
6.2 0.59999417 0.60000000
0.3 0.39999496 0.40000000
0.4 0.19999575 0.20000000
0.5 |-0.00000351 0.000000000
0.6 |-0.20000266 -0.200000010
0.7 -0.40000193 -0.40000010
0.8 |-0.60000108 -0.60000000
0.9 |-0.80000035 -0.80000010

1. -0.99999941 -1.00000000

Tablo 4.6
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o gevriek gozim
+ splime gozuwmu
# somiu gark coalimu

—4.4 |

Sekil 4.7 Spline ¢ozlmi ve sonlu fark yontemiyle ¢ozimin
grafik olarak gosterilmesi

( 4.1 ) denklemini besinci derece spline fonksiyonlari ile ¢ozelim.
N = 15 nokta alinarak, tablo 3.3.3.1 ve sekil 3.3.3.3 kullanmilarak
olusturulan denklem sistemi matrisyel formda asagida verilmistir.
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50 nokta ig¢in olusturulan sistem kullanilarak, (

denkleminin ¢ozuim deferleri tablo 4.9 da verilmisgtir.

X, ¥4 ¥, Hata

T i — 1 — —
|0.0 | 1.00000000 | 0.99999999 | 0.0000 |
— — 4 a
|0.1 | 0.80000002 | 0.76655047 | 0.0334 |
—t s 2 2
|0.2 | 0.60000006 |- 0.55813994 | 0.0418 |
—t | - =
|0.3 | 0.40000005 | 0.36545718 | 0.0345 ]
— —+ — .
|0.4 | 0.20000041 | 0.18130760 | 0.0186 l
— { | 2
|0.5 |-0.00000208 |-0.000033389 | 0.0000 l
P — = 2
|0.6 |-0.19998323 [-0.182919230 | 0.0170 |
— —+ — 2
|0.7 |-0.40012413 |-0.37132449 | 0.0287 |
— —+ = s
|0.8 |-0.59891043 |-0.56842088 | 0.0304 |
— — + 1
|0.8 [-0.79999995 |-0.77709685 | 0.0229 |
—t— + + 4
|1. |-0.99674974 |-1.00003251 | 0.0032 [
{ 1 i 1 ]
Tablo 4.9 ¥; ¢ B, Spline ¢ozimi

: Gergek ¢6zlm

401

)
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Sekil 4.10 B, Spline ve gergek ¢ozum grafigi
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5. SONUC VE TARTISMA

Cok noktala sainir defer problemlerinin ¢ozuimlerinde yaygin olarak
kullanilan yoOntemler, sonlu fark ve  invariant-imbedding
ySntemleridir, Onceki bdllimlerde spline fonksiyonlari yardimiyla
cok noktali 1lineer sinir defer problemlerinin c¢o6zumleri
arastirilmis, sonuglar sonlu fark yontemiyle karsgilastairiimistar.

Spline fonksiyonlari kullanilarak elde edilen ¢6zUm deferlerinin,
sonlu fark yontemiyle elde edilen deferlerden daha iyi oldudu
gorilmektedir.

Spline fonksiyonlarinin polinomlardan meydana gelmesi sayisal
¢ozumlerin elde edilmesinde kolayliklar saflamaktadir. Buna karsin
invariant-imbedding yontemiyle sonucun elde edilmesinde uzun teorik
islemler gerekmektedir. Spline fonksiyonlari ile elde ettifimiz
sonuglar invariant-imbedding yéntemine gore daha basit ve kaisa
surede bulunmustur. ( 4 )

Coézimlerde nokta sayisi ve spline derecesine badli olarak hatada da
onemli bir artig ve azalis gorulmemistir. Ayrica herhangi bir
salinima rastlanmamigtir. Buda spline fonksiyonlarinin, derece ve
digum sayisina bagla kalmadan ¢ok noktali sinir defer
problemlerinin ¢6zumiinde uygun bir yéntem olacadini gostermektedir.

Sinirlarda y(e) = a , y(8) =b , y(t) =c , (@« < 8 < ¢ ) kogullara
ile verilen problemlerin g¢dzumlerinde direkt olarak spline’larin
uygulanamayacaia anlagilmistair. Sinarlar ig¢in uygun bir doénlsim
yapilarak, spline fonksiyonlari uygulanir hale getirilmistir.
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