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OZET

”Sonsuz bolgede verilmis ikinci mertebeden eliptik tipteki diferansiel operatérlerin
ozdegerlerinin sayisimin asimtotik ifadesi ” adli bu tez iki béliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde L3[0,00) dan L3[0,00) a

I(y) = —d=(p(2) 32) — a(=)y

diferansiel ifadesi ve y(0) = 0 simr koguluyla olugturulan L operatoriiniin € pozitif
bir say: olmak tizere —e dan kﬁgﬁk olan ozdegerlerinin N(e) sayis: igin € — 0 iken
asimptotik formiiller elde ettik.

H aynlabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere , R™ Oklit uzayinda tammli degerleri

H a ait olan kuvvetli olgiilebilir ve

S~ 1f(@)[5dz < o0, (z =(z1,%2,..,2x) € R")

kogulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini Hy = Ly(H : R™) ile gosterelim.

H, uzayinin herhangi iki f ve g elemanlarinin i¢ carpimim

(f:9) = Jp~(f(2),9(2))ndz

formiilii ile tamimlarsak, H; ayrilabilir bir Hilbert uzay: olugturur.

Ikinci boliimde ise, Hy den H; e

I(u) = =371 2 (aij(z) %) + Q(z)u

diferansiel ifadesi ile olugturulan kendine eg L operatériintin spektrumu incelenmisg

ve ozdegerlerin sayisi i¢in asimtotik formiil bulunmugtur.

iii



ABSTRACT

This thesis with the title ” Asymptotic expression of the number of eigenvalues
of differential operators of second order in elliptic type given in infinite region”

consists of two chapters
In the first chapter, we obtained the asymptotic formulas of operators L forming

with differantial expression

i(y) = —d—i-_(p(w)i—i) — q(z)y

from L3[0,00) into L3[0, 00) and the boundary condition y(0) = 0 when € — 0 for
number N(e) of eigenvalues less than —e, where € is apositive real number.

We denote by Hy = Ly(H : IR™) the set of all functions f satisfying condition

f]Rn || f(z)||%4dz < 00, (z =(z1,2Z2,..,2n) € R™)

and strongly measurable belonging to H defined on Euclidean space IR") and
with the values in H, where H is a separable Hilbert space. If we define the inner

product of arbitrary two elements f and g of the space H; with the formula

(f’g) = fIRn (f(x)ag(x))de

then H; becomes a separable Hilbert space.
In chapter 2, the spectrum of self adjoint operator L from H; to H; forming with

differentila expression

(u) = -7, 2 (aij(z)22) + Q(z)u

has been studied and the asymptotic formula for the number of eigenvalues has

been found.

v



1.0 GIRIS

Bu caligmada ikinci mertebeden eliptik tipteki tekil diferansiel operatorlerin oz-
degerlerinin sayisimin asimtotik davranisi incelenmigtir. S6z konusu ¢aligma iki
boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde L2[0,00) — L3[0, 00) a ikinci mertebe-
den bir diferansiel operatoriin negatif 6zdegerlerinin sayis: i¢in asimtotik formiiller
bulunmustur. Ikinci béliimde ise , "kismi tiirevli eliptik tipte kendine eg simrsiz
operator katsayili bir diferansiel operatoriin spektrumu ve 6zdegerlerinin sayisinin
asimtotik davramg” incelgnmi§tir.

Agagida boliimlerin temel ayrintilarim verecegiz:

3.0 Ikinci mertebeden bir diferansiel operatdriin negatif dzdegerlerinin sayisimn

asimtotik davramginin incelenmesi baghg: altinda L3[0,00) dan L,{0,00) a

I(y) = —£(p(z) %) — q(z)y

diferansiel ifadesi ve y(0) = 0 sinir kosuluyla olugturulan L operatoriiniin € po-
zitif bir say1 olmak tizere , —e dan kiigiik olan dzdegerlerinin N(e) sayist i¢in
e — 0 da asimptotik formiiller elde edilmigtir. {(y) ifadesinde yer alan p(z) ve
g¢(z) fonksiyonlan pozitif fonksiyonlardir ve ayrica ¢(z) in monoton azalan oldugu
varsayiliyor.

g,q nun ters fonksiyonu ve € < g(0) olmak {izere L3[0, g(¢)] dan L[0, g(e)] a I(y)

ifadesi ve sirasiyle

y(0) = y(g(e)) =0
y'(0) =y'(g9(e)) =0

smir kosullariyla olugturulan operatérler L' ve L” bu operatorlerin —e dan kii-
¢iik olan Szdegerlerinin sayi1s1 da N'(e) ve N"(e) olsun. Teorem 3.1.3 de p ve ¢

fonksiyonlar: belirli kogullar: sagladiklar: taktirde

N'(e) < N(e) £ N"(e)

T.C. YOKSEXGGRETIM KURDL
- U
DOKUMANTASYON MERKEZ]



oldugu ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.5 , 3.1.6 ve 3.1.7 de N'(e) ve N"(e) fonksiyonlarimi R. Courant’in var-
yasyon prensipleri yardimiyla sirasiyla alttan ve iistten sinirlandiriyoruz. N'(e) ve
N"(e) i¢in elde edilen esitsizliklerden yararlanarak Teorem 3.2.1 ve 3.2.4 de N(e)

igin asimtotik formiiller bulunmugtur.

Cesitli diferansiel operatérlerin negatif 6zdegerlerinin asimtotik davramglar: Ska-
cek, B.Y, 1963, Adigiizelov, E.E, 1980 ve Maksudov, F.G, Bairamoglu,M. Adigii-
zelov, E.E, 1993 caligmalarinda incelenmigtir.

”4.0 Kismi tiirevli eliptik tipte operatdr katsayih bir diferansiel operatoriin spekt-
rumunun incelenmesi ve 6zdegerlerinin sayis: igin asimtotik formiil” baghig: altinda

ise agagidaki esaslar yer almaktadir:
H aynilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere R® Oklit uzaymnda tanimh, degerleri

H uzayma ait olan kuvvetli 6lgiilebilir ve
fmn ||f(1:)”%1d$ <00, IT= (x1,$27--)$n) e R"

kogulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini Hy = Ly(H; R") ile gosterelim. H,

in herhangi iki f ve g elemanlarimin i¢ ¢arpimini

(f,9) = Jgn(f(2), 9(2))ndz

formiili ile tamimlarsak , H; uzay: ayrilabilir bir Hilbert uzay: olugturur

Hl den Hl e
(u) = ~5Fj1 505 (0ij(2) 2) + Q()u

diferansiel ifadesi ile olugturulan kendine eg L operatoriiniin spektrumu incelenmig
ve 6zdegerlerinin say1si1 igin asimtotik formiil bulunmugtur. I(u) ifadesinde yer alan
reel degerli a;j(z) = aj;(z) fonksiyonlarn IR™ uzayinda siurh a"%iz),

(i,j,k =1,...,n) turevlerine sahiptir ve
vELL &} < BFjmq0ii(2)6il S uELL, €, (vp>0)

kogulunu saghyor. Herbir z € R" i¢in D(Q(z)) C H olmak {izere
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Q(z) : D(Q(z)) den H a kendine eg operatordiir. Nzern»D(Q(z)) kiimesi H da
yogundur.

Q(z) > I ve Q7 (z) € 0oo(H) dur.

Bu bélimde Q(x) operatér fonksiyonunun bagka kogullan sagladigy varsayilarak
L operatoriiniin saf ayrik (discrete) spektruma sahip oldugu ispatlanmig ve X bir
pozitif say1 olmak iizere A dan kii¢lik olan 6zdegerlerin N(A) sayis1 igcin A — oo

iken

N ~ GryrETn i Jozy 2@ — ai(z)) 2 dz

asimtotik formiili bulunmugtur. Bu formiilde yer alan a;(z) < a2(z) < ... <

am(Z) < ... fonksiyonlar1 Q(z) operatoriiniin 6zdegerleridir. Ayrica

B(z) = [pa e TrimsiGRGde (€= (6,8, 6))

ve (5 +1)= f0°° tZe tdt dir. Saf ayrik spektruma sahip olan operator katsayil
diferansiel operatorlerin 6zdegerlerinin sayisinin asimtotik davramg:, Kostyuchen-
ko, A.G., Levitan, B.M., 1967, Bayramoglu, M., 1971, Maksudov, F.G., Hiiseynov,
V.G.,1978, Aslanov, G.1.,1994 ve bir¢ok bagka ¢aligmalarda incelenmigtir.



2.0 ON BILGIiLER

f(z) ve {fr(2)}$° R™ Oklit uzayinda tammh, degerleri bir B Banach uzayimna ait
olan herhangi fonksiyonlar olsun.

2.1. Tanim IR"™ uzayinda tanimh ve deger kiimesi sayilabilir bir kiime olan bir f
fonksiyonu her bir degerini dlgiilebilir bir kiime tizerinde alirsa, bu f fonksiyonuna
sayilabilir degerli fonksiyon denir.

2.2, Tanim Her F' € B* (B*, B tzerindeki tiim simrh lineer fonksiyoneller
kiimesi olup, dual uzaydir) i¢in F[f(z)] skaler fonksiyonu Lebesgue anlaminda
Slgiilebilir ise, f(z) fonksiyonu zayif dlciilebilirdir denir.

2.3. Tammm IR" uzayinda hhhy (hemen hemen her yerde) limg—oo||fi(z) —
f(z)|lB = 0 olacak gekilde sayilabilir degerli fonksiyonlarn bir {fx(z)}° dizisi
varsa, f(z) fonksiyonu kuvvetli olgiilebilirdir denir.

2.4. Teorem (Hille, E., Phillips, R.S., 1957) Degerleri ayrilabilir bir B Banach
uzaymna ait olan fonksiyonlar igin kuvvetli ve zayif olgiilebilirlik denktir. H ay-
rilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere, IR™ Oklit uzaymnda tamml, degerleri H

uzayina ait olan kuvvetli olciilebilir ve

f]Rn Hf(w)”%qd“’ <o, (x=(x1,%Xz,""" ,Xn) € IR")

kogulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini Hy = Lp(H;IR") ile gosterelim.

H; uzaymnin herhangi f ve g elemanlarinin i¢ ¢arpimm

(fag) = fIR." (f(a:),g(a:))de

formiilil ile tamimlamrsa, Hy kiimesi ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olugturur (Kirillov,
A.A., 1976).

2.5. Ornekler 1) H = R = (—o0,00) olsun. Bu durumda H; = Ly(H;IR")
uzay1, Ly(IR") uzay: olur. 2) H = R™ olsun. Bu taktirde H; = Ly(R™;IR")

uzayi

SR (B2 23(8)]dt < 00
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egitsizligini saglayan z(t) = (z1(t),z2(t), -, m(t)) elemanlarindan (vektor fonk-
siyonlar1) olugan bir kitmedir. Bu uzaym z ve y = y(t) = (y1(2),y2(t), - - , ym(2))

elemanlarinin i¢ ¢arpim

(z,y) = Jpo [y 2i(t)yi(t)]dt

geklinde tanimlanir. 3) H = Ly[a, b] olsun. Bu durumda H; = L(H;R") uzay
S (f Ju(t, 8)[2ds)dt < oo

olacak gekilde z(t) = u(¢, s) fonksiyonlar kiimesidir.
2.6. Tanim: f(z) € Hy = Ly(H;IR") olsun.

limz—zo||f(z) — f(zo)|lr.=0

ise, f fonksiyonu z¢ noktasinda kuvvetli stireklidir denir.

(zl,zz,..,x;+Aa:.~,z.-+1,..,zn)—f(zl,zz,..,z,.)
Az;

limazs—o|| L —ullg =0

ise, u € H elemanma f fonksiyonunun z = (z1,z3,..,%Zn) noktasinda z; degis-
kenine gore kuvvetli kismi tiirevi denir ve f, (z) yada %if) seklinde gosterilir.
Bundan sonra kuvvetli siirekli ve kuvvetli tiirev yerine sirasiyla sadece strekli ve
tirev terimlerini kullanacagz.

H bir Hilbert uzay: ve A : D(A) — H kendine eg bir operatér olsun (D(A4) C H).
Vz € D(A) , z # 0 icin (Az,z) > 0 ((Az,z) < 0) ise A ya pozitif (negatif) ope-
ratordiir denir ve A > 0 (A < 0) seklinde yazhr. Vz € D(A) icin (Az,z) > 0
((Az,z) < 0) ise A ya negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatérdiir denir ve
A >0 (A <0) geklinde gosterilir.

A ve B kendine es herhangi iki operator olsun.

D(A) ¢ D(B) ve A— B : D(A) — H operatorii pozitif (negatif olmayan) bir
operatdr ise, A ya B den biiyiiktiir (kiigiik degildir ) denir ve A > B (4 > B)
olarak yazihr. A : H — H tam siirekli bir operatdr ise , A € 0o(H) geklinde

yazacagiz.

Kendine eg bir A operatoriiniin spektrumu sadece herbirinin kathhig: sonlu olan

T.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKTMANTASYON MERKEZE
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A1, A2, An, ... Ozdegerlerinden ibaret ve
limp, o0 [An] = 00

ise , A operatorii saf ayrik spektruma sahiptir denir.

2.7. Tamim A negatif olmayan kendine eg bir operatér ve B de kendine es bir
operator olsun. B?2 = A ise , B ye A min karekokii denir.

2.8. Teorem (Lysternik, L.A. and Sobolev, V.I., 1955) Negatif olmayan
kendine eg bir A operatériiniin bir tek negatif olmayan kendine eg B karekokii
vardir ve eger C , AC = CA olacak gekilde herhangi bir lineer operatér ise ,
BC = CB dir.

A opératérﬁnﬁn pozitif karekokii A1/2 geklinde yazilr.

A € 0(H) sifirdan farkli bir operatdr olsun. Bu durumda A*A kendine eg po-
zitif bir operatordiir ve |A*A|'/? € 0o (H) dir (Cohberg, I.C. , and Krein, M.G.,
1969). Bu operatériin sifirdan farkl 6zdegerleri s > s3 2> ... > s > ... ol-
sun. Burada herbir dzdeger kendi kathlhk sayis1 kadar yazlmigtir. (A*A)'/? po-
zitif operator oldugundan , s;,s2,..., Sk, ... sayillan pozitif sayilardir. Bu sayila-
ra A operatériiniin s sayilar: denir. A nin s sayilar: bazan sg(4), (k¥ = 1,2,...)
seklinde de yazilabilir. Eger A normal operatér yani A*A = AA* ise, o zaman
sk(4) = |M(4)],(k =1,2,...) dir (Cohberg, 1.C. and Krein, M.G. ,1969). Burada
IAM(A)] = |A2(A)] = ..., A operatoriiniin sifirdan farkh ézdegerleridir. A operato-
riiniin s sayilarinin sayisim v(A) ile gosterecegiz. v(A) sonlu ya da sonsuz olabilir.

s sayilari
f215%(4) <00, (p21)

kogulunu saglayan tiim A € o (H) operatorleri kiimesinin ”O” operatorle birle-
simini o, yada o,(H) simgesiyle gosterecegiz. Burada o, (p > 1) bir Banach
uzayidir (Cohberg,i.C. , and Krein,M.G. ,1969). Bu uzaymn her A # 0 operatori-

niin normu

NAll, = [Er)st(A) M/
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seklinde tanmimlanir ve ||O||, = 0 kabul edilir. Bazan ||4||, yerine [|Allo,(z) da
yazilabilir.

2.9. Tamim (Cohberg, I.C. and Krein, M.G., 1969) o, uzayina ait olan
bagka bir deyigle s sayilar: igin

%5 (A) < oo

ozeligini saglayan A € 0xo(A) operatoriine gekirdek operatérii denir. A € o,(H)
ve Be L(H,H) ise ,

I BAll, < [ BII1| All,
4B, < [|BIlIlAll»

dir. Ayrica p; < p; ise , 0, C 0p, dir.
2.10. Tanim A:H — H bir sinirh lineer operator ve {ex}$® C H bir orto-
normal taban olsun. X2 ,(Aes,ex) serisi yakinsak ise , bu serinin toplamina A

operatériintin {ex}$° ortonormal tabaninda matris izi denir.

2.11. Teorem (Cohberg, 1.C. and Krein, M.G., 1969) A bir gekirdek ope-
ratorii ise , her {ex}7° C H ortonormal taban i¢in £%2 , (Aeg, e ) serisi yakinsaktir
ve bu serinin toplami {ex}§° tabaninin se¢imine bagh degildir. '

Bu teoremden goriildiigii gibi gekirdek operatoriintin her ortonormal

{ex}$° C H tabaminda matris izi vardir ve bu iz {ex}$° tabaminin se¢imine bagh

degildir. Cekirdek operatoriintin matris izi rA simgesi ile gosterilecektir:
trA = X2, (Aek, ex).

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatérii ve a ve 8 herhangi iki say ise ,

tr(aA + BB) = atrA + BtrB ve trA* =trA dur.

2.12. Teorem (Cohberg, i.C. and Krein, M.G., 1969) A € 0us(H) , B €
L(H,H) ve AB,BA € 0, ise, tr(AB) = tr(BA) dur.

2.13. Teorem (Cohberg, I.C. and Krein, M.G., 1969) Cekirdek operatorii-

niin matris izi igin



trA = SN (A)

dir. Burada her A; 6zdegeri kendi katlilik sayis1 kadar toplanmigtir. Eger
A€o,,(1<p<o)ve{e}y,(1 <w< o)

bir ortonormal topluluk ise,

T2y |(Aei, e)lP < (114]1,)17

dir. Bu egitsizlikten 6zel olarak A ¢ekirdek operatorii igin |trA| < ||A]|1 elde edilir.
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3.0. IKINCi MERTEBEDEN BiR DIiFERANSIEL OPERATORUN
NEGATIF OZDEGERLERININ SAYISININ ASIMTOTIK
DAVRANISININ INCELENMES{

3.1. 6zde§erlerin sayis1 icin bazi egitsizlikler

L,[0, 00) uzayinda

I(y) = — £ p(z) 2] ~ g(z)y(2) (3.1.1)

diferansiel ifadesi ve y(0) = 0 sinir koguluyla olugturulan L operatdriinii gézoniine
alahim. (3.1.1) ifadesinde bulunan p(z) ve g(z) fonksiyonlarinin agagidaki kogullar:

sagladlkla.nm varsayalim:

1%) p(z) fonksiyonunu [0, co) araliginda siirekli tiireve sahitir.

29) ¢; < p(z) < ¢, olacak gekilde pozitif ¢; ve cp sabitleri vardir.

3°%) p(z) fonksiyonu monoton azalmayan ve g(z) fonksiyonu monoton azalandur.
49%) ¢(z) fonksiyonu [0, c0) araliginda siirekli ve pozitif degerlidir.

5%) lim;—00g(z) = 0 dir.

(Naimark,1968) de L operatdriiniin alttan sinirli ve spektrumunun negatif kisminin
ayrik oldugu ispatlanmigtir. N(e) ile L operatériintin —e (e > 0) dan kiigiik olan
0z degerlerini gosterelim. Bu ¢aligmada amacimiz € — 0 da N(e) nun asimtotik
davranigini incelemektir. Ly[a,c0) uzayinda (a > 0 bir sayidir).

hy) = —d%[p(z)%] diferansiel ifadesi ve y'(a) = 0 siur koguluyla olugturulan
Ly operatoriinii de gézoniine alahim.

3.1.1. Teorem : p(z) fonksiyonunu [0, co) arahginda monoton azalmayan ve (2°)

kogulunu sagliyorsa, her bir y(z) € D(L) igin

(Zoy,y) =~ fy~ [p(=)y'(2))'y(z)dz
=fo p(@)ly'(z)*dz

dir.
Ispat. Her bir y(z) € D(Ly) igin
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JIp(2)y (@) y(@)de = pla)y' (@)@ - [} p()ly'(z)Pdz (a <)
ya da
Jle(@)y'(@)]'y(@)dz = p(B)y' (B)y(®) — f, p(=)ly'(z)Pdz(a > 0) (3.1.2)
Bu esitligin sol tarafindaki ifadenin b — oo icin sonlu limiti var ve
limy—oo [, [p(2)y' (2)]'y(@)dz = ~(Loy, y) (3.1.3)

olup, bu nedenle (3.1.2) nin sag tarafindaki ifadenin de b — oo i¢in sonlu limiti
olmahdir. Once

limp—oo f: p(2)ly'(z)|*dz = L7 p()ly' (z)]2dz < oo
oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim. Yani
Jo p@)ly' (2)Pdz = oo

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

limp—oop(B)y' (B)y(b) = oo

olacaktir. ¢; < p(z) < ¢z (e1,¢2 > 0) oldugundan, buradan
limp—ooy'(B)y(b) = oo

bulunur. Bu durumda

limp—ooy'(B)y(b) = oo

olacaktir. Bu son iki egitlikten

limp—oo(ly(b)[?) = 00

elde edilir. Burada goriildiigii gibi |y(z)|? fonksiyonu bir [d, 00) (d pozitif bir sabit-
tir) aralifinda monoton artandir. Bu ise y(z) € Lz[a, o0) olmas: koguluna aykiridir

ve dolayisiyle
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[ p(@)ly' (2)Pde < oo (3.1.4)
olmalidir. (3.1.2)-(3.1.4) bagntilarindan
lim—oop(B)y' (B)U(B) = limi—oup(B)5 (y(b)

limitlerinin ve dolaysiyle limg—,oop(a)(|y(a)|?)' limitinin sonlu oldugu sonucu g-
kar. Hipotez geregi p(z) fonksiyonu monoton azalmayan oldugundan ve ¢; <
p(z) < e2 (e1,c2 > 0) kogulunu sagladigindan limz—.oop(z) limiti vardir ve sifir-
dan biiyiktiir. Bu nedenle limp—oo(Jy(b)|?)’ sonludur. Bu limit pozitif bir say1
degildir. Ciinki pozitif olsaydi yukarida belirtildigi gibi y(z), L2[0,00) uzayinn

eleman: olamazdi. Bu nedenle
limp—o(ly(z)?) <0

olmalidir. Bu limitin ”0” ra esit oldugunu gosterelim. Yine aksini varsayalim. Ya-
ni lim;—eo(|y(z)[?)' limitinin negatif bir say1 oldugunu kabul edelim. O taktirde
|y(z)|? fonksiyonu z in biiyiik degerleri i¢in monoton azalandir ve y(z) € Lz[0, 00)
oldugundan lim,_,ooy(z) = 0 olmahdir. Ote yandan yukanda gosterildigi gibi

lim; ooy’ (z)y(z) sonludur. Buradan da
limz—ooy' (z)y(z) =0 (3.1.5)

sonucu gikar. Clinkil lim;— ooy’ (z)y(z) # 0 olsayd: o zaman lim,_,coy'(z) = oo
olurdu. Oysa bu durum p(z) > ¢; > 0 oldugundan (3.1.4) e aykindir. (3.1.2),
(3.1.3) ve (3.1.5) den

(Loy,y) = [, p(z)ly' (z)|*dz

elde edilir. Béylece teorem ispatlanmg olur.

(3.1.1) deki g(z) fonksiyonu [0,00) arahgmnda monoton azalan ve siirekli oldu-
gundan, ¢(z) in ters fonksiyonu vardir. g(z) in ters fonksiyonu g(z) olsun. ¢, g
fonksiyonunun tanim kiimesine ait olan ve € < ¢(0) kogulunu saglayan herhangi
bir say1 olsun.

Asagidaki operatorleri gozoniine alalim:
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1. Lz[g(e), 00) uzayinda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve y'(g(€)) = 0 simr kosuluyla

olugturulan operator L! olsun.

2. L»[0, g(e)} uzayinda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve sirasiyla

y(0) = y(g(e)) =0
y'(0) =y'(g9(e)) =0

sinir kogullariyle olugturulan operatorler L' ve L” olsun.

3. La[zi_y,z;] uzaymnda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve sirasiyla

y(zi-1) =y(zi) =0
Y (zi-1) =y'(z:) =0

sir kogullariyle olugturulan operatorler L ve LY olsun.

3.1.2. Teorem: (2°) ve (3°) kosullar: saglandig: taktirde keyfi y € D(L') igin

(L'y,y) 2 —e(y,y)

dir.
Ispat. y(z) € D(L') igin

(L'y,y) = [y =)y (2)) =~ a(@)y(2)y(z)dz
= = [0 @) (@))y(z)dz - [) a(2)ly(z)|*dz (3.1.6)

dir. Teorem 3.1.1. den

Joto @)y (@) y(z)dz = — [, p(2)ly' (2)|*dz

elde edilir. O halde (3.1.6) ifadesi

(L'y,y) = [oc) p(@)ly'(2)Pde — [0 a(@)ly(z) P dz

geklini alir. p(z) fonksiyonunun degerleri pozitif oldugundan

(Lly,9) 2 — [ a()ly()de (3.1.7)

elde edilir. Ote yandan g(z) fonksiyonu hipotez geregi monoton azaldifindan
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[9(€), 00) arahginda
q9(z) < q(g(€)) =€
elde edilir. Bu son ifade (3.1.7) esitsizliinde g6zoniine alinirsa
(L'y,y) = —¢ [, ly(2)Pde

ya da

(L'y,y) > —(y,y)

sonucu cikar. Boylece teorem ispatlanmig olur.

N(e), N'(e) ve N"(e) sirasiyle L, L' ve L" operatérlerinin —e dan (e > 0) kiigiik
ozdegerlerinin sayis1 olsun.

3.1.3 Teorem : Eger g(z) ve p(z) fonksiyonlan (1°%), (2°2), (3°) ve (5°) kogullarin

saghyorlarsa o zaman
N'(e) < N(e) < N'(e)

dir.
ispat. Agagidaki operatorleri gozoniine alahm :

Le=L+el, Li=L+el, L!'=L"+¢el

Burada I birim operatordiir. L, operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayis1 N(e) a

egittir. Gergekten

A <A< S A9 S A1 S ANg2 S

L operatoriiniin negatif 6zdegerleri olsun. O zaman

MM S0 <—€ ve Mygqr =€ (3.1.8)

olur. L. operatoriiniin ozdegerleri A; = M) + € (1 =1,2,...) oldugundan, (3.1.8)

den
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M SA < S AN <0, Ang+120

bulunur. Buradan da goriildigi gibi L operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayis:
N(€) a esittir. Benzer gsekilde L operatdriiniin negatif 6zdegerlerinin sayis1 N'(e) a
ve L operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayis1 N”(€) a esittir. L. operatdriiniin
A1 < Az < ... < An(e) Ozdegerlerine kargilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlan sira-
siyle uy(z), u2(x),. .., un(e () olsun. L ve LY operatorlerinin negatif zdegerleri

sirasiyle

Al <A L. <)‘N'(e)

ve

M<M<.LL /\’1(,,,(6)

bunlara karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlan da sirasiyle

‘Pl(m)’ (\02(3;)) cee 190N'(e)(x) ve 1 (1.'), 1/’2("”)1 0og a¢N"(e)(m)

olsun. Once N(e) > N'(e) oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim Yani
N(e) € N'(e) oldugunu kabul edelim. O taktirde

(i 0(2) = [ ui(a)p(z)de = 0, (i =1,2,..,N(¢))
olacak gekilde sifirdan farkli bir

NI
»N e

p(z) = ipi(2)

lineer kombinezonu vardir. ¢(z) fonksiyonu igin

(Lo, @) = [LU(EN 9 Cipl(=)), S Cipl()]
= (=N Capl(2), SN Cipl())
=sNENC2=a <0 (3.1.9)

(Glazman,I.M.,1965) dekine benzer gekilde agagidaki 6zeliklere sahip olan

@(z) fonksiyonunun varoldugu gosterilebilir.
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1) ¢(z) fonlsiyonunu [0, g(€)] arahginda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir.
2) Bir [a, b] C (0,g(€)) araligamin diginda @(z) fonksiyonu sifira egittir.

3) | (Lep, ) — (Lew, ) I< =%
4) (uiy@) =0, i=1,2,...,N(e)
Bilindigi gibi

Infyeny,igll=1(Le¥s ¥) = An(o+1 = 0

(y,ui) =0, =1,2,..,N(€) dir. Bu nedenle
(T ) = Elp 1D 2 Ao 2 0
ya da

(Le@,¢) 20

bulunur. Buradan da

(Le#, @) — (Lep, 0) = (Lep, @) —a 2 —a

elde edilir. Ote yandan yukarida

[(Le#: @) — (Lepr o)l < =%

idi. Bu son egitsizlikler birbiri ile geligiyor ve dolayisiyla
N(e) = N'(e)

olmalidir. Bu kez de N(e) < N"(¢) oldugunu gosterelim. Yine aksini varsayalim.

Yani

N(e) > N"(e)

oldugunu kabul edelim. O taktirde

Wi, u) = 7O gi(e)u(z)de =0,  (i=1,2,.,N"(¢))

olacak gekilde sifirdan farkl bir
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u(e) = S diui(z)
lineer kombinezonu vardir. u(z) fonksiyonu icin

(Leu,v) = (Le(ZLD diui(2)), TP djui())

=1
= (S ddui(z), 2L diui(z))
=2NO14,12) < 0

dir. Buradan
(Lew,u) = [{(Leu(=)u(@)dz + [ (Leu(=))ue)dz < 0 (3.1.10)

elde edilir.
Asagidaki esitsizligin dogru oldugunu gdsterelim.
Jyty(Lew(@))u(z)de > 0 (3.1.11)

g

Yine aksini kabul edelim.Yani

JotyLew(@))u(z)dz < 0

olsun. O taktirde

infyenenlisli=1 Sy (Ley(2)y(z)de < 0

olacaktir. Ote yandan

infye D(L(o),llyli=1 Jye) (Ley(2))y(z)dz
= infyen(L() v (a(eN=0,llull=1 Syo)(Ley(2))y(z)dz

formiilii gegerlidir. Yukaridaki son egitsizlikten ve buradan
infyep(rr),|lyll=1((L* + €l)y,y) < 0

ya da

infyen(rr,|lyll=1(L'y, y) < —€

TC. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKLXANTASYON MERKEZ
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bulunur. Bu sonug teorem 3.1.2 ye aykindir. Dolayisiyla (3.1.11) esitsizligi geger-
lidir. (3.1.10) ve (3.1.11) egitsizliklerinden

JE(Leu(@))ulzyde <0 ((u,9h:) =0, i =1,2,..., N(¢))

bulunur. Buradan da

infyeniimli=tote JoO (Ley(z))y(@)dz < 0

elde edilir. Bu son egitsizlikten

in fye DL llnli=ty Lsy @)=y o(eN=0 Jo (L + eDy(2))y(z)dz < 0
bulunur. Buradan da

infye DL (&), |lvll=1,y L9, (i=1,...N"()) (L ¥, y) <0

elde edilir. Ote yandan

in fye DL (o)), llyll=1,vLw: (=1 N ()(Le Y5 Y) = A{n(eyq1 2 0

olur. Varnilan bu geligkiden dolay

N(e) > N"(e)

egitsizligi gegerli olmaz. Yani

N(9) < N"(¢)

olmalidir. Boylece teorem ispatlanmig olur. [0, g(€)] arahgim uzunluklan
§ = Sk (3.1.12)

olan pargalara bolelim. Burada €, g*(€) > 2 egitsizligini saglayan herhangi bir po-
zitif sayidir ve &, (0,1) aralifina ait olan bir sabit sayidir. [g*(€)] ifadesiyle g*(e)
sayisinn tam kismu gosterilmigtir. 0 = 79 < 1 < 22 < .... < Tm = g(€), [0,9(¢)]
araligimin boliintli noktalan olsun. n} ve n! ile sirasiyle L} ve L operatorlerinin

—e dan kiiciik olan 6zdegerlerinin sayisim gosterelim.
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Asagidaki operatorleri gézoniine alalim.

4. Ly[zi1,%:] uzaymnda —p(z;)y"(z) — q(zi)y(z) diferansiel ifadesi ve y(z;—;) =
y(z;) = 0 siur kogullanyle olugturulan Lgl) operatorii,

5. Lo[zi—1,z:] uzaymda —p(zi—1 )y"(z) — g(zi-1)y(z) ifadesi ve

Y (zi1) =y (z:) =0

simir kogullariyle olugturulan ng) operatori.

3.1.4 Teorem (1°),(3°) ve (4°) kogullan saglamirsa, L} < L ve LY > L? dir.
ispat. p(z) fonksiyonu monoton azalmayan ve ¢(z) fonksiyonu monoton azalan
oldugundan, z € {z;_y,z;] igin p(z) < p(z;) ve g(z) > g(z;) olur. Bu esitsizlikler
yardimiyle

(Liy,y) = fx‘_ [-(p(2)y'(z))' — a(z)y(z)]y(z)d=
oo, (P(2)Y (@) y(@)de — [ a(@)ly(2)|*de
= —(p(w)y @) y@Iz_, + 2, p@)ly'(2)]*dz
e, A@)Ny(2)dz
<fzi_1p($')ly (@)Pdz — [ a(zi)ly(2)dz
=p(wi)[ ")z, ~ fi, v"(2)y(z)da]
er, A(zi)ly(2)*dz
= [of [=plzi)y"(2) — g(e)y(@)y(e)dz, (y #0)

yada
Liyy) < TPy,y), (@ #0)
bulunur. Bu esitsizlik
<M
% 2

oldugunu gosterir. LY > ng) oldugu da benzer gekilde gosterilir. Boylece ispat
tamamlanmig olur.

3.1.5 Teorem (3°%) ve (4%) kogullar: saglandigy taktirde
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( ) z ZT)—€
N'(e)> L [§'9/885cdg — L [0 [4E)=cdy — 2g%(e)

dir.

Ispat. Lgl) operatoriiniin 6zdegerleri

() (725 =) —g(zi)  (m=1,2,..)

geklindedir.

P () —am) <~ (=1,2,.M 1)

esitsizliginden Lgl) operatoriiniin —e dan kiigiik olan 6zdegerlerinin sayis1 igin

n > &, [0 (3.1.13)

elde edilir. ;(:-tz—) monoton artmayan ve g(z) monoton azalan fonksiyonlar oldukla-

nindan z € [z;,Tit1] igin p~(z;)(g(z;) — €) > p~(z)(g(z) — €) dir. Dolayisiyle

(zi)—e _ rTi+1 [g(zi)= zi g(z)—
quéz‘-)e — fz; +1 qu(z‘)edx > fz.--H zzz)edw
dir. (3.1.13) goz 6niine alinursa,

ngl) > %r_f;iﬂ q(piz)z—)'fdx (3.1.14)

elde edilir. Teorem 3.1.4 e gore L} < Lgl) olup, bu durumda bilindigi gibi (Smirnov,
V.L, 1964)

nt > n
2

dir. Buradan ve (3.1.14) esitsizliginden
Ti

n! > Tit1 q(p”()z;‘da:— 1 (:=1,2,.,M-1) (3.1.15)

elde edilir. R. Courant’in Varyasyon Prensipleri (Courant,R. and Hilbert,D.,1970)
yardimiyle

N'(e) > T, n}
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bulunur. (3.1.15) esitsizligi kullamlarak buradan

N'(e) > Ly Mt rein Ja@ ey, _ (3 — 1)

i=1 Jaz 2(2)
=-,1; :IM g;i()z;dm—M+1
> %fog(e) l(,,’?Twa

—1 [ Q(;()z-)'eda: -M

bulunur. p(z) fonksiyonu (3°) kosulunu sagladifindan ve M = [g*(¢)] + 1 oldu-
gundan, bu son bagintidan

N'(e)> L Oy(e) ———-q;’?z;edw—%f: —q;’z)z')'fdz—Zg"(e) (3.1.16)

egitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

3.1.6. Teorem (3°) ve (4°) kogullan saglandig: taktirde

N'(e) S + 1[50\ 105edr + £

dir.

Ispat. LEZ) operatorlerinin 6zdegerleri

p(mi—l)( zi:n;:_l )2 - Q(xi—l) (m=0,1,2, )
seklindedir. Buradan bu operatorin —e dan kiigiik 6zdegerlerinin sayis1 igin

n{) < & ffezlze 1y (1=1,2,.) (3.1.17)

egitsizliginin gecerli oldugu goriilebilir. p~!(z) ve ¢(z) fonksiyonlar1 monoton aza-

lan olduklarindan z € [z;—3,;—1] igin

P (@i-1)(g(zi-1) — €) < p7 (2)(g(z) — €)

olup, bu nedenle

[a(zi—1)—€ _ zi-1 [a(zi-1)—e zi—1  [q(z)—¢
6 p(zs11) - fza-z P(ziil) dz < fz.--z p(z) dz

dir. (3.1.17) esitsizliginden ve buradan
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n® < [Fmt [y 1 (3.1.18)

bulunur. Teorem 3.1.4 e gore LY > ng) olup, bu durumda bilindigi gibi
(Smirnov, V.I., 1964)

n! <n® (i=1,2,.) (3.1.19)

dir. (3.1.18) ve (3.1.19) dan

elde edilir.

R. Courant’in Varyasyon Prensiplerine (Courant,R. and Hilbert,D.,1970) gore

N'(e) < Tily nf
olup, (3.1.20) esitsizlikleri yardimiyle

N Sl + AT, [ [t 4 -1

dir. M = g(e) oldugundan, buradan

N"(e) S nli+2 79 /4805 <da 4 22 (3.1.21)

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
(3.1.21) de n{, L;[0,6] uzayinda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve y'(0) = y'(6) = 0
siir koguluyla olugturulan LY operatoriintin —e dan kiiglik olan 6zdegerlerinin

sayisidir. nf yl daha kesin simirlandirmak igin [0, §] aralifim uzunluklan

51=[352n—€“1—(;]¢f (60 = 6)

olan pargalara bolelim. (3.1.21) egitsizligi L} operatdriine uygulanirsa,

n S+ [y St det 2 (3:122)

bulunur. Burada n};, L3[0,6;] uzayinda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve

y'(0) = y'(61) = 0 smur kogullar: ile olugturulan operatdriin —e dan kiigiik olan
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ozdegerlerinin sayisidir.

Burada (3.1.22) esitsizligi,

= g(e)

ve

Sm—
bm = [(6m— lg(m+1)':-1(e)]+1 (m =0,1,2, ) (3123)

olmak tizere L;[0, 6] uzayinda (3.1.1) diferansiel ifadesi ve
y'(0) = ¥'(6m) =0 (m = 0,1,2,..) sir koguluyla olugturulan operatorlerin

—e dan kiiciik olan 6z degerlerinin ny ,,(ny o = ny) saysina uygulanirsa

"'1',m Stimprtzly” \/ TR ey = met1 (m=0,1,2.. (3-1.24)

elde edilir. ff;‘m;l (m = 1,2,..) ifadelerini simrlandirahm. (3.1.23) formiili yards-

miyle

6’;’: = [6m—19™* ()] + 1 < b1 TD5"1(e) + 2

Spn2

TBm—2gm (O] F1g(mF A1 (e) 12

bm—2g{mH1E—1(¢)
- Gm—zy""‘"l(f)

= g*(e) + 2, (m=1,2,3.)

+2

elde edilir. Buradan € nun g*(¢) > 2 esitsizligini saglayan degerleri icin
St < 2g%(e)

bm g
bulunur. (3.1.24) den ve bu son esitsizlikten

n,l',m = n’1, m+1 + ;lr_fo " l%fdx + 2g"(€) (3.1.25)

olup, i=1 igin (3.1.17) de § yerine 6,41 yazip (3.1.19) ifadesi goz oniline alimirsa

Nl 1 < 2282, /10< 41 (3.1.26)

bulunur. (3.1.23) den gdriildiigi gibi mo > L — 2 oldugunda éme+1 < 1 olur.
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(3.1.26) ve buradan
N mot1 S €2 (3.1.27)

bulunur. Burada c; bir pozitif sabittir. (3.1.21) ve (3.1.25) esitsizliklerinden

(e) z)—¢€ mg m z)—e
) S 0B+ 1R
+(mo + 1)g*(e) + 61 g(e) (3.1.28)

elde edilir. Ote yandan
§7g(e) = [g"(e)] + 1 < 29%(e)
olup, (3.1.27), (3.1.28) esitsizliklerinden ve bu son bagintidan

- 5 =
N'(e)< & og(e) ,/%d:c+c;; Iy 4/ q;z&)edm-l-cgg"(e) (3.1.29)

bulunur. Burada c3 x ya bagh bir pozitif sabittir. Bdylece agagidaki teoremi

ispatlamig olduk:
3.1.7 Teorem p(z) ve ¢(z) fonksiyonlar: (3%),(4°) kosullarim1 saghyorsa (3.1.29)
esitsizligi gecerlidir.
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3.2. (“)zdegerler icin asimtotik davramg formiilii
Bu kisimda 1. kisimda elde edilen sonuglar yardimiyle L operatoriiniin 6zdegerle-
rinin sayisi i¢in asimtotik formiiller bulacagz.

Injz (7 =0,1,2,...) ile agagidaki fonksiyonlan gosterelim:
Ingz =z, Injz = In(Inj_1z), (7 =20).

g(z) fonksiyonunun agagidaki iki koguldan birini sagladigin1 varsayalim:

a) Her bir > 0 say1s1 igin
limz— oo g(2)25° ™" = lim, . o0(g(z)zKo+7)~1 = 0.

Burada Kj, (0,2) araliginda sabit bir sayidir.

b) Oyle bir ¢ > 0 says1 ve n dogal says: vardir ki g(z) — (Innz)~¢ fonksiyonu bir
[a,00), (@ > 0) araliginda negatif degerli degildir ve monoton artmayandir.

3.2.1 Teorem g¢(z) ve p(z) fonksiyonlarimn (1) — (4°) kogullarim sagladigim
varsayalim. Eger ek olarak ¢(z) fonksiyonu igin (a) kogulu saglanirsa, o zaman

e — +0 da

N(e) = 290 1) € gy

fq(t)Ze p(z)

asimtotik formili gegerlidir.

Ispat. Teorem 3.1.3 ve teorem 3.1.7 den

€ —€ ) z)—¢€ P
N(e) < 1[50 [18=edr 1 c5 [T ) [12=2dr 4 cyg™(e) (3.2.1)

dir. Teoremi ispatlamak icin bu egitsizligin sag tarafindaki her bir terimi ayrica
stmirlandirmak gerekir. Hipotez geregi ¢(z) fonksiyonu monoton azalandir. Dola-

yisiyle [0, g(2¢)] araliginda

q(z) > q(g(2¢)) = 2¢

dir. Bu nedenle

pay 2¢) z)— (2¢) —
OB e > [0 5255 da > Ve {70 Ve )de
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dir. p(z) fonksiyonu (2°) kogulunu sagladigindan

(e) z)—¢ -
0 —q(,,(—l)—dm > y/ec;g(2e) (3.2.2)

bulunur. ¢(z) fonksiyonu (a) kogulunu sagladigindan lim; .o g(z) = 0 dir Bu

nedenle

lim, .49 g(e) = 00

ve her bir > 0 sayis1 igin saglanan

lim, 00 g(z)z Kot = 00

egitliginden e nun kiigiik pozitif degerleri icin g¢(g(2€))g%°*7(2¢) > 2 yada
9(2¢) > € KoFw

egitsizligi elde edilir. Bu ifade (3.2.2) de g6zoniine alinirsa,

Ko+n-2
() 1)< gy > s XKoF) (3.2.3)

bulunur. (3.2.1) esitsizliginin sag tarafinda yer alan 2. integrali simirlandiralim.

g(z) fonksiyonu (a) kogulunu sagladigindan
g(z) < csz Ko, (n < Ko) (3.2.4)

olacak gekilde bir c5 pozitif sabiti vardir. Ote yandan p(z) > ¢; (¢; > 0) oldugun-

dan,

Jo /%5t d < S [7 /a(@)de < G [y Vo Fods

< cgb%(2—Kotn) (3.2.5)

olup, 6 = g(€)([g*(€)] + 1)~ ! esitliginden
§ < gt *(e) (3.2.6)

bulunur. (3.2.4) de z in yerine g(¢) yazlirsa,
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q(9(e)) < csg™Fo(e), (n < Ko)
yada
g(€) < cse” Fo7 (3.2.7)

bulunur. (3.2.5)-(3.2.7) bagintilanndan

_(1=x)(2=Kg+
fo 22) ¢ 4y < cge” oy y (6 >0) (3.2.8)

p(z)

egitsizligi elde edilir. (3.2.7) yardimiyle
9%(€) < cre” Fow (3.2.9)

bulunur. (3.2.3), (3.2.8), (3.2.9) egitsizliklerinden

V@ a@ - (=s)a- Ko )
f{ ) 1(1()(;((’) )”;d Sy S (3.2.10)
~Yz)(q(z)~—¢)dz

e < cye Fasw IR (3.2.11)
S5O V@@ iz

bulunur. Her bir ¢ > 0 igin 6yle bir w = w(t) > 0 sayis1 vardir ki 0 < < w

oldugunda
2(Ko—n) 2(Ko+1n) = 2Ko t
—_t 2—Ko—n ~ 2—Ko—2x __
Roon T WKokm) = 2Ke L

esitsizlikleri saglamr. Simdiye kadar «, (0,1) aralifinda bir say1 idi. Burada

2 Ko ¢ _ (2—Ko)?
k= 1K, yt=to = 4Ko(4—°Ko)

alalim. Buna gore yukaridaki son esitsizlikler

(1-x)(2—Ko+7n) , 2—Ko—7n (2—Kp)2
- z(Ko_,,‘S + 2(Ko°+n) 2 41{0(4—01(0) = to,

— o 22 Komn (2-Ko)®  __ 4
Ko—n T 2(Ko+7) = 4Ko(4—Ko) ~ 0

geklini alir. (3.2.10), (3.2.11) egitsizliklerinden ve bu son bagmntilardan e € (0,1)
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igin

[y Vo @) a@)—0ds .
) S Ca€ 07 LY/1%
fg( N OO 8 (3.2.12)

0

g"(€)
[ Vo 1(@)(a(x)—e)dz

0

< cge'e (3.2.13)

bulunur. (3.2.1) den ve bu son iki egitsizlikten

N{(e)
* q(z)ze\/f”l(z)(q(z)—e)dz

< 1+ coelo (3.2.14)

esitsizligi elde edilir. Teorem (3.1.3) ve teorem (3.1.5) yardimiyle

T)— 6 Z)— F3
N(e) > % 09(6) -——q;()m)‘dz - ;lr-fo q;&)edm —2g*%(e¢)

elde edilir.
(3.2.12) ve (3.2.13) den ve buradan

N(e)
1 -
= q(z)ze\/P 1(z)(q(z)—€)dz

>1-— C]oeto (3215)

bulunur. (3.2.14) ve (3.2.15) den agagidaki asimtotik formiil elde edilir:

e)=e gy,

_ 110()
N(&) = =7 [z V 5@

Boylece teorem ispatlanmig olur.

3.2.2 Teorem z in biiytk degerleri igin
Inn (%) < lnpz — Int—"g, (n>0) (3.2.16)

dir.
Ispat. n = 0,1 degerleri icin (3.2.16) esitsizliginin saglandigy kolayca goriilebi-

lir. n > 2 degerleri igin (3.2.16) egitsizliginin saglandigim tiimevarim ySntemi ile

ispatlayacagz.
Jj=2igin
Iny(i%) = In(InZ) = In(Inz — In(Inz))
= In((Inz)(1 — 22)) = Inyz + Ina(1 — 22 (3.2.17)
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lz'm,;._,c,‘,’lﬂm£ = 0 oldugundan lim;_,o da In(1 — '{;’:) ~ —’l’:f: olur. Buradan z

in biiyiik degerleri igin

Inaz lnaz
— 2L _shat
ln(]' Inz ) < 2inz

bulunur. (3.2.17) gbzoniine alinirsa
Ing (%) < lngz — ;—'I‘fé < lInyz —In"1z
yada

Iny(7%) < lngz — In~'z

elde edilir. Boylece n = 2 igin (3.2.16) esitsizliginin saglandifim1 gdstermis olduk.
Bu kez de n = m (m > 2) i¢in (3.2.16) nin saglandigim varsayalim. Yani z in

biiylik degerleri icin
Inm(i%) < Inmz — In'~™z (3.2.18)

olsun. Bu durumda (3.2.16) nin n = m + 1 igin de saglandigim gdstermek gerek.

z in bityilik degerleri igin (3.2.18) esitsizligi saglandigindan

Inmi1(7%) = In(Inm(%)) < In(Inmz — In'~™z)

= In((Inmz)(1-In;lzin'"™z)) = Inpr1z+in(l-In; z.In1~™2)(3.2.19)
olur. Yukaridakine benzer gekilde z in biiylik degerleri i¢in
In(1 - Inlzln!~™z) < —Lin;lz.inl"™z

esitsizlifinin saglandigh kolayca goriilebilir. Bu egitsizlik (3.2.19) da gbzoniine ali-

nirsa,
lnm+1(ﬁ;) < lnm+1 - %ln,‘nlmlnl_mm (3220)
bulunur. z in bliyiik degerleri igin

S22 > 1, (m 2 2)

2lng,z
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oldugundan, (3.2.20) den
Mmi1(5%) < Mmg1z — In"™x

bulunur.

3.2.3 Teorem ¢(z) fonksiyonu (5°) ve b) kogullarim sagladig1 taktirde e nun
kiigiik pozitif degerleri igin

4 z,fg?e)) — e > (Ing(e))~(€+1)(n+1)

dir.

Ispat. k bir dogal say: (k =2 1) olmak tizere Teorem 3.2.2 yardimiyle z in biiyiik
degerleri icin

Ink(:Z) < (Inaz — In!"z)F < inkz — (Ing)*(—m)

bulunur. Buradan

—kr_z —k 1 —k
lnn (m) - lnn z > Ink —(Inz)*(1-7) - lnn z

= Inkz(lnz)*(n=1)(Ink z—Ink(1-n)g

= Inf.zlnk(’}—l)zln’;z > (Inz)~k+D) (3.2.21)

elde edilir. Hipotez geregi g(z) —In;¢z (¢ > 0) fonksiyonu bir [a, o) (a > 0) arah-
ginda monoton artmayandir. Bu durumda her bir k; > ¢ sayisi igin ¢(z) — In %1z
fonksiyonunun bir [b,00) (b > 0) arahgnda monoton azalan fonksiyon oldugu-
nu gosterelim. Bunun i¢in ¢(z) — In, 1z fonksiyonunu u(z) = ¢(z) — In %z ve

v =In;¢z — In F1z olmak iizere
g(z) = In7F z = u(z) + v(z) (3.2.22)

geklinde gosterelim. v(z) fonksiyonu bir {5, 00) (b > 0) araliginda monoton azalan-
dir. Gergekten

v'(z) = (In;¢z — InJFrz)

= —tIn ¢ z(Ingz) + kyln B Yz(lngz)
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—(lnn"’)[ k1+1 ,ne+1 ]
= (innz) {1 — o]

ky=¢
= (Innz)'; k1+1 [1— &ne 2]

olup, buradan goruldiagii gibi bir [b, 00) (b > a) aralifinda In,z fonksiyonu tamim-
Lidir. (Inpz) > 0 ve k; > £ oldugundan v'(z) < 0 dir. Boylece v(z) fonksiyonunun
[b, 00) araliinda monoton azalan oldugu ispatlanmig olur. Ote yandan u(z) fonk-
siyonu [b, 00) aralifinda monoton artmayan oldugundan, (3.2.22) den g(z)—In_*

fonksiyonunun bir [5, c0) aralifinda monoton azalan oldugu sonucu ¢ikar. (3.2.21)
de k = [¢] + 1 alahm Yukaridaki agiklamalardan ¢(z) — In*z fonksiyonunun bir
[b,00) (b > a) araliginda monoton azalan oldugu bulunur. Bu nedenle z in biiyiik

degerleri i¢in

4(725) = (Ina(75)) 7 > q(2) — Ing*z

geklini alir. (3.2.21) den ve bu son esitsizlikten

d(155) — 4(2) > (na(Z)) ™ = Ing*a > (Ing)~H+D) (3.2.23)
elde edilir. Hipotez geregi lim;—.0q(z) = 0 oldugundan

lime—409(€) = 00

dur. Bu nedenle (3.2.23) de e kiiglik pozitif say1 olmak lizere z = g(€) alinabilir:

q( l:f:()e)) — g(g(e)) > (Ing(e))~k(n+D),

k=[€]+1<¢+1 oldugundan,

q(l:(ge()e)) —e>(In g(e))—(f+1)(n+1)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmg olur.
eZ =z, ef =e®-1 (i=1,2,..) olsun.

3.2.4 Teorem (1°) — (5°) ve b) kogullan saglanndig taktirde e — +0 da

O((ec” 7)1 )=
N(e) = 1+ ((enn ) )j‘q(c))e 9(z)—e 1.,

p(z)
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asimtotik formiili saglanir. Bu formiilde 8 pozitif bir sabittir.

ispat. Teorem 3.1.3 ve 3.1.6 dan

N(e) < nff 4772 [ [ale)c gy 90 (3.2.24)

esitsizligi bulunur. (3.1.18) ve (3.1.19) gdzoniine alnarak ny agagidaki gekilde

sinirlandirilabilir:

ni < &,/50=< 11, (3.2.25)
Ote yandan

b= [_gn'_g(%*:f < g'7"(e),

4 < 2g%(e)

dir. K =1/2 olmak {izere (3.2.24), (3.2.25) ve bu son egitsizliklerden € nun kiiciik

pozitif degerleri icin
N(e) < 7} Og(e) g'%da: + sabit g1/2(e) (3.2.26)
elde edilir. Bu egitsizlikdeki integrali istten sinirlandiralim.

fe) = g(e)in"g(e)

olsun. (2°) ve (3°) kosullarinin saglandiklan gézoniine alimirsa, € nun kiiciik pozitif

degerleri i¢in

9(e) [q(z)—¢ f(e) q(z)—¢
oV 5@ 9% 2 JigeV ey W

> e {10y Va(e) — ede 2 L2 /q(F(&) — ¢

bulunur. Teorem 3.2.3 den dolay

z)— € St
29 LBty > 8D (1 g(6)) T EHDHD > g¥4(e) (3.2.27)

bulunur. (3.2.26) dan ve bu son bagintidan
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N(e)
- g(z)—¢
r 1fq(z)ze \/ »(=) 9%

elde edilir. ¢(z) fonksiyonu b) kogulunu sagladifindan

<149 3(e) (3.2.28)

e = g(g(¢e)) = (Inng(e))~¢
dir. Buradan
-4
g9(e) > & (3.2.29)
bulunur. (3.2.28) ve buradan

N(e) <14+ (8> 0) (3.2.30)

- g(z)=—e
™ forze \/ 7(=) O

elde edilir.
Teorem 3.1.3 ve 3.1.7 den dolay:

N(e) > ! Og(e) %dm — sabit § — 2g%(e)

dir. & = 1/2 olmak iizere bu egitsizlikten ve yukanda gosterdigimiz § < g*~*(e)

esitsizliginden

N(e) > n~! og(e) q—(f()ﬁ-e-dz — sabit g*/2(e)

bulunur. Buradan (3.2.27) ve (3.2.29) esitsizlikleri goz6niine alinarak

e)~ P8\ _
2l >1—(e$7)1 (8>0)
-1 .‘B—Gz
T q(z)ze\/’”’ ¢

elde edilir. elde edilir. (3.2.30) dan ve bu son egitsizlikten € — +0 da

_ 140((es” Y )=
NG = HOEID [ e

asimtotik formili bulunur. p(z) = 1 oldugunda bu problem B. Y. Skagek tarafin-
dan ¢oéziilmiigtiir (Skagek,B.Y.,1963).
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3.3. Ornek
(1°) — (4°) ile a) kogullarim ve (1°) — (5°) ile b) kogullanim: saglayan p(z) ve ¢(z)

fonksiyonlarina drnekler gosterecegiz.

aveb, a >} >0 esitsizliklerini saglayan sabitler olmak iizere

2i —
p(m) = azz'*’-?-l; .

fonksiyonunun (1°)—(3%) kosullarin: sagladig kolayca gosterilebilir. Benzer sekilde
d > 0 bir sabit olmak tizere

q(z) = 'ﬁ?
fonksiyonunun da (3°) — (4°) ve a) kosullarin1 sagladig1 yine kolayca gosterilebilir.
4(2) = e

fonksiyonu ise , (3%) — (4°) ve b) kogullarini saglar.
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4.0. KISMI TUREVLI ELiPTIiK TiPTE OPERATOR KATSAYILI
BiR DIFERANSIEL OPERATORUN SPEKTRUMUNUN INCELEN-
MESI VE OZDEGERLERININ SAYISI iCIN ASIMTOTIiK FORMUL

4.1 Problemin ortaya konulmasi

H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Hy = Ly(H;IR") uzayinda

l(u) = ~X7 017 Bz, (a”(m) ) + Q(z)u, (z =(z1,22,...,2,) €ER") (4.1.1)

diferansiel ifadesini ele alahm. Bu ifadede yer alan a;;j(z) (3,7 = 1,...,n) ve
Q(z) katsayilarimin agagidaki kogullar sagladiklarim varsayacagw

1) Reel degerli ai;(z) = a;i(z) fonksiyonlar: R" uzayinda simrh 2 o (z) (4,7,k =
1,...,n) tlirevlerine sahiptir.

2) vEL €7 < TP aii(x)6ily < pXi €7 olacak gekilde v ve p pozitif sayilarn
vardir.

3) Her bir z € R™ igin D(Q(z)) C H olmak tizere Q(z) : D(Q(z)) — H ken-
dine eg operatordiir. D = Nzern»D(Q(z)) kiimesi H da yogundur. Q(z) > I ve
QY (z) € 0o(H).

2) |2 — €] < 1 igin [[[Q(z) — QE)1Q~*()I| < Blz — €] olacak sekilde 0 < a < & ve
B > 0 sabitleri vardir.

5) Her z € R" icin Q7!(z) € o1(H) ve [z, [|Q!(z)|1dz < oo kogullarim saglayan
bir [ > 0 sabiti vardir.

6)Herc>0,t>0ve |z — ¢ <1igin

”e—ctQ(f)”1 < “e—f(c)tQ(z)“1

esitsizligini saglayan pozitif degerli bir f fonksiyonu vardir.

7) Her M > 0 says1 icin
.. tre~MR(2) gz = O(1) Jrn tre~tQ(z) gy

dir.
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8) ai(z) < az(z) £ ... £ an(z) £ ..., Q(z) operatdriiniin 6zdegerleri olsun.
a;i(z), az(z),. .. fonksiyonlarimn 6lgiilebilir fonksiyonlar olduklarim kabul edelim.

P(A) = 21 fa.-(:c)(A ¢($)()‘ - ai(m))%dm,
$(z) = [pn e T EOElide (6= (f,...,6))

olsun. A nin biiytk pozitif degerleri igin
AF(X) < aop(M)

olacak gekilde bir ag > 0 sabitinin varhgim kabul edelim.
p1(z), p2(z), - . . yom(z), R™ uzayinda tanimh ikinci mertebeden stirekli tiirevlere
ve kompakt destege sahip olan skaler fonksiyonlar ve {fx}7, C D olmak iizere

H; uzaymin X7, ¢i(z) fm seklinde olan elemanlarimin kiimesini D' ile gdsterelim.

Bilindigi gibi D' = H; dir.

L'u=1(u) = -X% o1 5,; (a,](m)a“ )+ Q(z)u, uel

geklinde tanimlanan L' lineer operatorii Hy uzayinda bir simetrik ve pozitif ope-
ratordiir. L' operatoriintin kapanigi olan L operatdriiniin kendine eg oldugunu
varsayalim.

Bu boliimde L nin saf ayrik spektruma sahip oldugu ispatlanacak ve A pozitif sa-
y1 olmak tizere A dan kiiglik olan 6zdegerlerin N()) says: igin asimtotik formiil
bulunacaktir.

2
LO(T]7 %) = —2?;]:1&1](77) 8.1:?6:,‘
8a;;
Ll(za a;:) - —E:l]—l aaz(,-z) %

olsun. Problemi ¢ézmek icin once agagidaki Cauchy probleminin Green fonksiyo-

nunu inceleyecegiz :
% — _Lu = —[Lo(z, &)+ L1(z, £)u (4.1.2)

u(z,0) =¥(z); u=u(e,t), ¢P(z)€ Lo(H,R")
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Bu problemin G(z,y,t) Green fonksiyonunu ”parametrik” yoéntemle

G(z,y,t) = Gi(z — y,y,t)e" W) 4+
fot dr fIR." Gl(m - 6: fa t— T)e—(t_T)Q(€)¢(€7 Y, T)dE (413)

seklinde arayacagiz. Burada

Gl(z—ya yat) = R(:E—y)Go(.’lJ—y, yat)7 (414)

1
1 |z[| <3

R(z) ise ,R(x):{o i (4.1.5)

geklinde ikinci mertebeden siirekli tiirevleri olan bir fonksiyondur. Go(z — y,y,1)

ile

5 =—LG =—[Lo(z, ) + Ln(z, £)|G (4.1.7)
egitliginin saglanmas: gerekir. O halde ¢(z,y,t) i¢in

o(z,y,t) = K(x,y,t)+f0t dr f]R" K(z,&,t—1)p(€,y,7)dE (4.1.8)
integral denklemi elde edilir. Burada

K(.’IJ, yat) = _e—tQ(y) [% + LO(xa %)]Gl (w - Y yat)+
[Q(y) - Q(m)]e—tQ(y) Gl(x —-v.Y, t) - e_tQ(y)Ll(ma a%)Gl (:IZ —-¥Y, t) (4'1'9)

dir. (4.1.8) integral denklemini ¢6zmek icin K(z,y,t) operatér fonksiyonunu si-
nirlandirmak gerekir. Bu boéliimde ¢, ¢y, ¢, ..., ¢, ", vb. ile gésterecegimiz pozitif

sabitler aym olmayabilirler. Burada (Eydelman, S.D., 1969) de ispatlanmg olan
1D Go(z — 3,3, Il < ext="Feap(—cl2=8), (K =0,1,2) (4.1.10)

esitsizligini kullanacak ve her zaman ¢ € (0,1) oldugunu kabul edecegiz.
4.1.1 Yardimci Teorem : G;(z — y,y,t) operator fonksiyonu igin

n z—y|2
& +Lo(z, &)]|G1(z—y,9,t)|| < sabit.t="F .exp(—c272l) (4.1.11)
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egitsizligi saglanir.

Ispat. (4.1.4) ve (4.1.5) den goriildiigii gibi |z — y| < 7 oldugunda
Gi(z—y,y,t) = Go(z ~y,4,1) (4.1.12)
dir. a;j(z) (4,5 =1,2,...,n) 1) kogulunu sagladigindan

laij(z) — aij(y)| < Alz —y]

olacak gekilde bir A > 0 sabiti vardir. (4.1.10), (4.1.12) bagmtilarindan ve bu son

esitsizlikten |z — y| < % i¢in

”[% + Lo(w, %)]Gl(m - Y yat)” = ”[Lo(x, }‘5%) - Lo(ya %)]Go(l’ - y’yat)”
= 1272y (aij(z) — aij(y)) LSslzwd)|

8z;0z;
< et~ Fesp[~cZPLIRP _ Jaij(2) — ai(y)|
< et~ |z - ylewp[—cjz—_t—y':]
= opt =" H 25l el el

< C3t“£j2-—lea:p[—§li—-tlli] (4.1.13)
bulunur. Burada
yee=V" < sabit (y > 0) (4.1.14)

esitsizligi kullamlmigtir. Bu egitsizligin her sabit a,c ve B pozitif sayilan icin sag-

landig aciktir. (4.1.4),(4.1.5) ve (4.1.6) dan |z — y| > 1 igin
[2+Lo(z, Z2)]Gi(z~y,y,t) =0 (4.1.15)

elde edilir. Ispatin tamamlanmas: igin (4.1.11) esitsizliginin 7 <|lz—y| <1igin
de saglandigini gostermek gerekir. R(x) ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip

oldugundan, (4.1.4) ve (4.1.10) dan
n —l2
ILo(z, 2)Ci(z — y,u, )| < ext™*F exp[—clz52]

bulunur. Ote yandan
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ZG1(z —y,y,t) = R(z — y) £ Go(z - y,,1)
= —R(z — y)Lo(y, Z)Go(z — y,y,1)

olduguna gore (4.1.10) esitsizligini bir daha kullanirsak,
1:G1(z 4,3, 1)l| < ext™*F eapl—clzpl]
bulunur. Béylece |z — y| > J oldugunda

118 + Lo(z, 2)]Ga (= — 4,9, )| < eat~"F* exp[—cl232L]
=C3t- 2 ea;-p[._.C_.l_‘; l ]emp[_glz—tyl ]

< est™*F exp(~ & )exp|- g 23]
dir. (4.1.14) den dolay:
I + Lo(z, ZIGa (= = 1,9, )| < cseapl—§ 2320
bulunur. (4.1.13), (4.1.15) den ve bu son egitsizlikten

[ + Lo(z, £)1G1(z — y,9,8)|| < cst~"Feap[— 5252

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Her t > 0 ve z € IR” igin e~*?#) ¢ ¢,(H) oldugunu varsayalim. O taktirde
yukaridaki yardimc: teoremden dolay:

e~ QW[ 2 + Ly(z, £)]G1(z — v, 9, 1)1
< eyt~ $ =0y ezp|—cl252L] (4.1.16)
bulunur.

4.1.2 Yardimci Teorem : Q(x) operatdr fonksiyonu 4) kogulunu sagliyor ve her

t>0, z € R icin e~*9(2) € oy (H) ise

1(Q(y) — ($))6"Q("’)G1 (z—y,9,t)|h
< sabit.t™ “He:cp(— Q)1 emp[—cjz—';—"’-li]

dir.

yfygsamcaﬂm KURULU
"'&K@ sveesn o, L MERKELE
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ispat. (4.1.4), (4.1.5) ve (4.1.10) bagintilarindan dolay:

Q) — Q(2))e™2W Gy (z — y,y, )|l = I(Q(y) — Q(z))e™ E9W.

e—%Q(y)Gl(a“ -Y yat)lll

< e2]|(Q(y) — Q(z))e™ 59 ””e—%Q(y)Hlt-ge_c@E

elde edilir. Q(x) 4) kosulunu sagladigindan,

Q) — Q(@))e™5%W|| = [[(Q(y) - Q(=))Q*(¥)Q"(y)e~39W]|

< I(Q() — Q(=))Q~*(W)|||Q*(y)e~ 19|
< Blz — y[t~¢|[t°Q%(y)e~ 19W)||

bulunur. t*Q%(y)e~ 79 operatdriiniin ézdegerleri
{t*ag(y)em 2@},

geklinde ve

[tai(y)]?e 2% () < sabit

oldugundan,

£2Q2(y)e™$ W) | < sabit

dir. Buna gore

1(Q(y) — Q(z))e™ 59W)|| < sabit.t~2|z —y|

olup, (4.1.17) den ve bu son esitsizlikten

(4.1.17)

|z =g|2
QW) — Qz))e™ W G1(z — y,y, 1)l < sabit|z — ylt~3¢||e~39W) ||, e~

—y|? Y
= sabit.t‘"T_l—“(@E)%||e—%Q(y)||le—§ lo=gl® _gle=yl

bulunur. (4.1.14) den dolay:

Q) — Qz)e™ W G1(z —y,y, )ll1 < sabitt="F =2|[e=52W||;.cap[—g 12521

elde edilir. Bu da ispat: tamamlar.
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R(x) in ikinci mertebeden tiirevleri siirekli oldugundan, (4.1.4) ve (4.1.10) dan

| €7 W Ly (2, )Gz — y,,1) [h<
sabit.t— " || e~tQ() 1 ea:p[—cjz—_tyﬁ] (4.1.18)

bulunur. (4.1.9), (4.1.16) ve (4.1.18) den ve yardima: teorem (4.1.2) den
| K(z,y,t) |1 < sabit.t™ || exp(—ctQ(y)) [l: ezp[—clz=2L) (4.1.19)

elde edilir. Burada b = maz {2}, 21 + o} dir. Eger |z —y |> 5 (0<e<l)

ise,

t—be—ctTHe—y? — p=bo—$t7  a—y|? - 517 z—y|?

- c |lz—y|? . e lz—y]2
< sabitt~be~ 5t 5 < sabit.e~§ =

dir. Buna goére

| K(z,y,t) |1 < sabit || e=<tQW) ||; =523 |5y |> ¢35 (4.1.20)
bulunur. Benzer gekilde

| K(z,y,t) ||< sabit.t—be—c=E (4.1.21)

elde edilir. (4.1.8) integral denklemini ardigik yaklagim yontemiyle ¢ézecegiz. Ilk
adim olarak K;(z,y,t) = K(z,y,t) kabul edelim. O taktirde

Kn(z,y,t) = fot dr [ge K(z,6,t — T)Km—1(&y,7)dE, (m=2,3,...)

olur. Burada t > § > 0 i¢in X5_; Kpn(z,y,t) serisinin x ve y degigkenlerine gore
diizgiin yakinsak seri oldugu ispatlanacaktur.

o(z, y,t) = Z"2:11{"&(‘7” Y,t)

operatér fonksiyonu (4.1.8) denkleminin ¢éziimidir. X°_, Km(z,y,t) serisinin
yakinsakhgim ispatlamak i¢in Ky(z,y,t), K3(z,y,t),... operator fonksiyonlarmin

sinirlandirilmas: gerekir.
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4.2 K. (x,y,t) operator fonksiyonlar: icin bazi esitsizlikler

Km(z,y,t) (m = 2,3,...) operatér fonksiyonlarim simrlandirmak icin (4.1) de elde

edilen sonuglar1 ve (Glazman,l.M.,1965) de ispatlanmig olan

/ - ewp[—c(i" RN Ak, ) PR PR

< e(e)tTexp[—(c — €) M], (4.2.1)
(ft—_i)z e —tﬂ)2 > (€ —tTI)2 (4.2.2)

egitsizliklerini kullanacagz.

4.2.1 Yardimci Teorem : Q(x) operatér fonksiyonu 4) ve 6) kosullarini sagh-

yorsa
| Koz, y,t) ||1< sabit.t 5 —2b || exp(—c1tQ(y)) |1 .ewp[—(c—e)]z—:y-t] (4.2.3)

dir. Burada c sabiti (4.1.19) ve (4.1.21) de bulunan sabitlerin aymsidir.

Ispat. Ky(z,y,t) yi

t
Ka(on,t) = [ dr [ K(e,6t = n)K(E,v, )
_ / Tar [ K(z,6t - r)K(E,y,7)dE (424)
0 R»

+[;d1‘/].R" K(xyé.,t—T)K(é,y,T)d£=I1+I2

seklinde gosterelim. (4.1.19) ve (4.1.21) esitsizlikleri ve Q(x) in 6) kogulunu sagla-
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dig1 gozoniine alinirsa,

5L |h1= %d K —71)K d
R A R YA L
< [lar [ NKGEE=) K

4 [ byl Z €L
< sabit. dr [7(t — 7)) ezp|—c———
0 le-yl<1 t—7 (4.2.5)

2

_clf T?/I || eSO ||, de

S Sabit./z[T(t —T)]%_b ” e—Cth(y) ||1 dT.
0

[ eatel2=b L Lemv Py oy-va

dir. (4.2.1) den yararlanarak bu ifadede yer alan son integrali sinirlandiralim :

z—E&|? 2 n
R O

=H§‘=1/_ exp[— c(mz 'r) —c(Ei—yiy][r(t—'r)]"%df

T

(4.2.6)
n ,—1 (zi — yi)?
< c1(e)IiL 1t~ 2exp[—(c — ¢) ’_{"—"]
|2
= c1(e)t™ % exp[—(c — e)-l—w—t—y—l—]
(4.2.5) ve (4.2.6) bagintilarindan ve
Joro(t —m)fdr = t**AHB(a+ 1,8 +1) (a>-1,8> 1) (4.2.7)

formiuliinden

|| I1 ||1< sabit. || e=11QW@) || tn_'zl-—z‘z"emp[—(c - e)]%ﬂﬁ] (4.2.8)
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bulunur. (4.1.19), (4.1.21) ve (4.2.6) dan yararlanarak I, integrali i¢in

15l =l [ dr [ K(e,6t=n)K(E )it I
< [Car [ K@= K@) Il de

t
< sabit./ [r(t — 7))~ bdr.

2 12
/ “e—-ch(y) “1 exp[—clz_Tl _c|£ yl ]df

t T

t
< sabit. || 7390 ||y / [r(t —7)]%tdr.
0

— £ 12 . ] .
/ﬂexp[..c!i_il ST
— |2
< sabit. || e~ 51Q®) ”1 t%’—*—%exp[_(c _ E)I z ; Y l 1
elde edilir. (4.2.4), (4.2.8) ve (4.2.9) dan
Il K(z,y,t) ||< sabit.t 3 —2b Il e—c2tQ(y) ||1 ezp[—(c — €) lz—t'y[’]

bulunur.

(4.2.9)

Her z € IR igin Q7 /(z) € 01(H) oldugunu kabul edip, | z —y |> 1 igin K»(z,y,t)

operatdr fonksiyonunu simirlandiralim. Yardime: teorem 4.2.1 ve
t"_.z!i_%exp[——%ﬁ_;—yﬁ] < sabit
egitsizligi kullamlirsa
. _ —nl2?
|| Ka(z,y,1) |n< sabit || €20 ||y eap[—(c — §)12321]
bulunur. |z —y [> 1 igin
exp[—gjz;ty'i] < e 57" < sabit.t!
dir. Ote yandan

€714 [Jy= Ez2yemertai) = 222 t-la7 (y)tlal(y)e o]

< sabz’t.t_lzﬁﬁlaz‘_l(y)

(4.2.10)

(4.2.11)
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olup, bu son bagntilardan

&1 [y eapl—1=520] < sabit || @1(5) Il (8212)
elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.12) den

| K2(2,,2) |h< sabit | @7'(v) [ expl—(c~20) =20, (Jo—y|>1) (4213)

bulunur. Benzer gekilde

sabit.exp[—(c — 2e)]z;ty|i] , (lz—y|>1)ise

z 4.2.14
sabit.t_-'!’-_z—Zbezp[_(c _ 6) I”_t?llz] ( )

| K2(z,y,1) |I1S{

egitsizlikleri ispatlanabilir.

Bu kez de K3(z,y,t) yi ssmirlandiralim. Bunun igin 6nce bu operatér fonksiyonunu

agagidaki gekilde iki integralin toplami olarak gosterelim.

t
Ko(eut) = [ ar [ K@t = r)Ka(e,v, e
t
= / dr / K(z,€,t — 7)Ka2(€,y, 7)dE+ (4.2.15)
0 lé—yi<1

t
+/ dT/ K(z,&,t — 7)Ka(€,y,7)dE = Iny + Iny
0 |§—y|>1

Buradaki I3; integralini de yine iki integralin toplami geklinde gosterelim:

t
I21 = ‘/(; dT/I‘ < K(w,é,t - T)K2(€7y17)d€
/) S
=/o dr [é_ylSI K(x,{,t - T)K2(£’ya7)d§ (4.2.16)
t
+[ dT»/l < K(z,€,t — 1)Ka(€,y,7)dE
3 ) nS

1 2
=1 + 1Y

(4.1.19), (4.2.6), (4.2.7) ve (4.2.14) bagintilarm kullanip Q(x) in 6) kogulunu sag-
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ladigh dikkate alimirsa, (4.2.16) da yer alan I$) icin agagidakiler yazlabilir :
NPl = I / dr / K(2,6,t — 7)Ka(€,y, 7)de]s
[§—y|<1
< / ar [ K et DIl Dl
0 [€—y|<1
&
< sabit. /2 dr/ (t—- 7-)"’7-"—'2&—2” I e~ c(t—=7)Q8) Iz -
0 l€—-y]<1

e ¢ 16— yl2

(4.2.17)
exp[—c ,

1d€

< sabit. ” e—c1tQ(y) ”1 / (t—’l’)%_b'rn-l-l_zbdr_
— &2 2 n

/ ewp[—clzt_il = yl J[r(t — 7)]"%de

. —c1tQ(y) n+2-3b |z — ylz
< sabit. || e It exp[—(c — Ze)T].

(4.1.21), (4.2.6), (4.2.7) bagmntilann ve yardime: teorem 4.2.1 den yararlanarak

||Ig)[|1 i sturlandiralim :

t
Mt =1 [ ar [ Kbt =Rt

< J o [ IKGat=DlliKa e

t
< sabz't./ dT/ (t— T)_bTﬁgﬁ_Zb.
3 l¢—-yi<1

— £|2 2
67790 | eapl—(o - 2 (gl Ztlyge  (4219)
¢
< sabit. ” e—cth(y) ”1 / (t _ T)g'—brn"'l_zbdr.
2 2 .
[ et 9B - e o=y - 2
R~ T
; - 2—-3b |z —y]?
< sabit. || e~2t@W) ||; ¢ +23begp[—(c - 26)—-—t ]

(4.2.16), (4.2.17) ve (4.2.18) den

2
Lallx < sabit. || 729 ||, ¢*+2~3beap[—(c — 2€)|i‘zﬂ‘] (4.2.19)
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bulunur. (4.1.21), (4.2.6), (4.2.7) ve (4.2.13) den [|s|lx icin
t
Ml = 1) [ o [ Kot =Kol el
t
< far [ G-Il
t
< sabit.|| Q" W)l / (t—r)bdr.
0
(e—gayle € [€-9* 4.2.20
/[E—-yl>1 ezp[—(c — 2¢) P — (¢ —2¢) - |d¢ ( )
t
< sabit.HQ“l(y)Hl/ (t—7)2"br3dr
[ empt—te— 2B - - 20l = Wy - -2
< sabz’t.t"%ﬁ-ﬂJQ-'(y)nlemp[—(c - 36)%1
elde edilir. (4.2.15), (4.2.19) ve (4.2.20) den

_‘I'_. -
1Kz, v, )l < sabit.eapl~(c — 36/ E= Ly g+
+ tn+2—-3b“e—03tQ(y) 1}

bulunur. (4.2.11) den dolay: bu esitsizlikten |z —y| > 1 igin
1Ks(2,9,8)ll < sabit.|Q~(y)ll1ecp(~(c — 46) =52

elde edilir. Benzer gekilde

I Ka(z,y,t)|| < sabit.t"+2 3%egp[—(c — 3¢) I_g_—;_y[i]
1K3(z,y, )|l < sabit.exp(—(c — 4)232L],  (jz —y| > 1)

bulunur.
Bu son dort esitsizlik K4(z,y,t) nin sinirlandinlmasinda kullanilir.

K4(:L‘,y,t), KS(x’y7t)7 see

operator fonksiyonlar: simirlandirilirken (4.2.6) esitsizligi t degigkeninin kuvveti !

den kiiciik olmayan bir say:1 olana kadar kullamlacaktir ve sonucta bir my dogal
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sayis1 igin

., 4l _ _ _ § I:ZI — y|2 =l
[ Kmo(2,y,)llx < sabit.t ezp{~[(c — 2(mo - )] =—F—HIIQ™' W)+
+ ezp[—estQ(y)]}

olacaktir. (4.2.12) ve bu son esitsizlikten
— 2
Eoma(,0, Bl < sabit 1@~ ()l heapl—{(c — 2mo - D E=YEy  (g2)
bulunur. Burada ¢ > 2(mg — 1)e oldugunu kabul ediyoruz.

Kmo+1(m7 y)t)7Kmo+2(m7y7t)a v

operator fonksiyonlan ise, (4.2.2) esitsizligi kullamlarak sinirlandinilacaktar.

Kmo+1(z,9,t) yi sinirlandiralim:

Emoa(au,lls = 1| [ dr [ K(e,6,t =)oy (1ol
< / dr /]R 1K (2,6t = 1Ko (6,7l e
- / dr / 1K (2,€,t = T Komo (€, 9, 7)1 dE
0 |z —€|<(t~T)P

t
+ / i / 1K (2,6, ¢ — )| Ko (€, 7)1 dE
0 |z—€|2(t—7)8

I +I, 8= 2—” (4.2.22)

(4.1.21), (4.2.2) ve (4.2.21) esitsizliklerinden yararlanarak Ijve I integrallerini

simirlandiralim;

t
= / dr / 1K (2,6t — )11 Kmo (€, 7)1
0 |:l:—€|<(t—r)ﬁ

t
. _\—b -l
soabit. [@=rytar [ @@k
2 2
|x: §TI S yl lde (4.2.23)

ezp[—c .

< sabz't.ucz-'(ynhewp[—c—‘i'f] [ ==y

< sabit | Q! ()l eapl—c 2= YE
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t
I = / dr / 1K (2,6t = )1 Km(E, 5, )12 dE
0 |z —~€|2(t—7)#P

t 12 2
<satit. [ dr | Q- lleapl—c =4 _ =0l
0 (t-7)P <|z—¢l<1 t—7

-
a2
< sabit.t||Q-‘(y)||1exp[_c|‘”—ty|-]. (4.2.24)

(4.2.22), (4.2.23) ve (4.2.24) den

1K mos1(2,,8)ll1 < sabit.]|Q~!(y)llreapl—c 252t (4.2.25)
bulunur. Benzer gekilde devam edilirse,

limpooofPn =00 ve X0, <00

olmak lizere

1 Emotn(@ y,t)ll < tPean]|@~ @)lhezpl—c22L), (n=1,2,...)  (4.2.26)
esitsizlikleri elde edilir. Gériildiigii gibi

@(z,y,t) = Dope1 Km (2,9, 1)

serisi oq(H) uzayindaki norma gore yakinsak seridir. (4.1.19), (4.2.25), (4.2.26)

esitsizliklerinden ve yardimc: teorem 4.2.1 den

llo(z,y, )l < sabit.ezpl~cZZEEIQHw)Ils + tlezp(—ctQ ' (¥)|l1} (4.227)
bulunur. Bu esitsizlikten daha dnce yapildig: gibi |z — y| > 1 igin

ez, 9, il < sabit||Q~(y)ll eapl—c' =52 (4:2.28)
elde edilir. Agagidaki esitsizlikler de kolayca ispatlanabilir :

lle(z, y, )| < sabit.t—bezp{—clz=tl), (4.2.29)

lle(z, 9, 1)l < sabit.expl~c 2], (Jz —y| > 1). (4.2.30)



49

4.3 Green fonksiyonu igin asimtotik formiil

Bu kisimda G(z,y,t) fonksiyonu igin asimtotik formiil bulunacaktar.

4.3.1 Teorem : (4.1.1) diferansiel ifadesinin katsayilar1 1) -6) kosullarim sagh-
yorsa, t — +0 da

G(z,y,t) = G1(z — y,y,t)e~ QW) 4 tl"’ea:p[—cE:t"iE].
{1Q~' Wl + llezp(—ctQ()Il: }O(1)
dir. Burada O(1), o1(H) normu x,y ve t degigkenlerine gore diizgilin smnirli olan
bir operatdr fonksiyondur ve b = maz {21, 21 4 q} dur.
ispat.
(4.1.3), (4.1.4), (4.1.5) ve (4.1.10) dan yararlanarak

”G((L’,y,t) - etQ(y)Gl(w -y y7t)||1

<a[-rrtar [ eal-cEZE0) capl - rip(@lote, vl

t—71
=af-rnrtar [ col-el =t copie— mpptelete bt
vaf-ntar [ eopi-cl =l eople - not@lote v it

=B + B, (4.3.1)
elde edilir. (4.2.27) ve (4.2.29) esitsizliklerini kullanarak B; integralini sinirlandi-
ralim.

t _zl2
B; = A/ (t—7 _%dr/ exp[—cu].
0 ly—¢1<1 t—7

|| ezp[—(t — 7))l (€, y, 7)1 dE

i o |z — ]2
< sabzt./o‘ t—-7)"21 bdr /ly—£l$1 ezp[—c o ] || exp[—(t — 7)Q(E)]|]:.
t _£[2
e:vp[—c|_£_'i7_y_|2]d§ + sabit/ (t - r)—%dT/l < e:cp[—cla; _il ’
3 y—¢I<

expl—(t ~ T (lerpl—el 1 || eapl-erQUu)llh + Q')
=B" + B®, (4.3.2)

Q(x) in 6) kogulunu saglacdigs goézoniine ahmp ve (4.2.6), (4.2.7) bagintilarindan



50

yararlanarak Bgl) igin

3 — £[2
Bgl) = sabit. /2 (t- 'r)_%r_bdr/ emp[-—cl:';—gl].
0 - T

ly—€|<1

eopl—(t ~ Qe hezpl—el =V yag

< sabit. || exp[—citQ())|h /2 T3 0y (4.3.3)
0

[ capt-el2=th - oWy py-2a

< sabz’t.tl"bHexp[—cth(y)]||1ea:p[—c1 J__:t__?{_l_z_]

bulunur. Benzer gekilde B§2) yi simrlandiralim:

BEZ) = sabit. /t(t -7 _%dT/ exp[—c I 6I2]637p[ (t = 7)aa (§)]-
t ly—¢l<1

22 CF vl ) caploer@u] I + 11 @)l e

< sabit.{t—b ” ezp[—cth(y)] ”1 + “ Q—l(y)”l}
g o -2 Je—yP "
/0 T dT/ X exp[—c v Sl c ~ Jlr(t - 7)) "% de

< sabit.t{t™" || ezp[-c1tQ(¥)] |l1 + || @' (W)ll1 }ezpl—cx -yl _tylz]'

exp[—c

(4.3.2), (4.3.3) den ve bu son bagintidan

By < sabit.t{t™" || ezp[—c1tQ()] Il + || @' (y)ll yewpl—c1 12520)
< sabit. £ ~bezpl—ci L[| eapl-crtQ(y)] Il + 1 QW)Y (43.4)
bulunur. (4.2.6) ve (4.2.28) esitsizliklerinden yararlanarak bu kez de (4.3.1) de yer

alan Bj ifadesini simirlandiralim.

t
B, =A/ (t—'r)_%dr/ exp[—c
0 ly—¢>1

t -2 ez c| EP T
safonrter [ lleal-(-mIQ@) | corbey = | et )l

|z — €I
t—171

yaT)Hldé

< sabit. || @~ l(y)Hl/ Tzd'r/ ezp|— €|2 I£ ylz][r(t "%

—T
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: -1 |z - yl?
< sabit.t || @7 (y)|l1ezp[—e1 T—] (4.3.5)

(4.3.1), (4.3.4) ve (4.3.5) den

||G($,y,t) - e—tQ(y)Gl (1‘ -Y yat)lll
< sabitt*ezp{—c; (] expl-rt@)] Il + || @ (W)lIn}

ya da

G(2,y,t) = G1(z — y,y,t)e~QW) 4 1=begp|—c, l2=8).
{|| exp[—c1tQW)] Il1 + || @' (v)|l1 }O(1)

bulunur.
4.4 Ozdegerlerin sayisimin asimtotik davramg:

Burada L operatoriinin spektrumunun saf ayrik oldugu ispatlanacak ve A dan

kiiglik olan 6zdegerlerin sayis: igin asimtotik formiil bulunacaktir.

4.4.1 Teorem : (4.1.1) diferansiel ifadesinin katsayilar: 1) -7) kogullarim sagh-
yorsa, L operatoriiniin spektrumu saf ayriktir.

Ispat. G, (z — y,y,t) operator fonksiyonu

Go(ﬂi - yayat) = # f]Rn exp[_tz)?;j:la’i.‘i(y)sisj + i(s)m - y)]ds

geklindedir. Burada I : H — H birim operatordiir. s; = t=5¢; doniigtiirmesi

yapilirsa

Go(z = y,9:t) = Gromye Jn €2PI=BF jm1 @i (W)€ +it™ 7 (6,2 — y)ldE
geklini alir. Buradan da
n $
Go(0,z,t) = m—,—; SR~ exzp[—E%;_ a:5(x)é:€;)dE = (27(‘”3)7‘-[ (4.4.1)
bulunur. (4.1.4), (4.4.1) formiillerinden ve teorem 4.3.1 den

trG(z,2,1) = Etre™2 + OE~|| =9 |l + || Q7 (@)Ih] (442)

formiilii elde edilir. Varsayim geregi her z € IR™ i¢in Q(z) > I dir. Dolayisiyle
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” e_CtQ(z) ”1—_—- tre_CtQ(z)

dir. Ote yandan Q(x) 5) -7) kogullarim sagladifindan, (4.4.2) den dolay:

Jgn trG(z, z,t)dz = m Jgn @(z)tre= @@ dz + O(1)t1 0.

Jgn (@)tre 9= dz + O(1)t1 (4.4.3)
bulunur. X7 ._;a;j(z)é:€; ifadesi 2) kogulunu sagladigindan
M, < @(1‘) < M, (4.4.4)
olzzca,k sekilde My ve M, pozitif sabitleri vardir. O taktirde (4.4.3) den

Jgn trG(z, z,t)dz < o0 (4.4.5)

elde edilir. u = e~ y(z) ve u = Jrn G(z,y,t)%(y)dy oldugundan, G(z,y,t) po-
zitif sinirli et operatdriiniin gekirdegidir (¢ > 0). Her ¢ > 0 icin e~*L operatérii
cekirdek operatoriidiir (Kirillov,A.A,1976). e~*L ve L operatorlerinin spektrumlar:
igin

s{e"tL} = e—ts{L}

dir. Her t > 0 i¢in e™*L nin tam siirekli operator olmasindan ve bu son formiilden
L nin spektrumunun saf ayriklig: elde edilir.
A1 <X <...< A £..., L operatériiniin 6zdegerleri, A > 0 herhangi bir say1 ve

N(A) = Ea,<al

olsun.
4.4.2 Teorem : (4.1.1) diferansiel ifadesinin katsayilar 1) -8) kogullarim sagh-

yorsa, A — oo da
N()\) ~ (—2—51},(—2_;.2—)'21' fa.'(z)<A @(.’B)()\ - a,(a:))%da:
asimtotik formili saglanir.

ispat. Asagidaki egitlik saglanir :
tre”tl = / e~ MdN (). (4.4.6)

0
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(4.4.3) ve (4.4.4) den t — +0 iken

Jgn trG(z, z,t)dz = F(t) + o(1)F(t)

asimtotik formiili bulunur. Burada

F(t) = m Jr B(2)tre Q) dz

dir. Ote yandan (Kirillov,A.A,1976) da

tre 'L = [0, trG(z,z,t)dz

dir. Bu formiilden ve (4.4.6), (4.4.7) den

I e MdN(A) = [ga trG(z, z,t)dz = F(t) + o(1)F(t)
bulunur. Ayrica

F(t) = m fIR" @(x)[Egle_""’(‘"’)]dz

= G B2 Jpe (2)e ™ da

dir. Ote yandan (Kostyuchenko,A.G.,1968) de de
e e Bz = [ N )
gosterilmigtir. Burada

pi(A) = (ZTII\(%_T) fa,-(,,-)<,\ ®(z)(A — ai(z))tdz
dir. Son {ig egitlikten

F#) = J5° edp(3)

bulunur. Burada

PN) = Gryreeesy T Jas(e < 8@ — (@) B do

dir. (4.4.9) ve (4.4.10) dan ¢ — +0 da

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)
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[ e MAN(A) ~ [ e Mdp(N) (4.4.11)
elde edilir. Varsayim geregi
Ap'(X) < agp(A)
oldugundan, B. I. Korenblyum teoremine gore (4.4.11) den A — oo da
N(A) ~ p(A)
ya da
N ~ oy = oo < 8(@)(A — ai(z))Fdz
bulunur.
4.5. Ornek

Burada 1) — 8) kogullarim saglayan a;;(z), (¢, = 1,2,..,n) skaler fonksiyonlanna

ve Q(z) operatdr fonksiyonuna bir drnek verecegiz.

1 1=7J ise ,. .
5(%) = {0 : Z?éi ise (4,5 =1,2,3,...,n)

olsun. Bu fonksiyonlarin 1) — 2) kogullarim sagladiklan agiktir.

{ei}2, ayrilabilir H Hilbert uzayimin bir ortonormal tabam ve

Q)f = T2y (f,e)i* (1 + [z*)es , (f € D(Q()))

geklinde tamimh bir operatér fonksiyon olsun. Bu Q(z) operatér fonksiyonunun
3) — 8) kogullanm sagladigy gosterilebilir.
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SONUC

Bu ¢aligmanin birinci bélimiinde L[0, 00) dan Lz[0,00) a

i(y) = —£(p(z) %) — q(z)y

diferansiel ifadesi ve y(0) = 0 sinir koguluyla olugturulan L operatoriiniin negatif
dzdegerlerinin sayisinin asimtotik davramg incelenmigtir. Burada p(z) ve g¢(z)
fonksiyonlarinin pozitif olduklar: ve p(z) azalmayan , ¢(z) in ise azalan oldugu
kabul edilmigtir.

Ikinci boliimde ise , H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak {izere

Ly(H;IR™) den yine Ly(H;IR™) ye
I(u) = ~EF ;o1 55; (i (2) 2o ) + Q(2)u
diferansiel ifadesi ile olugturulan kendine eg L operatoriiniin spektrumu incelenmig

ve 6zdegerlerinin sayis: igin asimtotik formul bulunmugtur. Burada reel degerli

aij(z),(?,7 =1,2,...,n) fonksiyonlan
a;,j(z) = ai j(z)

aig% 3,7,k = 1,2,..,n) fonksiyonlar1 IR" uzayinda sinirhdir. Her bir z € R”
icin D(Q(z)) C H olmak tizere @Q(z) , D(Q(z)) den H akendine eg bir operatordiir.
Ayrica Nzern D(Q(z)) kiimesi H da yogundur ve Q(z) > I, Q7 1(z) € 0o(H) dur.
Birinci boliimdeki caligmanin devamu olarak H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak

lizere Ly(H;[0,00)) dan Ly(H;[0,00)) a

ve v 3%, &7 < T 0:5(2)éiés < pZi, 2 (v, p > 0) kogullanim saghyor ve

l(y) = —%(p(w)%)—Q(m)y diferansiel ifadesi ve y(0) = 0 siur koguluyla olugturu-
lan kendine eg L operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayisinin asimtotik davrams
incelenebilir. Burada Q(z) her z € [0,00) i¢in H dan H a tam siirekli bir opera-
tordiir.

Ikinci boliimdeki ¢aligmanin devami olarak da yitksek mertebeden kismi tiirevli
eliptik tipteki operator katsayili diferansiel operatorlerin spektrumu ve 6zdegerle-

rinin sayisinin asimtotik davranigt incelenebilir.



56

KAYNAKLAR

Adigiizelov,E.E, (1980), ”Operator katsayith Sturm-Liouville operatér proble-
minin spektrumunun negatif kisminin asimtotik davramsg hakkinda” Izv. An Az.
SSR, Seriya fiz.-tekn. i mat. nauk, No:6, 1980, 8-12 (R) *

Aslanov,G.i.,(1994) , "Hilbert uzayinda simirsiz operator katsayili diferansiel
denklemler hakkinda” DAN Rosii, 1994, V. 337, No:1 (R)
Bayramoglu,M.,(1971), ”"Operator katsayii adi diferansiel denklemlerin 6zde-
gerlerinin asimtotik davramg:”, Fonksiyonel Analiz ve uygulamalar1, Sbornik, Ba-
kii: Bilim, 1971, 144-166, (R)

Cohberg,i.C.,and Krein,M.G.,(1969), "Introduction to the theory of linear
non-selfadjoint operators”, Translation of Mathematical Monographs volume 18,
Amer. Math. Sos., Providence, R.I. 1969.

Courant,R. and Hilbert,D.,(1970), "Methods of Mathematical Physics”
vol.1 New York, 1970.

Eydelman,S.D.,(1969), ”Parabolic Systems”, North-Holland Publishing Com-
pany Amsterdam, 1969.

Glazman,I.M., (1965), " Direct methods qualitative spectral analysis of singular
differantial operators.” Jerusalem , 1965.

Hille,E.,Philips,R.S., (1957) , "Functional Analysis and Semi-Groups.” Col-
log.Publ.Math.Soc., 1957

Kirillov,A.A., (1976) , Elementary theory of representations, Springer verlag,
New York 1976.

Kostyuchenko,A.G., (1968), Kendine eg eliptik tipteki operatorlerin spektral
fonksiyonunun asimtotik davranigi, V kn ”Cetvyontaya matem. skola” , Kiev,

1968, 42-117

* R, kaynagin Rusca oldugunu gosteriyor.



57

Kostyuchenko,A.G., and Levitan,B.M., (1967) ” Asymptotic Behaviour of
the Eigenvalue of the Sturm-Liouville operator problem” , Funct. Analysis Appl.1
,1967,75-83

Korenblyum,B.I.,(1953) , ”"Fonksiyonlarin oram i¢in genel Tauber teoremleri”,
DAN SSSR., 88 No:5 1953, 745-748 (R)

Lysternik ,L.A., and Sobolev ,V.I., (1955), ”Elements of functional analysis,”
(Eglish translation). New York Fredrick Ungar 1955

Maksudov,F.G., Bairamoglu,M., Adigiizelov,E.E., (1993),

”On asymptotics of spectrum and trace of high order differential operator with
operator Couefficients.” Doga Turkish Journal of mathematics, vol. 17, number 2,
1993, 113-128

Maksudov,F.G., Hiiseynov,V.G., (1978), ”"Yar: eksende verilmig operator
katsayihh Sturm-Liouville denkleminin 6zdegerlerinin sayisinin asimtotik davramg:
” Dokl. AN Az. SSR, 1978, No:5 (R)

Naimark,M.A., (1968), "Linear differential operators ”, part I, II,

London, 1968

Skacgek,B.Y., (1963), ”Bir boyutlu diferansiel operatérlerin spektrumunun ne-
gatif kisminin asimtotu ”, Pribl. metode regeniya differens. uravneniy, Kiev, 1963,
96-109 (R).

Smirnov,V.IL., (1964), A Course of Higher Mathematics, vol.5, New York Per-
gamon press 1964



OZGECMIS

Adi Soyadi : Hamit AVCI

Dogum Tarihi :21.03.1942

Dogum Yeri : Adiyaman

Orta Ogretim : 1956-1962 Adiyaman Lisesi

Lisans Ogretimi : 1963-1968 Ankara Universitesi,
Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Askerlikl Gorevi : 1968-1970

Goreve Baslama 11970 LID.M.M.A de Asistan.

Halen YTU, Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Boliimiinde 68retim liyesi
olarak gérevini stirdiirmektedir.

4
BNy e)

DOKUMANEAS Y UN MERKEZE



