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OZET
Diferansiyel oyunlar, optimal kontrol ve oyunlar teorisiyle iligkisi olan ve mihendislik,
ekonomi ve ozellikle savag problemlerini inceleyen bir uygulamalt matematik alandir.

Bu caligmada uyguladigimiz yontemler, L. S. Pontryagin’in diferansiyel oyunlardaki
yaklagimina dayanmaktadir. Yeni problemler ¢ozmek i¢in onun yontemlerini gelistirdik.
z=Az—Bu+Cv
seklinde olan diferansiyel denklemin #(#) ve v(¢) kontroller olmak iizere
a-)ueP, veQ

b) flus)fds < p* , [[sfds <o°

c-) .ﬂ]u(s)"2ds <p?, w)eQ

iic degisik kisitlama tiplerine sahip olsunlar. “a sikki” nda verilen kisitlamadaki P ve Q

birer kompakt kiime, “b sikki” nda verilen kisitlamalar ise integral kistlamali kontrollerdir.
Buradaki integral kisitlamalar enerji kisitlamalann ifade etmektedir.

Takip eden nesnenin amaci, 1z =0 esitligini saglamaktir. Burada IT matristir.

Yukandaki “a sikki” m L. S. Pontryagin ¢6zerek diferansiyel oyun teorisinin temellerini
atmustir (Pontryagin, 1666, 1667). “b sikki” M. S. Nikolski (Nikolski, 1969) , A. Ya. Azimov
(Azimov, 1974) ve diger bilim adamlan tarafindan ¢ozilmigtir (Krasovsky, 1970, etc.). Bu
tezde L. S. Pontryagin, M. S. Nikolski ve A. Ya. Azimov tarafindan verilmiy yontemler “c
sikk1” nda ifade edilen kisitlar igin gelistirilmistir.

“c sikki” nda takip eden nesnenin enerjisine kisitlama varken takip edilen nesnenin boyle bir
kisitlamast yoktur. Bu problemi zorlastirmaktadir. Bu yiizden “c sikki” mnda verilen kangik
kisitlamal: kontrolleri kullanarak lineer diferansiyel oyun probleminin ¢éziimii ile ilgilendim.

Tezimiz iki kisimdan olugmaktadir. Birinci béliimde diferansiyel oyunun terminal kiimesi bir
lineer uzay olarak ele alindi ve bu lineer uzayda oyunun sonlanmasim mimkin kilan kosullar
incelendi. Ikinci béliimde ise terminal kiimesi bir silindir kiime olarak ele alindi ve bu silindir
bolgede oyunun bitirilmesinin miimkiin oldugu gosterildi.

Ik bolimde konu ile ilgili temel tanimlar ve teorem verildikten sonra ilgili teoremin ispati
yapildi. Iki ornek tizerinde konu biraz daha agikladiktan sonra

i+tax+ax=u

y+by+by=v
ikinci merteben diferansiyel denklemleri ile verilen bir sinif takip problemi ¢éziimii incelendi.

Ikinci boliimde ise eksik bilgi altinda lineer diferansiyel oyun incelendi. Bununla ilgili gerekli
tammlar ve teorem verildi ve teoremin ispati yapildi. Bu ispat1 yapilan teoremie ilgili olarak
bir 6rnek ¢ozildi.



ABSTRACT

Differential games are an applied mathematical field in relation with optimal control and
game theories, and examining engineering, economics and war problems.

The method we applied in this work bases upon L. S. Pontryagin’s approach in the differential
game. We developed his approach to solve new problems.

Let u(t) and v(t) be feasible controls in the differential equation: z = Az — Bu+Cv and
a-) wueP, veQ

b)) [lufds<p?, [sfds <o

) [l ds<p?, W e
0
be three different constraint types.

P and Q in the constraints in “choice a” are compact sets, constraints given in “choice b” are
integral constrainted controls. Integral constraints in this topic mean energy restriction.

The pursuer object is to make the equation as follows :
Iz =0, where II is matrix

L. S. Pontryagin established the differential game theory by solving the “choice a” above
(Pontryagin, 1666, 1667). The choice b is solved by M.S. Nikolsky (1969), A.Ya. Azimov
(1974) and some other scientists. The method given by L.S. Pontryagin, M.S. Nikolsky and
A. Ya. Azimov are developed for the constraints in the “choice ¢”.

 In “article ¢” the pursuer has an energy constraint, but evader has not. So it makes the
problem more difficult to solve. For this reason I studied the solution of linear differential
game by using mixed constraint controls in the given “choice c”.

This thesis consists of two chapters. In chapter one, the terminal set of differential game is
taken as a linear space and in this space, the conditions are searched for terminating the game.
In chapter two, the terminal set is taken as a cylindrical set and in this cylindrical region it is
showed that it is possible to terminate the game. Also in the first chapter, the theory is
proved after fundamental definitions and theories related to the subject are given. After
explaining the subject with two examples, we examined the solution of a class of pursuit
problems given by a couple of quadratic differential equations as follows:

itax+ax=u,

y+by+by=v.

In the second chapter, another kind of differential game, which is a pursuit problem under
incomplete information, is studied. We gave necessary definitions, theorems and their proofs,
and solved examples on it.
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1. GIRIS

Uygulamali matematigin onemli ve gelismeye ¢ok miisait alanlanindan biri de diferansiyel
oyunlardir. Diferansiyel oyunlar, optimal kontrol, oyunlar teorisi, kismi ve adi diferansiyel
denklemler, fonksiyonel analiz ve varyasyon teorisi ile iligkili bir alandir.

Diferansiyel oyunlarin Onemli pargasi takip problemleridir. Diferansiyel oyunlar teorisi
baslangigta savas modelleri igin bir ara¢ olarak gelisti. Gergek hayatta ise pek gok catigma
problemi ile karst karsiyayiz. Bunlardan birisi ekonomik siireclerdir. Bu iggi igveren

iligkilerinden, ekolojik dengelerin baskisindan ve g¢atigan siireclerden vs. etkilenmektedir
(Lewin, 1994)

Diferansiyel oyunlarin asil amaci diferansiyel denklemler ile verilen hareketlerin catigmasi
durumlanm 6grenmektir. Bu teoriyle Rusya’da Pontryagin (1966, 1967), Krasovsky (1970),
Nikolski (1969), Cikrii (1997), Friedman (1971), Azimov (1974) ve diger bilim adamlari
ugragmistir (Boltyanskii,1978) . Amerika ve Batida ise R. Isaacs (1965), Hajek (1975), Lee ve
Markus (1972), M. Bardi (1999) ve diger bilim adamlan ugrasarak bu alana énemli katkida
bulunmuslardir (Lewin, 1994) .

Amerika’daki ekolun bagim g¢eken R. Isaacs (1965) daha ¢ok uygulamali diferansiyel
oyunlarla ugrasmuistir ve geometrik yaklagimlarla ¢ozim yontemine Onem vermistir.

Ilgilendigi diferansiyel oyunlarin temel yapisinda;

Yavag hareket eden fakat manevra kabiliyeti yiiksek olan bir savag ugagini, daha izl hareket

" eden fakat manevra kabiliyeti digerine gore daha az olan bir savas ugagimn takip etmesi
problemi bulunmaktadir. Araciyla adam oldiirmeye cahisan sofér problemi de aym mantiga
dayanmaktadir (Lewin, 1994).

Rusya’daki ekolun ileri gelenleri ise teorik galigmalarda bulunmuslardir (Pontryagin, 1969,
1967, Nikolsky 1969 etc.). Bunlardan Pontryagin (1950, 1966) optimal kontrol ile ilgilenmis
ve bu tip problemlerin ¢ozimi i¢in maksimum prensibi teoremini ispat etmigtir. Daha

sonralanda diferansiyel oyunlar teorisi ile de ugragmustr.

Bu calismada uyguladifimiz yéntemler Pontryagin’in diferansiyel oyunlardaki yaklagimina

dayanmaktadir. Yeni problemler ¢ozmek i¢in onun yontemleri geligtirilmistir.

Varsayalim ki takip eden x nesnesi ve takip edilen y nesnesi asagidaki denklemlerle verilsin:

i= f(x,u) (1.1



y=g0,v) (1.2)

Burada # takip eden nesnenin kontrolii, v ise takip edilen nesnenin kontrolidar. x ve y faz
degigkenleri olduguna gore x=(x,x,), ¥y=(3,,¥,) seklinde yazilabilir. x, ve y, geometrik

koordinatlardir. Takip siireci yani, oyun
X =0 1.3)

oldugu zaman bitmektedir. u#(f) ve v(¢) kontrolleri keyfi olmayip bir kisitlamaya sahiptir. Bu
kisitlamalar, P ve Q kompakt kiimeler olmak iizere .

ueP veve( (1.4)
bigiminde veya
ﬂ]u(s)“zds <p?, ?]]v(s)”zds <o’ (1.5)

tarzinda integral kisitlamalar olabilir. (1.4) veya (1.5) kisitlamalanm saglayan olgilebilir

kontrollere, miimkiin kontrol (feasible control) denir.

Takip eden x nesnesinin amact x,(#) = y,(#) esitligini sonlu zamanda saglamak, takip edilen
y nesnesinin amaci ise x,(f) # y,(f) esitsizliginin her zaman gergeklegtirmektir. Takip eden
x nesnesi (1.1), (1.2) denklemlerini ve (1.4) veya (1.5) kisitlamalarim bilmekte, ayrica her ¢
*aninda, takip ettigi y nesnesi hakkinda gegmisten itibaren su ana kadar belli bir bilgiye sahip
olmaktadir. Ama su andan itibaren gelecege ait herhangi bir bilgiye sahip degildir. Bunun igin
bu tip problemlere oyun denilmektedir (Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998). Buradaki oyundan
kasit, klasik oyunlar teorisi degildir. Diferansiyel oyunlar teorisidir. Burada iki bagimsiz karar
verici oldugu i¢in optimal kontrol teorisinden de farkhiik arz eder. Cunku optimal kontrol

teorisinde sadece tek karar verici vardir.

Klasik oyun teorisini sirali- yapist gergek hayat problemlerinin modellenmesinde bu
tip problemler icin yeteri kadar uygun degildir. Ciinkih zaman sirekli akmakta, karar
vericilerinde stratejileri de zamana gore degismektedir. Bu nedenle diferansiyel oyun teorisi
¢ift kontrol problemi olarak diigiinillemez. Eger, bir oyuncunun aktif diferinin ise aktif
olmadigint kabul edersek diferansiyel oyun modeli bir optimal kontrol modele indirgenebilir.
Ozetlemek gerekirse diferansiyel oyunlar teorisi 6zel durumlarda optimal kontrol teorisinin

sonuglarin da igerir.
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z =(x,y) ifadesi ile (1.1) ve (1.2) denklemleri

z=F(z,u,v) (1.6)

seklinde yazilabilir ve (1.3) esitligi ise z faz uzayinda bir M alt uzaym gosterir. M alt
uzaymna terminal (sonlandirma) alt uzay: denir. Buna goére z e M oldugu zaman oyun bitmis

olur.

Pontryagin, Diferansiyel oyunlan, biri takip eden nesne diferi ise takip edilen nesne olmak
uzere iki agidan incelemigtir (Pontryagin, 1966).

Takip eden nesne agisindan baktigimzda

Eger (1.4) - (1.6) diferansiyel oyununda z, baslangi¢ noktasi i¢in 6yle 7'(z,) sonlu zamani
varsa ki, her keyfi miimkiin v(.) kontrolii i¢in 6yle miimkiin 2#(.) kontroli kurulabilirse (1.6)
denkleminde bu u(f) ve v(f)kontrollerine uygun z(f) yoriingesi M alt uzaymna gelirse, (1.4) —
(1.6) diferansiyel oyununda z, baslangic noktasindan 7'(z;) zamaninda oyunun bitirmek

miimkiindiir.

Yani takip eden nesne (1.6) denklemini, (1.4) veya (1.5) kisitlarini bilir ve ayrica her # aninda
s <t igin z(s) ve v(s) hakkinda bilgi sahibidir.

Takip eden nesne agisindan baktigimizda agagidaki problemler kargimiza gikiyor:

1- Faz uzaymn hangi z, baslangi¢ noktalarindan oyun sonlu zamanda bitirebilir?
2- Oyunu sonlu zamanda bitirebilmesi igin #(.) stratejisini nasil kurmahdir?
3-T(z,) sonlu zaman ne olmahdir?

Takip edilen nesne agisindan baktigimizda

Farz edelim ki takip edilen nesne (1.6) denklemini (1.4) veya (1.5) kisitlamasimi ve her ¢
amnda s <t igin z(s) ve u(s) kontroli hakkinda bilgi sahibidir. Takip edilen nesne verilmig

z, baglangig¢ noktasi ve her #(¢) kontrolii igin 6yle v(¢) kontroli bulunmahdir ki uygun z(?)
yoriingesi her >0 i¢in M terminal kiimesinin diginda kalsin. Yani her 120 igin z(f)¢ M

olsun.

Bu tez de birinci problemi -yani takip eden nesne agisindan olusan problem- inceleyecegiz.

Birinci problemin ¢6ziimiine ait temel ¢oziimleri ve yontemleri Pontryagin (1966,1967)



4

vermigtir. Bu temel yontemlerle hangi z, baslangig noktasindan oyunu bitirmenin mimkiin

olmasi, 7(z,) anmn hesaplanmasi ve u(f) stratejisinin belirlenmesi sorulanim ¢ézmiigtiir.

Krasovski (1970) diferansiyel oyunlar teorisine baska bir yaklagim yontemi getirmigtir .

Bu tezimizde takip eden x nesnesinin u(¢) kontrolii integral kisitlamali, takip edilen nesnenin

v(#) kontrolii ise geometrik kisitlamalidir.

[l ds < p?, W) eQ (1.7)

Pratik uygulamalarda integral kisitlamalar enerji simrlamalarnint gostermektedir. (1.5)’deki
gibi her iki kisit integral kisit olduBu zaman, her iki nesne de enerjisinin tiikenip
tukenmedigini kontrol etmek zorundadir. (1.7) kisitlamali ugrastigimz diferansiyel oyunda
ise takip eden nesne, enerjisinin titkenip tikenmedigini kontrol etmekte takip edilen nesnenin

ise boyle bir problemi bulunmamaktadir. Bu inceledigimiz problemi zorlastirmaktadir.
Bu arastirmada
z=Az-Bu+Cv (1.8)

lineer diferansiyel oyunu (7) kisitlamalan dahilinde incelendi ve (Azimov, 1974)deki

yontemler bu diferansiyel oyun problemini incelemek igin gelistirildi.

Tezimiz iki kisimdan olugmaktadir. Birinci boliimde diferansiyel oyunun terminal kiimesi bir
lineer uzay olarak ele alind1 ve bu lineer uzayda oyunun sonlanmasim miimkin kilan kogullar
incelendi. Ikinci boliimde ise terminal kiimesi bir silindir kiime olarak ele alind1 ve bu silindir

bolgede oyunun bitirilmesinin miimkiin oldugu gosterildi.

ik bolimde konu ile ilgili temel tammlar ve teorem verildikten sonra bu teoremin ispat:

yapildi. iki ornek tizerinde konu biraz daha agikladiktan sonra
¥+ax+ax=u (1.9)
y+by+by=v (1.10)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemleri ile verilen bir siuf takip probleminin ¢dziimleri

k(r) =r ozel hali i¢in incelenmisgtir.

Ikinci boliimde ise eksik bilgi altinda takip problemi incelendi. .Terminal kiimesi bir silindir

kiime olarak ele alindi ve bu silindir bélgede oyunun bitirilmesinin miimkin oldugu
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gosterildi. Bununla ilgili gerekli tammlar ve teorem verilmis ve teoremin ispat: yapimistir. Bu
teoremle ilgili olarak bir 6rnek ¢éziilmiigtir.

Simdi birinci béliimde kullandigimiz tanim ve teoremleri kisaca yazahm:

Tamm 1.1: (1.7)’deki kisitlamalarii saglayan kuadratik, integrallenebilen u(¢) ve v(¢)

ol¢iilebilir kontrollerine, miimkiin kontroller denir.

Tamm 1.2 : Takip eden nesne her gegerli zaman arahifinda kontroliinii
u(t) =U (¢, z(s),¥(s), s <t) formunda kurmaktadir. v(¢)=V[t, z(s),u(s),s <t ise takip edilen

nesnenin stratejisidir (Chikrii, 1997).

Tanmm 1.3 : Eger z, ¢ M baslangi¢ noktalan igin 6yle bir 7(z,) > 0 zamam mevcut ve her
keyfi mimkin v() kontroli i¢in Oyle mimkin #() kontroli kurulabilirse,
2(t)= Az(t)- Bu(t)+Cv(t) diferansiyel denkleminde bu #() ve v(.) kontrollerine uygun
z(¢t) yoringesi M ’e gelir, yani z(f,)eM olursa, oyunu z, noktasindan t, <7(z,) sonlu

zamanda bitirmek miimkiindiir denir.

Tanmm 1.4 : /(f) bir say1 olmak tizere agagidaki gibi tammlanir.

I3(t) = sup {jnF(r)v(k(t)—k(r))lé(r)"z drlv(r)eQ, re [O,k(t)]}

Tanmm 1.5 : G(t), konveks, L, uzayinda kompakt altkimedir ve agagidaki gibi gésterilir.

G(t) = { [Ttet= Bw(s)ds | I;”w(s)llz ds<(p —l(t))z}

Tanmm 1.6 : p, u(f) stratejisinin Gsten kisitlamasidir. p ise, u(¢) stratejisinin 7, zamanina

kadar harcanan enerjiden kalan enerjidir.

(1.7) — (1.8) diferansiyel oyununda z, baglangi¢ noktasindan ¢ikarak oyunu sonlu zamanda
bitirmek i¢in asagidaki varsayimlar kurulmustur.

Varsayim 1.1: k(0)=0, Vre[0,) igin k(r)=r kosulunu saglayan, [0,0) da tammlanan

stirekli diferensiyellenebilen, monoton artan Gyle bir gergel £(r) fonksiyonu vardir ki;

Ie"4C =T1e™B.F(r)
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faktorizasyonunu saglayan r’nin siirekli fonksiyonu olan F(r):R" — R? lineer operatorii

mevcut olur.
Varsaymn 1.2: Bir 7 >0 i¢in V7 €[0,77] olmak tizere p =1(t) olsun

Teorem 1.1: Varsayim 1 varsayim 2 in dogru oldugunu kabul edelim

T,
f e~ B (s)ds € ez, - G(1)

0

saglayan oyle bir ¢, [0, 77 vardir. Yani z, noktasindan baglayarak oyunu (0,7, +¢,] zaman

araliginda bitmesi miimkiindiir.

Asagidaki problemin ¢oziimiinde Teorem 1.1°1 uygularken Varsayimm 1.1°deki k(r)=r
oldugunu gordik. Bunun i¢in Teorem 1, £(r) =r hali igin asagidaki gibi olacaktir.

Varsaymm 1.3 : V» >0 i¢in

" “C =T1e™ B.F(r)

faktorizasyonunu saglayan r nin sirekli fonksiyonu olan F(r): R" — R? lineer operatorii

mevcut olur.

Tamm 1.7 : /() bir say1 olmak iizere asagidaki gibi tammlanir.
@)= sup{j [ (v )||2 dr\v(ryeQ, re [O,I]}
O
Tanmm 1.8 : G(t), konveks, L, uzayinda kompakt altkiimedir ve asagidaki gibi gosterilir.

G() = {jfﬂe“‘”‘Bw(s)ds

juw(s)“2 ds<(p —l(t))z}

Varsaymm 1.4: Bir 7>0 igin V£ €]0, f"] olmak iizere p > I(¢) olsun
Teorem 1.2: Varsayim 3 ve varsayim 4’iin dogru oldugunu kabul edelim
ez, eG(t), t, < T
dogru olsun. O halde Oyunu, z, noktasindan (0,#,] zaman diliminde bitirmek miimkiindiir.

k(r) =r diger teoremler asagida verilmigtir.
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Teorem 1.3: E+al+a,t=0 ve i#i+bn+bn=0 skaler diferansiyel denklemin
karakteristik denklemlerinin kokleri 4,,4,,7,,7,, gergel ve birbirinden farkh kokleri olsun.

Buna gore
1. A4 <4,,
2. yy<y,<4,<0,

fe2%)

P \/2(2'2 ~72)

kosullan saglantyorsa V(x,,%,,¥,,Y,) baslangi¢ noktasindan x, #y, i¢in oyunu bitirmek

miumkiindiir.

Teorem 1.4: &+af+a,&=0 skaler diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin kokii
a, +if, olsun #j+b7+b,n=0 skaler diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin kokii

a, tif3, olsun. Buna gore

1. B,=kB, k=123,

2. a,<q
0.2
R
J2(a -a,)
4. <0

kosullann saglantyorsa V(x,,%,,¥,,7,) baslangic noktasindan x,# y, i¢in oyunu bitirmek

mimkiindiir.

Teorem 1.5: E+aé+a,=0 ve #+bn+b,n=0 skaler diferansiyel denklemlerinin
karakteristik denklemlerinin kékleri sirastyla 4,y , gergel iki kat kokleri olsun. Buna gore

1. y<A<0,

(o)

N7y

kosullan saglamyorsa V(x,,%,,¥,,V,) baslangic noktasindan x,# y, i¢in oyunu bitirmek

mimkandiir.
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Teorem 1.6: & +a1:§ +a,£=0 ve fj+bn+b,p=0 skaler diferansiyel denklemlerinin
karakteristik denklemlerinin kokleri sirastyla 4 iki kat kokii ve @ +if karmagik kokii olsun.

Buna gore
1. a<i<0,

o

PR

kosullan saglamyorsa V(x,,%,,¥,,7,) baslangic noktasindan x,#y, i¢in oyunu bitirmek
miimkiindiir.

Teorem 1.7: £+a,f+a,£=0 skaler diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin A iki
kat koku olsun ve #+5,7+b,m=0 skaler diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin
farkh y, ve y, gergel koki olsun. Buna gore

1. y7,<4<0,

2. ¥, <V,

o

P>

V2(A-7,)
kosullarn1 saglamyorsa V(x,,%,,»,,),) baslangic noktasindan x,# y, igin oyunu bitirmek

" miimkiindir.
Ikinci boliimde .terminal kiime bir silindir kiime olarak ele alindi ve bu silindir bolgede
oyunun bitirilmesinin miimkiin oldugu gosterildi.
Simdi ikinci boliimde kullandigimz tanim ve teoremleri kisaca yazalim:
Tanm 1.9: z,¢M baglangic noktast igin Oyle bir 7(z,)>0 zamam var ve her keyfi
mimkin v(.) kontroli i¢in dyle mimkiin #(.) kontroli kurulabilirse, (1.8) diferansiyel
denkleminin, z(#) yorungesi ¢, <7(z,) amnda z(¢,) € M olursa, oyunu z, noktasindan soniu
zamanda bitirmek miimkiindiir denir.

Burada takip eden oyuncusu her ¢ €[¢,,T] icin bildigi {v(s)ls el r(to),r(t)]} dir. Burada 7" ve
t, verilmigtir. her 7>¢;, i¢in 7(¢f) fonksiyonu verilmig sirekli ve diferansiyellenebilen

monoton artan ve 7(f,) 20, z(¢) <t dir. 7(¢f) fonksiyonu ve 7, zaman, takip eden tarafindan



9
bilinmektedir. Demek ki takip eden [0,7,] zaman aralifinda v(s) hakkinda hi¢bir gey
bilmiyor 7, amndan sonra her ¢ amnda v(s) hakkinda 7—7(f) gecikmesi ile bilgi sahibi

oluyor. u”(),[0,?,] zamaninda takipginin kontrolii olsun. Buna gore

1,
j]]u‘(t)llzdt < p? olmahdir.
0
Tanum 1.10 : /() bir say1 olmak tizere asagidaki gibi tanimlamir.

P@)= sup [ [Fse(s)iC) ds, 1, <1<t
v(s)eg <o

se[0,t]

Tamm 1.11 : H(1,t,)ve G(f) kimeleri kompakt kimelerdir ve asagidaki gibi tammlanur.

T(ty) t
H(@t,t)= { J' " 1Cy(s)ds + J' He"Cw(s)ds|W(s) e 0, s €[0, t]}
0 z(t)

G(z)={ [T1et Bu(s)as| ||W(S)szss(ﬁ~l(t))2}

Varsayim 1.5: Oyle siirekli operator fonksiyonu F(s): R? — R” var ki
e 4C = T1e% ™ BF(s),s €t,,,],
dir.

Varsaymm 1.6: Her 7: ¢, <t <t, i¢in p=/(f) olsun,

Tanmm 1.12 PcR',QcR" kimeleri verilsinn Buna gore Pontryagin farki
P+Q= {x eR'|x+0c P} seklindedir.
Varsaymm 1.7:
M, 2H(t,1,)+D, Vtelt,,t]
dir.

Varsayim 1.8: Asagidaki kosul saglansin:
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f
e zo—je“"‘Bu'(s)ds eGt)+(M, £ H(1,.1,))
0
Teorem 1.8: Varsayim 5 ila varsayim 8 saglandify takdirde z, ¢ M baslangic noktasindan

baglayan oyun 7 =¢, aninda biter.

Teorem 1.9: Takip eden oyuncunun hareketi X+ ox =u, takip edilen oyuncunun hareketi ise

y+ py =v ile verilsin. £>0 bir say: olarak verilmistir. Buna gore

1) -§<a<ﬂ

ol i
2) p>_2—\j2a—ﬁ

V2o

3) g2 X2

kogullar1 saglandigs takdirde her z, =[zy,z,,]:||zy; — 2, > & noktasindan baslayan oyunun

bitmesi miimkiindiir.
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2. LINEER DIFERANSIYEL OYUNLARDA TAKIiP PROBLEMIi

2.2. integral Ve Geometrik Kisitlamah Lineer Diferansiyel Oyunlar

Diferansiyel oyunlar uygulamali matematiin énemli alanlarindan biridir. Burada asagidaki

lineer diferansiyel oyunlar inceledik. z € R"’in hareketi
z=Az—Bu+Cv @1

denklemi ile verilmistir. z faz vektorii sonlu boyutlu R” Oclid uzaymin elemamdir. u € R?,
ve@Qc R?, Q-kompakt bir kiimedir. 4, nxn boyutlu verilmig kare matris, B pxn, C gxn
boyutlu verilmis matrislerdir. Farz edelim ki M # R* M c R" alt uzay1 verilmigtir (Chikrii,
1997).

Takip eden nesne u(?) kontrolii yardim ile z(#) yorungesini z, ¢ M basglangic noktasindan
sonlu zamanda A alt uzayina getirmek istemekte, z(/)eM , takip edilen nesne ise v(7)

kontrolii kullanarak bu istege engel olmak istemektedir: z(f) g M , V¢ >0igin. u(t) ve w()

kontrolleri
[l ds<p®, w)eQ 22)

sirastyla integral ve geometrik kisitlamalari saglamaktadir. Burada p >0 bir parametre,
*Qc R? kompakt bir alt kiimedir. u(f)e L,[0,0) karesi integrallenebilen fonksiyonlar
sintffindandir. v(f) kontrolii ise olgtilebilir ve sinirli fonksiyonlar sinifindandir (Gok, 1997).
Buradaki kisitlamalan agiklayacak olursak Takip eden nesnenin #(f) kontroli enerji ifade
etmekte olup smurh bir enerjiye sahiptir. Takip edilen nesnenin v(#) kontroliiniin ise integral

kisitlamas: yoktur ve bir kompakt alan iginde hareket etmektedir. Bu ise problemin ¢6ziimiinii

zorlagtirmaktadir.

Tanmm 2.1: (2.2) deki kisttlamalanim saglayan #(f) ve v(r) olgilebilir kontrollerine miimkiin

kontrol denir.

Tamm 2.2 : Takip eden nesne her gecerli zaman araliginda kontrolina
u(t) =U(t,2(s),v(s);s <t) formunda kurmaktadir. w(z) =V [t, z(s),u(s),s <¢] ise takip edilen

nesnenin stratejisidir (Pontryagin, 1967).

Bundan sonraki ifadelerde #(¢) stratejisini 2 , v(¢) stratejisini de v olarak kullanacagiz.
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Takip eden nesneye birinci oyuncu veya takip eden oyuncu, Aym sekilde takip edilen nesneye
ikinci oyuncu veya takip edilen oyuncu deyecegiz ve kullanacagiz.

Tammm 2.3 : Eger z, ¢ M baslangig noktalan i¢in éyle bir 7(z,) > 0 zamam mevcut ve her
keyfi mimkin v() kontrolii i¢in oOyle mimkin #() kontroli kurulabilirse,
2(t) = Az(t) - Bu(t) +Cv(t) diferansiyel denkleminde bu #(.) ve v(.) kontrollerine uygun
z(¢) yorangesi M ’e gelir, yani z(t,)e M olursa, oyunu z, noktasindan t, <7(z,) sonlu
zamanda bitirmek miimkiindir denir. (Sekil 1.1)

# 0
» %0
f’/d\T
/
2
0 \'\\\
L * Iz,

Sekil 1.1: M terminal kiimesinin gosterilmesi

Bu tamimla ilgili olarak asagidaki problemler incelenmigtir.
1) Hangi z, ¢ M baglangi¢ noktasindan oyunun bitirilmesi miimkindar?
2) Oyunu bitiren u(f) stratejisi nasil kurulabilir?
3) T'(z,)>0 zamam mevcut mu?

Takip eden oyuncu V¢amnda ukontroli kurmak igin s<?¢ oldugu zaman z(s), v(s)

bilgisinden istifade etmektedir. Fakat takip eden oyuncu s>t oldugu zaman z(¢), ()
hakkinda herhangi bir bilgi sahibi degildir.
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Bu problemi ¢ozmek igin Pontryagin (1966, 1967) de ue P, veQ, P, O kompakt kiimeler

olduklan zaman ¢dziim yontemi vermigtir. Daha sonra Nikolsky (1969) ve Azimov (1974),
Pontryagin disiincelerinden istifade ederek

(s s < p*, [pis)fds <o

i¢in yukanda (2.1)’de verilen problemi ¢6zmiiglerdir.

L, M alt uzaymin R" de ortogonal tamamlayici alt uzay: olsun. I1: R" — L ise ortogonal
izdigiim operatérii olsun. O halde f=¢ amnda oyunun bitmis olmasi Ilz(#,)=0 denkliginin

saglanmasi demektir.

Varsaymm 2.1: k(0)=0, Vre[0,) i¢in k(r)=r kosulunu saglayan, [0,00) da tammlanan

stirekli diferensiyellenebilen, monoton artan dyle gergel k() fonksiyonu vardir ki
IMe*"C =Tle™ B.F(r) (2.3)

faktorizasyonu saglayan r’nin siirekli fonksiyonu olan F(r):R" — R? lineer operatorii

vardir.

v(s)e @, se[0,k(?)]’da mimkiin kontrol olsun ve (0 kompakt bir kiime ve F(r) sirekli
fonksiyon olduguna gore

-

j[[p(r)v(k(t)- k(r))ze(r)lr dr < N (1) (2.4)
olacak gekilde dyle bir N(t)> 0 vardir.
I? (f) say1sim agagdaki gibi tammlayabiliriz.

I*(f) = sup { [|Few o -k drvirreo, re [O,k(t)]} (2.5)

Yukandaki (2.4) ve (2.5) ifadelerinden 1°(¢) < N(¢) elde edilir

k(t) =T, +1, esitligini saglayan 7, >0, ¢, >0, sayilanm goz oniine alahm ve #(s), [0,7;] da

verilmis ve (2.2) deki integral kissdmi saglayan bir miimkiin kontrol olsun. Buna gore
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7 = p* - [ ds 2.6)
dir

Varsayim 2.2: Bir T>0 icin V¢t [0, T ] olmak iizere p > I(f) olsun

G(@) = { [ 11 Bw(s)ds E“w(s)"z ds<(p -1(:))2} 2.7)

kiimesini g6z 6niine alalim.

G(t) nin konveks bir kiime oldugu agikardir ve L, uzayinda kiirenin zayif -kompakt olmasi

hakkindaki teoremden ¢ikiyor ki G(t), V¢<[0, 7 ] icin L alt uzayinda kompakt altkiimedir.

Buna gore asagidaki teoremi ispat edelim.

Teorem 2.1: Varsayim 2.1 ve varsayim 2.2’in var oldugunu kabul edelim, ve

T,
fne(TU-»tl—s)ABﬁ(s)ds e He(To+lx )4 z, - G(tl) (28)
0

ifadesini saglayan bir £, €[0,7] vardir. O halde oyun, z, noktasindan baglayarak (0,7, +1,]

zaman arahginda bitmesi miimkundir.

~Ispat: (2.7) ve (2.8) deki ifadelerden s €[0,7,] arahgginda verilen dyle w(s) vardir ki

i

[l ds < (B-1¢,)f 2.9)
0

Ty 5

[Te %44 Bir(s)ds =14z, — [Tle™ " Bi(s)ds (2.10)
0 0

yukanidaki ifadeler saglanur. (0,7, +7, ] araliginda u(s) kontroliini asagidaki gibi kuralm.

i(s) selo, T] ise

”(S)Z{F(z,u; —sW(k(Q) K, +T, ) K, + T, —s)+w(s=T;) , self;, T+4] ise 2.10)

Bu kontrolun (0, T, +¢, ] ’da miimkiin oldugunu gosterelim. Yani
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Toty Tot+y

flco s~ flco as+ hcop'as )

dir. se[0, T,] i¢in wu(s)=u(s), olduguna gore ve (2.6)’deki ifadeyi dikkate alarak
yukanidaki ifadeyi asagidaki gibi yazabiliriz.

To+ty

[ o de= fjuo s+

Ty+4 To+ty

[ s ds=p -5+ | e as @13)

T

u(s) fonksiyonunu [7;,7, +1,] zaman araliginda (2.11)’da verilmis ifadesini dikkate alarak

ve (2.12)’deki denklemin saf tarafindaki son ifadenin karekokini aldigimizda Chauchy -
Minkowski esitsizlifinden asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

To+4;

T e as s\/ [ |F6 + T~ sy (k) - ket + T, - )kt + T, -5)| ds

Totl

+| JI#s-T) ds (2.14)

Yukandaki ifadenin sag tarafindaki terimlere s =7 +7;, 7 €[0,7,] doniisiim yaptifimz zaman

T

\/TT |F @, +T, = sy(k(t) - kG, +T, )kt + T, - )| ds

= J]“"F(t, ~rw(k(t) ~k(t, - )kt -0 dz

dir. Son denklemi ve (2.5)’deki denklemi dikkate aldigimz zaman

Toth

[ |F@ +1, sy (k) -k, + T, - )kt + T, - ) ds <it)

olur. s =7+7, doniigimiinden istifade ederek ve (2.9)’deki ifadeyi de kullanarak

\f Tf ”ﬁ)(s—z))”z ds = J}:“W(r)”z dr <(p-1t))
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elde edilir. Buldugumuz bu degerleri, (2.5) ve (2.9)’deki ifadeleri dikkate alarak ve
(2.14) deki ifade de yerine yazarsak,

Tl ds < i)+ p-1t) = 5

sonucunu elde ederiz. (2.13) denkleminde yerine koyarsak,

Tot+y

fluoff oz - 7477 o

sonucunu elde ederiz. Bu ise (2.11)’da kurulmus olan #(s) kontroliiniin (O, T, +tl] aralifinda
miimkiin oldugunu géstermis olur. Varsayalim ki (O, 1, +t1] araliginda rakip oyuncunun v(s)
mimkin kontrolii verilsin. Yani her s€[0,7,+¢#] araliginda v(s)e Q kontrolii 6lgiilebilir
olsun. Bu aralikta u(s) kontroliniin de (2.11)’da kurulmug oldugunu varsayalim. Bu iki
fonksiyonu (2.1)’de yerine konulursa uygun z(¢) yoriingesinin L alt uzayindaki ortagonal

izdistimii olan Ilz(z ) *y1 Cauchy formuna gére asagidaki gibi yazilir.

To+y To+4

TLz(7, +1) =He ™"z — j e ™M Byy(s)ds + j He™ M y(5)ds (2.15)
¢ 0

(2.15ydeki ifadenin sag tarafindaki birinci integrali 7, noktasinda ikiye ayirarak iki farkh
Tintegral yazdigimizda, O ila 7, arasindaki integrali i¢in (2.11)’deki u(s)=u(s) esitligini
dikkate alip yerine koydugumuz zaman agagidaki gibi olur.

To+ty Toth
f e~ Byy(s)ds = f TIe"™ ™~ Bii (s)ds + fﬂe M Bu(s)ds (2.16)

0

Burada s =T, +7 donisiimi yapilirsa

Ty+t,
J'I—Ie(]’0+t, S)ABu(S)dS' J‘He ’x“s)ABu(T +5)ds 2.17)

elde edilir. (2.15)’deki ikinci integral ise s = k(¢,) — k (¢, — 7) donisimii uygularsak

Tot+4 ‘ _ 4 .
j I o5 My(5)ds = jnek(:l-s)fzv(k (1)~ k(1 - s))k(z1 —-s)ds  (2.18)
0

[

2 J-n »&'ﬂﬂ S i‘c’u\“ ?\ ﬂ.),j
AR

RN )
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elde edilir. Burada ve £(t) =T, +¢ donasimi ile (2.16), (2.17) ve (2.18) ifadelerini dikkate
alarak (2.15) nolu denklemde yerine yazarsak

T !
TLz(T, +1,) = [Te™M z, — [T~ M Bii (s)ds - f He“M Bu(T, + s)ds
0 0

+ j e My (k(1) ~k(t, —5)) k(t, —5)ds

0

olur. (2.12) ve varsayim (2.1)’den yararlanarak yukaridaki ifadeyi yeniden diizenledigimizde

ise

4 I
T2(T, +1) = IHe("_S)ABW(s)ds - j T1e!" M Bu(T, + 5)ds
¢ 0
4 .
+jHe("“S)ABF (t, - 5w (k (1) - s)) k(t,~s)ds
Q¢

4
= [ T1e% Bii(s)ds - ]He(”‘s)AB [4(T, + 5)= F (1, = sy (k(8,) — k(t, — ) k(t, —5) |ds

dir. Yukanidaki denkleme (2.11)’deki ifade ile kurulmus olan #(s) kontroliniin [7,,7, +1,]

zamamndaki kargilifim alip yerine koyarsak;
4

4
= I e Biii(s)ds — J e Big(s)ds
0

0
=0

olur. Boylece ispat1 gostermiy oluruz. Yani I1z(7;+¢,), M terminal kimesine dahil olur.
Sonug olarak ikinci oyuncunun her mimkiin v(s) kontroline karst takip eden birinci
oyuncunun (2.11)’de 6yle bir u(s) kontrolii kurulur ki z, baslangi¢ noktast en ge¢ 7, +¢,

zamamnda M alt uzaymna gelir.
2.2 Ornekler :

Ornek 2.1 : Yukanda ispatim yaptigimz teoremi bir Omegin ¢oziimiine uygulayahm.
Varsayalim ki takip eden oyuncunun hareketi

P+ax=u (2.19)
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olsun. Takip edilen oyuncunun hareketi ise
y+p=v (2.20)

ile verilsin. @ >0, >0 siirtiinme katsayist olup birer skaler say1, x,y,u,ve R vektorler ve
k>1 ise bir tam sayidir. u(f), wv(¢) kontrolleri dlgilebilir ve agsagidaki kosullan saglayan
kontrol fonksiyonlandir.

[lfde<pt, o]0 2.21)

ayrica her biri sirastyla integral ve geometrik kisitlardir. Eger #, amnda
x(t)=y(1), x(t)=y(t) (2.22)

esitlikleri var ise oyun biter. Her iki kisitlama integral kisitlama oldugu zaman x(z)= y(¢,)

halini Nikolsky (1969) tarafindan, (2.22) hali ise Azimov (1974) tarafindan ¢oziilmiistiir.
Burada takip eden oyuncu (2.22)’deki esitliklerin gergeklesmesini istemekte ama takip edilen
oyuncu ise bu durumun gergeklesmesini engellemeye ¢alismaktadir. Takip eden oyuncusu her

t>0 amnda x(s),%(s),y(s),y(s) vektorlerini ve v(s) kontroliini s<¢ zamaninda

bilmektedir.

Baslangi¢ kosullann (x,,%,.¥,,7,) ve «,fB,p,0 parametreleri hangi kosullan

* saglamahdir ki #, zamamnda oyun bu baglangic noktasindan bitsin yani (2.22)’deki ifade
gerceklessin.

Bu problemi ¢ézmek igin bag taraftaki teoremi uygulayacagiz. (2.19), (2.20) ve (2.21) ile

verilen takip problemini diferansiyel oyun halinde yazmak gerekecektir. Bu durumda x =z,

¥=z,, y=z,, y=z, seklinde yazalim, z,,z,,z,,z, € R* dir,yani birer vektordir. O halde

(2.19) ve (2.20) denklemleri agagidaki

54 =2

£y =m0z (2.23)
2372,

Zy=—fz, +v

gibi yazilir. (2.1)’deki A,B, C matrisleri
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0O E 0 0 0 0
0 - 0 -E

A: d.': 0 ,_B: ,CZ O
0 0 0 E 0 0
0 0 0 -fE 0 E

seklinde elde edilir. Burada 0 — (kxk) sifir matrisi, E — (kxk) birim matrisi ifade etmektedir
(Ayres, 1972). O halde (2.23) denklemini (2.1)’deki gibi yazabiliriz. (2.22)’deki denklemden

M={eR*z =z,2,=2,} | (2.24)
terminal kiimesi elde edilir. z(z,)e M olmasi demek (2.22)’deki sonucun gergeklesmesi
demektir. Yani z(t,) e M ~ x(t,) = y(¢,),x(t,) = y(¢,) dir.

Simdi (2.1), (2.21), (2.24) diferansiyel oyununu ele alalim ve takip eden oyuncu oyle bir
strateji kurmalidir ki takip edilen oyuncunun her kontrolii (2.1)’nin uygun z(?,) ¢ézimi M

ktimesine ait olsun, yani z(7,)e A olsun. Takip edilen oyuncunun maksadi da Gyle w(¢)

muimkiin kontrolii kursun ki her 7 20 i¢in z(r) 2 M olsun. Yani oyun higbir zaman bitmesin.
Bu problem igin R*’de M alt uzayna ortogonal olan alt uzay L olsun. (z,,2,,25,2,)eL

olmak tizere
za+z,a,+z,a +z,a,=0 Va,,a, € R*
z,+z,=0 z,+z,=0
L={reR¥z =-z,,2, = —z,} (2.25)

IT1: R* — R* ortogonal iz diistim matrisini

E 0 -E O
= (2.26)
0 E 0 -F :
seklinde_yazahm.
ZI
Iz — E 0 -E 0 |z _|a-a
0 K 0 -Efz z,—Z,
V4

buradan goritir ki
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I1z=0
olursa z, =z,,z, =z, dir. Buise Iz e M ’dir.
Varsayim 2.1’e gore her r 20 igin k(r) fonksiyonu ve F'(r) matris fonksiyonu bulmaltyiz ki
Me*V*C = Ie™BF (r) (2.27)

olsun. Bunun icin Ile™B, I1e*”*C matrislerini ve F(r) operatoriinii hesaplayalim. Once

ITe™B matrisini hesaplayalim. ¢™ taylor serisine agalim.

2 42 i A

A r°A r'd
e =FE+rd+ +.+ +...
2! 7l

Buradaki 4 mn kuvvet matrisleri ve £ birim matrisi agsagidaki gibidir.

0 (-D'aE 0 0
4|0 D)a'E © 0
0 0 0 (-)7BE
0 0 0 (-)pPE
E 0 0 0
E: O E 0 0 ER4ka4k
0 0 E 0
0 0 0 E

2 i
e”’B=EB+rAB+52~!—AZB+...+%AfB+,..
! 1!

_E (__l)i—l ai—lE
. i+l i
EB=B, AB= ok L ape| CVEE]
0 0
0 0

2 i
He'AB:IIB+rI‘IAB+%HAZB+H.+rTHA"B+...
! I

0
i=0 icin rw:[ }
-E
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(__l)i—la i—lE

IMA'B = .
(_1)t+1aiE

} , =123,

0 w il (_ 1V it
mep=| O |43 0{CD @ B
-E| Fit| -D"2E

matrisin satir degerlerini tek tek hesaplarsak

04 13D p Lo _pp " Dp_ (-
as il a a a
gyl _(1 +Z$Z’—f?l]5 e
PR = I
dir. Buna gore
1-e™
Me"B=| ", E (2.28)
-e K
dir. Ayn iglemlerle
1-e#
[le“C=| B E
-e 2E
bulunacaktir. ¢=k(r) yazarsak
1—- —-B(r) :
k()4 - e—E
[1e"°C = B (2.29)
_ e—ﬁt(r)E

elde edilir. Simdi (2.27) denklemini saglayan k(r) ve F(r) fonksiyonlarm bulmaliyiz.

_ o P _ar
e gl |1
B = a F(r), vr
—e PO e “E
o BE(r) __par
1-e _lze Fr), Vvr>0

B
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e XD = F(r),Vr>0

olur. Bu iki esitlikten

1- e—ﬁk(r) a e—ﬂk(r)
—ar = -ar ? Vr >0
B l-e e

(1_ e—ﬁk(r)) ae ™™ = ﬁ (1__ e—-ar) e—ﬁk(r)
ae——ar _e—ﬁ(r)ae—ar - ﬂ(l __e-—ar )e—ﬁk(r)
ae™ ™ =e P l:ae“”" +8 (1 - )}

[ae*‘" +pB (1 —e )] e”

o)
o
k(r) = iln[(e‘” VN 1} (2.30)
p a
Fry=——% (231

e
1+ B (e” -1)
a
degerleri bulunur. F(r)= IE(r)E seklinde oldugu (2.30) ve (2.31)’da asikar olarak
= gorlinmektedir.
i) a2 p icin problemi inceleyelim:
k(r) fonksiyonu varsayim 2.1’deki
1) kK(0)=0
2) Monoton artan, Vr >0
3) k(r)zr ve Vr>0
kosullan sagladigim ispat etmek miimkindiir. $imdi bunlan gésterelim
q(r)=k(r)—r olsun

¢(0) = 0 oldugu agiktir. Bu fonksiyonun tiirevini alahim
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_ BT

: 1
4=k -1=+ -
ﬂ(e“’—l)—g—ﬂ

a-Zye= -1
a >0, Vr>0

(e"’—l)£+1 o
@

q(r)=

q0)=0, ¢(r)=0 ise ¢q(r)=0, r=0 olacaktir. Buradan k(r)2r oldugu agikca
gorilmektedir.

ar

e

k@)= <=,
@ -l P
a

Vr 20 (2.32)

oldugunu gosterelim.

e” =e” -1+1

=[(ea* —1+1)§]%

el e BB
—'B{(e l)a+a}

" burada (—'—qj <1 oldugu igin £ yerine daha biiyiik olan 1 degerini koyarsak
a

a
AP W A DL P )
'B[(e l)a+a}sﬂ!:(e l)a+lji

olacaktir. Buradan
—>e” < ﬁ{(e"" - 1)£+ IJ
Yij a

ar

S <Z
B

e -nP 11
a

elde ederiz. Bu ise (2.32) egitsizligini géstermigtir. (bkz. denklem (2.5) ):
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() = sup {j"F(r)v(k(t) k() k()| r

l<o,re [O,k(t)]}

= supiﬂ(lé(r»z k@) -k dr
(2.30) denklemi ve (2.32) esitsizligindeki bulgular bu denklemde yerine koyarsak
j:”(lé(r))zv(k(t) k()| ar < %z—ai'”v(k(t) — k() k(r)dr
olacakiir.
j:ﬂv(k(t) ~k()) k(r)dr = kIﬂv(r)Q[Zdr
son iig ifadeden son esitligin dogrulugunu s = k(f)— k(r) donigimi ile gostermek kolaydir.

< %Z—sz(t) , V20 (2.33)

\

R
9 |,
\\

\

AN

Py

Sekil 1.2 T degerinin gosterilmesi

oldugu gosterilir. £(0) =0 ve k(#) monoton artan ve ¢t —» +a0 igin k() — +oc olduguna gore

2 p3 .
k@)= P 5 ﬁz— yi saglayan bir T =(p,0,a, B) sayis1 vardir. (bkz. Sekil 2) #<[0,7,] aralifinda
a’ o

#(s)=0 olsun. O halde p= p olur. (bkz. (2.6))

G@) = {j'ﬂe‘”“Bw(s)ds*

I ”W(s)ﬂzdfs(p- ; \/% axfk(—t))z} (2.34)
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kiimesini g6z Oniine alahm. Bu kiime varsayim 2.2°de (2.7) ile gosterilen

G(t) = {j’ I1e“ 4 Bw(s)ds

finol (-0 |

kiimesinden daha kiigiiktiir. (2.7)’de g yerine p yazdik ve bu 6mekte G(¢) kiimesi yerine

ondan daha kiigiik olan G(t) kiimesini ele alacagiz. Her 7 €[0,7;] igin
GO =G (2.35)

oldugu (2.33)’de goziskmektedir. giinkii 7 < T ise

-

2 3 3
k(t)s%;f2 => p2>%30'2.k(1) Vi<T

ve p-I(t)> p—%c\/k(t) ise (2.35) ifadesi dogrudur. Teorideki (2.8) kosulu #(s)=0

olduguna gore teorideki 2.8 ifadesi asagidaki gibi olur:
[Me® "z e G(t,)

Bunun yerine é(t) < G(¥) oldugundan
[e™4z e G(t,)

ye bakacagiz. Yani Ile®™4z e(G(r) denklemini saglayan 1, varsa Iz e G()

denklemi de dogru olacaktir. Ciinka G(H) cG(t) drr.
ez e G(t,), 1, < T | (2.36)
saglayan ¢, varsa I, = k(#,)—¢, alsak o halde teorem 2.1’e gore z, noktasindan 7, +¢, amnda

oyun bitiyor. Bu 6rnekte

1— e*ﬂ‘(‘x)

Z ——————— ..
kA, _
Me™"z, = a B
e_ak(‘x)zoz _ e"ﬁ"('x)zg

4
[

bl
P4

oldugu asikardir. Buna gore TTe®™*z & G(t,) denklemi asafidaki gibi yazilabilir.
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44 —a(t-s)
J' I__e_w( s)ds
a

)

! [wis)|ds < (p - %\/‘/—%—a,/k(zl )] .4, €[0,71(2.37)

Ie"“(“")w(s)ds

=]

i) @ = § halinde ise
k(t)=t
Firy=E

k(r) fonksiyonu varsayim 2.1°deki kosullan sagladifi gorilmektedir. (2.33)’den
P <o’t

kolayca elde edebiliriz. Bu 6rnekte

. | 1__e—ai
Zy—Zy —

4 2
et z,= (zy —z;)

e (2 -127)
*oldugu agikardir. Buna gore (2.37) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

1 3
2y~ Zp—

l—e—at (’4_ 2)
“0  “o
(44

(- 5)

1 —ali-s)
[ ws)ds,

0

€ j' j."w(s)”zds_<_(p—o'~/;)2 A el0,7]
ey s)ds '°

Boylelikle teorem 2.1 incelediimiz 6rnek igin agagidaki gibi yazilabilir.

Sonug: Verilen (z),z2,z},z}) noktasi i¢in (2.37) denklemi dogru ise (z,,z3,z;,z5)

noktasindan baglayan oyunu, 7, +¢, zamanda bitirmek mimkiindiir.
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(2.37) denkleminde ¢ sabit olsun. pda yeteri kadar biyik olsa (2.37) daki denklem
saglamyor. @ — 3, z) —z., ve z: -z, yaklagsa Ile*™* 0 olacak ve (2.36) denklemi
saglanacaktr. Kisaca (2.37) denklemi baglangic noktasi (z.,z2,z2,z}) ve a,B,p.0
parametleri arasindaki iligkiyi verir. Buda demek oluyor ki eger (2.37) denklemi gergeklesirse

z, baslangi¢ noktasindan k(#,) =7, +¢, sonlu zamamnda oyunun bitmesi miimkiindir.

1.2.1 Problemin ¢6ziim algoritmasimin kurulmas:

1. Adm : ¥+ax=u ve y+[y=v ydringe denklemleri verilen takip problemini x=z,
X=z,, y=z,, y=z, donusimleri ile z=Az-Bu+Cv diferansiyel denklem haline
getirilmesi

2.Adim : 7=A4z-Bu+Cv denklemini olugturan 4, B, (C katsayilar matrislerinin
bulunmasi

3.Adm : M= {z eR¥|z, =z,,z, =z4} terminal kiimesi, L = {z eR¥|zy =-z,,2, = —24}

E 0 -E 0

ortogonal izdiisiim matrisini olusturulmas
0 E 0 —Ejl 2 ; ; ‘

ortogonal alt uzay: ve IT =|:

4. Adm : Ile*“C =Tle”BF(r) esitligin dogrulunun gosterilmesi igin I1e**C ve
. Tle™B matrislerinin hesaplanmasi, buna gore k(r) fonksiyonun ve F(r) operatoriiniin

- bulunmasi

5.Adim : Takip problemindeki « ve [ parametrelerine gére 4(r) fonksiyonunun

varsayim 2.1°1 saglayip saglamadigimn kontrol edilmesi, sagliyorsa problemin ¢dziimiine

devam edilmesi
6. Adim : /*(¢) nin hesaplanmasi
7. Adim : Varsayim 2.2’nin dogrulugunun gosterilmesi
8. Adim : [1e*®4z, e G(1,) 'nin gosterilmesi
Bu algoritma diger orneklerin ¢6ziimii iginde de kullanilabilir.
Ornek 2.2: Varsayahim ki takip eden oyuncunun hareketi

¥+ax=u (2.38)
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olsun. Takip edilen oyuncunun hareketi ise

y=v (2.39)

ile verilsin. @ >0 strtiinme katsayis1 ve bir skaler sayi, x,y,u,ve R* vektorler ve k>1 ise
bir tam sayidir. u(#), v(f) kontrolleri olgulebilir ve (2.21)’deki kosullan saglayan kontrol
fonksiyonlanidir. Eger ¢, amnda (2.22)’deki esitlikler saglandifinda ise oyun biter. Burada

takip eden oyuncu (2.22)deki esitliklerin gergeklesmesini istemekte ama Takip edilen
oyuncu ise bu durumun gergeklesmesini engellemeye caligmaktadir. Takip eden oyuncu her

t 20 amnda x(s), X(s), y(s), ¥(s) ve v(s) vektorlerini s <¢ zamanda bilmektedir.
Baslangi¢ kosullan (x,,x,,5,.7,) ve @, p,o parametreleri hangi kosullan saglamalidir ki 7,
zamaninda oyun, bu baglangi¢ noktasindan bitsin yani (2.22)’deki ifade gergeklessin.

Bu problemi ¢ozmek igin (2.38), (2.39) ve (2.21) ile verilen takip problemini diferansiyel
oyun hainde yazmak gerekecektir. Bu durumda x=z,, X=z,, y=z,, y=2z, seklinde
yazalm. z,,z,,z,,z, € R* birer vektordiir. O halde (2.38) ve (2.39) denklemleri asagidaki gibi

yazilacaktir.

(2.40)

0O E 00 0 0
-aF 0 0 ~-E 0

A:O @ ,B: ,C:
0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 E

seklindedir. Burada 0 — (kxk) sifir matris, E — (kxk) birim matrisi ifade etmektedir. O halde
(2.40) denklemini (2.1)’deki gibidir.(2.22)’deki denklemden (2.24)’deki terminal kiimesi elde
edilir. z(#,)eM ait olmast demek (2.22)’deki sonucun gerceklesmesi demektir. Yani

20 €M ~x(t,) = y(t,),%(t,) = $(1,) dir

Simdi (2.24), (2.1), (2.21) diferansiyel oyununu ele alalim ve takip eden oyuncu dyle bir
strateji kurmalidir ki takip edilen oyuncunun her kontroli igin (2.1)’nin uygun z(¢) ¢6ziimii
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M kimesine ait olsun, yani z(#,)e M olsun. Takip edilen oyuncunun maksadi da éyle w(r)

mimkiin kontrolii kursun ki z(f,)@M her r >0 igin R*¥’de M alt uzaymna ortogonal olan

alt uzay L olsun. L ortogonal alt uzay (2.25) deki gibidir.

IT: R* — R™ ortogonal izdiisim matrisi (2.26) seklidedir. ITz =0 olursa z,=z,,z,=z,

dir. Buise ze M dir.

Varsayim 2.1 ve varsayim 2.2’ye gore her »>0 igin k(r) fonksiyonu ve F(r)matris

fonksiyonu bulmahyiz. ki (2.27) gergeklegsin. Buradaki ITe™ B matrisini 6rnek 2.1°deki gibi

kolayca hesaplanabilir.
e —1
I'Ie”ib’ = o £
__e—afE

dir. Aym sekilde ITe“C matrisi drnek 2.1°deki gibi kolayca hesaplanabilir.

Ie“C = {_IE}
E

seklinde bulunur. 7= k(r) yazarsak

l—[elz(r)AC = _‘k(r)E
~E

olur. §imdi (2.27) denklemini saglayan k(r) ve F(r) fonksiyonlarim bulmahyz.

[—k(r)E} ey

= b4 F(r), Vr
~-L —e“E
e -1
—k(r)E = F(r)y, Vr>0

—-E=—e“EF(r),vr>0

denklem sisteminden

1 — e—ar

k(ry=- e, Vr>0
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k(r) = e’ -1

(2.41)

F(ry=e"E (2.42)
olur. F(r)= l;r(r)E seklinde oldugu (2.41) ve (2.42)’da asikar olarak goriinmektedir.
i-) a 20 icin problemi inceleyelim
k(r) fonksiyonu varsayim 2.1’deki

1) K(0)=0
2) k(r)=e™ 20 oldugu i¢in Monoton artan, Vr > 0.
3) k(r)zr ve Vr>0
kosullart sagladigini ispat etmek miumkindiir. Simdi Ggtinci sikkin varhigm gésterelim
q(r)=k(r)—r olsun

q(0)=0

4(r)=k(r)-1=€" -1,

g(ry=e* -120, Vr >0

-

q0)=0, ¢(r)=20 ise ¢g{(r)=0, r>0 olacaktir. Buradan k(r)>r oldugu agik¢a

goriilmektedir. (bkz. denklem (2.5) ) 7°(¢) 'nin yukaridan smrm bulahm.

@)= sup{ [l -kl drpr)<o.r € [O,k(t)]}
0

2dr}

2 1 Aot
v(k(@t)-k(@))| dr 302E(e -1)

e“v(k(H)—k(r))e”

- sup{i

t

J‘ e4¢zr
0
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olacaktir. Buradan

fIbe- ks = it e

e4at _

r@<o’

Vi=0.

e4at - 1

Eger p> >0’ olsa p’ > I*(¢) olacaktir ve bu durumda varsayim 2.1 gergeklesecektir.

2

4ap—2+ 1=e*
o

2
In (p_z 4a + 1)
f-_\NT
4a
#(s)=0 olsun. O halde p = p olur. (bkz. (2.7))

zamam vardir. Yani 7T =(p,0,a) sayist vardir. te€[0,7,] arahgnda

ol

o /e4at__1 ¥
2Wa

G = j'nef'*s)ABw(s)ds j‘“w(s)nzdss(p— (2.43)

kiimesini gbz Ontine alalim. Bu kiime Varsayim 2.2’de 2.7 ile gosterilen

G(t) = {jHe“””ABw(s)ds

fivor s (o-t0 |

kiimesinden kigiiktir. (2.7)’de p yerine p yazacagiz ve bu Ornekte G(f)kiimesi yerine
ondan daha kiigiik olan (2.43) kiimesinden istifade edecegiz. Teorideki 2.8 kosulu #(s)=0
olduguna gore teorideki 2.8 ifadesi asagidaki gibi olur.

ez e G(t,).

Bunun vyerine G()cG(r) oldugundan e™™z cG()’e bakacagiz.  Yani
Me®™ 4z eG(t,) denklemini saglayan f, varsa Ie®™z eG(t,) denklemi de dogru
olacaktir. Cinki G(t)cG(r) dir. He™™*z cG(t,)’yi saglayan f, varsa, o zaman
T, = k(1)) —1, alsak o halde teorem 2.1’¢ gére z, noktasindan 7 +¢ amnda oyun bitiyor. Bu

ornekte
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—ak(1)
1+1“e ' 2 3—k(t)4
M@, = Zg Zp — 2 1)%o
. =

- 4
e kg2 _ 3

dir. Buna gore (2.36) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

1 1-e @) 2 .3 4
z,+ z; —z, —k(t)z,
—ak(4), 2 4
e Wzl —z;
4 l ’*Q(tl"s)
—e
I ———w(s)dSs .
1

: 2 ove*™ -1 i A
e s dss[p———z—\/—;—j 1, €[0,71] (2.44)

4

[ w(s)ds
0

Buna gore teorem 2.1 asagidaki gibi yazilabilir.

Sonug¢ : verilen (z).z2,z),z;) noktast igin (2.44) denklemi dogru ise (z,,z,z).zy)

noktasindan baglayan oyunu, 7; +¢, zamanda bitirmek miimkiindiir.

2.3 Ikinci mertebeden dereceden diferansiyel denklemlerle verilen bir siif takip

probleminin ¢éziimii:

Asagidaki problemin ¢6ziiminde Teorem 2.1°i uygularken Varsayym 2.1°deki &(r) in
" k(r)=r oldugunu gordikk. Bunun igin Teorem 2.1’i k(r)=r hali igin yeniden yazalim. Bu
durumda varsayim 2.1 agagidaki gibi olacaktir.

Varsaymm 2.4: Vr >0 i¢in
Ile™C =TIle™ B.F(r) (2.45)

faktorizasyonu saglayan r’nin siirekli fonksiyonu olan F(r):R" — R? lineer operatori

vardir.

I*(f) sayisim agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

1%(t) = sup {j"]‘"(r)v(r)”2 driv(r)eQ, re [0,1]} (2.46)
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k(t)=1,+t, esitliginde 7, =0 alrsak, %(,)=¢ olur. Buna gore (2.6)’deki denklemde

p = p seklinde olur

Varsaymm 2.5: Bir T>0 i¢in V7 €0, 77 olmak iizere p=1(t) olsun

G@®) = {jﬂe(“‘“Bw(s)ds

j'!lw(s)llzdSS(p—l(t))z} (2.47)

kiimesini gz oniine alalm.
Buna gore Teorem 2.1°i de agagidaki gibi yazabiliriz.
Teorem 2.4: Varsayim 2.4 ve Varsayim 2.5’in dogru oldugunu kabul edelim

Mez, eG(t,), t, <T (2.48)

dogru olsun. O halde z, noktasindan baglayan (0,,] zaman diliminde oyunu bitirmek
mimkindiir.

Simdi Teorem 2.4’den istifade ederek asagidaki takip problemini ¢ozelim.

x,y € R" olmak tizere takip eden oyuncunun ve takip edilen nesnenin hareket denklemleri
X+tax+ax=u (2.49)
y+by+by=v (2.50)

diferansiyel denklemleri ile verilsin. Burada a,,b, katsayilan gergel sayilar, we R",ve R" ise
mimkiin kontrollerdir. u(¥) ve v(f) kontrolleri 6lgiilebilir ve agagidaki kosullart saglayan

kontrol fonksiyonlaridir.
ﬂlu(s)]]zdss o, sso, p>0,06>0 (2.51)
: :

Bu kisitlar sirasiyla integral ve geometrik kisitlardir. ¢, aninda

x()=y) (2.52)

esitlikleri gercgeklesirse oyun bitmektedir. Burada takip eden oyuncu yukandaki egsitligin

gergeklesmesini  istemekte ama takip edilen oyuncu ise bu durumun gergeklesmesini
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engellemeye ¢aliymaktadir. Takip eden oyuncu ¢=0 zamanda (x,,%,,7,.),),
X, # y,baslangi¢ noktasindan oyuna baslamakta ve V>0 amnda (x(s),x(s),y(s), ¥(s))

vektorlerini ve v(s) kontroliinii s <¢ aninda bilmektedir.

(2.49), (2.50) ve (2.51) ile verilen takip problemini diferansiyel oyun halinde yazmak igin
e, x,,9)=(z2,,2,,2,,2,) seklinde alalm. z,,z,,2,,z, € R" birer vektordiir. O halde (2.49) ve
(2.50) denklemleri agagidaki gibi yazilacaktir.

zZ, =2z,

2, =—~Q,Z, ~QA,2Z, +U
: e (2.53)

2,=1z,

Zy==bz,~byz, +Vv

(2.1y’deki A, B, C matrisleri

0 E 0 0 0 0
4o -a.F -aE 0 0 B= -E C= 0 ,
0 0 0 E 0 0
0 0 -hE -bE 0 E
seklinde elde edilir.
E 0 0 0
. |0 E 0 0
E — c R4an4n,
0 0 E O
0 0 0 F

E nxn birim matris, 0 nxn sifir matristir. A/ c R*" terminal kiimesi (2.52) deki denklemden

M={eR"z =z} (2.54)

terminal kiimesi elde edilir. z(f,)eM olmasi demek (2.52) sonucunun gergeklesmesi

demektir. Yani x(¢,) = y(¢,) dir.
Bu problem igin L, M alt uzaymn ortogonal alt uzay: olsun. (z,,z,,2,,2,) € L olmak tzere
L= {z eR"|z =——z3}

dir.
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I1: R* — L ortogonal izdiigiim operatorii olsun. Izdiisiim matrisi L ’deki uygun bazda
N=[E 0 -E 0]
seklinde olacaktir.

4
Mz=[E 0 -E 0] zz =[5 -2]

3

Z,

buradan gorilir ki

Iz=0
olursa z =z, dir. Buise zeM dir.
9,(0)=1,¢,(00=0,9,(0)=0, @,(0)=1 baslangi¢ kosullar verilen

E+aé+a, =0 (2.55)
skaler diferansiyel denkleminin 6zel ¢ozimlerini ¢ (t) ve @,(f) seklinde yazalim. Aym
sekilde v, (0)=1,¥,(0)=0,y,(0)=0,y,(0) =1 baslangi¢ kosullar1 verilen

i+bn+b,n=0 (2.56)

-

Skaler diferansiyel denkleminin 6zel ¢oziimlerini y,(¥) ve y,(f) seklinde yazalim (Shepley,

1984). o halde ilk énce e* "y1 hesaplayalim. e *y1 taylor serisine agalim.

tZAZ tiAi
FoF—+...

e“ =FE+14+ -
il

Bu ise kolayca hesaplanir. Buradaki A matrisi ve E birim matrisleri yukanda verilmistir.

aWE ¢,ME 0 0

i _|BOE 90E 0 0 .57
0 0 wOE wOE
0 0 BOE y0E

olacaktir.
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o(OE o,(E 0 0 0
p(OE ¢,(1)E 0 0 -E
Me“B=[E 0 -E 0] AOL :,0) (2.58)
0 0 yi(OE w,(E| 0
0 0 y@®OE y,OE] 0
=-@,(NE
pE 9,(OE O o o
p(OE ¢, (OFE 0 0 0
nec=[g o -£ of AOF #0 (2.59)
0 0 y@E y,OE|O
0 0  WOE y,0E|E
==y, (DE
Tle" BF () = @, (DEF(f)
Varsayim 2.4’deki (2.45) ifadesi agagidaki gibi yazilacaktir.
o, (OF@)=-y,(DE, 120
@,(1)
t =0 daki limitibakalm.
lim %2 @ _ lim '/{2 @ _ 1 dir. Buna gore
=0 @,(1) 0 @, (1)
W—Z(QE >0
F@) =< e, , (2.60)
E ,t=0

dir. Varsayim 2.4’deki (2.45) ifadesi saglanacaktir. (2.60) ifadesini (2.46)’deki /(¢) yerine
koyarsak

2

t V2 gl ds
5

Iz(t)-—-sup{J‘ ()

0 2

)| < o,s €0, t]}

Py<o’[|Fes)| ds
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t 2
P <o’ Kgﬂds (2.61)
s P2 ()
olacaktir. Asagidaki durumlan ayn ayn inceleyecegiz.

a. (2.55)in farkh 4, ve A, gergel karakteristik kokleri (2.56)’mn da farkh y, ve y,

gergel karakteristik kokleri var
b. (2.55)'in , +if, karmasik kokleri (2.56)'nin ise «, +i /3, karmagik kokleri var
c. (2.55)in A iki kat kokii (2.56)’min ise y iki kat koki var
d. (2.55)’in A iki kat koki (2.56)’nin ise @ +if8 karmagik kokleri var

e. (2.55)in A iki kat koki (2.56)’'mn da farkli y, ve y, gergel karakteristik kokleri

var

f  (2.55)in farkl A4, ve A, gergel karakteristik kokleri (2.56)’'mn ise y iki kat koku

var

g. (2.55)in farkh A, ve A, gergel karakteristik kokleri (2.56)'nin ise axiff

karmagik kokleri var

h. (2.55)in @ +if karmagik kokleri, (2.56)’mn ise y iki kat koka var

i. (2.55)in axiff karmagik kokleri, (2.56)'mn ise da farkh y, ve y, gergel

karakteristik kokleri var
Simdi bu durumlan tek tek inceleyelim.

a-) (2.55)in farkhh 4, ve A, gercel karakteristik kokleri (2.56)’min da farkh y, ve 7,

gercel karakteristik kokleri olmasi halinin incelenmesi

(2.55)’deki diferansiyel denkleme ait karakteristik denklem A>+aAd+a,=0 olup gergel

kokleri olsun. Buna gore genel ¢oziim @, (f) = c.e™ +c,e™ dir.
@,(t) =ce* +c,e®
@ ()= clﬂ'xem +cz’12e221

emlmo =1, x1ezlt|z=o =4
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ehtltd) =1, A'Zehllt:o :'lz

burada ¢ =0 i¢in agagidaki hesaplamalan yapalim.

O0=¢ +c,
1=¢4 +¢d,
esitliklerinden
¢, = ! ve ¢, = 1
1 ’11 _’12 : '12 - ’11
bulunur. Buna gore @, ()
0,(O)= (e ~e™)
’ '11 "'12

seklinde bulunur. ¢, (¢)’1 hesaplayahm
@, (1) = ce™ +c,e™
60 =G Ae™ +c, 7,6

burada 7 =0 icin agagidaki hesaplamalar1 yapalim.

-

I=¢ +c,
0=ch +c,A,
esitliklerinden
¢ = % ve ¢, = A
= A=2
bulunur. Buna gore @,(?)
)= ™ = 1)

seklinde bulunur. Aym yontemlerle (2.56) diferansiyel denklemin 6zel ¢ozimii olan () ve
w,(f) ’yi de asagidaki gibi bulabiliriz.
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@ —e™), y,()=—

1 =72 Vs~ N

y, ()=

(723}“ - 7lehl) .

@,(1) ve y,(t) de dizenleme yapip (2.60) da yerine koyarsak

B =2y oy (L=€ T)

>0
FO={r-rn Q-
E ,t=0
olur.
i-) A, <A, ve y, <y, oldugunu varsayalim.
d= max(l,—-ﬂq—iJ
Y=
) . 1-e® 1=e? B 5 r M
alalim. @ # f icin Pontryagin : F; €| L~ | oldugunu gostermistir (1967). Burada
a a

P N IR R _
a, >0 dir. Bizim 6regimizde de dini : 1-e € (1, b h J olacaktir. Buradan
V=N ]'2_3'1 Ya—N

l_e—(i'z‘i’l n 1-— e—(j'z"l’l n

Y.—h . A, =4

* elde edebiliriz. (2.61) ifadesindeki ZZ—E—Q <& 150

2

ve

2
——"’g @) <% y50
(3]

olacaktir. Yukandaki ifadenin her iki tarafim integralini alirsak

t 2 t

Vs O g < 5 [exras (2.62)
s @, (5) 0
t ez(h—ﬂq)t -1
j PLCE Y A—— (2.63)
0 2(}/2 _A‘Z)

dir.
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ii-) 7, -4, <0 oldugunu varsayahm

at —-—
a <0 igin ¢ ifadesini gz 6niine alalim (2.64)
eat .
1") t=0 lgm =0,
. eat -1 1
2-) t —+oo yaklagirken lim =,
t—>+<0 a a

’

et at at 1
3-) ( ¢ 1) =% 50 olduguna gore ¢ monoton artandir
a a a

a

1, 2 ve 3 sikkindan bu ifadenin supremumu sup ¢ = 1L ¢ikmaktadir. Yukandaki ikinci
[040) Q& [74

ifade de a yerine 2(y, — 4,) yazarsak

82(2’2“11)3 -1 1
sup e
10,50 2(¥, —4,) 2y, —4,)

(2.65)

olur. (2.61), (2.62), (2.63) ve (2.65) ifadelerinden

1

12 < 252__________
O 7

-

¢ikmaktadir.

P 2_\/—2——(%: olsun. Buradan p=I(f) oldufu asikardr. Buna goére varsaym 2.5
2" V2 1

saglantyor.

G(t) =1 [ p,(syw(s)ds

fiiao<{p-— 2]

kiimesini g6z 6niine alalim. Bu kiime (2.47) ile gosterilen kiimeden daha kigiktiir. yani

G() = G()

dir. Burada
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[.(syw(s)ds
0

s\/§¢§(s)ds\[§||w(s)|lzds

< ot - 2]

dir. Buna gore G(t) merkezi sifirda olan

t oé
¢2(S)d{p ———————-—] (2.66)
Z')‘ : V 2(*32 - 72)
yar ¢aph bir kiiredir.
“01
7 = Zo2
V]
Zys
Zog

baslangi¢ vektori olmak iizere;

@ (D2 + 0, (1)zy,
POz, +@,(Nz,
¥, ()2, +y (1), 2,
¥, ()25 +7,(Dzg,

Me“z,=[E, 0 -E,
=@ ()zg + P, (D20, —¢, ()20 — ¥, ()24 (2.67)

dir.

iii-) 4, <4,,7, <y, <4,,4, <0 oldugunu varsayalim

Buna gore y, <0,y, <0,4, <0 olur . Buradan ¢ — +oc giderken }im IMe*z, =0 dir. (2.66)

dan

fol7)

P> G -1,)

é(t) ‘nin yari gapi monoton arttif icin f’nin yeteri kadar buyik degerleri i¢in pozitif bir

olsa

sayidan buyiktir.
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Sonuc¢: 7>+ giderken }im Ile¥z, =0, oldugu igin ve G(t) ’nin yan ¢ap1 ¢’nin yeteri
340

kadar biiyitkk degeri igin pozitif bir sayidan bityikk olduguna gore ITe“z, € G(f) varsayim
saglanmaktadir.

Boylece agagidaki teorem ispat edilmigtir.

Teorem 2.5: (2.55) ve (2.56)’ nn A4,4,,7,,7,, gergel ve birbirinden farkli kokleri olsun.

Buna gore
1. 4 <4,,
2. 7, <y,<4, <0,

oo

Ty

kogullant saglamyorsa V(x,,%,,¥,,7,) baslangigc noktasindan x,# y, icin oyunu bitirmek

miimkiindiir.

b-) (2.55)in «a, +if, karmasik kokleri (2.56)’nin ise a, £if, karmasik kokleri olmasi

halinin incelenmesi

(2.55) diferansiyel denklemin karakteristik denklemi A’+aA+a,=0 olup kokleri

* A, =a, * B seklinde bir ¢ift eslenik karmasik sayidir. Buna gore genel ¢6ziim
o,()=¢e*" (cle"‘ﬂ“ + czei’}")

dir. Burada ¢, ve ¢, bulmak i¢in bu denklemin tirevini alahm ve ¢=0’a gore sistemin

basglangi¢ noktasina gore ¢ozelim.
@,(t) = e™ (c, cos Bt +c,sin 1)
@,(t) = ae™ (¢, cos Bt +c, sin fit)+e™ (¢, B, sin fit +¢,f, cos Bt)
e*| =1, ¢eospit|_,=¢. ¢sinft],_,=0

alealt ll=0 :al’ —clﬂl Sin ﬂltlt:O :09 cZﬁl cosﬂlt!t:() :CZﬂl
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=0 vec2=—1—
1

bulunur. Buna gore ¢,(#) 'nin degeri

0,(0)= —ﬂl—e"“ sin ¢

1
seklinde bulunur. ¢,(7) =e™ (¢, cos Bt +c, sin ft)
¢ =1

O=a.q +pc,

esitlikierinden c=1,¢= -2\ bulunur. Buna gore @, (1)
1

@ () =e™ [cos ,@t—%‘—sin ,Blt)

seklinde bulunur. Aym yontemlerle (2.56) diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii olan y, (f) ve
v, (?) de agagidaki gibi bulabiliriz.

w, () = e (cos Bit —-%—z—sin ,th)

2

v, ()= -/—;—e“” sin Bt

2
Buna gore Varsayim 2.4’deki (2.45) ifadesi agagidaki gibi yazilacaktir.

-0,(OVF(@)=-y,)E,t20

Fioy=Y2OF
® ®,(t)

F(@t)= Yop- sx._n_ Byt _ﬂ_le(az—al)t E
@, sinftp,

burada B, =kp,, £=1,2,3,--- olarak alirsak.
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Fy=Y2= S0Pt B jer-arp;
@, sinftp,

Fy=252kAL erar g
k sin St

olur. £ =1, i¢in sin B, =0 olsa,

‘m 1sinkpy

=1 olduguna gore
o & sin At gina g

NHE, sinft#0
F(t)= (f OF snh (2.69)

& VE, sinft=0
dir. simdi (2.69)’a bakalim ve sin ff# 0’yi saglayan her 7 i¢in ve her £=12,3,--- i¢in

- sinkfit 1 ) (ay-an)t .
oldugunu |——~1-— <1 géstermek kolaydir. | f()] <!, 1> 0 dikkate alirsak
sin B1 k

[F(0)<e™™) | her 120 icin (2.70)

oldugu gorular. (2.70) ifadesini (2.61)’deki /(f) *de yerine koyarsak

t
P <o’ j el @) gy
0

1 -
(D<ot 2, al)t__l
<o —-——————2(a2_al)(e )

olacaktir.
i-) a, —a, <0 oldugunu varsayalim
(2.65)’de ki esitliginden

ez(ﬂz‘al)f -1 1

su =-
oy 2(a,-a) 2(e,-a)

olur. Buradan yukandaki esitsizlik

0_2

l (t)Sm
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dir. varsayim 2.4°de p>/(f) olmahdir. Buna gore p>—2—E\/.__i’___——)olsun. Buradan ise
a -,

p 2 I(t) oldugu agikardir. Yani varsayim 2.5 saglanmaktadir.

G =1 [ o, (syw(s)ds| [ |wis)| ds < [ p- _2_(_?__;]

a4 ~-Q,

kiimesini goz {niine alaim. Bu kiime (2.47) ile gésterilen kiimesinden daha kiigiiktiir. Yani
Vt igin G(t) < G(¢) oldugu agikardir. Burada

s\/f%’(smﬁ s s

< !“’Z(S)d‘{"'—_'r‘—“z(a,-az)]

dir. Buna gore G(t) merkezi sifirda olan yangapt

[ (syw(s)ds

o £ 1 Y,
R@t)=| p——F———— \/ —-e* sin’ B,sds
{ J2(a, —aZ)J I s ‘
. olan bir kuredir.
ii-) @, <0 oldugunu varsayalim

Buna gore @, <@, <0dir. # —+oo giderken Vz, igin ITe"z, — 0 olmaktadir.

R(#) monoton artmaktadir. Buradan ¢’nin yeteri kadar biyik degerleri igin ITe”z, € G(¢)
dir,

iii-) @, =0 icin inceleyelim.
1

O halde t€[0,+) i¢in Ile®z, simrhdir. 7>+ giderken R(f)—>+oo oldugundan

Ie*z, € G(¢) dir.

Sonug olarak asagidaki teorem ispat edilmigtir.



46

Teorem 2.6: (2.55)’in «, +if, karmagik kokleri olsun, (2.56)’in a, £if, karmagptk kokleri

olsun. Buna gore

1. B,=kB, k=123,

2. a,<q
c
3. pr—/————
J2(a -a,)
4. <0

kosullar: saglamyorsa V(x,,%,,5,,5,) baslangic noktasindan x, %y, i¢in oyunu bitirmek

miimkiindiir,

¢-) (2.55)’in A iki kat kokii (2.56)’min ise y iki kat kikii olmasi halinin incelenmesi

(2.55) diferansiyel denklemin karakteristik denklemi A°+a,4+a, =0 olup iki kat koke sahip

olsun. Buna gore genel ¢6ziim
0,()=ce* +c,te”

dir. Burada ¢, ve c,’yi bulmak i¢in bu denklemin tirevini alalim ve sistemin baslangig

’noktasma gore ¢ozelim,
@,(t)=ce* +c,te”
@,(t) = Ace* +ce +Acte
ce¥| =6, cte*| =0,
Ace*|,  =2c, c,e*|,_=c, , Ace®| _ =0
¢, =0vec =1
bulunur. Buna gore ¢,(?)
@,()= te’

seklinde bulunur. ¢, (f) = ce® +c,te*
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¢ =1
0=2¢ +c,
esitliklerinden ¢, =1, ¢, =—A4 bulunur. Buna gore ¢,(f)
@, (1) = e - Ate*

seklinde bulunur. Aym yontemlerle (2.56) diferansiyel denklemin 6zel ¢ozimii olan y,(f)ve
v, (t) de asagidaki gibi bulabiliriz.

w,()=te" , y{t)=e" —yte”.
Buna gore Varsayim 2.4’deki (2.45) ifadesi agagidaki gibi yazilacaktir.

0, (VF (1) =y, (DE, 120

= .0
F(t)= ”’2(’)5:_75=e(f~”5 @.71)
@,(1) te

ir) ¥ <A oldugunu varsayahm

*(2.71) ifadesini (2.61)’deki I(f) ’de yerine yazarsak

P()<o’ [erPuds
0

mN

2(7’%) — 1)

Ot_—-.w
ww

(7 /1)
2 2 1 2Ay-4) _ V
<o ——————~2(}/ D (e 1)

(2.65)’de ki denkiemden

1
su 2- _ 1) =
ooy z(y~z)( ) 20h-7)

olur. Buradan
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1
2A-7)

1 -
12(t)so_2m(e2(7 l)_l)SO_Z

elde edilir. varsayim 2.5°de p>I(¢) olmahdir. Buna gore p=

-z __ olsun. Burada
N2(A-7)

p =1(t) oldugu agikardir. Yani varsayim 2.5 saglanmaktadir.

Gy =1 [ @, (syw(s)ds

illw(s)llzdfs[p——ﬁ(f—_——y—)]z}

kiimesini g6z tiniine alahm. Bu kiime (2.47) ile gosterilen kiimesinden daha kiigtiktiir. Yani
Vi igin é(t) < G(¢#) oldugu asikardir. Burada

< \ﬁ ¢} (s)ds\/i w(s)’ ds

dir. Buna gore é(l) merkezi sifirda olan yancapi

[ ou(smisyds

N o [ o
' R(t)—[p ————mJ !%(s)ds

olan bir kiiredir.

ii-) 4 <0 oldugunu varsayahm.
Buna gére y <0 olur. # — +oo giderken Vz, igin Ile"z, — 0 olmaktadir.

R(t) yan gapt monoton artmaktadir. Buradan #’nin yeteri kadar biyik degerleri igin

Mle“z, e G(r) dir.

Sonuc: /—+o giderken lim ITe*z, =0 oldugu igin ve G(f) nin yan g¢ap1 yukandaki

>+
ozelliginden dolayr T1e"z, € G(f) dir ve varsayim saglamaktadir.
Asagidaki teorem ispat edilmigtir.

Teorem 2.7: (2.55) ve (2.56)’nin sirastyla 4 ve y gergel iki kath kokleri olsun. Buna goére
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1. y<4<0,

o

P> G-7)

kosullart saglamyorsa V(x,,X,,¥,.¥,) baslangi¢ noktasindan x, #y, i¢in oyunu bitirmek

miimkiindiir.

d-) (2.55)in A iki kat kokii (2.56)’nm ise a+iff karmagsik kokleri olmas: halinin

incelenmesi

(2.55) deki diferansiyel denklemin iki kat koku igin ¢éziim “c gikkr” nda verilmigtir. Buna
gore @, (?) ve @, () ’in ¢ozimleri asagidaki gibidir.

p(t)y=e" - Ate*, o, (t)=te".
(2.56) deki diferansiyel denklemin eglenik karmagtk koki igin ¢ozim “b sikki” nda

verilmistir. Buna goére y,(¢) ve ,(¢)’in ¢oziimleri agagidaki gibidir.

w, ()= %Iem sinfft ,  y(t)=e" (cos Pt —%sin ﬂt) )

Buna gore varsayim 2.4°deki (2.45) ifadesi asagidaki gibi yazilacaktir.

-0, (OF(t)=-y,E 120

-

Fy=Y2Op
© o,()

at o2 :
F(I') — A (t)E — € Sn;tﬂt E= sin ﬂt e(a—&)tE
@ (1) pte Bt

olur. 7 =#, igin sin . =0 olsa, lim—1—§l—1£é'i =1 olduguna gore

x>t ko sin fit
Ft)= Sl%“,ﬁt e E e (2.72)

dir.

i) a <4 oldugunu varsayahm
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(2.72) ifadesini (2.61)’deki /(f) de yerine yazarsak

t
P(t)<o* [ Pds
0

1
12 t S 2 - 2({x—-1) _ 1
O (e )

dir. (2.65)’de ki denklemden

eZ(a—/’L) 1 1
= . Burad
?01;1&1}) D 2o olur. Buradan
Fiy<o’ !
T 24w

olsun. Burada

elde edilir. varsayum 2.5’de p=I(t) olmalidir. Buna gore p=

P2 {(?) oldugu asikardir. Yani varsayim 2.5 saglanmaktadir.

G = { [o.(syw(s)ds

jnw<s>(rdss[p———ﬁ—(—;——%5jz}

kiimesini goz iniine alalim. Bu kiime (2.47) ile gosterilen kiimesinden daha kigiiktir. Yani

Vt igin é(t) < G(t) oldugu asikardir. Burada

s\ﬁ@(s)ds\/i [wis)” ds

[0 (s is)ds

<,|[ i (s)ds (p-—\/i—(——f——_?;

dir. Buna gore G(z) merkezi sifirda olan yanigapt
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R(t)=,/ [ «;»;(s)ds(p—\/—ﬁ‘——_—;]

olan bir kiiredir.
ii~) 4 <0 oldugunu varsayalim

Buna gore a <0 olur. £ — +oo giderken Vz, igin ITe*z, — 0 olmaktadir.

R(t) yan ¢apt monoton artmaktadir. Buradan 7’nin yeteri kadar biyik degerleri igin
ez, € G(¢) dir.

Sonug¢: ¢+ giderken lim Ile¥z =0 oldugu igin ve G(t) nin yant ¢api yukandaki

>+

ozelliginden dolayr Tle"z, € G(¢) olmaktadir ve varsayimi saglamaktadir.
" Asagidaki teorem ispat edilmigtir.

Teorem 2.8: (2.55) ve (2.56)'nin sirastyla A iki kat koki ve a+if karmagik kokleri olsun.

Buna gore
1. a<A<0,

o

p>,/2(2—a)’

kosullani saglamyorsa V(x,,%,,V,,V,) baslangic noktasindan x,# y, i¢in oyunu bitirmek

miimkindiir.

e-) (2.55)in A iki kat kokii (2.56)’nin da farkli 7, ve y, gercel karakteristik kékleri

olmasi halinin incelenmesi

(2.55)’deki diferansiyel denklemin iki kat koki igin ¢oziim “c sikki” nda verilmistir. Buna
gore @, (?) ve @,(t)’in gozumleri asagidaki gibidir.

p()=e*~ae* |, @, (t)=te".

(2.56)deki diferansiyel denklemin farkh gergel kokler igin ¢oziim “a sikki” nda verilmistir.
Buna gére y, (¢) ve y,(¢)’in ¢ozumleri agagidaki gibidir.
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ny=—Lr—er s ety (y=—t (e -e).
Nnh-r: v =V

Buna gore Varsayim 2.4’deki (2.45) ifadesi agagidaki gibi yazilacaktir.

-, OF(t)=—y,(E,t20

Fiy=-k
® ?,(0)

nt_ Lt nt_ nt 1— (n-r)t
Fo=WOp._ - p_ - ,_ l-e i E (2.73)
o, (0 (r-7.)te (r,—n)te (r,—n)te ™

i-) ¥, <y, oldugunu varsayalim

I ot _ ot 1 . e(?’x‘?’z )
fonksiyonu « <0 igin monoton azalandir ve h_r}on =q dir . Buna gore
t

4

fonksiyonu da y,—%,<0 igin monoton azalan bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun limiti
¥, — ¥, dir.
ii-) 7, — 4 <0 oldugunu varsayalim.

Bu durumda (2.73) ifadeside agagidaki sekilde olur.

- Yo -ty
P,
Bunun integralini alirsak
t 2 t
I_g_ < Iez(}'z—i)s — 1 (ez(h‘ﬁ)f _1)
> P % 2(y,—4)
2(}'2—/7.)2 _1

olur. (2.73) ve son ifadeden

dir. (2.65)’de ki denklemden S1 =
te[O,}-o)) 2(7,—-4) 2A-p)

2 2 1
<o _“Z(A—yz)

dir. varsayim 2.5’de p>=I/(f) olmalidir. Buna gore pz—if——-)— olsun. Burada p>/(7)
-7V

oldugu agikardir. Yani varsayim 2.5 saglanmaktadir.
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G0 =4 [ ps(s)w(s)ds

juw@)uzdss[p--—m“__;—ajz

kumesini g6z iniine alahm. Bu kiime (2.47) ile gosterilen kiimesinden daha kiigiiktiir. Yani

Yt igin G(t) < G(t) oldugu asikardir. Burada

< st ol \/jcv()df(/’_z(\[f—?“)}

dir. Buna gore G(t) merkezi sifirda olan yangapi

[ . (syw(s)ds

R@ty= || 93 (s)ds (P ——i\/—f—_;——;)

olan bir kiiredir.
iii-) 4 <0 oldugunu varsayalim

Buna gore a <0 olur. 7 —> +wo giderken Vz, igin Ile*z, — 0 olmaktadir.

R(#) yan ¢api monoton artmaktadir. Buradan ¢’nin yeteri kadar biiyiik degerleri igin

Me"z, € G(¢) dir.
* Asagdaki teorem ispat edilmigtir.

Teorem 2.9: (2.55)’nin A iki kat kokii, (2.56)’'mn farkh y, ve y, reel iki koki olsun. Buna

gbre
1. 7,<A<0,
2. ¥, <Y,,

(e}

?7 G-

kosullant saglamyorsa V(x,,%,,y,,V,) baslangic noktasindan x, =y, igin oyunu bitirmek

miimkindiir.
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3. EKSIK BILGI ALTINDA TAKIP PROBLEMI

3.1 Eksik Bilgi Altinda integral ve Geometrik Kisitlamah Lineer Diferansiyel
Oyunlarda Bir Yontem
z(¢) sureci

2(t) = Az(t) — Bu(t) + Cv(¢) 3.1)
denklemi ile verilmigtir. Burada ze R", ue R?, ve R? A -nxn boyutlu, B -pxn boyutly, C -
gxn boyutlu verilmis matrislerdir. Takip eden oyuncu u(¢) kontroli ile z(f) yo6riingesini
z, ¢ M baglangig noktasindan sonlu zamanda M ’e getirmek istemekte, Ikinci oyuncu w(¥)
kontrolinii kullanarak bu istege engel olmak istemektedir. Burada A/ terminal kiimesi

M, +M, seklinde silindir bir kiimedir (sekil 2.1). Burada M, alt uzay, M, ise L’e dahildir.

L ise M,’in R" de ortogonal tamamlayicisidir. Yani R” =M, @ L dir.

4 M
e
/ 7/
i e
P et
M, ™
e i K\
p ,f/ | L T,

Sekil 2.1: Eksik bilgi altinda M terminal kiimesinin gosterilmesi

IT: R" — L ortogonal izdigim olsun. O halde z(t,)e M oldugunda I1z(#,) e M, olur. Bunun

terside dogrudur.

u(?) ve v(t) kontrolleri
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I ke ds<p’, wHeQ (3.2)

sirastyla integral ve geometrik kisitlamalani saglhiyor. Burada Qc R? kompakt bir alt
kumedir ve u(.) ise karesi integrallenebilen fonksiyonlar simifindandir.

Takip Problemi ; Oyle u stratejisi bulunuz ki her w() i¢in z(f)eM veya Ilz(t)eM,
olsun

Tanmm 3.1: z,¢M baslangic noktas: i¢in dyle bir 7'(z,)>0 zamam var ve her keyfi
mimkin () kontroli igin oyle mimkin u() kontrolii kurulabilirse, (3.1) diferansiyel
denkleminin, z(¢) yoringesi t, <7(z,) amnda z(f,) € M olursa, oyunu z, noktasindan sonlu

zamanda bitirmek miimkiindiir denir.

Takip eden oyuncu V¢>0 igin takip edilen oyuncunun kontroli hakkinda baslangigtan
itibaren belli bir zaman aralifinda bilgi almiyor ve bu zamandan sonra ise aldi bilgi de
gecikmeli olmaktadir.

Bu caligmada incelenen diferansiyel oyunun béyle bir Ozelligi olduguna gore bu tip
problemlere eksik bilgi altinda takip problemi adim verdik.

Bu taimla ilgili olarak asagidaki problemler incelenmigtir.
1) Hangi z, ¢ M baslangi¢ noktasindan oyunun bitirilmesi miimkiindiir?
2) Oyunu bitiren u() stratejisi nasil kurulabilir?

3) T7(z,) zamam mevcut mu?

Burada takip eden oyuncu her r€[f,,7] igin bildigi {v(s)[se[r(to), 'r(t)]}‘ dir. Burada 7 ve
t, verilmistir, her ¢#>¢, i¢in 7(¢f) fonksiyonu verilmis sirekli ve diferansiyellenebilen
monoton artan ve 7(f,) =20, ¢(t) <t dir. 7(¢) fonksiyonu ve #, zamam, takip eden tarafindan
bilinmektedir. Demek ki takip eden [0,#,] zaman aralifinda v(s) hakkinda hicbir sey
bilmiyor #, amndan sonra her # amnda v(s) hakkinda 7-7(f) gecikmesi ile bilgi sahibi
oluyor. u” (), [0,2,] zamanmda takipginin kontrolii olsun. Buna gore

!

}”*(t)“2 dt < p* olmahdr.




p*=p?

yazahm.
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ACK

to
0

Varsaymm 3.1: Oyle siirekli operator fonksiyonu F(s): R? — R? var ki

[Te® " MC = TTe% " BF (s),s €[t,,¢,],

dir. Burada #, <7 dir. /*(¢) sayisin agagidaki gibi tammlayabiliriz.

@)= sup [ [Fov(s)i(s) ds, 1, st <t,
v(s)eQ f

s€[0,t]

Varsaymm 3.2: Her ¢: ¢, <t <¢, igin p=I{¢) olsun,

Asagidaki kiimeleri g6z ontine alalim.

z(ty) t
H(t,t) :{ j e “Cr(s)ds+ | Te" > Cu(s)ds|u(s) € Q, s €[0,1]
0

z(t)

G(¢) kiimesini yazalim.

G = { j e Bw(s)ds j [wis)[ ds < (5~ l(t))z}

H(t,t,)ve G(t) kimeleri kompakt kiimelerdir.

Tanmmm 3.2

P—*—Q:{xeR"

|

(3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)

PcR',QcR" kimeleri verilsinn Buna gore Pontryagin farki

x+Q < P}seklindedir. (sekil 2.2).

Sekil 2.2 : Pontryagin fark:
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Varsaymm 3.3:
M, 2H({,1)2 0, Vielt,, 4] (3.10)
dir

Varsayim 3.4: Asagidaki kosul saglansin:

ITe** {.»O - Te‘“Bu*(s)ds} eG(t)+(M, * H(t,,1,)) (.11)

Teorem 3.1: Varsayim 3.1 ila varsayim 3.4 saglandifs takdirde z, ¢ M baslangic noktasindan

baslayan oyun ¢ =¢# amnda biter.

Ispat: varsayim 3.4 den elde edilir ki oyle w'(s), £, <s<¢ igin

a-) j [}w‘(s)nzazs <(p-1¢)Y (3.12)
I

& 4
b-) Tle™ [zo - e—“Bu*(s)ds} ~ [ Bw (s)ds + H (1, 1,) < M, (3.13)
4

0

dir. v(s), se[0,1,] takip edilenin keyfi mumkiin kontroli olsun. (3.13) denkleminden
asagidaki denklem elde edilir.

-»

f y
| § G [zo - j' e By’ (s)ds] - I e B’ (5)ds +
0 %

z(ty) 4
+ _" e *Cy(s)ds + I e MCv(s)dseM, (3.14)
0 z(g)

Bu problem igin takip eden oyuncunu kontroliinii asagidaki gibi kurahm:

u(s) = u'(5) ,5€[0,8,] 3.15)
F(sW(r(s))i(s)+w'(s) ,s€elt,.t] '

u(s) in mimkiin oldugunu gosterelim.

T s ﬁ

zf(.s‘)”2 ds + j‘ ”F W (z(s)e(s) +w' (s)”2 ds (3.16)
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(3.4)’deki ifadeden

‘o) ds=p7 - (3.17)

elde edilir.

(3.18)
t

\ﬁ [Fsr()i(s)+w' ()| ds < \/ j |FsW((s)ecs)| ds + \/ ‘
f b

<U)+p-10)= P

(3.16)’deki ifade de

,/ flufds <y ~7+5 =p

4 4
Z(tl) — etxAZO _J'e(ty-s)ABu(s)dS +J'e(tl—s)ACv(s)dg
0 0

7(4) 7(1p)
j’e(tl s)ABu (S)dS+ J' - SMCV(S)dS'F I e(t;—s)ACv(S)dS

(%)

J' (- s)AB F(S)V(Z'(S))Z'(S)'!‘W (S) dS"l- I (¢ s)ACV(S)dS'

o(f)
[z - j e Bu' (s)dyj j =4 BE(s)(x(s))E(5)ds - j €5 By (5)ds
(%)

+“’ (t] t(s))ACV(T(S))T(S)dS'l' J e(t;—s)ACv(s)dg+ I (trs)ACV(S)dS‘

7(fy)
burada 7(r) =5 donugtimi yapllarak
7(4) Y
| e Cr(s)ds = [ AU c(r))(r)ar

#{tp) I

elde edilmigtir. Buradan
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Iz(z,) = e (zo ~ ?e‘“Bu'(s)ds} - ?He(" M BE(s)W(r(s))7(s)ds
%

[

(%)

y 4
- [ 1“4 Bw" (s)ds + j 1“4 "M Cu(r(s))i(s)ds + j [e“™4Cy(s)ds
% t 0

4
+ ‘f ITe“ M y(s)ds

(t)

varsayim 3.1’den

]'He(""‘)”BF ()7 (s)ds = jHe(“"’(’))"“Cv(r(s))%(s)ds

%

olduguna goére yukandaki ifadeyi kullanarak (3.14)’yi dikkate aldigimzda I1z(z,)e M, dir.
Sonug olarak takip edilen ikinci oyuncunun her uygun v(s) kontroliine karst takip eden
birinci oyuncunun (3.15)’de oyle bir u(s) kontroli kurulur ki z, baslangig noktasindan ¢tkan
yoriinge en geg # zamamnda M alt uzayma gelir. Boylece teorinin ispatt yapilmustir.
Yukarida ispatim yaptigimiz teoremi bir érnegin ¢6ziimiine uygulayalim.
Ornek 3.1: Varsayalim ki takip eden oyuncunun hareketi

i+ax=u (3.19)

-

olsun. Takip edilen oyuncunun hareketi ise
J+ Py=v (3.20)

ile verilsin. >0,/ >0 sirtiinme katsayis1 olup birer skaler sayilar, x,y;u,ve R" vektorler

ve u(t), v(t) kontrolleri olgulebilir ve agagidaki kogullan saglayan kontrol fonksiyonlaridir.

(k@[ dt<p’,p>0,w0) <o (.21

ayrica her biri sirasiyla integral ve geometrik kisitlardir. £>0 bir say1 olarak verilmigtir.

Oyun (x,,,):[, — ¥o|> & baslangig noktasindan bagliyor.

et -y <& (3.22)
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oldugu zaman #=¢, aninda da bitmektedir. Takip eden oyuncu Vi>0 annda (x,,y,) igin
bilgi sahibidir.
Baglangi¢ kosullan (x,,%,,y,.7,) ve a, B, p,c parametreleri hangi kosullan saglamalidir ki

t, zamaninda oyun bu baglangi¢ noktasindan bitsin yani (3.22)’deki ifade gergeklessin.

Bu problemi ¢ozmek igin bag taraftaki Teorem 3.1°i uygulayacagiz. (3.19), (3.20) ve (3.21) ile
verilen takip problemini (3.1)’deki diferansiyel oyun halinde yazmak gerekecektir. Bu

durumda x=z,, y=2z,, seklinde yazahm. z,z, € R"dir, yani birer vektordiir. O halde

(3.19) ve (3.20) denklemleri agsagidaki
zZ,=—0z,+u (3.23)
z,=—f,+v

gibi yazilir. (3.1)’deki A,B, C matrisleri

[T ool

seklinde elde edilir. Burada 0 — (kxk) sifir matrisi, E — (kxk) birim matrisi ifade etmektedir. O
halde (3.23) denklemini (3.1)’deki gibi yazabiliriz. (3.22)’deki denklemden

M, = {(zl,;zz)]z1 = 22} (3.24)
lineer uzay elde edilir.

M, = {(;:l,zz)]z1 = z,} olsun, buna gore M, L L oldugu igin L = {(z,,zz)lzl =—z,} dir. M,

ise M,= {(z,—-z)

HE —;} seklinde tammlayalim. M,’in bu sekilde oldugunu agagidaki gibi
gosterebiliriz.

(2,,2,)eM +M,=>

(z,,2,)=(2,~2)+(a,a)

z,=z+a,

z,=z+a
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lz,—z,|=2|7|<e, z=(z,2z,)eR™ , yani (z,z,)eM,+M, dir. Bu ise ||z, -z,[<e dir.
Buradan terminal kiimesini M =M, + M, seklinde buluruz.

Simdi (3.1), (3.21), (3.24) diferansiyel oyununu ele alam ve takip eden oyuncu oyle bir
strateji kurmalidir ki takip edilen oyuncunun her kontrolii (3.1)’nin uygun z(¢) ¢ézima M

kiimesine ait olsun. Yani z(f,) €M olsun ve takip edilen oyuncunun maksadi da oyle v(¥)

miimkiin kontrolii kursun ki her >0 igin z(¢#) ¢ M olsun. Yani oyun hi¢bir zaman bitmesin.

I1: R** — R ortogonal izdiigiim matrisini
M=[E -E]

seklinde yazalim.

Z
Iz=[E -E] =z -z,
Z

buradan goriliir ki |[Iz| < colursa ||z, —z,| <& dir. Buise (z,z,)eM dir.

V7 >0 olsun inceledigimiz bu 6rnek i¢in Teorem 3.1’deki ¢, =0 ve r(t):—é olarak
alacagiz. Varsayim 3.1°deki (3.5)
IMe“ " C =11 BF(s), s €[t,,1,] (3.27)

saglamak ve gergeklestirmek igin ITe”B, [le”C matrislerini ve F(s) operatoriini

hesaplamahyiz. Once ITe”B matrisini hesaplayahm. Bunun igin e“’y1 Taylor serisine

agalim:

2 42 igi
=Bt A

2! !

2.2 3 .3
- 0 'a E 0 la E
“=F4 2! + 3 +
€ < 0 “‘ﬂ[E tZﬂZ t3ﬂ3
0 ” E 0 - E



~az _ A
"B = Ee 0 ’ E _ Ee
0 Ee#|| 0 0

dir. Aym yontemlerle ITe"C matrisi asagidaki gibi

< 0 0
ne“c=[g -e]% ° 1% -E] 0, |-k
0 EeR|E —Ee?

hesaplanir. Buldugumuz bu degerleri Varsayim 3.1’deki formiilde yerine koyarsak F(s)’i

buradan bulabiliriz.
e "M = 1" BF (s)
e By - r(s))CE ——e a(l WS)AEF(S)

F(S) — ea(t,—S)—ﬂ(&—r(S))E’ [O, T}
burada z(s) :% alirsak;

(a- By —as+ /35

F(s)=e K,

8
Eows
F(s)=e®“"e2 "E se[0,1]

t, =0 olduguna gore

?”u*(z‘)”2 dt =0 oldugundan p=p dir
[

[IF e ds =

12
S

v(—)—
(2)2

5 LB
- (z—a)s _ 1 28
el g2 ds<e™ ‘B)"cz—je 2 ds

Q

|

0

sol taraftaki integrali hesaplarsak



buluruz.

j”F (s)(z(s)7( S)HZ ds < 1 oleXe ___l___[ez(igs,,), _ 1}

B
g
( 2
buna gore
FH< 1 prgramn ;:%C-t—[e( pr2at 1] ,0<1<y, (3.28)
dir.
i-) ~’§—< a < 3 olsun
. . 2 1 ey
(3.28) ifadesinden I“(f) < —0~ ———— dir.
4 (f-2a)

I rn (B-2a)t
e’ -1 re " « A ke
( ) =——=¢e" >0 monoton artan oldugu igin i monoton artan olacaktir.

2 ¥ p-2a
(f-2a)t __1 1
-Buna gore 0</<¢ araliginda lim = olacaktir. Buna gore V720 igin
> -2  2a-pf
2
Py<—2— 1 g
20~ 4

p= {zz_a%% veya p 252{ ,2a1~,6 oldugu zaman varsayim 3.2 gergeklesir.

H(t,0) =+ j' +j'IIe(”)ACv(s)ds V| <o,se[0,7]

0

)
H(t,0) =+ j~e*ﬂ<”>v(s)ds M <o,s€[0,1]

L
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t t

J'—e"g COys)dsi < o J e P
t

: 1

|~

N[H.—-——-.n

; 1 r e? B
e"ﬂ(‘””ds:e“”'!eﬁsds=—ﬂ—e”ﬁ‘ e, =——|ef-e?
t

2

olur. Buna gore

e 2

1
BB

H(1,0)= Bl 0;

4l
1-e ° olan bir kiiredir.

- ]; merkezi sifirda ve yarigapt o

-ﬁ% ﬂﬂ_{
1 . i 2
1 ¢ monoton artarak — yaklagmaktadir. Yani V7 igin L 4 —l— oldugu asikardur.

BB 12 ﬁﬂﬁ
V2e

Eger T3 > % olsa H({@0)cM,,Vi>0 dir. Buradan varsayim 3.3 V20 igin

. M, 2 H(t,0)= O gergeklesecektir.

G() = {j —e"w(s)ds

‘E”w(s)”z ds<(p- l(t))z}

t t 2ot -2
e _ a o 1 2t € 1-e

Ie 2t s)ds =e 2a‘tje~a.sds —e 208 eum' — (etht _‘1):

5 0 2a o 2a 2a

buldugumuz degeri asagida yerine yazarsak

<\/ [eretds-. \fllwmu ds < (p~1(0)) ~——— “ ¢

olur. Bundan daha kiigiik olan

j' e Iw(s)ds
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auf{f e oofivyas p-3\ 1) }

kiimesini g6z 6niine alabm. V¢ igin G(t) < G(f) oldugu asikardr.

V26 O'J

M, *H(,0 SB0 ¥ 2
©.0)> ( 5

2z

ii-) (3.11)’deki ifadeden Ile"'z, € G(zl)+3(o;7~%) olup olmadigim inceleyelim.

Eger bunun dogru oldugunu gosterdifimiz zaman varsayim 3.4’Unde dogrulugunu

gergeklemis oluruz. ITe"z,” yi hesaplayalim:

burada z, = [zm z,, | dir.

1—e ™ o 1
o= B[ ‘J“'z;'"["'afza_ﬂﬂ

tA

1, =+ oldugu zaman ITe""z, — 0 olur. Ayni zamanda

o 1
[—e™ c 1 p~EV2a—ﬂ
——| p—— y - olur. bu ise (3.11)deki denklemi saglar.
a—

V2a 2 V2a

Boylelikle asagidaki teorem ispat edilmigtir.

Teorem 3.2: Takip eden oyuncunun hareketi x+ax =u, takip edilen oyuncunun hareketi ise

y+ fy =v ile verilsin. &> 0 bir say1 olarak verilmistir. Buna gore

§<a</} p>~— fz

kogullar saglandigs takdirde her z, =[zy, 2] |20 — 200

> & noktasindan baglayan oyunun

bitmesi miimkiindir,
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Bu g¢aligmada kangik kisitlamah lineer diferansiyel oyunlar igin (Pontryagin, 1966,1967
Nikolsky, 1969 ve Azimov, 1974)’un ¢6ziim yontemleri gelistirilerek yeni bir ¢6ziim yontemi
getirilmigtir. Lineer diferansiyel oyunun tanim yapilmg ve onunla ilgili teorem gelistirilmis,
bu teoremin ispat: yapilmustir. Bu teoremle ilgili 6rnekler verilmigtir. Ayrica kuadratik lineer
diferansiyel oyunlann ¢oziimleri incelenmistir. Aynica bu ¢oziimler igin genel bir algoritma
geligtirilmigtir.

Ikinci bolimde eksik bilgi altinda lineer diferansiyel oyunlar i¢in yeni bir ¢oziim yontemi
getirilmigtir. Bu boliimdeki lineer diferansiyel oyunlar i¢in terminal kiime silindir kiime
olarak ele alinmigtir. Lineer diferansiyel oyunun tammm yapimis ve onunla ilgili teorem
gelistirilmis ve ispatt yapilmustir. Bu teoremle ilgili bir o6mek verilmis ve ¢6ziimii

incelenmigtir.

Tezimim girisinde de belirttigim gibi diferansiyel oyunlar ekonomi ve askeri alanlarda
kullamlmaktadir. Yapmug oldugum bu teorik g¢alismamn uygulamasi yukanda belirtilen
alanlarda yapilabilir.

Benden sonra lineer diferansiyel oyunlar alaminda ¢aliyma yapmak isteyenler asagida

stralayacagim konularla ilgilenebilirler.

1-) Lineer diferansiyel oyunlarda, kangik kisitlamal kontroller altinda kagma

(evasion) problemi
2-) z(t) = Az()+ Az,(t —v)+ Bu + Cv seklindeki lineer diferansiyel oyunlar
3-) Takip eden nesnelerin hareket denklemleri X, = Ax, +Bu, , i= 1,¢, takip edilen

nesnenin hareket denklemi y=Dy+Cv olmak fizere kangik kisitlamal lineer diferansiyel

oyunlar.
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