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OZET

Basit baglantih bir bolgede analitik olan bir fonksiyon injektif ise yahnkattir. Yalinkat
fonksiyon ilk olarak 1907 yilinda Koebe tarafin dan tamtildi. Daha sonraki yillarda diger
matematikciler tarafindan farkh yalinkat fonksiyon siniflarn tanitilmistir. Bir kompleks
degiskenin analitik fonksiyonunun bir sinifi iizerine yapilan caligmanin temel amaci onun
Taylor acihmindaki n. katsayisimin modili icin bir {ist simir bulmaktir. Diger temel
amac f(z) fonkéiyonunun modiili icin distorsiyon teoremlerini bulmak ve ayn1 simf icin
Koebe bolgesini tayin etmektir. a— konveks fonksiyonlar simifi yildizil yalinkat fonksiy-
onlar ve konveks yahnkaﬁ'f(;nksiyonlann genellestirilmisidir. 1970°li yillarda P.T.Mocanu
tarafindan ortaya atilmistir. Diger yahinkat fonksiyon simiflar1 kompleks b-mertebeden
yidizil ve kompleks b-mertebeden konveks fonksiyonlardir. Bu smmiflar P.T.Wiatrowski
tarafindan tanmitilmistir. Bu calismada a-konveks fonksiyonlari kompleks mertebeden
yildizil ve kompleks mertebeden konveks fonksiyonlarin bir lineer kombinezonu gibi genelles-
tirdik ve bu sinif icin integral gésterilimi, distorsiyon teoremini ve katsay1 esitsizligini elde
etitik.

Anahtar Kelimeler : Alfa, konveks, yildizil, kompleks mertebeden yildizil, kompleks

mertebeden konveks.
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ABSTRACT

A univalent function is analytic and injective in any simple connected domain. The
univalent function was introduced by Koebe in 1907. After the years, different classes of
the univalent functions were introduced by the other mathematicians. The basic aim of
studying on a class of analytic functions of a complex variable is to find the upper bound
of the module of an coefficient which is n.th coefficient of the Taylor’s expansion. Another
basic aim is to find the distortion theorems for the module of f(z) and is to find Koebe

Domain for this class.

The class of a-convex functions, which is generalization of univalent starlike functions and
univalent convex functions, was introduced by P.T. Mocanu in seventies. Other classes
of univalent functions are starlike functions of complex order b and convex functions of
complex order b. These classes were introduced by P.T. Wiatrowski. In the study we
generalized the class of a-convex functions as a linear combination of starlike functions
of complex order and convex functions of complex order. And then we obtain an integral

representation, distortion theorem and the coeflicient inequality for this class.

Keywords : Alpha, convex, starlike, starlike of complex order, convex of complex order.
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1.GIRiS

Birim cemberde analitik ve yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar ilk olarak
1907 tarihinde Koebe tarafindan incelenmistir. Daha sonra da cesith matematikciler bu
siniflart genellestirerek cesitli yalinkat fonksiyon smmiftart ortaya atmuslar ve bu simiftart
incelemiglerdir. Tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlarm incelenmesinde temet
amag , ortaya atilan fonksiyon smifmm Taylor agihmindaki o, kstsayisma ait modiitin
iist s bulmak, fonksiyon simifina ait distorsiyon teoremlerini arastirmak ve Koebe
bolgelerini ifade etmektir.

Biz bu calismada 1970’1 yillarda P. T. Mocanu tarafindan ortaya atilan ve yildizil yalinkat
fonksiyonlar simfi ile konveks yalinkat fonksiyonlar smifimmn bir genellestirilmisi olan
a-konveks fonksiyonlar smifimi daha da genellestirerek, 1980°L yillarda P. Wiatrowski
tarafindan tanimlanan kompleks mertebeden konveks ve-kompleks. mertebeden yildizil
fonksiyonlar simflarinin bir lineer kombinezonu olan ” genellestirilmis a-konveks fonksiy-
onlar smifi” m1 tammlayarak, bu smif icin yukarida bahsedilen katsay: esitsizligi ve distor-
siyon teoremlerini inceledik. 0 < a < 1 reel bir parametre, b # 0 kompleks sayisimin 6zel
degerleri olmak iizere, daha 6nce yahnkat fonksiyonlar siniflan icin katsay: esitsizlikleri
ve distorsiyon teoremleri elde edildiginden, inceledigimiz sinifta bulunan neticeler, onceki
neticelerin topluca ifade edilmesi bakimindan 6nemlidir.

Simdi analitik "fonks'iyonlarm tamim bolgelerinden bahsetmek icin , elemanter topolojik
kavramlarin tanimlarini vermek faydal olacaktir.

1.1 Metrik Uzay : X bostan farkli herhangi bir ciimle olsun. X climlesinin herhangi iki
elemani icin d(x,y) € R reel sayisi, asagidaki aksiyomlar: saglamak fizere verilmis olsun.
(DVz,yeX , z#yicn d(z,y)>0

{i)Vz,ye X , z=yicin d(z,y)=0 (Idantik Szelligi)

(i) Vz,ye X , z#yicin d(z,y) =d(y,z) (Simetrik 6zelligi)

(v)Vz,y,2€ X , z#y+#zicn d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) (Ucgen esitsizligi)

Bu takdirde

d: X x X >R

tasviri, X ciimlesi {izerinde bir metrik uzay yapisim belirtmis olur. Yani (X,d) sirah
ikilisine bir metrik uzay denir. Burada z,y,z,--- € X lere X metrik uzaymmn noktalari,
d(x,y) reel sayisina da x ve y noktalar1 arasindaki uzaklik fonksiyonu adi verilir. Burada
belirtmek gerekir ki yukarida siralanan aksiyomlara metrik uzay aksiyomlar: denir. Eger
X ciimlesi C olarak alimrsa (C,d) sirah ikilisi de bir metrik uzaydur.

1.2 Metrik Uzaylarin Alt Uzaylari: X bir metrik uzay ve Y C X, X uzayinin herhangi
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bir alt ciimlesi olsun. X metrik uzay oldugundan, X uzayinda bir uzaklik fonksiyonu
verilmistir. Y ciimlesinin her eleman: aymi zamanda X uzaymn elemam oldugundan, X
uzayinda tanimlanan uzakhik fonksiyonu, Y alt ciimlesinin elemanlar1 icin aym1 zamanda,
metrik uzay aksiyom- larim gercekler. Bundan dolayr bir metrik uzaym her alt ciimlesi
de bir metrik uzaydir.

1.3.Tammm : X herhangi bir metrik uzay olsun. ¢ > 0 reel sayismive z € X noktasim
gozoniine alalim. X uzay1 d uzaklik fonksiyonu ile donatilmis ise

Ne(z) = {yld(z,y) < e,y € R}
nokta ciimlesine x noktasmnin e-civari adi verilir. Burada € > 0 reel sayisina bu civarin
yaricapi denir.

1.4 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzaymn bir alt ciimlesi olsun. z € A
noktasi icin N(z) C A kosulunu saglayan bir N(z) civarivarsa, = € A noktasma A
ciimlesinin bir ic noktas: denir.

1.5 Tamim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzaymn bir alt climlesi olsun. A
ciimlesinin her noktas: bir ic nokta ise, A ciimlesine bir acik ciimle denir.

1.6 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayimin bir alt ciimlesi olsun. X
uzayina ait bir x noktasi icin, x noktasimin her N.(z) civarinda z # y, y € Nz)
olacak sekilde, A cilimlesinin hic olmazsa bir y elemani varsa, x noktasina A ciimlesinin
bir yigilma noktasi veya limit noktasi denir.

1.7 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X metrik uzayinin bir alt ciimlesi olsun.
A ciimlesinin her y1gilma noktasi A ciimlesinin bir noktasi ise, A ciimlesine kapal ciimle
denir.(Yigilma noktasim icinde bulunduran kiimeye kapali kiime denir.)

1.8 Alt ve Ust Uzaylara Gore Acik Olma Durumu : X metrik uzaymn icinde
bulunan bir Y alt metrik uzayiverilmis olsun. A acik ciimlesi Y alt metrik uzayinmn icinde
olsun. Y nin bir alt uzay olmasindan dolay1, Y uzayindaki civar kavrami, Y uzayim ihtiva
eden X metrik uzayindaki civar kavrammdan daha dardir. Bundan dolay:, Y uzaymda
acik olan A ciimlesi, X uzayinda acik olmayabilir.

Buna &rnek olarak; (a,b) acik aralign B! bir boyutlu reel euclid uzaymda acik bir ciimledir.
Fakat R! C R? yani R! bir boyutlu reel euclid uzayi R%2 = R x R iki boyutlu reel
euclid uzayimn bir alt uzayidir ve (a,b) acik aralifs R? uzayinda, bir acik ciimle degildir.
Ispat: R! bir boyutlu reel euclid uzayinda bir (a,b) acik aralipy

(a,b) = {z]a < z < b, z € R'} nokta ciimlesidir.

Her (a,b) acik aralin R! bir boyutlu reel euclid uzaymnda acik bir ciimledir. Simdi bir
boyutlu reel euclid uzayinin bir iki boyutlu R? euclid uzaymm icinde alindigini farzedelim.
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Burada ispat1 basitlestirmek icin, s6z konusu R' uzayr R? uzaymin icinde olan z; ekseni
olarak almmis olsun. Bu takdirde yukaridaki aralk R? uzayinda

N, ()
RI

Sekil 1.1 (a,b) arahgmn R' ve R uzayinda ifadesi

(a,8) = {(z1,72) € R*a < =3 < b, za = 0} seklinde belirtilen nokta ciimlesidir ve
Vz € (a,b) C R? noktasin genel bir T'.(z) civan

T(z)={y e sziil(a:i —4:)4Y? < €} nokta ciimlesidir.

Fakat bu nokta ciimlesi y, # 0 olacak sekilde y noktalar: ihtiva ettiginden (a,b) climlesinin
icinde bulunamaz. Bu halde (a,b) araligmin, R? uzayinda diisiiniilmesi halinde, her x
noktas: icin T'¢(z) C (a,b) olacak sekilde tek bir I';(z) bulunamaz. Yani (a,b) arahg R?
uzaymda acik fakat R? uzayinda acik degildir. Ispat tamamlanmistir.

Bu durumdan dolay1 , alt ve st uzaylara gore acik olma durumunu asagidaki ispatsiz
teoremle verebiliriz.

1.9 Teorem : X bir metrik uzay ve Y C X alt metrik uzaymmi goézoniine alahm. Y alt
metrik uzayinda bulunan bir A alt ciimlesinin Y uzayina gore acik olmasi icin gerek ve
yeter sart, B ciimlesi X fist metrik uzaymmda acik bir ciimle olmak iizere

A=BNY

kosulunun gerceklenmesidir.

1.10 Baglantilh Olmak : X bir metrik uzay ve A bu uzayin bir alt ciimlesi olsun.
A cilimlesi; bostan farkh , aynk, iki acik alt climlenin birlesimi olarak gosterilemezse, A
ciimlesine baglantihidir denir.
Yani bu demektir ki ;

B#Q@ Baak,BCA

ve B C = © olmak tizere A = BUC

C#@ Caak,CCA

olacak gekilde B ve C ciimleleri bulunamiyorsa, A cilimlesi baglantihdir denir.

1.11 Tanim: Bostan farkli, acik, baglantili bir climleye bolge denir.

1.12 Tanim: Sonsuz noktasinin diizleme katilmasiyla meydana gelen diizleme genisletilmis



diizlem denir.

1.13 Tanim: Bir bolgenin tamamlayicisi, genisletilmis diizleme nazaran baglantili ise,
bu bolgeye basit baglantili bdlge denir.

1.14 Tanum: Bir bélgenin bir O noktasini herhangi bir A noktasina birlestiren dogru
parcast tamami ile bdlge icinde kahyorsa, bu bolgeye O noktasina nazaran yildiz bélge
denir.

1.15 Tanim: Herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasi tamami ile bolge icinde
kaliyorsa, bdlgeye konveks bélge denir.

Simdi de yildiz ve konveks bolge icin analitik bir tanim verelim.

1.16 Tanim: {2 kompleks bir bolge olsun. Bu takdirde 0 < ¢ < 1 olmak iizere, 2z € (2

icin t.z € Q2 kosulu gercekleniyorsa ) bolgesine baslangic noktasina nazaran yildiz bolge
denir.

1.17 Tanmm: € kompleks bir bolge olsun. 0 < t < 1 olmak iizere , V21,29 € € icin
t.z; + (1 — ).z € 2 oluyorsa, {2 bolgesine konveks bolge denir.

1.18 Ozellik: Yildiz bélge tanimmndan dolay1 , bir O noktasina nazaran yildiz olan
bolge, bolgenin bir bagka noktasina nazaran yildiz bolge olmayabilir.

Ispat : Sekil 1.2 O noktasina nazaran yildiz bir bolgedir, fakat A noktasina nazaran
yildiz bolge degildir. O halde burada not etmek gerekir ki yildiz bolgeden bahsedildigi
zaman, mutlaka sabit belirlenmis bir noktadan bahsetmek lazimdir. Fakat konveks bolge
tanimi gozoniinde bulundurulacak olursa, konveks bolge her noktasina nazaran yildiz
bolgedir.

Sekil 1.2 Bélgenin O noktasma gére pildial olma durumu

1.19 Ozellik: Q C C bolgesi O baslangic noktasina nazaran yildiz bolge olsun.
|z| = r cemberlerini gozdniine alahm. Bu cemberler iizerindeki noktalari , baslangic
noktasina birlestiren dogrular bolgenin sinirini en fazla bir noktada keser.

Ispat: Ispatigeometrik diisiinceyle yapmak yerinde olur. € balgesi O baslangic noktasma
gore yildiz bolge olsun. Baslangic noktasinl merkez kabul eden bir z € £ olmak iizere
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|z| = ro cemberini gozoniine alalim. Sayet bu cember iizerindeki bir D noktasinibaslangic
noktasina birlegtiren dogru OJQ sirimi bir noktada keser. Eger |z| = r1 cemberini
gozoniine alirsak, cember iizerindeki bir C; noktasin1 O; baslangic noktasina birlestiren
dogru 0% sinirin1 A ve B gibi iki noktada keser. Halbuki yildiz bolge tanimindan dolay:
01Q; dogrusu tamamiyle bslge icinde kalamaz. Bu da bir celiskidir.(Sekil 1.3)

wekil 1.3 Bélgenin O, noktasma gére yildinl olmama durumu

Not: Ispatta celiskiye varabilmekicin Q2 bélgesi O; noktasina gire yildiz bolge farzedilmistir.
1.20 Ozellik: © bolgesi baslangic noktasina gore yildiz béolge olsun. A noktas: bolgenin
simrim bir kez dolastigas zaman OA nin argiimanm daima aym yoénde 27 kadar degisir.

Ispat: Ozellik 1.19. dan A noktasma cember iizerinde karsilik gelen nokta A" olsun. Bu
halde Arg OA = Arg OA’ olacagindan, A' noktasi cember iizerinde 27 kadar dolastigy
zaman argiimam 2z kadar degisir. O halde Arg OA da 27 kadar degisir.

1.21 Ozellik: Q bolgesi konveks olsun. A noktas: ) bolgesinin sinirini bir kez dolastig:
zaman, tegetin argiimam da 27 kadar aym1 yonde degisir.

Ispat: € bolgesi konveks olsun. o = A (ic ters acilar oldugundan )
a+180 —p =140,

a+180— ¢ =A4+0; = p =180 — ©; = —0O;, 71 nin argiimam oldugundan O,z
in argiimamidir. O halde ¢ = 180 — ©; bagintis1

@0 =180+ Argzy = 180+ Arg Z1 + 2n olarak yazilir.

O halde Z7 noktasi daire iizerinde pozitif yonde bir kez dolastigy zaman, argiimam

2m kadar artacagindan ¢ de 27 artar, bu da iddianin dogrulugunu gosterir.



Jekil 1.4 Bslgenin konveks olma durumu




2. YALINKAT FONKSIYONLAR

2.1 Tanim : Bir {(z) fonksiyonu, genisletilmis diizlemde bulunan, bir Qbasit baglantili
bolgesinde varolabilen bir kutup noktasi disinda analitik ve 21,29 € ) olmak iizere
21 # 2o icin f(z1) # f(29) injektiflik kosulu gerceklenirse, f(z) fonksiyonuna Q bolgesinde
"yalinkat” tir denir.

Q bolgesinde yahinkat olan bir f(z) fonksiyonu,  nin her alt bolgesinde de yalinkattir.
2.2 Ozellik : Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yahnkattr.

Ispat :  Once, injektif iki fonksiyonun bileske fonksiyonunun ds injektif oldugunu
gostermeliyiz.

f:9Q — G injektif, g : G — H injektif olsun. Bu takdirde gof : Q@ — H injektiftir.
Gercekten 21,29 € Q ise {(z) fonksiyonunun injektiflifinden; z; # zo = f(21) # f(22)
dir.

Diger taraftan g(z) fonksiyonu G de injektif oldugundan, f(z1) # f(z2) icin

g9(f(z1)) # 9(f(22)) dir. Bu da bize gof fonksiyonunun injektif oldugunu g&sterir.

Diger taraftan ispati tamamlamak icin, analitik iki fonksiyonun bileske fonksiyonunun da
analitik oldugunu ispatlamak lazimdir.

f(z) ve g(z) fonksiyonlar: analitik iki fonksiyon olsun.

lm g(f(2)) — 9(f(20)) lim [Q(f(z)) — g(f(20)) f(z) = f(zo)}
220 z—2 2% z— 2 f(2) = f(=0)
— lim {g(f(z)) - g(f(zo)).f(z) - f(zo)]
20w f(2) — f(20) z—zg
9(f(#)) — g(f(=0)) lim f(z) = f(z)

C o f(2) - flw) T z—z

(2.1)

bulunur. Diger taraftan w = f(2) dersek wg = f(2p) olur. f(z) nin siirekliliginden z — 2
olurken w — wyp olur ve g(z) nin analitik olmasi nedeniyle

lim 2)=gl) . o) (2.2)

w—wy WwWo

dir. f(z) nin analitik olmasi nedeniyle;

lim H2=0l0) — f(z) (23)
dir.

Buldugumuz bu sonuclar: (2.1) ifadesinde yerine yazarsak

lim mﬁﬁﬂ@n = g'(wo).f (20)

z—2zg

bulunur. Boylece ispat tamamlanmigtir.
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2.3 Ozellik : ﬁ fonksiyonunun yahinkat olmasi icin gerek ve yeter sart f(z) nin yalmkat

olmasidir.

Ispat : Gereklilik: f—(lzj fonksiyonu yalinkat olsun. Bu takdirde

g(z) = 1 yalinkat fonksiyonu alinrsa, 2.2. 6zelliginden g (7(12—)) fonksiyonu da yalinkattir.

9 (f—(lzj) = f(z) fonksiyonu yahnkattir.

Yeterlilik: f(z) fonksiyonu yalinkat olsun. g(z) = % yalinkat fonksiyonu alimirsa, 2.2
ozelliginden, g(f(z)) fonksiyonu da yalinkattir. Yani

9(f(2)) = 77 fonksiyonu da yalnkattur.

2.4 Tanim : Eger bir 29 € A noktasimn en az bir civarinda zp noktasindan baska A
ciimlesine ait hic bir nokta bulunmazsa, zy noktasina A ciimlesinin bir ”izole noktasi ”
denir.

2.5 Ozellik: Analitik bir fonksiyonun bir noktanin civarinda injektif olmas: icin gerek ve
yeter sart bu noktada sifir olmayan bir tiireve sahip olmasidir .Bu bize bir Q bolgesinde
analitik f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasi icin f'(2) # 0 oldugunu gosterir. Fakat
bunun tersi dogru degildir.

Ispat : Yeterlilik: w = f(2) fonksiyonu z = z; noktasinda analitik olsun. Daha fazla
olarak f'(z9) # 0 kosulunu gerceklesin.

Simdi F(z) = f(z) — wp fonksiyonunu tanimlayalim. Tanimdan dolayr F(z) fonksiyonu
zy da analitik ve F'(z9) = f (29) # 0 dir. O halde 2y noktasi icin F(z) fonksiyonu basit
bir sifira haizdir.

Zira analitik fonksiyon icin bir zy noktasi F®™(z) #0, F"D(z)=0 (n=1,2,---)
olmast halinde n kath bir sifirdir.

Analitik F(z) fonksiyonunun sifir noktasi 2o, bir izole noktadir. O halde 2y noktas: icin,
F(z) nin icinde ve simn iizerinde analitik ve F'(20) # 0 oldugu bir |z — 29| < € civan
vardir.

Fl{lz— 20| < €}] =T dersek, wy = f(z0) noktasi metrik topolojide bir kapah ciimle olan,
bu T' egrisinin tamamlayicisinda bulunacaktir. Bir acik ciimle olan bu tamamlayici wq
in uygun bir |w — wg| < & acik civarina da ihtiva edecektir.

6 = jnf | ~ wol



A

I =£(n
Sekil 2.1 Analitik fonksiyonlarda civar

Simdi de bir a € {jw — wo| < 6} alahm ve G(z) = f(2) — ¢ fonksiyonunu tammlayahm.
Tammdan G(z) fonksiyonu da {|z — 20| < €} da analitiktir.

F(2) — G2)=f(z2)—wp—f(z)+a , E=z+e® , 0<O0< U=
|F(z) — G(2)|=la—wol <8 <|f(§) —al =[Gl

bulunur ki Rouche Teoremine gore G(z) ile F(z) nin |z — 29| < € icinde birer tane sifira
vardir. Yani |a — wg| < § kosulunu gercekleyen Va € C icin f(2) —a = 0 olacak
gekilde bir tek z € {|z — 20| < €} kompleks sayis1 vardir. Dolayisiyla f(z), zo 1 bir
A = fU{|w — wo| < 6}] dolayinda injektiftir.

Gereklilik: f(z) fonksiyonu 2y 1n bir dolayinda injektif olsun. Bu takdirde f(z) —a =0
bir tek kokil bulunacaktir. f(z) —wg = 0 1 da bir tek kokii vardir ve bu basit bir sifirdr.
Yani f'(z0) #£0 dur.

Fakat tersi dogru degildir. Bunu bir aksi 6rnekle ispatlayalim:

w = exp 21z = €™ fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon |z| < 1 de sifir olmayan
tiirevlere haiz oldugu halde yalinkat degildir.

Gercekten Vz € {[z| < 1} icin (™) = 2r.€?™ £ 0 dir. Fakat injektif degildir. Zira ;
%, —fe{ll <1} = ¥ == ] =T = M= ~]

dir. Yani{ # —£ oldugu halde €% = ¢>*7 dir. Yani injektif degildir.
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2.6 Ozellik : 2z noktas: yalinkat f(z) fonksiyonunun bir kutbu ise ﬁ fonksiyonu zq

in bir civarinda yalinkattir.

Ispat : 2 noktas: f(z) yalnkat fonksiyonunun bir kutbu oldugundan ?éﬁj =0 dur.
O halde 2.5. ozelliginden; 2z noktasi T(I'ET fonksiyonunun basit bir sifiridir ve zp 1n bir
civarinda injektiftir. Dolayisiyla 2o 1n bir civarinda yalinkattir.

2.7 Ozellik : C: z(t) = z(t) +iy(t) , a<t<pB Q da dizgin bir Jordan yay1
ise (kirtk olmayan, z'(t) # 0 ve z(t) siirekli) f(C) de () da diizgiin bir Jordan yayidir.
2o = z(tp) olmak iizere f(z9) noktasindaki f(C) nin tegeti ile pozitif reel eksen arasindaki
e -

Arg %(z0) = Arg (L(20)-Z(to)) = Arg f'(20) + Arg 2 (to)

ile belirtilir. ( 29 = oo ya da f(20) = oo durumlar haric ). Bu ise iki egri aym bir zp nok-
tasindan gectikleri zaman, bu iki egri arasindaki acinin, gbriintii egrileri arasindaki aciya
esit oldugunu gosterir. O halde yalinkat fonksiyonlar birer konform homeomorfizmalardir.
Ispat : Cy:2(t) , Caz:2(s) ikiegriolsun. Oyleki « <t <8, o3 <s<p olsun.
Ustelik 29 = z(tg) = 2(so) olsun. Yani C; ve C, egrileri aymi bir 2z, noktasindan
gecsinler. w = f(z) yalinkat olsun.

W' (to) = f (20).2'(to) # 0 dur. (f(C;) diizgiin Jordan yay: oldugundan )

w'(so) = f(20).2'(s0) # 0 dur. (§(C,) diizgiin Jordan yay1 oldugundan )

A?’guj;(to) = Argf :(ZO)-Z;(to) = Argf 'I(Zo) + Argzé(to) }
Argw (so) = Argf (20).2,(s0) = Argf (20) + Argz,(so)

Arguw,(to) — Argw,(s0) = Argf (z0) + Argz(to)
— Argf' (20) — Argz;(so)
= Argz;(to) — Argz;(so)

= Argw,(ty) — Argw,(so) = Argz,(ty) — Argz.(sp)

bulunur ki bu da bize acilann korundugunu gosterir.

2.8 Ozellik : A C C ,Q nm kompakt bir alt ciimlesi olsun. Ustelik yalinkat f nin
kutup noktasimi ihtiva etmesin. Bu takdirde resminin Euclidyen alam ;

Alsn f(4) = [ [1f (2)[*.d2

dir.

Ispat : f(z), Q da yalinkat oldugundan analitiktir. Dolayisiyla f(z), Cauchy-Riemann

denklemlerini gercekler. Yani ;

o
w = f(z) = u(z,y) +iv(z,y) = & 8116”}

“Ax

EEN
1

Il

o}

7.
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dir.
Dolay1s1yla ;

/ — _;0u ; Ov __Ou_ ;Ou _ ;0v, Ov
Fa)=8+if= 5yt oy "oz oy —'ax T oy

N O0u Ov Ou dvy2  ,Ou Ouy2
= F @ = (a—z')z+(‘a;)2=(5;)2+(@) =(5;)2+(5;)

Ju  Qu
_ ?ﬁa_”_?_"i_a_“~' & o .
0z 0y Oz Oy 5 oy-
0(u,v) D(u,v)
= = 2.4
d(=z,y) D(z,y) 24)
bagmntisini yazabiliriz. Diger taraftan;
Alanf(A)= [ [ du.dv (2.5)
f(4)

dir. Fakat cok katli integrallerde degisken doniisiimii kurah goézoniinde bulundurulursa
v =u(z,y) } 3

v =v(z,y)

den dolay1
Su  du

dudv=|% & |de.dy (2.6)
oz oy

dir. O halde (2.4) ve (2.6) bagntilar1 karsilagtirilirsa;
ou Bu

dudv=| 3 % \de.dy=|f(2)|*dz.dy (2.7)
oz By

bulunur. dz.dy = dQ alan elemam olarak yazilirsa ve (2.7) bagmtis1 (2.5) bagmtisinda
yerine konursa;

Alan f(A) = //du.dv=//
f(A)
= [[1f@)rae
a

bulunur. Yani neticede
Alan f(A)=[ f{ I (2)[%.dQ
bulunur.

O(u, v)
a(z,y)

da.dy ~//lf(z)l2dwdy
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3. YALINKAT FONKSIYONLAR iCIN KLASIiK DISTORSIiYON TEO-
REMLERI

3.1 Gosterilimler :

D ={zl|z| <1}  birim dairenin ici
A = {z||2] > 1} birim dairenin digt
0D = 0A = {z||z| =1} birim dairenin sinir

3.2 Tamm : S = {f(2)|f(2) = z4+azz®+--, £ (0) =1,f(0) =0, f(2) D de yalinkat}
ciimlesini S sinifi olarak adlandiracagiz. -

3.8 Tamum : Y = {g(2)|g(2) = 2+bo+b12 1 +bgz™2+--+, g(2) A da yalinkat }
climlesini Y, smufi olarak adlandiracagiz ve E = E(g) = C \ g(A) da g(z) € ¥
fonksiyonuyla yapilan tasvirde, resim bélgesinin kompakt tamamlayicisidir. Ayrica by
katsayisina E(g) nin "konform merkezi” denir ve

bo = 5 fj)zrg(rew)dO

ifadesi ile verilir. by = 0 almarak ) simifindan elde edilen simfi da >3 smifi olarak
adlandiracagrz.

3.4 Teorem : (Alan Teoremi): g € ), alahm. Buradan

Alan E = 7r(1 - gln[bnlz)

dir.

Bu alan, E kompakt ciimlesinin, iki boyutlu Lebesque Olgﬁmﬁdﬁr.

H(r)=C\{g(2)|l2 >r} (r>1) alalm.

H(r) analitik Jordan egrisi olan

C(r) = {g(re®)|0 < t < 27} ile siurhdir, madem ki E, r 1 e yaklasirken kiiciilen H(r)
ciimlelerinin arakesitidir. O halde

AlanE = 11&1& AlanH (r)

tanimim yapabiliriz. Boylece Alan E yi hesaplamak icin, Lebesque teorisine basvurmaktan

kacimmis oluruz.

Ispat : Analitik Green formiiliinden ;
2= [ h)h'(W)dw=21f [ |p'(w)P.dQ (3.1)
o) H(r)

h(w) = w alirsak h(w) =@ olur. O halde h(w) = w => h'(w)dw = dw buluruz. Diger
taraftan w = g(z), @ = g(z) yazlislanda gozoninde bulundurulursa dw = g'(2)dz
bulunur. Buradan dw = ¢'(2)dz = h'(w)dw yazlabilir. Ancak bu adinda da kutupsal
koordinatlara gecilirse ;
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z = reét = dz = ire®di
bulunur. Buraya kadar bulunan biitiin sonuclar birlestirilirse;
dw = g (2)dz = ¢ (re®)iretdt w = g(rett)

bulunur. Bulunan bu sonuclar (3.1) ifadesinde yerine yazilirsa

Laan () = /f|h (0)[2.dQ = / VB (w).dw

T
H(r)
1 _ 1
o -2—7; / wdw = 2m /g(z)g (2)dz
C(r) C(r)

2
1 sp f P el
= 55 b/‘ ire*g (re®)g(rett)dt

Yani sonug olarak
LAlanH(r) = 5= f iretty’ (ref)g(rei)dt
bulunur. Ancak g € 3 oldugundan, Y smifinin tamimindan dolay:
[2.¢] — o0 —
g(2)=z+ 1 0,2 = g(2) =Z+ 3. bpz"
n=0 n=0
dir. Bunlar kutupsal koordinatlarda yazilacak olursa;
g(rett) = rett 4 S by~
=0
__ . " o R .
g(reit) = re”® + 3~ p,r—".e"
n=0
bulunur. Bu yazmslardan hareket edilirse;
ireity’ (reft) = (zre“ + Z (~in)byr™™. e“mt) = z(re — Z nbyr ".e“‘int)

n=0
olur.
. —_— L o :
ire'y (re®)g(re®) = z('re - E nbyr ™. e“mt) (re"’“ + Y bnr“”.emt)
n=0 n=0
bulunur. O halde
1 1 ’ 2
“AlanH(r) = - / / 1 (w)]2.d0
w T
H(r)

121r

= 5= (re — Z nb,r~".e “”‘t) ('re“it + i b_,;r‘”.eint)dt
0

n=0
- L / ('rz— in.lbn|2.r“2")dt
27r 0 n=0

(3.2)
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27

oo o0
+ 1 f (_ Zn-bn?"'nﬂ- =it | Z“b;,r——n+l. ei(n+1)t) dt
27 " = =
1 27 oo
- 29, 2, —2n
= o O/(r = > n ol dt)
1 27 oo oo
+ o / (_ 3 by L | § Nt ei(n+1)t) gt
T3 n=0 n=0
bulunur. Ancak
o 0, k#0 (¥1,%2,--")
ekt =
0 or, k=0

oldugunu son ifadede kullanirsak, son iki integralin sifir oldugunu goriiriiz. O halde sonuc
olarak ;

2m 0
1AlanH(r) = 5 Of (rzdt — n§0 n.[bnlz.fr‘z"'dt)
bulunur. Fakat alan pozitif bir bilyiiklik oldugundan;

T - 0 Z 0 n=1 p -
o0
FAlanH (r) = 5or® tfg" = 5 3 nbafZr 24T 2 0

LAlanH(r) =12 — §1n.lbn12.r‘2" >0
bulunur. Alan E = li_I& AlanH(r) oldugu da gbzéniine alinirsa ;

Alan E =7, 113%(7'2 — § n.|bn|2.'r'_2") >0

n=1

AlanE = (1~ i:fln.|bn|2) >0

5 nufbaf? < 1

n=1

bulunur.

3.5 Sonuc : g € Y alalim. Buradan |b1] < 1 dir. Bu esitsizlikte esitlik ancak ve yalniz
g(z) =2+ by+e¥271 (b€ C, B €R) olmas: ile miimkiindiir.

Ancak burada sunu belirtmek gerekir ki, verilen bir esitsizlikte esitligi gercekleyen fonksiy-
ona ”ekstremal fonksiyon” adi verilir.

Ispat : Yukarida ispatladifimiz alan teoreminde glnlbnlz <1 de
bo=bg=:--=by,="-.--=0 ise |by] <1 bulunur.

O halde g € 3. fonksiyonu g(z) = z + by + byz~! haline gelir. Fakat |by| = 1ise
by = €%P alabiliriz. Zira |by] = |€**#| = 1 dir. Yine alan teoremi kullanilirsa |b;| = 1
kosulu altinda ¢(2) fonksivonu
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g(2) = z+ by + %8271

haline gelir. Bu fonksiyon verilen bir esitsizlikte, esitligi gercekledigi icin ekstremal
fonksiyondur. Bu fonksiyon |z| > 1 i gbzoniine alinan diizlemde reel eksenle B acisi
yapan dogrusal kesit iizerine resmeder.

Gercekten ; g(z) = z+bg+e%P2! fonksiyonundaby sabitini simdilik ihmal edebiliriz. Zira
bu fonksiyonla yapilan tasvirde, by sabiti sadece bir paralel kayma verecektir. Dolayisiyla
f(z)=z+ 2B z—1

fonksiyonunu inceleyelim:

z = €% alalim.

f(e®) = &P+ 62@3% = i 1 2B o0 _ i | 2iP—if
e
i0—-B) 4 o—i0—P)
B0 —if | B —ib _ o,iB(E tTe
= e”(e".e™ +e".e”") =2 ( 5 )

= 26" cos(9 — B) = €. 2.cos(6 — B)
—2<2 cos(6—6)<2

oldugundan |z]| > 1 bolgesini reel eksenle 8 acis1 yapan dogrusal kesit lizerine resmeder. by
kadar kayma verilirse, asil sonuc elde edilir.
3.6 Teorem : Eger g € ), ve w € E ise o halde
0*(2) = /9% —w =2+ h(bo—w)e T+ (2] > 1)
fonksiyonu } da tek ve yalinkat bir fonksiyondur.
Eger f € § ise y/f(z?) S de tek ve yalnkat bir fonksiyondur.
ispat : g€ Y oldugundan dolayr ;(|z] > 1 icin )

00 o0
g2)=z2+ N bz "= g(z) ~w=22+ 3 b2z —w=—
n=0 n=0
(o0
g2 —~w=22—w+ Y by =
n=0
o0
2 2g(z2) —w) = 1-wz 24272 D bz
n=0

=1 —wz“z—l-z—z(bo+blz"2+b2z"4+b3z—6+...)
1— wz'z 4+ boz-2 -+ blz—‘l -+ b2Z_6 -+ b3z—8 4o
= 1+ (bp—w)z 2+ b1zt + by + b3z 8+ -

fonksiyonu A da analitik ve cift bir fonksiyondur.
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Gercekten acihmdan dolayr analitiktir, A da daima sifirdan farklidir ve cift fonksiyon
olusu da

FE) = o) —w) = P(-2) = oplol((-2) —) = (o) )

= 2(g(z") —w) = F(2)

F(—z) = F(2) oldugundan dolay1 iddianin dogrulugu gerceklenmis olur.

Simdi de g*(z) = z[z2(g(2%) — w)]"? fonksiyonunu diisiiniiyoruz.

Bu fonksiyon 1 < |2| < oo da analitik ve oo da

§*(2) = 2le(g(2%) — )2 = 5+ Kby —w)e - (121 > 1)

acilimina haizdir.

Gercekten ;

[272(g(2%) —w)]Y? = [1 + (bg — w)z 2+ b1zt + byz 8 .- ]2 (3.3)
oldugunu ispatlamistik. Bu ifade de 272 = ¢ denilirse ikinci taraf

(1+ (bo — )€ + 1€ + byt + - )3

haline gelir.Parentez icindeki ifade 1+ ci€ + cof?+ ¢33+ - - - ifadesinin karesi olsun. Yani

14+ (bo—w)é + 518>+ bat® 40 = (L4 cif 4o+ 383 4--)2
14 6% + et + e3¢ + - -
261€ + 2c26% + 2¢36% + -+
2¢1¢08% + 2c1c38t 4 - - -

L+ 2006 + (] +202)€7 + - -

+ + |

= katsayilan karsilastirirsak ;
bg —w =2¢; =>01=%(b0—w)

olur. Bunlan (3.3) ifadesinde yerine yazarsak ;

e (9= — )2 = [(1+ (b — @)+ VP2 = Tk S bo — w)e 4 -+

Bu esitlikte z ile carpilirsa ;

§'(2) = 279 — V2 = o) —w =2 + J(bo — w)z 4+

bulunur ki buda iddianin dogrulugunu gosterir.
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Bu fonksiyon tektir. Gercekten ;

g*(2) = 2[27%(g(2") —~ w)]'/? =

g*(=2) = (=2)[(=2)*(9((=2)*) — w)]'/* = —g*(2)

oldugundan buda iddianin dogrulugunu gosterir.

Simdi fonksiyonun yalinkat oldugunu gésterelim: 1 < {z| < oo bélgesi fonksiyonun hicbir
singiilaritesini bulundurmaz. Dolayisiyla bu fonksiyon |z| > 1 de analitiktir.

Injektiftir. Gercekten ;

g"(=) = g*(22) => z\[21°(9(2F) — w) = 22/23 (9(2}) — w)

= 2(77%(9(2) — w)) = (5 (9(23) - w))

= g(22) —w = g(22) — w == g(22) = g(22) ve g(z) yalinkat oldugundan

= 2} = 22 = z; = Fz2 bulunur. Fakat ¢*(2) tek oldugundan
g% (21) # g*(—29) => 21 # — 2z dir.
O halde 2; = 29 bulunur ki buda iddianin dogrulugunu gosterir.

Buraya kadar bulduklarimizi toparlarsak g*(z) = \/g(z2) — w fonksiyonu Y. da tek bir
fonksiyondur.

f €S olsun. = f(z) = 2+ ag2? + azz® + - -- (lz] < 1) dir. f(2), |2] < 1 de
yahnkattir,

f(22) =22+ ax* +azb 4+ - = \/?(_zT)= V22t a9zt +ag2b + -

fonksiyonu S de tek fonksiyondur. Gercekten,

f(#2) = \/z72+agz4+a3z6+~-= 22(14+ag22 + agzt + - - )

= z\/1+a2z2+a,3z4+~~

1+ a92? +agz* + -+ ifadesi 1+ B1z + B92® + -+ - ifadesinin karesi olsun.

= 1+a?+ags+ - =(1+Bz+ ot +--)2
= 1482+ 4282+ 2827 4+ 281+ -
= 142812+ (82 +2B2)22 + 281822 + - --

Katsayilar egitlenirse ;
0=2601= =0

as = 2 +2B2 = Po = %ay
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T27 ov .. 1 2 .
F(z): f(zz)zz 1+a2z2+...=z\/(1+§azz2+...) :z+%a2z3+..o

F(z) =z + a2 +--- => F(~z) = —F(2) oldugundan tek fonksiyondur.
F(0)=0 , F'(0)=1 dir. Injektiftir.

Pler) = /D i o
Flos) = I (R) } = F(21) = F(z) = \/f(z%) = \/f(22)

= f(2?) = f(22) olup f(z) yalnkat oldugundan injektiftir.
= 22 = Fz2 fakat F(z) tek oldugundan z3 # —zp dir. O halde 2z; = zo bulunur ki
buda F(z) nin D de injektifligini gosterir. F(z) nin |z| < 1 de analitik oldugu aciktur.

Buraya kadar buldugumuz neticeleri toplarsak

F(z) = 4/f(22) S de tek bir fonksiyondur.
3.7 Lemma : g €Y, alahm. Buradan E C {|w — by| < 2} dir. Esitlik ancak ve yalmz
E dort birim uzunlugunda bir parca ise gerceklenir.

Ispat : Sonuc 3.5 deki durumu g*(2) = 1/g(22) —w = z + 3(bo —w)z™ 4 -+ Y da tek
bir fonksiyon oldugundan w € E icin bu fonksiyona uygularsak ;

3(bo — w)

bulunur.

<1= %bp~w| < 1=>|bp—w| <2

Simdi egitlik durumunu inceleyelim :

Yine Sonuc 3.5 deki esitlik durumunu buraya uygularsak
9(2) = 2+ §(bo — w)2™!

bulunur. Esitlik durumu yazilirsa

3(bo — w)
alabiliriz. Bu halde fonksiyonumuz

9(2z) = z— P21

=1= %(bg —w) = —ef

haline gelir.
Fakat diger taraftan
o —w)=1=>1(bg—w) = —e# = by — w = —2¢¥

= byp=w — 2¢%
bulunur. Bu by sabiti de Sonuc 3.5 deki esitlik halinde buldugumuz fonksiyona uygulanirsa
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bulunur. Burada by = w — 2¢* sabitini gézoniine almazsak,
g(z) = z 4 %P1

bulunur. z = e¥ dersek;

g(ez-o) = o0y 2B B _ By B B 0
= ¥ (e¥.e 4 &™)
P (0P 4 =H0P)) < ¢ 2c0s(0 — B)

= g(e®) = €%, 2cos(f — B) dan, E dort birim uzunlugunda bir parca ise gerceklendigini
N st

—2<2cos(60—B)<2
gosterir.

3.8. Sonuc:Eger g € Y ise buradan |z| > 1 icin |g(2)]| < 2]z| dir.

Ispat : ¥, simfindaki fonksiyonlar g(z) = z+ biz™ ' + byz 2 +--- (2| > 1) seklinde
olduklarindan (zira by =0 dir );

o) = 82 = SR 1t

fonksiyonu oo noktasi civarinda analitiktir. E alan teoreminde de izah ettigimiz gibi

|z] > r icin r — 1 olurken kiiciilen H(r) ciimlelerinin arakesitidir. Dolayisiyla |z| — 1
icin biitiin limit noktalarn E iizerindedir. Burada bir evvelki teoremi kullanacak olursak ;
9(z) 9(2) 98] « 9

z z 2

= lim sup =max |w| < 2 =

|z|—-1

= |g(2)] < 2|2| bulunur. Bu da istenen seydir.
3.9. Teorem : f € S alalm. Buradan [az| < 2 dir ve [a — a3| < 1dir. |az| = 2

olmas: ancak ve yalmz f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun, bir rotasyonu olmasi
ile miimkiindiir. Dahasi f(z) tek fonksiyonsa, buradan |aeg| < 1dir. Esitlik ancak ve
yalniz

f(z) = 2(1 — %8221

olmas1 ile miimkiindiir.

Ispat : f €S oldugundan, S smifinin tamm geregi f(2) =z +ag2? + -+ dir.
F(z) = 4/f(2?) = 2+ 3a32%+- - - oldugundan, bu fonksiyonda S simifina aittir. Dolayisiyla

g F(%) %4‘%0’2;15—{—”. %(1"["%&22%2"{-"')
1 1 1 - )
- g.(l-I—:}agz“?_[—...) =z(1_(_2_a22 2+'°°)-I-(-2-a2z 2+...) +)
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= z—-z—agz_l—{----

fonksiyonu da ). smifina ait olacaktir. O halde |b;] < 1 esitsizligi bu fonksiyona

1

uygulanirsa |5a2

< 1=> |a2| £ 2 bulunur. Bu da istenen seydir.

Diger taraftan f(z) =z+a22+---€ S ise

1
IO THak+ ltair )
1 1 1
= =, =z
1 teltash+ T14+ (@l tash+--0)

1 1 1 1
= Z(l*—ag;—agz—2+-"+a§;§+a§—zz+"°)

fonksiyonu da ) simifina aittir. Bu fonksiyona da alan teoreminin sonucu [b] < 1
esitsizligi uygulanirsa ; [aZ — a3| < 1 bulunur. Bu da istenen seydir.

Simdi |az] = 2 olmas:t halini diigiinelim. Bunun icin asagidaki durumlari g6z Oniinde
bulunduralim:

” Sonug 3.5: g € ¥ alalim. Buradan |b;] < 1 dir. Esitlik ancak ve yalniz

g(2) = z+ by + 28271 olmas ile miimkiindiir.”

"Lemma 3.6 : g€ Y ve w € E ise g*(2) = /g(2?) —~w = 2+ (bo —w)z 7 + -+
fonksiyonu, Y, smifinda tek ve yalinkat bir fonksiyondur. Eger f € S ise

F(z) = \/JT%S =z + 3a92° + - -+ fonksiyonu S de tek ve yalinkat bir fonksiyondur.”
"Teorem 3.7: g € ) alalm. E C {|w — bo] < 2} dir. Esitlik ancak ve yalmz E nin doért
birim uzunlugunda bir parca olmasi halinde gerceklenir.”

Bu ifadelerin 15181 altinda ;

FeES= f(2) = 2+a2®+--- = F(2) = mz- z+ 38328+ € 8 ve tek
fonksiyondu.

g(z) = F—é—) =z—sapz7 4+ €Y dirve I%agl < 1= |ag] £ 2 dir. Egitlik ancak
ve yalmz yukarida ispatladik ki g(z) = z — $as2z™' olmasi ile miimkiindiir. O halde
laa] = |bp — w| => jw — by] = 2 => w — by = 2e*#* alabiliriz. == by = w — 2%

( 9(2) = 2z + bo+ b1z} fonksiyonuyla karsilastirarak ). Yukaridaki sonucu kullanirsak ;
9% (2) = 2+ by + 20271 = ¢*(2) = z + (w — 2P} + 2P
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bulunur. Fakat w € E oldugundan w = 0 alabiliriz. O halde

g*(z) = z—2eP 1Bt = z(l - gezﬁ + ezzﬁ—-)

z 22
= z(l — e %)2
bulunur.

*(Z) €Y = = L = z = § netn—1)8 2"
- 9 7O T I0-dPr T (ePa? T 2 .

€ S dir. Bu da tanim geregi Koebe fonksiyonunun rotasyonudur.

f €S tekise |az] < 1 oldugunu ispatlayalim :

fR)=z2+0a22+ - = \/f2z) =2+ fap2® +---,

S de tek fonksiyondur (bunu daha evvel de ispatladik) ve ikinci teriminin katsayisi sifirdir.

O halde bunu da |a2 — a3] < 1 esitsizliginde kullanirsak ap = 0 almirsa |0 — a3 < 1 =
|as| € 1 bulunur. Bir baska ispatta:

F() = T = 2+ Jans o+ as = oy =
las| = [3a2] < 1 => |as| < 1 bulunur.

las| = 1 esitligi ancak ve yalmz f(2) = 2.(1—€%*#.22)~! olmas ile miimkiindiir. Gercekten

1
f(z) = Z'l_egiﬁzg

= z[l+ e2P 2 4 MPA 1 .. !

= LB B

las| = |e*#] = 1

dir.

3.10. Hazirlik :  f(2) = z+agz® + a3z +--- € § alalim.

= f(2) =14 2a32 + 303> +--- = f(0) =1

= f"(2) = 203 + 603z +--- => f (0) = 2a2 bulunur.

£'(0) = 205 => |£"(0)] = 2las| = £ O = Ja5] < 2 = |£ @] < 2 bulumr.

Bu diisiincenin sifir noktasindan herhangi bir 2o € D noktasina tasinmasi halinde
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F(FEL) = s+ (- P ol

; [(1 — 2" (20) — 2751~ |0f?)f (zo>] £+

fonksiyonu da D de analitik ve yalinkattir. Fakat S sinifina ait degildir. Zira normalize
edilmemistir. O halde bu fonksiyonun S sinmifina ait olmas: icin normalize edilmesi gerekir.

Bunun icin de ;

f f;’—e% —f(=0) ,
h(§) = i—l— ={+ [%(1 —~ 1z0|2)§,g;°)1_z—0]§2+...

(1=20[2) £ (20)
fonksiyonu h(0) =0 , A'(0) =1 kosullarim gerceklediginden S simifina aittir. h(¢)

fonksiyonu zp noktasina gore f(z) fonksiyonunun Koebe transformasyonu olarak ad-
landirihr.

3.11 Lemma : Eger f € § ise buradan

2
LE-Bhch (al<y)

dir.
Ispat : Yukaridaki hazirliktan yola cikarak,
| H |- feo) "
— — i1 _ NS (20) | g2
MO = tmmr =6t [2(1 2ol i) z"}g +
fonksiyonu S sinifina ait oldugundan ikinci teriminin katsayis1 2 den kiiciiktiir.

|50~ Jeo?) 222 — 7] < 2

£ (=)
bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafim

2 20

2o = |2p] > 0
ile carparsak ;
30— 1= 7} — o[ tp] < 2

= (30 - ) 52 - =) () | < 22

Pl 1_|z012

Z 2 4z
= 111~ o) 2, 2| < el

f( 0) 2]z0]2
T 1-z02

20 ()
bulunur. Bu ifade de 2y yerine 2 yazarsak ;

< (ed<)

4]20]
_. 1._‘10‘2

i@ 22
@) T 1P
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elde edilir.

3.12 Teorem : (3 Distorsiyon Teoremi : )

w = f(z) = z4+ agz® + --- € § fonksiyonunun tasvirindeki, sinir noktalarinin w = 0
noktasima olan uzakliklar Zl~ den kiiciik olamaz.

Ispat : c noktas: D nin tasvir bolgesi disindaki bir nokta olsun.

ci_’}‘(% = z+ (az + 1)22 + - -- fonksiyonu da S sifina aittir. Ikinci terimin katsayisinin
modiilii 2 den kiiciik olacagina gore |az + 1| < 2 dir. Diger taraftan |az| < 2 dir ve

1 1 1
|- |= + a2 — as| < |~ +az| + | — ayf
C C c

I

1 1
= ]Z+a2]+|a2]§2+2:>]—|§4=>

ICI < 4= |¢| > § bulunur ki bu da iddianin dogrulugunu gosterir.
3.13 Teorem : o« ve #, D nin icinde f(2) € S fonksiyonunun alamadigs herhangi iki
deger olsun. Bu halde

F(s) = L5

fonksiyonu da D de yalinkat olup

degerini alamaz.

Ispat : f (2), D de yalinkat oldugundan ve o degerini alamadigindan %52 # 1 dir.
Dolayisiyla 1 — LS.) # 0 dir. O halde

F(z) = %5

fonksiyonu D de analitiktir.

F(21)~F(22):> le —913;_7:>

af(z) — f(z1)f (22) ~af (22) — f(z1)f (22) = af(z1) = af(z)

= f(2z1) = f(22), f(z) D de yahnkat oldugundan 2z = zz olur. O halde

F(z) =115

fonksiyonu D de injektiftir. Bununla F(z) fonksiyonunun D de yalinkat oldugunu
ispatlamis oluruz.

iz

sayisinin tersinin modiiliinii diisiinelim :

-2l 1Bl _li_pBi|_|1_1
B B B B af| {1 «a

buluruz. Fakat bir evvelki teoremden dolay1 ,
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% - g—‘ < 4 bulunur. Bu da bize teoremin ispatim verir.

3.14 Teorem : f € S ise
. Itz
@) (1+|z[)3 < If (2)] < (1+|:D3
@) e < 1) < i

1+
() <A <
dir.

Yukaridaki esitsizliklerde esitlik ancak ve yalmz f(z), Koebe fonksiyonunun uygun bir
rotasyonu ise gerceklenir.

Ispat : 3.11 Lemma’ da ispatland: ki ;
7 4l
< 34 (3.4)

[ (2) _ 222
z.?i—l(z) e
dir. Diger taraftan bir kompleks sayimn reel kism: ile modiilii arasindaki —|z} < Rez < |2|
bagmmtisindan hareket edilirse, (3.4) bagintis: ;

f” 91412 4
—,—,—1 E < < Re {z ?—LZ( ) } - —U_L—‘[zz[? < ‘_l_‘l_lzz,[z
seklinde ifade edilebilir.
4= 2|22 _f (z) 4]z| 2]z|2
= —rp + fp SResb 8 < A+ Ay
—ITI—'";‘l%ﬂ<Rez—r(—l<J%|_—ﬁ§-[[§|— (3.5)
yazilabilir. Diger taraftan ;

'@ _ slogf’ (z)
Rez.%5 = Re{ slog: }

z = pe’ =>dz—ei9dp=>%—e

30

log pe®® =t= = <dp = dt=>—3=p

oldugundan
@\ slogf () | _ ologs (z) op
Re {z%'((;?)l} = Re { slog: } = Re { o m}

_Re {pﬂ%ﬂ—)} — pRe BOBC) _ 5 210017'(2)]

bulunur. Bunlar (3.5) esitsizliginde yerine yazilirsa, (3.5) esitsizligi ;
— | et 2

2= < plog |f(2)] < 2

seklinde yazilabilir.

= 23 < Zlog | (2)| < 23

Bu ifade 0 dan p ya kadar integre edilirse ;
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f—ﬂ:*dp < failog £ (2)ldp < f?f:*—**

= log =43 (1+ 3 < log If (2)| < log -—11__—4}’)3

— @2 < If (2)] < &% , led=p
oldugunda.n

1+|z
arar < I @) < @
bulunur ki, bu da (i) esitsizligidir.
(i1) ispa.tlamrken (i) nin sag tarafi z ile orjini birlestiren dogru boyunca integre edilirse ;
15(2)] = f f(z)de| < f | (2)ldz < f—i")—
1£(2)] < (3.6)
bulunur.

|7 (2)] icin bir alt sinir elde etmek iizere, f(z) noktast ile orjini birlestiren dogru parcast
|z| < 1 icinde tamamen f(z) nin degerleriyle értiiliir. Eger L, w = f(2) fonksiyonuyla
bu dogru parcasi iizerine tasvir edilen |z| < 1 de bir yay ise L boyunca dw = f'(2)dz > 0
dir. Boylece

£ = ]fo (z)dz| SYATIE TR A (37)
bulunur. (3.6) ve (3.7) ifadeleri blrlestmhrse ;

Top <) < o

bulunur. |z] = p alnrsa

wy <16 < i

bulunur ki, bu da (ii) esitsizligidir.
(iii) Bundan evvel 3.10 Hazirlikta

£\ £ | -f(20) ,
E) =~z = €+ (30~ LoV i - et +

fonksiyonunun S sinifina ait oldugu ispatlanmigt:. Bu fonksiyonda £ = —zy alinirsa ;
1\ o |~
h(—zo) = N = _1 . f(z0)
(1~lz0[?)f" (z0) 1-]20]** '(20)
bulunur.
h(——zo) — 1= |z012 —7£(2_0% & S
dir.

f €8 icin ii) m‘_ﬂw < |f(z)] £ (—1:%)—2 oldugu ispatlanmisti. h(€) € S oldugundan
&€ = —zpicin bulunan h(—z) € § dir ve ii) kosulunu gercekler.
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i < Ih(=20)| < iy =

I
THE S

(1—j20 2 )2
(1+=])?

(1—|z0|%)

£ (20)
f(zo)

flz0)

1 f(zo) 2]
el P lao) | = Tl ——

gl—[zo 21.2:

aen? | =

(1—l|z0/%)

(1+]2])?

(1-]2])

z.f (20)

z.f (z0)

=

(1-lz])?

(1+]=))?

(1—l20l?)

(A—lz))(1—l2])

f(z0)

z.f’ (z0)

U—lzo® | =

(A2 (1+=])

(1=|2])(1—|=])

(1-lz0])(1+{z0])

<

F(zo0)

zp yerine z yazilirsa ;
z.f (2)

(1-[2[)(1+=])

1—|z <

28 (2)

f(2)

< 142

14|z

f(z)

— 1-{z]

< =

(1~{20])(1+z0l)

51+[z[ !§1+]z )

< |G

=

bulunur ki bu da (iii) esitsizligidir.
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4. SUBORDINATION PRENSIBI :

4.1 Tanim : f(2) ve g(z) fonksiyonlar1 D de analitik olsun.Eger

(i) ¢(2), D de analitik

(ii) ¢(0)=0

(iii) le(z)| <1

kogullarin1 gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu bulunabilir ve f(2) = g(¢(z)) bagmtisma
gerceklenirse,o takdirde f(z) fonksiyonu, g(z) fonksiyonuna ”subordinate” dir denir ve
f(2)=< g(2) ile gosterilir.

4.2 Aciklama : Subordination prensibi Schwarz Lemmasinin Genellestirilmisidir.

4.3 Teorem : f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde f(D) C g(D) dir ve f(0) = g(0) dur.
Ispat : f(z) < g(2) oldugundan dolay1 tamm geregi

(1) ¢(2), D de analitik

(ii) ¢(0)=0

(iii) e(z)] <1

kosullarim1 gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir. Oyle ki f(z) = g(¢(2)) dir. Burada
¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin kosullarini gerceklediginden; |o(z)| < |2| dir.
Esitlik ancak ve yalmz ¢(z) = €.z oldugu zaman gecerlidir. O halde 2z; € (D) alalim
= 21 = @(z) olacak sekilde bir z € D vardir. 21 = p(2) = |z1] = |p(2)| < |z| < 1 =
|21} < 1 => 2z € D bulunur. O halde z; € (D) = 2, € D => ¢(D) C D dir. g(z)
ve f(z) fonksiyonlarit D de analitik oldugundan ve f(z) < g(z) ve (D) C D den

f(D) = g(¢(D)) € (D) = f(D) C g(D) bulunur.

Aym zamanda ¢(0) =0 ve f(z) = g(p(2)) = £(0) = g(¢(0)) = g(0) = £(0) = g(0)
kosulu da bulunmus olur.

4.4 Teorem : f(2) < g(z) olsun. Bu takdirde

{F@|ll <r} c {g@)|ll <} (0 <r<1)dir

Ispat : f(z) < g(2) olsun.

Bu takdirde tanimdan dolay:r D de yalinkat olmas1 gerekmeyen ve

(i) ¢(2), D de analitik

(ii) ¢(0)=0

(iii) lo(2)] <1

kosullarimi gercekleyen bir ¢(2) fonksiyonu vardir. ¢(z), Schwarz Lemmasimn kogullarim
gerceklediginden |¢(z)] < |z| dir. O halde |¢(2)] £ |2| < » < 1dir. 21 € ¢(D,) almsm.
Bu takdirde 2y = ¢(z) olacak sekilde en az bir z € D, vardir.
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=> 21 = ¢(z) = |aa| = [p(2)] < |zl < r <1 = 2 € D, olup ¢(D;) C D,
dir. Ancak aym zamanda f(2) < g(z) oldugundan f(z) = g(p(2)) dir. Buradan
{f(z)llzl <r}= {g((p(z))l]z| < r} yazilabilir. ¢(D,) C D, oldugundan g¢(z) de D, de
analitik oldugundan ¢(¢(D,)) C ¢(D,) dir. 0 <r<1)=

{f@|lel <r} = {a(e(2))|l2] < 7} = {g(e(D,)|l2] < r}

c {gD)|lzl < r}={s(2)||el < r} =
{7l <7} < {g(a)|le] <7}

bulunur ki buda istenen seydir.
4.5 Teorem : f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde

max [f(2) < max l9(2)]

dir.
Ispat : Teorem 4.3. de f(D) C g(D) oldugunu ispatladik ve aym1 zamanda f(z) ve
g(z) fonksiyonlar1 D de analitik olduklarindan maksimum modiil teoremini kullanirsak ;

|f(2)| maksimum degerini ancak sinirda alabilir
|g(#)| maksimum degerini ancak simirda alabilir

ve f(D) C g(D) oldugundan

ﬁgu(z)l < ﬁglg(z’)l

sonucunu yazabiliriz.

4.6 Lemma : ¢(2) asafidaki kosullar1 gercekleyen analitik bir fonksiyon olsun.

(1) ¢(2),]2] <1 icin analitik

(i) w(2),lzl <1 icin |p(2)] < 1 dir.

Bu takdirde (1 — |2[%)]¢'(2)| < 1 — |o(2)?

dir.

Ispat : 2 , birim dairede bir nokta olsun. wo = f(z) noktas: da zy noktasma |w| < 1
de karsilik gelen nokta olsun. |z] < 1 ve|w| < 1 dairelerine ¢ = ¢®2=2- transformasyonu

1—zo02

zo noktasin1 ¢ = 0 noktasina doniistiirlir. w = ewf’:“‘;:“;% transformasyonu da wy noktasini

w = 0 noktasina doniistiiriir.

t= eioﬁ% =t —Zg.zt =e®.z— ez

= t+ ez =eP.2 + T2t => t + P2 = 2(e® + Zt)

_ i et 20
= z= e 175t
bulunur. Diger taraftan

w = eiqb w—wg eiqS sgfzz—gfzol
1—wgw 1—wf 20 Yol 2)
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ifadesinde z degiskeni yerine degerini yazacak olursak

@ ({{Zz"%%%) ~p(z0)

i

w=e
Bu fonksiyon da w = w(t) seklinde Schwarz Lemmasinin kosullarim gercekleyen bir
fonksiyondur.

Gercekten ; £ =0 icin

)—w(m) (20)—g(z0)
— it p(z0)—p(z0) _
= & et — 0

[t] <1 i¢in w(t) fonksiyonu birim dairesinde analitiktir. Zira

t = eiﬂ 2—20 W = ei¢ w—wo eigb ﬂzz—ggzol

1-7g2 ’ 1wt 1—p(z0)¢(2)
oldugundan ¢(z) de |z] < 1 de analitik oldugundan w = w(t) de analitiktir. (Lineer
transformasyonla elde edilmistir. )

[t] £1 icin |w(t)] <1 dir. Bu da aciktir. Zira

<0
i = 4%;) —p(z0)
w = e wmwe _ ip 2(2)—plz0) _ ¢

1—uipw 1—¢(z0)¢(z) t4-ei0
1—p{0)e | ST
oldugundan ;

lw] =1 ise w=(z)=>|p(z)| =1 ve

lz] =1 ise
0 2 — 24 92— 20
t = ¥ = |t] = |e®
1 —Z52 It 1-—7Z2
— lewl Zz— 2p — Zz— 20
1-—2p2 1— %2

|2} = 1 oldugundan z = €* ahmirsa ;

e¥ — 2 e¥ — 2 1] e — 2
1—e¥z5| |e(e~ — Zp) e |le— — 7z
8@’ — 20

e — zg

bulunur. Fakat t = €?2=2 | |2] < 1 de analitik oldugundan ve simirdaki degeri 1 e esit

1-Zpz

oldugundan dolayr maksimum prensibine gore |z| < 1 icin [t| < 1 olacaktir. O halde

W“MWMM
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7= BHETR 5 (1)
b _ g el (= [w(t)] < Lolacaktir .
1—wow — 7 1—gp(z0)p(2)

O halde w = w(t) fonksiyonu birim dairede analitik, w(0) =0, |w(t)] <1 kosullarim
gercekler. Yani Schwarz Lemmasinin kosullarim1 gercekler. O halde |w(t)| < |¢| dir.

Ayrica bir ¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin kosullarin1 gerceklerse
|¢'(0)] < 1 dir. Gercekten ; |¢(2)| < |z| dir. Zira Schwarz Lemmasindan
¢z ¢gz}—gg0!

z— 0= |¢'(0)] <1 bulunur.
O halde |w'(0)] <1 dir.

Simdi
: G0 2= 20 dt 1l — %z +Z(2 — 20)
I dz (1 — Zz)?
_ wl-—'z_oz+z_oz—zo'25____> ﬁ=ew l_lj)lz
(1 — Zpz)? dz (1 —Z2)?
bulunur.

w = e'® p(2)—p(zo) N

1—p(z0)p(2)

do s (21— 0(20)-9(2)) + ¢ (2)e(20)(#(2) — 0(20))
& (=—e@e@)l
2 (2) — @' (2)-9(2)e(z0) + ¢ (2)p(2)¢(z0) — ¢ (2)e(20)¢(20)
(1 — ¢(2).¢(20))?

[
2)(1~]o(20)|2

do _ ¢
== @ T € Gmp(@)ple0))?

bulunur.

dw _ dodt @ (2)(—p0)l?) _ i6dw 1-]zof?
& dtds e G-p@De)? — ¢ & &y

z = 2y yazilirsa ;
b2 (20)(1—lp(z0)(?) __ ifdw _1-|zo[?

R = e iR (P
o, g

0 (o) o = €8 1

modiil alinirsa ;

1—J=0]2

1
dt |12

e’ (20l sty =

bagintisi kullapilirsa,

1-{p(=)l? = 1- leI"’
(1 — 2010’ (20)] < 1 — lo(2}|? bulunur. Ancak zo keyfi oldufundan

< e = 0l < =
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(1= |2?)|¢ (2)] < 1— |p(2)|? esitsizligi elde edilir ki bu da ispat: istenen seydir.
4.7 Teorem : f(z) < g(2) olsun. Bu takdirde
max(1 — [2?)|f'(2)] < max(1 - |21)1g'(2)|

jz|<r
dir.
Ispat :  f(2) < g(z) oldugundan dolay:

i) of(2), |z]<1 icin analitik

(i) ¢(2), |s] <1de ¢(0)=0.

(i) ¢(2), || <1de |p(2)| <1
kogullarint gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir ve Lemma 4.6 dan dolay1
(L=12)le’(2)] < 1=lo(2) (4.1)
esitsizligini gercekler.
Aym zamanda f(z) < g(2) = f(2) = g(p(z)) ifadesinde tiirev alinirsa

F (@) =909 (2) = ' () =g (@)’ (2)] , (1 = |2]*) > 0 oldugundan ;

(1= 12P)If (2)] = @ = |2)|g (¢)|.l¢ (2)| dir. Bu adimda da (4.1) bagntisi kullanilirsa ;
(1=1zP)IF ()] = (1=1zP)lg (@)l-l¢'(2)] < (1=le(2)|D)]g ()] (4.2)
bulunur. Fakat ¢(z) ,Schwarz Lemmasimin kogullarin1 gerceklediginden

lo(2)| < |2| dir. Bu da en son (4.2)de kullanilip maksimum teoremi uygulanirsa

max(1 — |2]*)|F()] < st — lzPlg' () (0<r<1)

|z} <r
bagintis1 elde edilir. Bu da ispat1 istenen seydir.
4.8 Lemma ¢(2) fonksiyonu (0 < r < 1) olmak iizere
(i) 2] <r de analitik
(ii) lzl<r de 9(0)=0
(i) |z]<r de [p(2)]<1
kosullarim gercekliyorsa |¢'(0)] < 1 dir.
Ispat : ¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasmin kosullarmi gerceklediginden ;

lp()| < o] = B <1 = [ <r < 1=

lim
|2|—0

%QST<1 ) p(0)=0=>

w(z)—p(0)

Il <r<l1==p'(0)] <1

lim
|z]—0

oldugunu ispatlar.

4.9. Teorem : f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde |f(0)] < |¢'(0)| dur.

Ispat : f(2) < g(z) = |2| < 1 de analitik, ¢(0) = 0, |¢(2)| < 1 kosullarmm gercekleyen
bir ¢(z) fonksiyonu vardir ve f(z) = g(p(z)) dir. f'(2) = ¢ (2)g (¢(2))
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= |7 (&) = lg' (e()ll¢' (2)] = 11" (0)] = |g'(¢(0)1l¢ (0)]
bulunur. Fakat Lemma 4.8 ; |¢'(0)] < 1 ve ¢(0) =0 kosullarindan dolay:
17 (0)] = 19 ((0))ll#'(0)] < 19'((0))] = 9'(0)]
= |£'(0)] < ]¢'(0)] bulunur ki bu da ispat: istenen seydir.
Ancak subordinate fonksiyonlar yahnkat fonksiyonlar olduklari zaman cok daha Gnemli
durumlar ortaya cikar.
4.10. Lemma : g¢(z),D de yalinkat olsun. Ancak ve yaluiz f(0) = ¢g(0) ve f(D) C g(D)
ise f(z) < g(2) dir.
Ispat : f(z) < g(z) ve g(z), D de yahnkat olsun.Bu takdirde
(i) |(2)] < 1 de analitik
(i) |(2)] < 1de p(0) =0
(iii)|(2)] < 1de |e(z)| <1
kosullarin1 gercekleyen bir ¢(2) fonksiyonu vardir. Ayrica go(z) , Schwarz Lemmasmin
kosullarmi gerceklediginden {¢(z)| < |2| dir. Dolayisiyla

21 € ¢(D,) = 21 = p(z) olacak sekilde en az bir z € D, vardur.

n=p(z) = |a|=lpl)|<|z|<r= |zl <r= 2 € D, =
©o(D,) C D, dir. g(z), D de yalnkat oldugundan g(p(D.)) C g(D,) dir.

) = g(p(2) }

9(e(Dr)) < g(D;) ¢ =

f(Dr) = gle(Dy))
f(D;) C ¢(D,) bulunur. r — 1 olunca f(D) C g(D) bulunur.

f(2) < g(2) = f(2) = g((2)) = £(0) = g(»(0)) = g(0) duir. Yani sonuc olarak
f(0) = ¢g(0) bulunur.
Karsit olarak g(z), D de yalhinkat , f(0) = g(0), f(D) C g(D) olsun. w = g(2), D de
yahinkat oldugundan anslitik ve injektiflikten dolayn z = g (w da g(D) de analitiktir.
= f(D) C g(D)ve f(0) = g(0) oldugundan z = g~'(w) da f(D) de analitiktir. f(2)
de D de analitik olsun.
©(2) = g7Y(f(2)) fonksiyonunu tammlayalim.w = g(z) yalmnkat oldugundan g~ fonksiy-
onu da analitiktir. f(z) de analitik oldugundan ¢(z) = g~*(f(2)) bileske fonksiyonu da
g{D) de analitiktir. Yine g(2), D de yalnkat oldugundan

#(0) = 71 (£(0) = £(0) = 9(#(0)) = 4(0) => (0) = 0 kogulunu gerceKler ve aym
zamanda |z| < 1 deki biitiin degerler w = f(z) analitik fonksiyonu tarafindan alimirlar.

©(2), |z| < 1de analitik
¢(0) =0 kosulunu |2|< 1
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gercekleyen bir fonksiyon olur. Diger taraftan ¢(z) = g71(f(2)) D de regiiler analitik
oldugundan ve bunun biitiin degerleri z = g !(w) fonksiyonu vasitasiyla verilir. Zira
F(D) C g(D) dir. O halde |p(z)] <1 dir.
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5. POZITIF REEL KISMA HAIZ FONKSIYONLAR

5.1 Tanim :
() p(0)=1 (l2] <1 de)
(i) Rep(z)>0 (]z] <1 de)
(i) p(2), D={z|ll <1} de analitik
Ozelliklerini gercekleyen fonksiyonla,nn siifim P ile gosterelim.

5.2 Ozellik : w = &£ fonksiyonu gozoniine almsin.

Rew — %(w+w)= 1(1+z+1+_7)'__1_((1+z)(1—z)+(1+z)(1—z))

2\1—-2"1-2) 2 (1-2)(1-7%)
_ 1-F4z-PH1-z+F— 2P _1(2-22
B 2( [1— 22 )_2(|1—z|2)

12(1—J2*) _ 1|z
2 1—2z2  [1—z

=>Rew=T1{Tlile- bulunur. |z| < 1= |z2<1=1-[22>0 ve |1— 2z > 0 dan
Rew = 5 > 0= Rew > 0 bulunur.(Yani birim dairede Rew > 0 dir.)

Diger taraftan bu fonksiyon ;
z2=0 noktasim w =it = i—“_Lg =l=w=1 noktasina,
z=1 noktasint w= o0 noktasina

z =00 noktasim w = -1 noktasina
tasvir eder. Bu fonksiyon ayni zamanda ;

of? _1aaf (142\ (147 14F+z+]2P
YTl T\1=2)\1=F) T 17—zt 2
_ 1+2Rez+|z]? 1+2Rez+|z°+4Rez—4Rez
~ 1—-2Rez+|z[2 1 —2Re z + |2|2
_ 14+2Rez+|z* —4Rez 4Re z
- 1—2Rez+|z|2 1—2Rez+ |2)?
1—2Re z + | 2| 4Re z Re 2
= + =1+4
1—2Rez+ |22 1—2Rez+ |22 1—2Rez + |z|?
Yani sonuc olarak ; |w|? = 1+4Tf%§;4——l;ﬁ bulunur. O halde
122
— 5.1
Rew TPE (5.1)
Re z
2
= 4
W =+ e R T o

(5.2)
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sonuclarindan hareket edilirse ;

a) |z] <1 ve Rez >0 olsun. Bu demektir ki : (5.1) ve (5.2) sonuclarindan
Rew >0 , |w]>1 bulunur.

b) |2} <1 ve Rez <0 olsun. Bu demektir ki : (5.1) ve (5.2) sonuclarindan
Rew >0, |w]|< 1 bulunur.

(a) ve (b) sonuclarindan elde edilen, birim dairenin sag yarim diizleme tasvir edildigidir.
O halde buraya kadar yaptigimiz islemlerle w fonksiyonunun birim dairede pozitif reel
kisma sahip oldugunu ve birim daireyi sag yarim diizleme tasvir ettigi goriilmiistiir.

142
1—2

Ispat : p(z) < I olsun. Bu halde 8yle bir ¢(2) fonksiyonu vardir ki bu fonksiyon
(i) D de analitik

(i) le(2)] <1

5.3 Lemma : p(z) fonksiyonu ancak ve yalmz p(z) < ise P simifina aittir.

(ifi) ¢(0) =0

kosullarm gercekler ve g(z) = 12 farzedilirse p(z) < g(z) oldugundan
p(2) = g(p(2)) = 1£2E dir.

Buradan p(0) = }—Jﬁ% = =1=p(0)=1 dir.

(w = 3= fonksiyonunun incelenmesinde goriildiigii gibi )

Rose) = (5 + 198 = st

ve |o(z)] < 1 kosulunu gerceklediginden ve 1—|p(2)]? > 0 ve |[1—¢(2)|? > 0 oldugundan
Rep(z) = lll___I%{g > 0 olur. O halde ¢(z), D de analitik oldugundan p(z) = 1—_5%
fonksiyonu da D de analitiktir. O halde

p(0) =1, Rep(z) >0, p(z)D de analitik oldugundan p(z) € P dir.
Tersine p(z) € P olsun. Bu halde p(0) =1, p(2) D de analitik, Rep(z) > 0 kosullarin
gercekler.

g(z) = H=2 fonksiyonu gozoniine alnsin.

g(0) = —i— = g(0) =1 ve p(0) =1 den p(0) = g(0) kosulu saglanir.
w € p(D) alalim. = w = p(z) olacak sekilde bir z € D vardur.

Rep(z) = Rew > 0 oldugundan w noktas: sag yarim diizlemdedir.

Diger yandan g(z) fonksiyonu D den sag yarim diizleme yalinkat bir fonksiyon oldugundan
w = g(2') olacak sekilde bir 2" € D vardur.

Gercekten w~g(z)—1+z = 7 =m=>|z|<1 ve
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"2 __ 1 _ Rew _ _ Re _
|21 =1- 45508 = 1~ 4R

= w = g(z') => w € g(D) dir. Béylece p(D) C g(D) olur. O halde Lemma 4.10 dan ;
” g(2), D de yalinkat olsun. Ancak ve yanhz f(0) = g(0) ve f(D) C g(D)ise f(z) < g(z)
dir’oldugundan p(z) < g(2) olur.

Rew > 0 oldufundan 2 € D dir.

5.4 Hazirlik : Simdi w; = (‘:’-7’;% fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon

w = ¢ noktasimi w3 =& noktasina
w = oo noktasim1 w; =1 noktasina

tasvir eder. Dolayisiyla bu fonksiyon Rew > 0 sag yarim diizlemi |wq] < 1 dairesi izerine

w = 0 noktasim1 w; = —1 noktasina }

resmeder ve wy(1) = 0 kosulunu gercekler.

Simdi Re f(2) > Oolsun. f(2), D de analitik ise g(2) = }C—%ﬁ fonksiyonu, |g(z)] < 1
kosulunu gercekler. Bundan dolay: herhangi bir pozitif reel kisma haiz bir fonksiyon ;
g(z) , D de analitik ve ¢(0) = 0, |g(2)| < 1 olmak izere f(z) = %i%(% seklinde
yazilabilir. Bu halde f(0) =1 dir.

la| < 1 ise

14a
l-a

< (5.3)

dir.
Gercekten, |1+ a| < 1+ |a| (Ucgen Esitsizliginden)
l1=|l]=1+a—-al=]l-a+a|<|1—a|]+]a]=1—]a| < |1 —q

:’—‘}ll""al Sl-l—]al Jl'ﬁl. _'Hﬁl.zé 1+a _'t‘ﬁl.
1——[&! Sll—-a,l [1—al = 1—|a] 1—a| — 1—|a]

bulunur. O halde herhangi bir pozitif reel klsma haaz fonksiyon f(2), |9(2)|] < 1 kosulunu

gercekleyen fonksiyon olmak iizere ; f(z) = g(z

) seklinde yazlabili- yordu. O halde
(5.3) esitsizliginden dolay1 ;
17(2)] < 2 (5.4)

esitsizligini gercekler. Ayrica Re f(z) > 0 olsun. Bu halde

o= @
Re{ f(z)} = Re{lf(z)l”} Re{ lf(z)P} >0

oldugunda,n (5.4) esitsizliginden ;

wor S o = 1F (2 2 5 (5.5)

bulunur. Dolayisiyla (5.4) ve (5.5) esitsizlikleri birlestirilirse ;
HOIRS ==

=

1£(2)| = T
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T < 1) < 1 (5.6)

esitsizligi gerceklenir.

Dolayisiyla asagidaki 6zellik yazilabilir:

5.5 Ozellik : p(z) € P olsun. Bu takdirde ;

<@ <E  ve PEISgEp POI<2

dir.

Ispat : Hazirlik 5.4 den dolay1 ve p(z) € P oldugundan Rep(z) > 0,

p(0) = 1 kosullarim1 gercekler. ¢(z), D de analitik, ¢(0) =0 ve |¢(2)] <1 kosullarin
gercekleyen bir fonksiyon olmak iizere ;

p(z) = i#‘&% seklinde yazilabilir. Hazirlik 5.4 den ve (5.6) esitliginden ;

Ll < p(e)) < 2

1+{2] 1—|2]|
yazilabilir.
_1+¢(2) ) = ¢ (2)(1 — o(2)) + ¢ (2)1 + (2))
=1 =P = (- ¢
¢ (2) = ¢ (2)p(2) + ¢ (2) + p(2)¢ ()
(1-¢(2))?

= p'(e) = iy = 1P ()l = E5r
Ancak ¢(z) Schwarz lemmasinin kosullarini gerceklediginden ve Lemma 4.6 dan dolay1

sl (2)] < 1@ gir Bunu |p'(2)| de kullamirsak ;

1—|z|?

A2l . PEER 20—l

lp (2)] = 11—~ 1-e@)]  1d-]|2D)1-e(2)?
_ 20— le(@DA +e()])
(1 =12 + |2])]1 - o(2)}?
, 21— le(@)NA +1e(2))  _ 2(1 + ()]
=@ < 5= DA+ 12DA = [e(2))2 ~ (A + |2])(X = |21 = | (2)])
1+ |e(2)| 2

1+lz] (1= 12D = le(2)])

le(2)] < |2| oldugundan 1+ |p(2)| <1+ |z] = l—ﬂ?}%n <1 ifadesi kullanilirsa ;

L+ [o(2) 2 3 2
1+ 1zl (1= 12001 = lo()) = (1 = 12D(1 = lolz)

= lp'(2)] <



38

2 2

A—lz@ -]zl — (1 —[el)?

Yani sonuc olarak ;

5l <

bulunur. z =0 yazlirsa; |p'(0)] < 2 bulunur.

5.6 Teorem : p(z) = 1+cyz + coz® + --- fonksiyonu D de analitik olsun. Bu takdirde
asagidaki iic kosul esdegerdir :

(i) p(2) fonksiyonu P smifina aittir.

() po)= [ESZat)  ,  2@n)-10)=1

gerceklenecek sekilde artan (¢) fonksiyonu vardir (0 < ¢ < 27)

(iil) m=1,2,.-- icin

3 3 ity 20 (MyAL-c,Am € O) dir. eg=2 ve cp = (k> 1) kabul
gzti)ligstir.

Ispat : (i) p € P olsun. Bu takdirde Schwarz Formiiliine gore ;

” Schwarz Formiilii : f(2), |2| < R de analitik olsun. Bu takdirde

f(2)= E%KILR %%u(&)%g +ic

dir. Burada c keyfi reel sabittir ve u(z) ise

u(z) = Re [2—}; ‘ iR %.u(ﬁ).%}

de f(z) nin reel kismidir.”

O halde bu formiilden ;

p(z) = [-2%; [£l£r %%.Rep(é)%}

ret

(5 =re® = df = iredt = % = irebdt =idt)

1 T et +z
- ity
= 5 0/ T Z.Rep(re )i dt

1 2Wrei‘t +z
= — / —— Rep(re™).dt
2w { ret — z

Treit + 2
/re"t — z.dfy(t,r) , lz2| <r <1 icin

n

Il
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t .
burada 7y(t,r) = 5= [Re p(re®)dt ve 0 <t < 2r artandir. Rep(z) > 0 oldugundan
0

2 .

ve 0 £t <€ t3 < 2r olmak iizere ~(t,r) = %wae p(re®)dt > 0 dir. O halde
0

0 <ty —t; < 27 oldugundan ;

i2 t1
1 ; 1 X
v(tg,r) = Z—;O/Rep(re’t)dt= -2;O/Rep(fre”)dt

~ /s ~ 7

Yta) - y(t1,r)
1 7
+ = / Re p(ret)dt > 0
27
t1
1 iy 1 iy 1 ta
= ity g, L it S it
= y(to,7) = 27r0/Rep(re )dt 2Trb/Rep(re )dt-|—21rt/Rep(7'e )dt
1

31
1 ‘
> o= f Rep(re®)dt , 0<t; <t3<2r icin
vy
0

v

——

'7(t17r)
~v(t1,7) < v(tg,r) dir. Yani fonksiyon 0 < ¢ < 27 de artandr.
Diger taraftan

27 8
p(2) = 5= [ 52 Rep(re™).dt
0

rett—z

ifadesinde z =0 yazilirsa, p(0) =1 oldugundan

2r . 2T .
p(0)=1=: re 40 Re p(reft).dt = = { Rep(re®).dt = v(2m,r)

n 0 rett—0

Yani sonuc olarak -y(27,r) =1 bulunur. Aym zamanda

t ,
v(t,r) = 5 [Rep(re?).dt den
0

7(0,7) = %fRe p(rett).dt = 0 bulunur.

"Helly Secme Teoremi : (Natanson p.223 veya Feller p.267 )

[a,b] araliginda sonsuz elemam haiz bir F = {f(z)} ailesi tanunlanoug olsun. Ailenin
biitiin fonksiyonlar:1 ve ailenin her fonksiyonunun toplam varyasyonu sinirli ise yani
[f(z)] < K ve \b/(f) < K ise F ailesinden bir (fn(z)) dizisi secmek mimkiindiir.
Oyle ki dizi [a,b] ;in her noktasinda sonlu bir ¢(z) fonksiyonuna yakinsar.”

n’ ye gore limiti 1 olan (n — oo icin 7, — 1) dyle bir (r,) dizisi bulunabilir ki v(¢,7,)
biitiin siireklilik noktalar: icin artan bir v(¢) fonksivonuna yakinsar. Boyvlece
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1 2 refpy it 2r rettiz
p(2) = 5= { e Rep(re').dt = { ——i—mit__zdfy(t,r)
ifadesinden limite gecilirse
27 ; 2w N
_ zt(1+ —1 —-zt) _ —ik
p(z) = { :Zit(l_z:—1z—it)d7(t: 7') = : i-ﬁzz—ud’)'(t)
bulunur.

(ii) kosulu gerceklenmis olsun. Katsayilar

2r
e =2f e *dy(t).

ile ifade edilirler.
Gercekten ;
71 4 ze ™ 1 +e %y p ety — oty
) = [T = [ Ly (t)
1—ze 1—ze
0 0
27 . . 2x .
1—e %z Z2ety ety
= - — Ydv(t) = 14+——— t
0](1 — ey + 1~ e‘“’tz) () J [ ) 1-— e“‘tz}dy( )
2
= /[1 + 2 (14 e Bz 4 e B2 .. )} dvy(t)
0

2w 27 2
= /dfy(t) + 2/e_itzdfy(t) + 2/6_2itz2d7(t) AL 660
0 0 0

oldugundan dolay1 katsayilar
2 3
=2 f e Mdy(t) , (k=1,2,-")
0
ile ifade edilirler. ¥ < 0icin de bu formiil gecerlidir. Boylece

2r m 2
J130xwe| ane)
o [&=0

27
= / (Ao + A1 + Ao ™ + oo+ Ame ™) (g + Are® + Dae® +

0
_ /é‘; )\"’t) (:rpt) i)

m m _27!" .
= 3 Y Ah, [ e MEPE gy ()
k=0p=0 0

olur. Ancak

e Ty (1)

(5.7)
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2

ck = 2 [ e *dy(t) , (k=0,1,2,---)
0

oldugunda,n ve

§ck_p f e_’(k_p)td'y (t)

olur. Bu da, (5.7) deki ifadede yerine yazilirsa ve dvy(t) > 0 oldugundan ;
2

mm -—
dy(t) = % ApApCr.
v(t) 212—::01?:_:0 kApCk—p
bulunur. Bu da (iii) ifadesidir.
(¢) (iii) gerceklenmis olsun. & =0,1,2,---,m icin Ay = 2*(|z| < 1) secelim ve m — oo™
olsun. Bu halde

0 S Z Z )‘Ic)\pck—p = Z Z Ck—p2 (z)p

27 m .
0< |3 Mpe
0 | k=0

k_O p=0
elde ederiz. Bu halde bu toplamda, ii¢ tiir terim vardir :
k = polanlar : E Z cpzP(Z)? = 2 Z Fiks (5.8)

__p__.
k>polanlar k=p+n (n—-1,2, )

o0 oo o0 e o]
Z Z Chp zk (3)19 — E Z Cn Lpn (-z-)p
k=0 p=0 k=p+n p=0

o ol o]

= Z chzn‘zl2p (k —p=n, n=12-- ) (59)

p=0n=1

kK <p olanlar p =k +n

S e F @ = 3 Y e @F @

K=0p'=0 ¥ =09 =k'1n

i i conlzl (2)" (5.10)

¥ =0n=1

i

Sonuc olarak
i‘é S oy @F = 3 5 car e
—Op =0 p=0n=1
olur. (5.8),(5.9),(5.10) terimleri taraf tarafa toplanirsa ;

0< Y Y e pzk<z)P—2Z|zt2p + ZZw"IzV’“
k=0 p=0 p-—On—l

S
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I

/

2Re Z Z enz"|z[2P

p=0n=1

= 2 io: |2 + 2Re i i cn?"|2| %P

p—O p=0'n—-1
= 2Z|z|2p + 2Re Z[zlszc 2"
p=0 n=1

00 o0 [o o]
= 2) |z +2) |2*. Re ) cnz"
p=0 p=0 n=1
Rep(z)-1 oldugundan

2
= 1_Iz[2 l |2(Rep(z) )

= (1+Rep(z)~1) =

12 Rep(z)

y 28
1—[2f?
=>0S-1_—?Z[2-R,ep(z)=>|z|< 1= |2)? < 1=>1-—|z]2>0=>ﬁ2->0
oldugundan Rep(z) > 0 bulunur. p(z) € P olur. O halde sonuc olarak

() = (i)

(i) = (iif) p = (i) & (i) & (iii)

(iif) = (i)
olur.
5.7 Sonuc : p(z) =14+¢1z+--- € P olsun. Bu takdirde

lew| €2 (n=1,2,---) ve esitlik ancak ve yanhz v + 2 + -+ + 9, = 1 olmak fizere
V1,725 0 37‘n 2 OlciIl

m+21rzz»
p(z) = Z Vv S
olmas: halmde gecerlidir.
ispat :
2
cn =2 [ e *dy(t)
0

den
2

/ ety (1)

0

len] = 2

<2far®) = 2v2r)-10)
0
= 2(1-0)=2

= |le,] € 2 bulunur.
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Ve egitlik ancak ve yanhz bir o icin o+ 3;’7” seklindeki noktalarinda -y, sicramalari haric
(%) nin sabit olmas: halinde gecerlidir. Boylece

27 1+e—‘itz
p(z) = ] Teedy(t)

27
seklindedir ve p(0) =1 = [ dy(¢) bulunur. Q halde
b

2

len =2 g e”i"tdy(t)‘ =2

bulunur.



6. YILDIZIL FONKSIYONLAR
6.1 Tamum (Yildizil Fonksiyon ) : f(z) = 2z + ag2® + - -- fonksiyonu D = {zl[zl <1}
icinde yalinkat ve F = f(D) tasvir bolgesi O ’ya gore yildiz bolge ise yani
w € F icin, 0 <t <1 olmak tizere tw € F ise f(z) fonksiyonuna ”yildizil fonksiyon”
denir. Yildizil fonksiyonlar simfi  S* ile gosterilir.
6.2 Teorem ¢ f(z) analitik fonksiyonunun D = {zl{zl < 1} de yildizil olmast icin gerek
ve yeter gsart
-p(2) = z%%(g eP
olmasidir.
Ispat : f(z) D de yildizil olsun. Bu takdirde asagida yazilan tic kosul yildrzl fonksiyon
tanimindan dolay1 gerceklenir:

(i) f(z) fonksiyonu D = {zllzl < 1} de yalinkattir.

(ii) f(D) = F tasvir bdlgesi O ’ya gore yildizil bolgedir.Yani w € F ve 0 < ¢t <1 olmak
iizere tw € F dir.

(i) f(z) =2+ agz®+--- ise f(0)=0dir ve 0 € F = f(D) dir.
iddia 1: g(z) =t.f(z) fonksiyonu (0 <t < 1) f(2) fonksiyonuna subordinatedir.
ispat :

flz) = z+age?+--- = f(0)=0

glz) = t.f(z) =>g(0) =t.f(0) = t.0 =0 = f(0) = g(0)
we€gD)=t.f(z)=w (6.1)
olacak gekilde bir z € D vardw. f(z) yildizil fonksiyon oldugundan V2 € D icin ve
t€[0,1] < 0 <t <1 olmak iizere
t.(z) € £(D) (6.2)
dir. O halde (6.1) ve(6.2) ifadelerinden w = t.f(2) € f(D) dir. Buradan g(D) C f(D)
elde edilir.
Diger taraftan f(z), D de yalinkat oldugundan
” Lemma 4.10 : G(z), D de yalinkat olsun. Ancak ve yanhz G(0) = F(0) ve F(D) C G(D)
ise F(z) < G(z)dir.”
Bu Lemmanin yeterliligine gore t.f(z) < f(z) olur. Diger taraftan ;
iddia 2 : Burada subordinate preusibi kullanilacak olursa : 0 < r < 1 olmak tzere
9(D;) € f(D,) sonucu bulunur. Bunun anlam

{t.£(2)||]2] < r} € {F(2)|l2] < 7}

0<t<1t , 0<r<1) dir
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fddia 3 : Ancak aym zamanda {f(2)||z] < r} = f(D,) bolgesi bir yildual bolgedir.
Ispat : Gercekten wp € f(D,) = wp = f(2p) olacak sekilde bir 2p € D, vardir.
0 <t £ 1 olmak iizere two = tf(20)(D,) dir.= g(D,) C f(D,) = tws € f(Dr)
bulunur ki, bu da iddiamin dogrulugunu gosterir. O halde f(z) nin,

D, de yildizil bir fonksiyon oldugu sonucuna varilir.

Iddia 4 : Geometrik varsaymmlar gosterir ki Arg f(re®?), 0 < 8 < 2% de 8 nm artan bir
fonksiyonudur.

Ispat : Iddia 3 de, f(2z) nin .D, de yildizil bir fonksiyon oldugu gdsterilmisti. Ozellik
1.20 den dolay1, 0 nin pozitif yonde 2 kadar artmasi halinde Arg f(re®®) da aym yonde
2r kadar artar. Bu da Arg f(re®) nm,# nin artan fonksiyonu oldugunu gdsterir.Yani ;

LlArgf(re®)] > 0 (6.3)
dir.

Simdi bu iddialarin 1s1g1 altinda teorem incelendiginde ;

log f(z) = log |f(2)| +iArg f(z) bagmtisinda z = re® yazilirsa

log f(re®) = log |f(re®?)| + iArg f(re®®) bulunur. § ya gore tiiretilirse ;

= irew.’%f—:;;? = f%{loglj"(refzi‘g)[} + igé{Arg f(rei"))}

= rei".——g——p—l];(:go) = ——z’%{loglf(reia)l} + %{Arg f('rew)}

0 (ret® P
Re{'rew. Fre®) } = {%{Argf('re 0)} (6.4)
bulunur.
Diger taraftan ;

log f(z) = log|f(2)|+iArg f(2) den dolay1 im{log f(2)} = Arg{f(z)} yazlabilir. Ancak
difer yandan z = re? = im{log f(re®)} = Arg{f(re¥®)} ifadesi 0 ya gore tiiretilirse;

(—?—{imlogf(rew)} = %{Argf (rew)} (6.5)
(6.4) ve (6.5) bagintilarindan ;
Re{rew.%;—e:;)l} = %{Arg f (reie)}
%{z’mlog f(reio)} = %{Arg f(re‘w)}
Re{rew.%:—;;a—)z} = %z’m{log f(rew)} = %{Arg f(rew)}

bulunur. Burada, yukarida iddia 4 ’iin sonucu olan (6.3) bagmtismi kullanilacak olursa ;

=
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o B .
Re{rew.{;((::ie)) } = :%zm{log f (rew)}

- %{Arg f(re“’)} >0

elde edilir. O halde bu bagmnt Re{z fJ(g} >0 seklinde ifade edilebilir.

p(z) = zi;(%l ve f(z), D de yalnkat (yildizil oldugundan );

_, (etas? ) arape?te. _ 2(lteprier)
p(z) = 2. (z+a2:z2+ L= zﬁ;‘zz-i- = §(1+a§§+...)
= p(0) = rﬁ;——l:w(ﬂ)—l

bulunur.

f(z) D de yahnkat oldugundan Vz # 0 € D icin f(2) #£0 dir, f(0)#£0 dir. O halde
p(z) = z.%%l D de analitik ve Rep(z) = R,e{z f—((z—)l} > 0 = Rep(z) > 0 dir O halde
p(z) € P dir.

Simdi aksi ele alinsin. Yani p(z) = zg((:)) € P olsun. Bu takdirde f(z),D de f(z)#0
kosulunu gercekler. Eger gerceklemeseydi p(z) nin D de kutbu olacakt:. Bu da p(z)
nin, D de analitik olmasina aykirilik teskil edecekti.Eger a,, katsayisi, f(z) nin sifirdan

farkh ilk katsayisi ise ; f(2) = @,,2™ + - -+ olacakt:.

= f(2) =m.amz™ 1 +---

f(z) May 2™ 4o mapz™+ -
f(z) T @™ A s @™ -
amzm(m+ -~)_m+-~-
amz™(1+--+) 14

p(z) =

= p(z) € P => p(0) = 1 dir. O halde p(0) = 2 =m = 1 olmak zorundadir. O halde
sifirdan farkh ilk katsay: ay dir, yani

f(z)=a1z+-- - =>a;=1lahnuwsa; f(0)=0 , f(0)=1#£0
kosulunu gercekler. p(2) = z. —fé—)l € P oldugundan

Re{z %(-)l} = jf—gim{log f(reio)} - %{Arg.f(rei")} >0
oldugundan dolay: Arg f(r 6w), (0 £ 6 < 2r) de artandir. O halde bu artimin toplam:

3
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27 . 2w 0 ¢ (reif
bf %Arg f(re®)do = { Re [Tezg";irez?';))‘} do

(z =re? = dz = ire?df = do = %%)

£(2) 1da| _ 1£(z)
= Re|z|f=r [z HOREE z} = Relz*jz‘r [i [0 .dz}

=Re {%2%2’( > sifirlar— ) Rezidﬁler] = Re[27] = 27
1 0

dir. O halde f(z) fonksiyonu |z| = r dairesini birebir olarak yil dizil analitik egri iizerine
tasvir eder. O halde ;

” Lemma : f(z), D de analitik, D de injektif ise bu takdirde f(2), D de yalinkattir ve
D yi j = f(8D) kapah Jordan egrisinin ic bélgesi iizerine tasvir eder.(Lemma 1.1 Bolim
1 (Baz1 Temel Sonuclar ) Chr.Pommerenke sayfa 13 ) ile f(z) nin D, = {zllz] < r}
de yalinkat oldugu ve f(D,) nin yildizil bir bolge oldugu D, yi f(D,) nin icine tasvir
ettigi goriilmiis olur. O halde {f(z)||z] < r} yildul bir bélgedir ve her 0 <r < 1 icin
bu islem dogru olacagindan

f(z), D= {z][z] < r < 1} de yahnkattir ve yildizil bir fonksiyondur.

Simdi de yidizil fonksiyonlar icin bir gosterilis cikarilacak olursa ;

6.3 Teorem : f(z) = z + az2® +--- fonksiyonunun D = {zl{z] < 1} de yildizil olmas:
icin gerek ve yeter sart y(27) —v(0) = 1 kosulunu gercekleyen artan bir v(¢) fonksiyonu

icin ;

21
f(2) = 2Exp [2 [log mtmdr(®)] (121 < 1)
olmasidir,

Ispat: ” Teorem :5.6 p(z) = 1+ ¢z +--- fonksiyonu D de analitik olsun. Bu takdirde
asagidaki iic kosul esdegerdir :
(i) p(2) fonksiyonu P sinifina aittir.
27 —
(i) p(z) = [ Ezdn(t)  v(em) —(0) =1
gerceklenecek sekilde artan 7(¢) fonksiyonu vardir. (0 < ¢ < 2x)”

(ii)) m =1,2,--- icin

m m —_—

Yo X cprrg 20 (A, A2,c00, A € Cdir.)
k=0 p=0

» Teorem :6.2 f(2) = z+4a322+-- - analitik fonksiyonunun D de yildizl olmas icin gerek
ve yeter sart

N AO)
p(z) =275 €P

olmasidir.”
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Yukarida yazilan son iki teoreme gore ;

’ 2w i
p(e) = 258 = [ Eeatdr(t)

vazilabilir. Burada ~(t) fonksiyonu istenilen dzelliklere haizdir. O halde buradan ;

_ (z) Tlte iz
p(z) - f(Z) 1— e_itz d’)/(t)

27 , , .
/ 1 + e—ztz + e—ztz _ e—ztz

. dry(t
1o, y(t)

71 — ey - 2e7 My

= - dy(t
1—e ¥z 7(t)
2 . N
1—e 2 2e %z
= _ - t
6/(1 — e~y + 1-— e“’ﬁz)df}l( )
27 —it
= [+ 255 o
4 1—e %z

Yani sonuc olarak ;

O (1 45 :Ltz)dv(t)

Her iki taraf z ye béliiniirse ;

’ 2

) 1 2e~%
flz) O/(z + 1-— e‘“z)dfﬂt)

2%
[z
7 () = - / dy(t) + / v (®)

= —i— [fy(27f) — ’)'(0)} +/T%d’7(t)

v

2 .

1 2e %
= - —dy(t
z+0/1—e‘”’z ()
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26—-it

1 — e ity

f(2)
f(z)

- i‘ = dy ()

2 2
= / 2¢7" [m} dy(t) =2 / e Ml +e e+ e 1o Jdv ()
0 0

27
— 2/(8—2'1: +e—2itz +6—3itz2 4. -)d’}’(t)
0

l

2m 27
/ 2 Hdy(t) + 2 / (e7z 4 7352 4 .. )dy(t)
0 0

2w
( Teorem 5.6 da ax katsayilan ax = 2 [ e~***dvy(t) seklinde verilmisti . )
0

27
= log f(z) —log z = —2/10g (1 — e ™2)dy(2)
0
& _ T
FAC it
— log T2 =2 0/ log (1 — e~%2)dy(t)

27
= log ﬂ;—)— =2 f log (1 — e ®2)"Ydy(2)
0

z i 1

= logf(?)— = 2!10gmd’y(t)

27
f 1

= iz) = Exp [2 ([ logmd’y(t)]
2w 1

= f(z) =zExp {2 / logmdfy(t)}
0

bulunur.

Simdi tersine hareket edilirse ;

2r
f(z) = zExp {2 { Iog@—_e—lmz—)d’Y(t)-l
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ifadesinde logaritma alinirsa ;

27
1
=>log f(2) = logz +20/10g mdq(t)

2%
= log f(z) = log z+ 2/log (1 — e ®2) Ty (t)
0

. 27
=>log f(z) = log z— 2[10g (1 — e *2)dy(2)
0

Tiirev alinip yukaridaki islemler tekrarlanirsa ;
’ 2w i
pl2) = =53 = f Lte 2 dy(t)
bulunur ki bu da Teorem 5.6 geregince p(z) € P dir ve Teorem 6.2 geregince f(z), D de
yildizildr.
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7. KONVEKS FONKSIYONLAR

7.1 Tamim : f(2) = z + ag2® +--- fonksiyonu eger

(i) f(2), D de yahnkat

(ii) tasvir bolgesi f(D) konveks

kosullarmi gerceklerse D de konvekstir denir. Konveks fonksiyonlar sinifi C ile gosterilir.

7.2 Teorem : Analitik f(z) fonksiyonunun D de konveks olmas: icin gerek ve yeter

sart
fll z
1+ Z.?%;)z €pP
olmasidir.
Dahasi f(z), D de konveks ise o takdirde
Re[}%:;ﬂ_f%—:—ig] >0 (dl<1, lel<1) (7.1)

dir.

(7.1) esitsizligi (Sheil-Small 1969 VE Suffridge 1970 olarak bilinir).
2. 'gz! f(z

Re f(z) > % Reiz—2 > %

yi gerektirir. (]z] < 1) ve Rey/f'(2) > &. (Marx-1932/1933, Strohhacher 1933 )

Birinci esitsizlik € =0 icin 6zel haldir. Ikinci esitsizlik z ye gore kuvvet serisinde z nin

)

katsayilarimi karsilastirmak suretiyle cikar ve

27 f(2) < (1 — 2)71 olarak ifade edilebilir ve bu nedenle

S sl@IsE L (A<D

gerceklenir.

Ispat : f(z) ,D de konveks olsun. Bu takdirde asagidaki kogullar gerceklenir:
(i) f(z) ,D de yalmkattir.

(ii) f(2) ,D yikonveks f(D) tasvir bolgesine resmeder.

Gostermeliyiz ki C(r) = {f(2)||z] = r} efrisi (0 <r < 1) konvekstir.

|21 < |22] < == |&| < r dir. Buradan |z| <1 ve 0 <¢ <1 olmak iizere konveks
bolge tanimindan dolay:

t.f(22) + (1 - )f(2) € £(D)

dir. Ancak burada

F(z)=t.f(22) + (1-)f(2)

diyelim.

Iddia 1: F(2) < f(2) dir.
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Gercekten

F(0) = £.£(20) + (1~ )£(0) = £.£(0) + (1 = 1)£(0) = 0 = (0)

( f(2), D de yalinkat olup f(0) =0 dur. )

Yani sonuc olarak F(0) = f(0) bulunur. Diger taraftan bir w € F(D) alahm.
= w=F(z) = t.f(22) + (1 - 1)§(2)

, olacak sekilde bir z € D vardwr. Fakat f(z) ,D de konveks oldugundan ;

w =t.f(z—;z) +(1—t)f(z) € (D) = we f(D)
= F(D) C f(D)

dir. Ancak f(z) aym zamanda D de yahnkat oldugundan Lemma 4.10 dan ; dolay:
F(2) < f(z) olur. (Lemma 4.10 : h(z), D de yalinkat olsun. Ancak ve yanhz g(0) = h(0)
ve g(D) C h(D) ise g(z) < h(z) dir.)

Diger taraftan subordinate prensibinden dolay: (Teorem 4.4 den ) ;

F(D,) C f(D,) sonucunu getirir. O halde z € D, icin F(z) € f(D,) dir. Ozel olarak
29 € D, alinirsa ;

F(m) = (=) +(1-1)f() € /(D)
= F(z) = t.f(z)+1—1Df(2) € f(D,)
= {f()lsl <}

bulunur ki bu da f(D,) nin Konveks oldugunu, dolayisiyla
Ciry={f (z)llzl = r} egrisinin konveks oldugunu gosterir.
Iddia 2: f(2), D de konveks ise D de yalmkattir. Bu durumda

2
926 = 7615 ~ =
fonksiyonu |2| < 1, |§] < 1 de analitiktir.

Gercekten; f(2), D de yalinkat oldugundan f(z) = f(€) «+— 2z = £ olmas ile miimkiindiir.
& # z oldugundan fonksiyonun D de kutbu yoktur.

Diger taraftan ;

2zf () z+¢ (g)belirsizligj meveut olup

gjgg(z,ﬁ) = lim 5

&2 f(2) - f(€) z—¢

i 22G =7 C) =+ () - )
£>z (z—EMF(2)— F(E))

(g)be]irsizliéi mevcut olup
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_ g 2@ — 1(2) + O + 2+ OF )
e —f(2) + () - (- ()

- FE+FE)+E+OF €
ez O+ () - (- §)f"(£)

F(2)+ F(2) +225"(2) _ 2(5(2) + 25" (2)
2f'(2) 2f (z)

1)
f'(z)
limitinin meveut oldugu goriiliir. O halde g(¢, z) fonksiyonu |z| < 1, €] < 1 de analitiktir.
fddia 3 : Madem ki Iddia 1 de C(r) nin konveks oldugu ispatland: .

O halde Arg[f(re®) — f(re®®)] artandir.t € (6,0 +27) de

= 1+t (7.2)

0 < o [Arg[rre®) — Fre)]

= %[im log[f (re®) — f (reig)]] (7.3)
dir. Zira
log[f (re™) — f(re®)] = log |f (re*) — f(re®)| + i[Arg (f(re*) — f(re®))] (7.4)

dir. Diger taraftan z = re®, € = re? | z = ¢ icin (7.4) den t ye gore tiirev alacak olursak
ireit.f (reft i 3 . i 3

sty = & log £ (re®) — f(re)[] + i Arg (f(re®) — £(re?))]

Her iki tarafi i ile bolersek ;
reft.f (reft) i ¥ ;

f(.,.i t)f Fre®) = —i5 [log |f(re t) f(’"ew)ll %[Al‘g (f(re ) — f(re 0))] =

Re [ 50g] = &lATe((re) — () (75)
bulunur.

2 [im log[f(re®*) - f(re?)]] = &[Arg[f(re®) — f(re)]] 2 0 (7.6)
Re[ 725 = GlArg(f(re®) — £(re®))] 2 0 (7.7)

(7.6) ve (7.7) den

Zf (=) _ é—lm osl freit) — f(re
Re{ ) = gylim loslf(re) = £(re”)]
0

" [Arg If (re) — f (rew)]] >0
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bulunur. Madem ki

i

z 1rz Z+E& 1(z 28 +(z—¢&)F+E
Re 21¢ _[._+_£+_§]:_§[( +86)(EZ -8 + (2 — &) +2)

z—¢& 2lz—¢ " z-¢ |z — £]?
- l[lzlz—zE+£z+lzlz+zE—§?—|£l2—|£l2]
T2 |z — €|?
12022 - ¢
T2 k—ep

.Z_+_§ = 2__62
Re poe S u—l{—] pry
oldugundan |2] = |¢| ve z # ¢ icin ReZtf =0 du.

2.zf'(z) z—l—é]

3 2.2f'(2) z+¢&
ORI GIrEr e

T fR) - f) T z—¢

0

= = [Ag[f(re®) ~ ()] 2 0

=> Reg(z,§)

leelse) — Re 2f@)
= gRed(®8) = Rer o0

=> Reg(z,¢) > 0

bulunur. Bu ifade de (7.1) esitsizligidir. Diger taraftan g(z,&) fonksiyonu |2| < 1, |¢] < 1
de siirekli oldugundan £ — z icin

g(z,z):——l—i—i‘i:l’fl

(2
bulunur. O halde maksimum prensibi uygulanacak olursa |¢] < 1,]2z] < 1 deReg(z,£) > 0
bulunur. Sayet r — 1 gotiiriiliirse bu esitsizlik |z < 1, |¢] < 1 de gecerli kalacaktir. O
halde siireklilikten ve yukarida aliman limitten dolay: ;

~ . _ B zf”(z)
2f" (2)
f'(2)

= Re<1+ )20 , p(0)=1

o €P dir.
Bu durum zaten (7.1) ve (7.2) esitsizliklerinden kolayca gorilmektedir.

kosullar gerceklendiginden ; 1+ 2

Simdi de tersine hareket edilsin :
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1+ 7—1—“ % € P olsun. Bu halde asagidaki kosullar gerceklenir. (P simfinin 6zelliginden ) ;
() () =1+ 58,

(ii) Rep(z) = Re {1 + ﬂfé)l} >0 dir.

D de analitiktir.

(i) p(0) = 1+ 250 = 1 = p(0) = 1 dir.

z w = Kz)

7 e T

N a+=

/. © v 2 . (/ (i 2
\

Seldl 7.1 Tefet ve normal acgilann gésterilio

¢
(\o
|

Ci)

|z] < r ve w= f(z) alahm. =

Argf'(z) = Arg%z"— = Arg dw — Argdz = (0+%) — ((p+2‘2-) =
Argf(2)=0+2%—¢p—%=> Arg f (2) = 0 — ¢ tegetin acisidir. Normalin acisi ise
8 =0(p) = Arg f'(z) + ¢ veya

0 = 0(p) = Arg f (re¥) + ¢ dir. Buradan ¢ ye gore tiirev alimrsa ;

0'(¢) = 1+ ZArg f (rei) (7.8)
bulunur. Diger yandan

(1) =log f'(re®) = log|f (re’®)| + iArg f (re#®) (7.9)
oldugundan dolay: ;

im log f' (re®) = Arg f (re*) (7.10)
yazilabilir. Bunun ¢ ye gore tiirevi alinirsa ;

2im log f'(re®) = £Arg f (re®®) (7.11)
bagmtlsl yazilabilir. Bir adim daha ilerlenirse ;

143 1m log f'(re¥) = 1+ % Arg £ (re™) (7.12)

bagmtlsl yazilabilir.
(7.8) ve (7.12) bagmtilar: birlestirilirse ;
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0'(p)=1 + 3 Argf (re¥) =1+ 3 1m log f'(re®) (7.13)
yazilir,
Diger yandan (7.9) bagintisindan ¢ ye gore tiirev ahnirsa ;

L) — L log|f (ret)| + igpArg £ (re®)

Her iki taraf i ile boliiniirse ;

e = —iflog £ (re)| + LAt £ (re®)

bulunur.Buradan da;

14 25080 = 1 4 B Arg [ (re®) — i log |f (re®)

yazilabilir. Buradan ;
{ l’fu—@} = 14 ZArg f'(re) (7.14)

f(rei®)
yazlabilir. Fakat bu bagintida (7.13) bagintist ile birlestirilecek olursa ;

re. f (re)

6 (¢) = Re {1 + 7 (re?®)

} =1+ —a%Arg f (re®)
— 1+ 2imio f (re*) (7.15)
f—t 690 g .
bagmtis: elde edilir.

1 _ zf" z) _ rei‘P.f,,(rei‘P o
Diger taraftan p(z) =1+ _f'éT =14 —7%;)——2 € P oldugundan dolayi P smifinin
tamimindan dolay1

_ zf ( ) rei"".f"(rei“’)
Re p(z) Re {1—!— e )} Re {1+_——_f'(re"¢) }

re®. f" (rei¥)
e 20 (7.16)

dir. (7.16) bagmtis1 ile (7.15) bagintis1 birlestirilirse ;

= 14+Re

Plo) = 1+ é%im log f'(re®) =1+ E%Arg £ (re®®)

re®. f” (re®) >0

Fren) =
bulupur. Bu da 6'(p) > 0 demektir ki bunun anlam1 6(p) nin ¢ ye gore artan bir

= 14+ Re

fonksivon oldugunu gosterir. Bu en son bafintidan integrasyon almirsa ;
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27 2n i ” . )
/9'(<P)dso = fRe{l+wd¢}

o0 oo [ (re®)

27

ip
= /dg0+Re /re"Pé ((r:w)) o

=0 =0

zfll (z) %
f(z) iz

27

= [ do + Re
0 |2|=r

(2 =re? = dz = ire¥dp = dz = izdp => dp = % oldugundan )

9 U4
— (ploﬂ +Re |z|f=, %L(lf,(:) dz = 2w + Re {sz%(z smrlarl—z kutupla.ll)} =2

1 0

Yani sonuc olarak 2f1r 0'(p)dyg = 2r bulunur. Bu da 6(y) fonksiyonunun toplam artimimn
27 oldugunu gés{(:p;(i)r. Bu ise f(z) fonksiyonunun |z| = r cemberini birebir olarak
konveks C(r) egrisi iizerine resmettigini gosterir. Buradan f({D) konvekstir. Konvekslik
tanimindan dolayr da f(z), D de konvekstir.

Simdi de suas1y1a'

Rea;@%l >3, Rel8 > 1 <) <2 (<)

esitsizlikleri ispatlansin:

2zf'gz}

Re {f(z)—f(&) z—e} 20

ifadesinde &€ =0 yamhrsa ( f(2) = 2 + age® + -+ =
f(€) =&+ agt?+---, f(0) =0 oldugundan )

. 2zf'(z)_
R {_——f(z) 1} > 0

22f'(2) f’(z) 1
@ TRy

bulunur ki bu da ilk esitsizliktir.

== Re

Simdi ikinci esitsizlige gecilirse ; yani Re ﬂzﬁ > % oldugu ispat edilmek istenirse bunun
icin

+
9(z,¢) = —f(zj_(_)_) R~ 2k
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fonksiyonunun z ye gére acihm diisiiniilsiin.

220 _ o ¢, 1 9t (s 1 |
fo-f@ O )_f(é)[l_%]
22 () 1 22f (), f&)  (E@)P,
- (1+f(€)+(f(£))2+ )

£(€) [1_ m} — 5
HGE

_ 2R 2R,
£(8) (f(6)?

_ 22(1 + 2092 + 3azz? +--)

i

f(€)
B 2z(1+2a2z+3a3z2+-~)(z+a2z2+a3z3+~-)_*_“.
(£(6))?
. _}?_5)-2-1-‘.. (buradaki z nin katsaysi) (7.17)
z+§ z+E—-E+E z2—¢& 2¢ 2¢ 2
_ - 12 -
z—¢ z—¢ Py R +—f(1"'§‘) 1-2
z 22 2z
— 1—2(1+E+§—2+‘”)=—~1—_§~—‘“ (7.18)

bulunur. (7.17) ve (7.18) esitlikleri taraf tarafa cikarilirsa ;

_22f(s) a1 [ 2 _2),_
98 =15~ e =1 (f(&) s)z

bulunur. Ancak Reg(z,&) > 0 oldugundan katsayilar 2 den kiiciiktiir. O halde
—|2| £ Rez < |2| den

a3} < ot

SRR I

w3} « P g
ol )} < -0
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1 F) 1 f€)
Re{f(&)(l"’ &)} < gl -s1=

1 -1 GG
Re{f(€)+£} < - =

1 1 _f© f€)
Re{f—(é—{} < 11 ¢ [S[fll € l

IA

= |£] €1 oldugundan ;

el g~ <[t 48 <[

= ng =w ile gosterilirse son esitsizlik |1 —w| < |w| dan dolay1 |1 —w|? < |w|?® olur.
w=u+ivise l—w=1—u—iv = |l —w|? < |w|?

= (1-u?+?<u?+ ¥ =1-22u+u?<u? = 1-2u<0

= 1< 2u—u > % bulunur. = Reﬁgl oldugundan ; Re ﬂzﬁ > -%bulumn‘.

Simdi de bu Re ﬂz-zl > 1 esitsizliginin L& < -1 seklinde de ifade edildigi gosterilsin:
Bunun icin ilk olarak ﬂzﬂ < 72 oldugu gosterilmelidir.

f(2) =z+a2%+--- ,D = {zllzl < 1} de konveks oldugundan dolay1 D de analitiktir ve
f(0) = 0 kosulunu gerceklediginden L(zﬁ fonksiyonu da D de analitiktir. Diger taraftan
g(z) = ﬁ fonksiyonunun da D de analitik oldugu apaciktir. Ayn1 zamanda ;

flz) = 2+ a9zt - =

Z
F(Z) = '“f—("z—)=1+a2z+a3z2+...

ve

g(2)=sL=1+z+22+---

= F(0) =1 ve g(0) = 1 = F(0) = ¢(0) = 1 bulunur. Aym zamanda w = g(z) = 1=,
D de yalinkattir. Zira e =0,b=1,c=-1,d=1

ve ad—bc = 1 # 0 olan bir lineer transformasyondur. O halde Reﬂ:l > % oldugundan bu
demektir ki ﬂzﬂ fonksiyonunun D yi z = % dogrusuyla sinirlandirilmig sag yar dizleme
tasvir eder. Diger taraftan w = ;& fonksiyonu |z| <1 ’i Rew > % iizerine tasvir eder.
Gercekten

|2] < 1= 2?2+ 9% < 1dir.
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1 2(1 — z) _ 11—z S 1-z
2\1 -2z +224+9y2)] 1—-2z+22+y2 " 1—2¢0+1

-2  1-z 1
2—-2z 21-z) 2

Rew =Re 1> > § dir. O halde g(z) = 7= D de yalinkat , F(D) C g(D) oldugundan
&) ¢ A dir.

F(z)= —9 < 72— = g(2) oldugundan Reg(z) > 2> 0 oldugundan ve Re ﬂzﬁ >1>0
oldugundan dolayr ve

Fi(z) = Lsf)- = F1(0) = 1= Fi(z) = ﬂzﬂ € P dir. Dolayisiyla |a| < 1 olmak tizere
l=]1-a+a|l <|1—a|+le] = 1~ la| < |1 — a]dir. Dolaysiyla |_1-1—_aTS 1Tlla‘] dir. O
halde bu esitsizlikten dolayr ve Fi(z) = £2 < ;L oldugundan dolay: (£2 < L idi.

v(z) = 2z almrsa ) iddia dogrudur.

f(z) 1 1 f&)| 1
2 1—p(z)| ™ 1— |7 z {7 1-]z|

|f (=) 1
= < =

|2| 1 — 2|
If(2)] < # (7.19)
bulunur.
"ﬂzﬂ =< ‘1%5 idi. Buradan %2 = "1% olur.
f(z)| _
B =\l > e
bulunur.
(Il — () S 1+lp(2) < 1+ |2l = |2 2 o dir)

Buradan ;
1f(2)| > 2 (7.20)
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bulunur.

(7 19) ve (7.20) birlestirilirse;
1+|z[ < 1f(2)] < ‘J‘[L‘
bulunur .

7.3 Sonuc: f(z) fonksiyonunun D’de konveks olmast icin gerek ve yeter sart z.f (2)
fonksiyonunun D’de yildizil olmasidir.

Ispat: Bu sonuc asagidaki teoremlerin bir sonucudur.

"Teorem 6.2: f(z) analitik fonksiyonunun D’de yildizil olmas1 icin gerek ve yeter sart
z%f)l € P olmasidir.”

"Teorem 7.2: f(z) analitik fonksiyonunun D’de konveks olmas: icin gerek ve yeter sart
1+2. 7Q € P olmasidir.”

Bu teoremlerden dolay: ;

2.4z (2)] b 2]f (2) + 2. (2)] =z-f'(z)+22-f"(z)
z.f'(2) z.f'(2) z.f'(2)

z.f"(2)
O}

dir. O halde ; f(z) fonksiyonu D’de konveks olsun. Bunun icin gerek ve yeter sartda

Teorem 7.2 dir. Yani 1+ z. —#7 € P dir. Diger taraftan F(2) = 2.f (2) fonksiyonunu

1 (7.21)

tanimlayalim.

d d ' ; "

F@) = —Ef @)= () +21 ()=

i z) = Z. 4 dF(Z) zf(z)
T = fEtaf )= Srm=1+=grre

dir.(Teorem 7.2’den dolay1 ) O halde Teorem 6.2’den dolay1 da F(z) = z. f(z) Dde
yudizildir.

Tersine F(z) = z.f (z) fonksiyonu D’de yildizl olsun. Bu fonksiyon;
LFE) . nf'(
7@ 1t €F

ozelligini gerceklediginden f(z) fonksiyonu D’de konvekstir. Bu 6zellikler ortaklaga (7.21)
bagmtist gibi yazilabilir. Zira

Lp(z)  z2L[F)] _ 2 Z[Zf (=)] g "(2)
e = T T i T 142 ()
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dir.
D’de yildizil ve konveks olan fonksiyonlar arasindaki bagint1 bu sonuclar verildikten sonra,
D’de yildizil ve konveks olan fonksiyonlara ait kesin katsay1 tahminleri asagidaki teoremde
verilebilir :(Lowner 1917, Privalov 1924)
7.4 Teorem : Eger f(z) = z + ag2% + --- fonksiyonu D de yildizl ise |a,| < n dir.
(rn=23,---).
Eger f(z) bir tek yildizl fonksiyon veya konveks fonksiyon ise |a,| < 1 dir. (n =2,3,---).
Esitlik ancak ve yalmz sirasiyla

Z

f(2) = dmp, f(2) = 1Fwm, fR)=1=5m; (BER)
fonksiyonlar1 icin gerceklenir.

\/ f(#?) tek fonksiyonu tekrar yildizildur.

Ispat : Eger f(2) yilduzl ise

p(e) = 25l = 2008 = 14 3 cua”

fonksiyonu Teorem 6.2 vasitasiyla P simfina aittir.
p(2) = 2D — 2.1 (2) = £(2)0(2)
esitligi ele alinsin. Bunlarnn katsayilar: karsiastirilacak olursa

z.f,(z) = z.(1+2a2z+3a3z2+---):(z+a2z2+a323+~-)(1+c1z+czz2—l—~--)

= p(2)-f(2)

= 2+ 20922 + 3ag2®> +--- = (z + %2 anz”) (1 + §1 cnzn)
n= n=

o0 o o0 o0 o<
(z + Z anzn) (1 +c1z + z cnzn) = z4e¢2%+2 Z cp 2" + Z apn2" +c1z Z anz"

n=2 n=2 n=2 n=2 n=2
oo o0
+ (") (L")
n=2 n=2
Sonucta katsayilar karsilastirlirsa ;
1 n—1
an = .3 Zl Cn—vly (n =2,3,- ')
=

rekiirans bagintis1 bulunur. Sonuc 5.7 den dolay1 |c,| <2 dir.

1 n—1

1 n—1
m—1 ;Cn——ua'u = Ianl = ;Tl‘ ; Cn—vGy

a, =
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n—1

> 2a,

v=1

n—1

E : Cn—pQy| =

n—1

n—1

n—l

9 n—1
el

Yani sonuc olarak ;

!anlénlzlaul (n=2,3,--)

bulunur. a1} < 1 oldugundan |a,| £ n oldugunu 1nduk81yonla, ispatlamaya calisirsak;
n=1 icin |a;} <1 dir.

n =2 icin |ag| < 53—1-22 la,| = 2 il [ay] = 2|a;] £ 2.1 =2

Yani sonucta |ag| < 2V£ulunur. ~

n=k—1 icin dogru olsun. Yani |ax_1| < & — 1 dogru olsun. (Indiiksiyon hipotezi )
n = k icin dogruluk ispati : (indiiksiyon hipotezinden )

ol < s Slad = (|a11+|az|+|a3|+ -+ Jas 1)

IA

—1)k)=k

2 2k
———I(1+2+3+---+(k—1))_k~( -

k~ 1

1
( Zira 1+243+---+(n—1)4+n n—(?—2+—l)————>|a|<k

bulunur. O halde indiiksiyon tamamlanmistir. Yani |a,] < n dir. Simdi f(z) konveks
olsun. Bu halde Sonuc 7.3 den dolay:r z.f (z) fonksiyonu yildizil olacaktir. Dolayisiyla
yukarida ispatlanan esitsizlik yildizil fonksiyonlar icin |a,| < n idi. O halde

zf'(z) = z.(z + a222 + a3z3 Feidan” 4+ .)'
= z.(1+ 2a32+ 3a3z2 +eretnaz” - )

= z+2a92% +3a32° + -+ +nay2" + -

yildizil fonksiyonu icin

= Inanl <n = |na,| <n=la,l <1
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bulunur. Simdi esitliklerin ancak ve yanhz
1) = s, () = =bwm F() = =5;  (BER)

olmas: halinde mevcut olduklar1 gosterilsin :

_ _E N DB
f(z) 1= 2y Z_-:ln.e 2" =
lag] = |n.e D8 =n

Yani

Ianl =n < f(Z) = ﬁ—:'ef?;)—z'

dir.
2B.3 , 48,5 oo 2(n—1)ig ,2n—1
— — —1)i -
=—_>f(2) m—z—i—e’z +e’z +"'—nz=;6n il
lan] = ,62(7»—1)3'/3[ =1, n=12,--
olarak iddia dogrulanir.
flz) = 1—ebBz z+eP2? + PP+
lan] = [ VB =1 (n=1,2--)
olarak iddia dogrulanir.

F(z) = \ﬁ(zﬁ) = \/;2+agz4+a3z6+ o= z.\/1+a222+a3z4+ e

a2 3
= —z .o
z+ 9 +

fonksiyonu D de yalinkattir.

Gergekten ; g(z1) = g(z) = \/7(2D) = JF() = F(&}) = f(§) = 2 = 4 =
21 = 2z olmastyla miimkiindiir. Dolayisiyla injektiftir. f(z), D de analitik oldugundan
J/7(z?) de, D de analitiktir ve g(2) nin acihmindan dolayr F(z) tek fonksiyondur.
Yani F(—z) = —F(2) dir(bu aciktir.) ve f(z) fonksiyonu aym zamanda D de yalinkat
oldugundan injektiftir. Yani z1 = 22 icin f(21) = f(z2) dir. Dolaysiyla ;

F(u) = /f(23) = \/f() = F () = f(2}) = () => 2 = 25 = = = F=



65

bulunur. Fakat diger taraftan F(z) tek oldugundan z; # —z dir. Dolayisiyla z; = 2
dir. O halde sonucta F(z) fonksiyonu D de injektiftir. O halde F(z), D de yalinkattir.
Aym zamanda bu fonksiyon D de yildizildir.
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8. « KONVEKS FONKSIYONLAR

8.1 Tanim : f(2) = z+ az2? + --- fonksiyonu D = {z||z] < 1} de analitik ve
f(2)- ﬂﬂ #0 kosulunu gerceklesin. « bir reel say1 olmak iizere ;

Re (1 — a).2. f( ) +a(1+z.%f)l)] >0

kosulunu gerceklerse f(z) fonksiyonuna D de ” o konveks fonksiyon” adi verilir.

8.2 Tanim : f(z)fonksiyonu (f(2) = z+ag2%+---) D = {z||z| < 1} de analitik olsun.

Rez. 7(3—)2 > o kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna D de ” @ nmci mertebeden yildizil

fonksiyon” adi verilir.
8.3 Tanim :  f(z) = z + ag2®> + --- fonksiyonu D = {z||z| < 1} de analitik ve

V4

Re [1 + 2. ?%5)1] > a kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna” e ninci mertebeden

konveks fonksiyon” adr verilir. C(e) ile gosterilir.
8.4 Tanmim : f(2) = z+ag2z”+- -+ fonksiyonu D de analitik ve A reel ve || < % olmak

lizere

Re [e 2. %-)2] > 0 kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna ”spiral-like fonksiyon” adi
verilir.

8.5 Teorem : f(2)=2z+ §2anz", D = {z||z| < 1} de a konveks ise f(z) fonksiyonu
D de yildizil ve yalinkattir.
Ispat : Tammdan dolayr f(z), o konveks ise f(z),D de analitik ve o reel bir say:

olmak iizere
Re[(l — o).z f@ L@ 4 o1+ 2. ?Ll)

dir. Dolaysiyla p(z) = zf—(%z denilirse, z = re? kutupsal gosterilisi kullanilirsa

. . 6
logp(re®) = log(rew.%’;%—)l)
yazilabilir.
. a0 f (rei®
‘z‘%{log p(re“’)} = %{108;(”&9'“]}(% j )}
Bu adimda da gerekli tiirevler almirsa ;

i0 f (reif) 0 ire’?. f” (rei?). f(ret®)—ire'? .| f’ (ref®y)?

0 { ire” ey T e e
logp(re )} = —
00 rel. s,

iretf f@ 6) f (,,.e-zo) _H',,.zema f(re"”) f (,.ezo) jr2g2if Jﬁ (,.ezo)]
50 {logp(z)}

[f (re®®)]?
reib. £’ (reif)

f(ret?)
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] {1ogp(z)} _ i fre®).f (re®) + Z;ﬁi%i)(fege) iR f (e
%{logp(z)} = i“rewj;(( :)) z6?((:”:‘6’))

ol {logp(z)} _ _a_arew?}(( :))—l—ao%

_még{logp(z)} = a+arew%%)_ wf((:j:))

Bulunan bu esitligin her iki tarafina p(z) = z.%l ifadesi eklenirse ;

f()

0 z)
p(z) —ta—=logp(z) = a4+ az. z
(2) — iz log(2) T )
F(2) () f (2) f(2)
z. —ia—logp(z) = a+oaz.
7(z) ~ a0 8P ) 0 T
flz) . @ f'(2) ()
2z —da——logp(z) = (1—a)z.>+F+a.(l+ 2.
flo) o loert) = -y ta (i)
I J 7 W
Re (1— a)z e ) +a. (1+z fL(L)l J = Re z%%l —ia%logz.%j)l
bulunur e konveks tanimi gozoniinde bulundurulurss ;
77 ] [ 7 7
Re (1—a)z f() (1+z}—8) = Re z.f—%-—ia—%long?(%l >0
bulunur D de 6yle bir zy = rge'® nokta,81 oldugu farzedilsin ki ;
|2} <7y icin Re z%(z—)l >0
z =2 icin Rep(z) =Re zo.{:—((z% =0
olsun.

Bu ifade Arg p(roe®®) min bir maksimum veya minimumu oldugunu gosterir. Bu ise

%Arg p(roe®) = 0 demektir.

Gercekten ;

log p(2) log |p(2)| + iArg p(z) =
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logp(re®) = loglp(re™)| + iArg p(re¥) =

f(z) - zaio z-‘zf,(z) o azﬂﬁ—a f(z)
o) og 10gpP(e) = 27 Tataz o)
O A0)
T 00 T R)

Yani sonuc olarak ;

"

- = ol
= p(z)+az.3;, ((:))
O halde
[(Z)—wgélogp(z) = Re :(l—a)z.);, ((:))
+a(1 +z~§:((—j)l)i = Re ;p(z)+az.z;, ((:))

bagintis: elde edilir. Diger taraftan ;
logp(z) = log |p(2)| +iArgp(2) ifadesinde @ ya gore tiirev abindiginda ;

az% = %Ioglp(z)l—l-zb%Argp(z)zé
P8~ iRl b(o)] + () —
p(z)
Rez.m = %Argp(z)

dir. Bu bulunan son ifade (8.1) ile karsilastirilirsa ;

Re foe) gy toas@)] = R (- =2

(8.1)
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PN — Re i) 4 0p 22
+a(1+z.f,(z))} = R [p()+ p(z)}

= Rep(z) + a%Arg p(2) (8.2)

bulunur ki, bu da iddianin dogrulugunu gésterir. Ancak bu durumda ;
7 . 3 ) '3
Re [(1 a)z f(z) + a(l + z. i#—)-)} = Re ltzf?(%l —iaz, log(z.%f)l)]
ifadesinin sifir oldugunu gosterir.. Bu ise f(z) nin o konveks fonksiyon olusuna aykirihk
teskil eder. O halde |z| < 1 de, bdyle bir nokta yoktur. i
Dolayisiyla;

Rep(z) > 0 = Rez. fJ(—)l (8.3)

dir. Diger taraftan;

(2) = z. £z _ - (z+e222+-) _ 1+2apz4e
- 2 flz) — ztagz2+4-- T l4agzt--

= p(0) =1 oldugundan , p(z) = z%}f)l fonksiyonu sonug olarak

Rep(z) > 0, p(0) = 1 kosullarimi gerceklediginden, f (2), D de yildizldir. Dolayisiyla
yildizil fonksiyon tamimindan dolay: da f(z), D de yalhnkattir.

8.6 Sonuc : o« >1 ise f(z) fonksiyonu [z| < 1 de konveks bir fonksiyondur.

ispat :

f” 4
Re [(1 —a)2.L@ f(z) - a(l I z?%z—)z)} >0

ifadesinde o > 1 ise ilk terim ((1 — a)z e )terimi ) negatif olacagindan bu ifade de

Re a(l + z. 3%%—)1) > 0 bulunur ki bu da konveks fonksiyonlarda Teorem 7.2 ye gore f(z)

nin konveks oldugunu gosterir.
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9. KOMPLEKS MERTEBEDEN YILDIZIL FONKSIYONLAR

9.1. Tanim : f(z) = z + ag2? + --- fonksiyonu D de tamiml analitik bir fonksiyon
olsun. ﬂzﬂ #0 ve b# 0 kompleks bir say1 olmak iizere ;

Re (1 + 12 - 1)) >0

kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna "kompleks mertebeden yildizil fonksiyon” denir
ve bu siif $*(1 — b) ile gosterilir.

9.2 Ozel Hal 1: b= licin ;Re (z%%)) > 0 elde edilir ki bu ”yildizil fonksiyon” dur.

9.3 Ozel Hal 2: b=1—-0a, 0 < a < licin;Re (z’-;—((f)-) > o elde edilir ki bu” e ninc

mertebeden yildizil fonksiyon” dur.

9.4 Ozel Hal 3: b= e *cos), |[A| < Zicin ; Re (e’\sz(—))-) > 0 elde edilir ki bu
” X -spirallike fonksiyon” dur.

9.5 Ozel Hal 4: b= (1 —a)e ?cosA,0<a< 1, |\ < Zicin;

f(2)
9.6 Aciklama : Dolayisiyla kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi ; yildizil, o
ymmct mertebeden yildizil, A— spirallike, a yinci mertebeden A— spirallike fonksiyonlar

Re (ei".z.f—@-) > o elde edilir ki bu ” @ yinc1 mertebeden A—spirallike fonksiyon” dur.

sinifini icerir.

9.7 Temel Teorem : f(z) = z+ag2%+- - fonksiyonu D bélgesinde tamimlanmis analitik
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f(z) nin kompleks mertebeden yildizil fonksiyon olmasi
icin gerek ve yeter sart f(z) = z. (fl—gzz)b denklemini gercekleyen fi(z) fonksiyonunun
yildizil olmasidir.

Burada (11—@-)}) nin z =0 da degeri 1 olan Riemann Dali secilir.

z

(Zira
(%ﬁ)b _ (Z:tﬂ'zfi'f‘_)b =(1+asz+--)_y=(1)°

nin, b kompleks oldugundan Riemann yapraklari vardir. Bunlardan sadece degerin 1
oldugu Riemann yaprag ahnir.)

Ispat : <=: f(2) = 2+ a22® + --- fonksiyonu D bolgesinde tanimlanms analitik bir
fonksiyon olsun. Ayrica f(z) = z.(%@)b denklemini gercekleyen fi(2) fonksiyonu yildizl
fonksiyon olsun.

Son esitlikte her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa ;

log f(z) =log z +b.log fi(2) —b.log 2

f2_1 16 1
=>Té—)1_z+b.7;—(z—) bl=
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Simdi esitligin her iki tarafi |z| < 1 olan z ile carpilirsa ;

L@ L, R

o) O
F(2) _ f1(z)__
ST Y Rl

Her iki taraf b # 0 kompleks sayisiile boliintirse ;

1 2 f'(z) _ — f1(z)
b( . 1) fl(z) ~-1=

1 @) _ A
1+b('f(z) 1) e

fi(z) yildizil fonksiyon oldugundan ; Re z—fi-@ >0 dur.

==>Re<1+ (= f((j)) 1)) A Re( ﬁgzi)>0

= Re (1+ %(zfl(z) — 1)) > 0

f(2)

bulunur ki, bu f(z) nin "kompleks mertebeden yildizil fonksiyon” oldugunu gosterir.

=>: f(2) = 2+ ax2? + --- fonksiyonu D bélgesinde tanimlanmis analitik bir fonksiyon
olsun. f(z) kompleks mertebeden yildizil fonksiyon yani

Re(1+%,-( L& 1))>0

olsun. O takdirde f(z)= z.(ulz?l)b denklemini gercekleyen fi(z) fonksiyonu yildizildir.

b
Gercekten f(z) = z(%’l) ifadesinin logaritmik tiirevi alinir ve bir takim islemler
uygulanirsa ;

1, f(z fi(z
(e f((Z)) 1) = flgzg

1, f(2) B £ (2)
He (“ Gy 1)) = Be(=50)
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bulunur.

Son esitlikte sol taraf pozitif oldugundan, sag tarafta pozitif olur ki bu f1(z) nin y1ldizil
fonksiyon oldugunu gosterir.
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10. KOMPLEKS MERTEBEDEN KONVEKS FONKSIYONLAR
10.1 Tamum : f(z) = z + as2® + --- fonksiyonu D de tamimh analitik bir fonksiyon
olsun. f'(z) #0 ve b# 0 kompleks bir say1 olmak iizere ;

I (2
Re(1+bzf())>0

kosulunu gerceklerse, f(2) fonksiyonuna ”kompleks mertebeden konveks fonksiyon” denir
ve bu stif C(b) ile gosterilir.

10.2 Ozel ]31@1 1: b=1icin ;Re (1 + zf;—(%l) > 0 elde edilir ki bu ”konveks fonksiyon”
dur.

10.3 Ozel Hal 2 : b= 1—a,0< a<licin ;Re 1+z§%§) > o elde edilir ki bu” o

ninc1 mertebeden konveks fonksiyonlar sinifi ” dir.

'’

10.4 Ozel Hal 3: b=e"*cos), |A] < 3 icin ; Re (ez" (1 + z. *?—((;%)) > 0 elde edilir ki
bu ” (2.f (2)) nin A—spirallike fonksiyonlar smifi” dir.

10.5 Ozel Hal 4: b= (1 —a)e™cos), 0< a <1, |\ < Ficin;

Rel e (1+2. ?(L)l)) > o elde edilir ki bu” (2.f'(2)) nin o ymnc: mertebeden \-spirallike
fonksiyonlar stmfi” dir

10.6 Temel Teorem : f(z) nin D de kompleks mertebeden konveks fonksiyon olmasiicin
gerek ve yeter sart (z.f (2)) fonksiyonunun D de kompleks mertebeden yildizil fonksiyon
olmasidir.

Ispat : Gereklilik: f(z), kompleks mertebeden konveks fonksiyon olsun. O takdirde ;
1 "
Re (1 + 321%{;)2) >0

dir. g(2) = z.f (2) diyelim.

= log g(z) =log z+log f (2)

Jz) 1. @
= 9@z )
J(2) £'(2)

= g (z) 1+z. 7 (z)
_ g(z) L@




" g(z) S O]
bulunur. Sag taraf pozitif oldugundan, sol taraf da pozitiftir. Yani
1, 4@ _
oot (o5t -1)| o
dir. Buda g(z) nin kompleks mertebeden yildizil oldugunu ifade eder. Yani g(z) = z.f (2)
kompleks mertebeden yildizil fonksiyondur. Bu da gerek sartin ispatidar.

Yeterlilik: p(z) = z.f (2) kompleks mertebeden yildizil fonksiyon olsun. Her iki tarafin
logaritmik tiirevi alinip, gerekli iglemler yapilirsa istenen sonuc bulunur.

= Re {l—}-%.(z&—l)] =RB[1+%,z,L','Lz_2]

10.7 Aciklama : Bu teoremler vasitasiyla, yildizil ve konveks fonksiyonlar icin is-
patlanan tiim teoremler, kompleks mertebeden yildizil ve kompleks mertebeden konveks
fonksiyonlar sinifina genisletilebilir.
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11. GENELLESTIRILMIS o-KONVEKS FONKSIYONLAR SINIFI UZERINE
BIR CALISMA
11.1 Ozet :  f(2) = 2+ag®+---, f(2) € A fonksiyonu D = {zl]z] < 1} de tamml,

analitik bir fonksiyon olsun. f(z). —(—l #0, 0<a<1,b#0 kompleks bir say1 olmak
tizere z € D icin ;

Re {(1 - a) [1—{- %(z.%f))- - 1)] +a(1-l— %zﬁyl—(ﬂ)} >0

kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna "kompleks mertebeden o konveks fonk81yon
denir ve bu simf M (e, b) ile gosterilir.

Bu calismanin amaci , M (e, b) smifinin temel dzelliklerini vermektir.

11.2 Tamim : A = {f(2)|f(2) = 24+ ag2?+---, F(0) =1,

F(0) =0, f(2), D de analitik} climlesini A sinifi olarak adlandiracagiz.

11.3 Tanim : f(2) = 2 + a2 +---, f(z) € A fonksiyonu D de tamml analitik
bir fonksiyon olsun. f(z) fonksiyonunun b kompleks mertebeli konveks fonksiyon yani

f(2) € C(b) olmas: ancak ve yanliz D bélgesinde f'(z) #0 ve b0 kompleks bir say1
olmak {izere ;

l U >

Re (1+ bz-%-((;)l) >0,2¢€D

esitsizliginin gerceklenmesi ile miimkiindiir.

11.4 Tanmm : f(2) = z+ apz? +---, f(z) € A fonksiyonu D de tanimh analitik
bir fonksiyon olsun. f(2) fonksiyonunun b kompleks mertebeli yildizil fonksiyon yani

f(z) € S*(1 — b) olmas:1 ancak ve yanhz D bolgesinde f(z) #0 ve b # 0 kompleks bir
sayl olmak iizere ;

Re[l ({%-)l )}>0, z€D

esitsizliginin gerceklenmesi ile miimkiindiir.

11.5 Ozel Haller : Cesitli yazarlar daha 6nceki calismalarinda b ye verilen 6zel degerler
icin 6nemli alt siniflar elde etmislerdir:

(i) 5=1 icin ; C(1) = C ”konveks fonksiyonlar sinifi ” elde edilir.

(i) 0 < a <1 olmak iizere, b =1~ icin ; C(a) ” @ ymec mertebeden konveks
fonksiyonlar sinifi ” elde edilir.(M.S. Robertson)

(i) |A| < Z olmak iizere b= e ™.cos\ icin ;C(e™™.cos)) ” 2.f (2) icin A-spirallike
fonksiyonlar sinifi 7 elde edilir.(M.S. Robertson)
(iv) 0<a<1, A <Z olmak iizere b= (1—a)e . cos) icin ;

C((1-a)e™™.cos ) " 2.f'(z) fonksiyonu icin e yme1 mertebeden A-spirallike fonksiyonlar
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sumfi ” dir. (Chichra and Sizuk ).
(v) b=1 icin;S*(1 —1) = S* "yildizl fonksiyonlar sinifi ” elde edilir.

(\?i) 0 < a <1 olmak iizere b=1—a ic¢in ; S*(1 — @) ” @ ync1 mertebeden yildizl
fonksiyonlar sinifi ” elde edilir.(M.S. Robertson)

(vii) |A| < I olmak fizere b = e ™.cos) icin ; S*(1 — e ™.cos\) ” A-spirallike
fonksiyonlar simfi ” dir.(L.Spacek)

(viii) 0< <1, |A] < % olmak iizere, b= (1 — a)e™.cos ) icin;

S*((1 — a)e™™.cos)) ” aymnct mertebeden A-spirallike fonksiyonlar smnifi ” dir.

11.6 Tanim : f(2) = z + ag2® 4 ---, f(2) € A fonksiyonu D = {z||z| < 1} de tammli,
her yerde analitik bir fonksiyon olsun. f (z)—f—léEZ #0, 0<a<1,b#0 kompleks bir
sayl olmak iizere z € D icin ;

Re {(1 -a)[1+%,-( fﬁ(% 1)] +a(l+ e —,ﬁ)}

kosulunu gerceklerse, f(z) fonksiyonuna ”b kompleks mertebeden a konveks fonksiyon”
denir ve bu smuf M (a,b) ile gosterilir.

b=1 icin;
PR 40) He
Re {(1 a)z. oM a(l +z*%—((z—)l)} >0

?a konveks fonksiyonlar simifi elde edilir. Demek ki ”b kompleks mertebeden o konveks
fonksiyonlar sinifi ”,”a konveks fonksiyonlar sinifi ” nin genellestirilmisidir.

11.7 Tanmm: p(2) = 1+ p12 + paz® + - - - fonksiyonu D de analitik ve Rep(z) > 0 ise
o takdirde bu sekilde tanimlanan fonksiyonlar sinifi P ile ifade edilir .
11.8 Teorem : h(z) = z + bgz? + - - fonksiyonu D de analitik ve

k(0) = &'(0) — 1 = 0 olacak sekilde normalize edilmis olsun. h(z) € C(b) olabilmesi icin
gerek ve yeter sart

2
s(z)=z-(ﬁ@;%‘@) el <L lel<1, €42 E=nz <1

denklemini gercekleyen her s(z) = z + c22? 4+ ¢c32® + - - - fonksiyonunun S$*(1 —b) smfina
ait olmasidir.

Bu teorem Yasar POLATOGLU tarafindan ispatlanmistir.

Ispat : =>: h(z) = z+by2? + - fonksiyonu D de analitik ve h(0) = h'(0) — 1 olacak
sekilde normalize edilmis olsun. h(z) € C(b) yani h(z) fonksiyonu D bolgesinde kompleks

mertebeden konveks fonksiyon olsun. O takdirde h(z) fonksiyonu D bolgesinde her yerde
analitik ve siireklidir. O takdirde ;
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z2—€
seklinde ifade edilir. Her iki tarafin logaritmik tiirevi alindigindas ;

2
s(z) = . (M—@) = z.(h'(2))?

log s(z) =log 2 + 2log h'(2) =

14

FERERE L

z.il((:)) =1 + 2z2——((:—))

o 22
513(283((:)) - 1) +1 = 1+ %z%

L

elde edilir. h(z) € C(b) oldugundan ;

1 h”
Re L1 + gz%—(@%} >0

Re Elg(zi(% — 1) + 1} = Re [1 a %z%i(%}

olur. Buradan ;

Re 2—1,,(7,—((%— 1) +1] >0

oldugu cikar ki bu ifade s(z) fonksiyonunun, kompleks mertebeden yildizil fonksiyon
oldugunu gosterir. Gerek sart ispatlanmistir.

<=:h(z) = z + by2® +- - - fonksiyonu D de analitik ve h(0) =0,%'(0) =1 olsun.
2
s(z)=z.(ﬁ@£§@) 2l <1, €] <1, £ # 2

denklemini gercekleyen her s(z) = z+cp2?+c323+--- € S*(1 —b)olsun. s(z) ifadesinde
her iki tarafin logaritmik tiirevi alinirsa ;
log 5(z) = log z + 2log %‘9 =
, K (2)(e—8)— (=) ~h(£)
8 1 (z—£)2
34(5))‘ - +2 hgz)jhgg) ==

v—tf
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() _ 1, ok (2)(z—8—h(z)+h(e)
@ = T DhE )

52 _ b () (2—€)—h(z)+h(&)
25 = 1+ 22 aae) .

Sy _ o, B(@E—E—hz)+hE)
25 — 1= 2270 ey

1 (z d@) _ 1) 19, Keleonaing

b\ 7 s(z) (z—€)(h(2)—-R(£))

1, 5@ _ 1oL, ME)(z~8) — hz)+h(E)
”'(‘8@ 1)“ LT e Ohe) - A

H(z,g)‘zmlsun

~

s(z) € S*(1 — b) oldugundan
Re [%(z—é—} ~ 1) + 1} >0
dir. O takdirde Re H(z,¢) > 0 olur.

. = il L, PRz =€) — h(2) + A(E)
A0 = %‘—»z[”bz' (z — )(h(z) — h(E))

B 1. 22.R(2)(z — &) — 22h.(2) + 22.h(¢) .0
TN CTo0e - k) 0

. i : —Zz'h'(z) + Zz.h'(ﬁ) —
= I S TR — o (@) + e D)

Ll 22 H"(0)
BRI =y e e s wIR ey

_1_2z.h"(z) 14 lz.h"(z)
b 20 (z) b K(2)

4
0

= limg_., H(z,6) = 1+ 3254

bulunur. Re H(z,£) > 0 olmasi, Re (1 + %%%z()ﬂ) > 0 oldugunu gosterir. Bu ise
h{z) € C(b) demektir ki yeter sartin ispatidir.

11.9 Teorem : S*(1 —b) smufi rotasyon altinda invaryanttir.

Ispat : g(2) = f(e’*.z) , f(z) € S*(1 —b) olsun. Her iki tarafin logaritmik tiirevi
alinirsa ;

log g(2) =log f(e".2) =

z%lg-\z == e‘."‘.z.ﬁ-@iﬂ2 ==

fleta_z)
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1 g’z _ 1 f'e’“z
1+3(Z;é-)l—~1)——1+b( _j%e_'w_z)l 1)

£ = e*.z denirse |¢] = |z| < 1 oldugundan ;

1+%(z.%'—(%1~1)=1+%(§.%%)-—1)=>
Rel1+4(:48 1) =Ref1+ 1 (e48 - )|

bulunur. f(z) € S*(1—b) oldugundan esitligin sag tarafi pozitiftir. Dolayisiyla sol tarafta
pozitif olur ki, bu g(z). € $*(1 —b) dir. Buise $*(1 —b) smfimn rotasyon altinda
invaryanthigim gosterir.

11.10 Teorem : C'(b) sinifi rotasyon altinda invaryanttir.
Ispat : g(2) = f(e*.2), f(z) € C(b) olsun. Her iki tarafin logaritmik tiirevi almirsa ;
log g(2) = log f(e*.z) =

.J_l = e ——u ' e,ia'z
9(2) " f(ete.2)

bulunur. Bu ifadede bir kez daha logaritmik tiirev alimirsa ;

log g'(z) — log g(z) = log €** + log f'(e’*.z) — log f(&*.z)

L4

2) g’(gz)l — gl " (eie _ ele f’gef“.zz
%-(—l e .ﬂ-g—)-f - .

g (2) (efe.2) flee2)
z%l,'—(%)- = z.e*. fﬂ,,(%
¢ = ez denirse [¢| = ]z| < 1 oldugundan ;
=1+ z%%z—))- 1+ % -7%

= Re [1 + %zé’g-,{l)} = Re [1 + 3¢ -Al]

£
f(z) € C(b) oldugundan esitligin sag tarafi pozitiftir. O halde esitlifin sol tarafi da
pozitif olur ki, bu g(z) € C(b) oldugunu, dolayisiyla C(b) smufimin rotasyon altinda
invaryanthigimi gosterir.

11.11 Teorem : h(z) € C(b) olsun. O takdirde h(z) fonksiyonu icin
ReM2 s 1 | Re [_ﬂﬂéu] 51

esitsizlikleri saglanir. Bu teorem Yasar Polatoglu tarafindan ispatlanmistir.
iépat : h(z) € C(b) olsun. O takdirde

2
()= =(H9) << 6

denklemini gercekleyen her s(z) = z + cp2® + ¢323 + --- fonksiyonu S$*(1 —b) smifina
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z—¢
s _1 _hE) 1
@~z 7t 2'[h(z)—h(e) z—s}
ifadesi z nin kuvvetlerine gore yazilirsa, ;
5 (2) 1 [ 11 2a5 1 1 }
= —+2|lz— 5]+ z+-
s(z) z (5 h(’é)) ( e BER )

2.5 (2) 1,2 2 1, 4a 2 2
@ ) = Gl ity rer )

2
aittir. s(z) = . (M) ifadesinde logaritmik tiirev alinirsa. ;

Il

1
5 (e~ 7@
esitliginin sol tarafinin reel kismi pozitif oldugundan, sag tarafimin reel kismu da pozitif
olur ki bu katsayilarinin yani |c,| < 2 olmasimi gerektirir.

ll(z h(g))l < 2 olur. Burada da gerekli islemler yapilirsa ;

Re (—%l) > Fﬁb‘l , &€=z icin ise; Reﬁgfl > ﬁTﬁ ve dolayisiyla Re [%M%ﬂ] >

bulunur. Bu da ispat1 istenen seydir.

M(a,b) GENELLESTIRILMIS o-KONVEKS FONKSIYONLAR SINIFI OLAN
"KOMPLEKS MERTEBEDEN o KONVEKS FONKSIi- YONLAR SINIFI”
NIN OZELLIKLER{

Dof

11.12 Lemma : f(z) fonksiyonu, birim dairede analitik ve
f(0) = £/(0) — 1 = 0 olacak sekilde normalize edilmis fonksiyon olsun.
0 < a <1 olmak iizere f(z) € M(c,b) olabilmesi icin gerek ve yeter sart

@
9(2) = f(2). ( f(z)) , 2€D (11.1)

denklemini gercekleyen her %(z) = 2z + byz? + -+ fonksiyonunun S*(1 — b) smifina ait
olmasidir. Burada (z%(f)l) nin, z = 0 daki degeri 1 olacak sekilde Riemann Yiizeyi
secilir.

Bu Lemmanin a-konveks fonksiyonlar sinifi icin ispati P.T. Mocanu tarafindan yapilmistir.
Biz bu ispati, ”"b kompleks mertebeden o konveks fonksiyonlar sinifi” icin genisletecegiz.
Ispat : = f(2z) fonksiyonu, birim dairede analitik ve

f(0) = f(0) — 1 = 0 olacak sekilde normalize edilmis fonksiyon olsun. f(z) € M (a,b)

yani

Re {(l—a)[1+ (=L@ - 1)}+a(1+ z#)}

olsun.

g(z)=f(z).(z.§(%2) , z€D
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ise; logaritmik tiirev alindiginds ;

log g(z) = log f(2)+a.log z+ alog f'(z) — alog f(z)

=50 - et
=50 = e
8- 128 e
) = e e i
A

=) ) ( 1 f"(z))
= (l-a)|1+~ ~1) ] +ell+ 2
( )( ( ) ) b7 f(2)
Yani sonuc olarak ;
1{,d@ 1) =(_ 1(, L@ 1, 2@
1+ b(z' P&y 1) =Q1-a) (1 +3(=5G 1)) + 0‘(“‘ bz?fz)l)
bulunur. Bu esitlikte, her iki tarafin reel kisimlar: da esit olur. Ayrica f(z) € M(e,b)

oldugundan sag tarafin reel kismi pozitif oldugundan, sol tarafin reel kismi da pozitif
olur.

Re [1_;_.15(2,'991(5)1_1)] >0

Bu da g(z) € 5*(1 — b) yani kompleks mertebeden yildizil fonksiyon oldugunu gosterir
ki ispat tamamlanmistar.

= g(z) = f(2). ( f(z)) , 2 € D denklemini gercekleyen her
9(2) = z + bgz? + - -+ fonksiyonu, S*(1 —b) smfina ait olsun.

g9(z) = f(2). ( R :)) ifadesinden logaritmik tiirev ahnip, gerekli islemler yapilirsa ;

1+%(z.%§5)1—1)=(1—a)(1+%( 7@—} 1))+a(1+ z{,—%)

ve buradan da

Re[1+%(z.=‘;%%}~1)] Re{(l—a)(l-}- HERAom 1))+a(1+ z—,{z-)l)}
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bulunur. g(z) € $*(1 — b) oldugundan, son esitligin birinci tarafi pozitiftir. Dolayisiyla
ikinci taraf da pozitif olmak zorundadir. Bu ise f(z) € M(e,b) oldugunu gosterir ki bu
ise ispatlanmasi gereken ifadedir.

11.13 Lemma (integral Gosterilimi ):  f(z) fouksiyonu, birim dairede analitik ve
f(0) = £(0) — 1 = 0 olacak sekilde normalize edilmis fonksiyon olsun. 0 < & < 1 olmak
iizere f(z) € M(o,b) olabilmesi icin gerek ve yeter sart g(z) yildizil fonksiyon olmak
izere ;

b

7() = [ fz“?“lw&nfd4 , zeD (11.2)
esitliginin gerceklenmesidir.

Ispat : =:0 < a < 1 olmak iizere f(z) € M(a,b) olsun. Lemma 11.12 den;

(23

f1(z) = f(2).| 2. (z) , # € D denklemini gercekleyen her fi(z) = z + bg2? + - -

fonksiyonu S*(1—b)sinifina aittir. Yani yukaridaki denklemi gercekleyen her fy(2)fonksiyonu,
kompleks mertebeden yildizil bir fonksiyondur. Bu denklemde f(z) yi bulmak icin her
iki tarafin 1/a kuvveti alinacak olursa ;

r 1/ 1/a f(z
A = ] el —

AT = af @] =

A" = Lo
40 [7(=)]

Her iki tarafin integralini alacak olursak ;

Zz'1 f1(z) 1/mdz = [ —fj(—)—dz =
! [#64) 0 1]

f(z) =y = f'(z)dz =du

= / T = a~l.du




&

z

— [ aE)] e = alf@)E =

0

~ [ ne] e = ek =
0

I

B 0[ w1 [a@)] " = 1)

bulunur. Diger taraftan Teorem 9.7 ye gore ; fi{z) nin kompleks mertebeden yildizil
olmas: icin gerek ve yeter sart

N Y

fi(z) = 2. (91;2)

denklemini gercekleyen g(z) fonksiyonunun yildizil olmasidir.
Bu ifadeyi yukarida buldugumuz esitlikte yerine yazarsak ;

o = 1] [ (”(z))] e

0

_ LE /‘ (g(z))a }

o) = | L z%-%*(g(z))%.dz]
0

bulunur ki, bu gerek sartin ispatidir.

=:0<a<l in, g(z) € * olmak iizere ;

flz)= [ézz%“%“l(g(z))%.dz] a, z€D

esitligi gerceklensin. O takdirde f(z) € M(a,b) dir. Gercekten ;

Teorem 9.7 ifadesini kullanacak olursak ; yani ” fi(z) € S*(1 —b) olmas: icin gerek ve
yeter sart

b 1
fi(z) = 2. (Qf)-) > g(z) = z.(*mzfl)b
denklemini gercekleyen g(z) € S* olmasidir”
ifadesini f(2) de yazarsak ;

— f(z)=[§/z3~———l[ (fl(z))%]a' z]a

n
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z

= k= 2/ At lill g,

alf (D)) = / M fu(2) 5 d2
0

Burada esitligin birinci kismi ;

F4

s dfGE = [ lfRE S ()
0
_ / '@
J [f)=
=[] e = [ e
Her iki tarafin tiirevi ahmrsa ;
= e =t —

1] = 1#2)] " 258 =

@
— fi(e) = f(z)< 1) a@esa-y

bulunur ki Lemma 11 12 den” f(z) € M(c,b) olmas: icin gerek ve yeter sart

fi(2z) = f(2)] = 7—((;))- denklemini gercekleyen her fi(z) € S*(1—b) olmasidir” ifadesinden
; f(2) € M(a,b)sonucu cikar ki bu yeter sartin ispatidir.

11.14 Teorem : 0 < a < 1 olmak iizere f(z) € M(a,b) ise o takdirde

|zl =r (0<r<1)icin;

—K(a, b, —r) < |£(2)] < K (e, [b],7) (11.3)
esitsizligi elde edilir.

Her iki esitsizligin esitlik hali ;

fulz) = (1+1b|) [ f§_~1 (1-¢ M%'df]a

kompleks mertebeh a-konveks fonksiyon icin gerceklenir.

Ispat : 0 < a <1 olmak iizere f(z) € M(c,b) olsun. Teorem 11.12 den

fi(2) = £(2). (‘;‘(; )
denklemini gercekleyen her fi(z) € §*(1 —b) dir. O takdirde ;

(1@)° = (@) 2f () =
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A@R = |(f@) T ar @)

olur. Teorem 11.14 den ; fi(z) € $*(1 —b) ise o takdirde

e < M) < e

dir. Buradan ;
L ES
2 “ L 2r *
[Hﬂb—nm] < A@)l= < [UTWF:T]
olur. -

Q=

N N %_1 ’ 2r
A7 = (=) 21 ()] < [(1 + N - r)z}

— nlf(z)lé-lif'(z)ls( 2 )E.

1+o|) (1-r)a
T by Y 9 .Cl! r v V.
= [irer lf(z)l-dzs(m) [ a-orta

(u=1f(2)] = du = |f (2)]dz)

«

HOk: e
= 1 (1+lbl) 0/"‘” A= prad

r

— lf(z)l°<—<1 +|b|) [t

|f(2)] < I—fm[é/pi'—l.(l — p)*%.dp}
0

If ()] < K(a, b, 7)

bulunur. Boylece esitsizligin sag tarafi ispatlanmistir.

Esitsizligin sol tarafini ispatlamak icin ; (1 4+ p)"% fonksiyonu, |z] < r < 1 i yalnkat
olarak konveks bir bélge iizerine resmettiginden, orjinden cikan ve f(z) = R.e* noktasi
ile birlesen dogru parcasini alalim. Bu dogru parcasi , yukarida soyledigimizden dolay1
|z} <1 deki f(2) nin degerleri ile tamamen ortiiliir. Zira kompleks mertebeden yildizil
fonksiyonlar sinifi rotasyon altinda invaryanttir.
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Eger L,|2z| < 1 de w = f(2) fonksiyonu ile bu dogru parcas: iizerine tasvir edilen dogrunun
uzunlugu ise o takdirde bu dogru parcasinm uzunlugu ;

RE = |f()F = | OLANPY

dir. f(z) kompleks mertebeli a-konveks fonksiyon oldugundan, 11.13 Integral Gosteriliminden

1
#@z _ 2ne]*
@ 3
olacak gekilde fi(z) kompleks mertebeli yildizil fonksiyonu vardir. Béylece p = |¢] ise
(11.3) sonucu cikarthir. Bu teoremin ispat: S.S. Miller metodu iizerine oturtulmustur.

1l (a)=
Re = a/ ¢

L

|d¢] => Teorem 11.14 den ;
2% ‘
1 & 1 2
R= > ———z—/93—1(1+ﬂ)_;'dp
REATERY,

R > ﬁb—n[é!pi"l(lﬂ)“%-dp}

ifadesinde p = r.u olarak ahnr ve
|£(2)] 2 —K(a, [0, ~7)
ve dolayisiyla (11.3) ifadesi elde edilir.
b=1 icin, S.S. Miller'in sonuclar1 elde edilir.
11.15 Teorem : f(z).= z + ag2? + --- fonksiyonu M (e, b) simfina ait olsun. S(n) ;
ri+rot+rgt-cctrn=mveri+2ro+3r3+---+nrp=n
olacak sekilde negatif olmayan (ry,ra,73, -, 7y,) tamsayilarinin tiim n-liler kiimesi olsun.
y(e,m) =ala—D(e—-2)(a—3)---(a—m) , v(a,0)=oc
ise o takdirde n =1,2,3,--- icin,
1

(a,;m—1).c1t .2
lantal < 32 ralralrgloeanl
S(n)

dir. Buradaki toplam S(n) deki tiim n-liler iizerinde alinmistir.

¢, lerise;
1 n—1
dir.

Ispat : Eger Lemma 11.13 deki g(z) fonksiyonunu, yildizil fonksiyonlar simfi icin
tanimlanan g.(z) = ey € 5" Koebe fonksiyonu olarak alacak olursak o takdirde

e \lmw
Tredien
RS DRLANEASY W4t sl
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fulz) = [i{ﬁi*(l —¢ ~%.d£]
elde ederiz. Bu fonksiyon katsay1 teoremi icin ekstremal fonksiyondur.

1R, PRRT
f*(z) = ;/fa 1(1—5) a.d§:|
L™ 0
1A, ¢ N
= —fsa 2———_2-_,,—.d§]
L2y (1—¢&)%a
oo (n—2 2b o
1_ +k
_ —/g 2<§+Z( k+1) )dg] (11.4)
Simdi de
n—2 2b, 4
A= T2
diyelim.
n=3 icin; A;;:%.%!aﬂ
n=4 icin; A4=%%~2b§3a
n=2>5 Iicin; As =2, I;+a.2b?;lfa.2sza

— SeiTy e — 2b 2bta 2b+2a 2b+3a . 26 (n—2)a
n=n 1cm; A o’ 2a ° 3« 4o (n—1)a

elde edilir. Bu ifadeleri (11.4) ifadesinde yerine yazacak olursak ;

2b 2b+
fi(z) = [ E ( 5 o 2 &
L P 2bta 2t 2b+3a 2b+(n—2)a§n - \de i
a 2 3a 4o (n ~1)a
~ N 2% 141 26(2b+ o) 1.,
B [z Talrall 20tz
L B@bte) @bt (n—of 1y, i
a™(1 + na).n!

= 2.H(z) =2 [1 + i cnz"r (11.5)

n—1
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n—1
elde edilir.
h(z) =1+ §1 cnz™ olsun. O takdirde (11.5) bagntist ;
n=

H(z) = [1+ ) cnz"] =1+ ij:l g1 2" (11.6)
seklinde ifade edilir.

Diger yandan (11.6) esitliginde ardarda tiirev alinirsa ;

H(O) = 1
H(0) = a(lle)

H'(0) = ala—1)1e)?+ a2l

"0

H'(0) = a.(a—1).(a—2)(1lg)?
+ 3a(a — 1)(1le1)(2les) + a(8les) (11.7)

Bdylece tiimevarim y6nteminden ;
[H™(0)]
lan-l—ll S nl 3 n Z 1

elde edilir. Diger yandan (11.6) ifadesinden ;

H(z) = [h(Z)]a =1+ 21 an+1.z”' (118)
elde edilir. (11.8) ifadesinden diferansiyel alacak olursak ;
H'(2) = o @H(z) = f}l MGny1.2" (11.9)

elde edilir. Burada h(z), k'(z) kuvvet serileri kullanilacak olursa , H(z) fonksiyonu ;

o0 (o8] o0 o

( n.an+1z"_1) <1+ > cnz“) = ( > n.cnz“’_l) (1+ 3 an+1z“) (11.10)
n=1 n=1 n=1 n=1

elde edilir. Burada n > 1 sabit tamsayilan icin (11.10) denkleminde 2™' in katsayis:

elde edilir ve

n

kzzjo[k—a(n—k)].cn_k.ak_,.l =0 (co=a1=1) (11.11)
elde edilir. cp = 1 oldugundan, a,,; icin (11.11) denklemi ¢ozilir ve

n—1
nt1 = —1 ¥ [k—a(n—k)].cn_r-ars1 (11.12)

denklemi elde edilir.
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(11.12) denklemi a1, i hesaplayan rekiirans formiiliidiir. Her n tamssaysi icin,a,,,;katsayilar
(11.5) denklemiyle tanimlanmak ve (11.12) denklemini gerceklemek iizere ; yukandaki
teoremin ispati1 indiiksiyon yontemiyle agagidaki sekilde yapilabilir.

Her £=1,2,3,---,(n — 1) icin ;

y(ei—1) cll e

rilrglrgl-rgl

Gny1= 3 (11.13)

S(n)

olsun. Burada j = E r; dir ve toplam Z ir; = kicin tliim negatif olmayan (ry, 79,73, >+, Tk)
i=1

k-lilar kiimesi S(k) uzermde almmaictir.

Simdi de k¥ < n ise uygun miktarda sifirlar eklenerek k-lilar, n-lilere genigletilebilir. O
takdirde negatif olmayan tamsayilarda

Sir=k , k<n (11.14)

=1
ifadesinin bir ¢oziimi i = E+1,k+2,---,n icin r; =0 olarak verilmelidir. (11.13)
denklemindeki —L carpanlarimin dahil edilmesi ile ¢ = k+1,k+2,---,n icin bu carpanlar
1 oldugundan, deger degismez.

Boylece (11.13) denklemi;

A P (11.15)

> ag—1).c;’ e

Cntl = rilrgloglery,!

seklinde ifade edilebilir. Burada j = i r; dir ve toplam tiim negatif olmayan céziimlerinin
i=1
S(k) kiimesi iizerinde ahnmistir. (11.15) denklemini R nin sag tarafinda kullaniriz. O

takdirde

n_l k- (n—k)]Y (045 —1).Cri-C L o2 .53 e
R=-1% 3 EobrdhOi i, o o (11.16)

k=0 S(k)
dir.
(yl? Y2,Y3, - 7y'n) 3 S(D) iCinde
n n
Eliyi=n , Elyi =m (11.17)
i= =

olacak sekilde herhangi sabit n-liler olsun. (11.16) denkleminde c¥*.c3*.c§®---.c¥ nin
C katsayis1 tamimlamir. Bu katsay1 toplamdaki cesitli terimlerin birlesmesiyle olusur.
Gercekte bu tiir terimler ancak ve yalmz

ise elde edilir.

Ozel olarak, a, y, > 1 ifadesinin indisi olsun. 7 # a icin r; =y; ve 7, =y, — 1 olsun.
n
Bu a sabitiicin j = Y r7;=m — 1 elde edilir. (11.16) denkleminde n — k = a olsun.

i=1
A, y, # 0 olan a’larm kiimesi ise o takdirde
C=-1 ¥, ol (11.18)



%0

dir. Bu denklemin pay ve paydasinda v, carpamini yazarsak ;

0 - _ Z Ya(n — a — aa)y(a,m — 2}
oy .y Lyslyst- - -y,

= MZya(aa+a—n)

n.yl!. M yn! acA

'7(057 m — 2) s
T aay + a - ny
n.y1lyal.yst - - oyt ;( ) Ya o)

Yo = 0 almirsa ;

,m—2
(o m‘ ) oo — (m — 1)]
n.ylyelys! - -y,

7(aam - 1)
nlyelysl-- - yn!

denklemi elde edilir ki (11.18) denkleminin sag tarafinda istenen c{'.c¥’.c§’---.c¥ kesin
katsayilarr her sabit (yi,ys,¥s3,**,¥n) icin saglanacagindan ispat tamam- lanmistir.
Swmirlar, f.(z) fonksiyonu ile tanmmb o > 0 icin kesindir. Bu teoremin ispat1 A.W.
Goodman tarafindan yapilmistir. Sunu da ifade etmek gerekir ki, b ye verilen 6zel degerler
ve o katsayr esitsizlikleri, o konveks fonksiyonlar stmifi icin elde edilir.

b = 1 icin, konveks fonksiyonlarin katsayi esitsizligi P.K. Kulshrestha tarafindan bulunmustur.
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12. SONUC

Biz bu calismamizda genellestirilmis a-konveks fonksiyonlar sinifina ait bir temel karak-
terizasyon lemmas1 verdik ve bu lemma yardimiyla sinifimizicin integral gosterilimini elde
ettik. Bu integral gosteriliminden hareket ederek, sinifa ait kesin distorsiyon esitsizliklerini
ve smifa ait fonksiyonun Taylor acilimin- daki @, katsayisi icin kesin iist stmir1 bulduk.

Gerek distorsiyon esitsizliklerinde ve gerekse katsayr esitsizliginde, ekstremal fonksiyon
elde edildiginden verilen esitsizlikler kesindir.
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