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OZET

H sonsuz boyutlu aynlabilir bir Hilbert uzay: olamak {izere [0,e0) araliinda tanimh ve
degerleri H ve ait olan Bochner anlaminda 6lgiilebilir ve

el de <o

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlarnin kiimesini L,(0,0; H) ile gosterelim. L, (0,: H)
kiimesi bir lineer uzaydir. Bu uzayin herhangi iki /' ve g elemanlarimn i¢ ¢arpimim

(f.8) 0w = Jf (), g(x))dx
1]

formiilii ile tanimlarsak L, (0,; /) sonsuz boyutlu, aynlabilir bir Hilbert uzay olugturur.

“Operatér Katsayih Bir Diferansiyel Operatoriin Negatif Ozdeger Sayisiin Asimtotik
Davramsg” adh bu tez galismasinda L, (0,; ) uzayinda

1) =~(p(x)y'(x) ~Q(x)¥(x)
diferansiyel ifadesi ve a € (=w0,) bir sabit olmak {izere
cosa. y(0)+sina.y'(0)=0

siir kosuluyla olusturulan bir diferansiyel operatériin kapamisinin kendine es oldugu ve bu
kendine eg operatdriin alttan yan sinirh oldugu, spektrumunun negatif kismimn ayrik oldugu
ispatlanmis ve — & dan ( £>0) kiigiik olan dzdegerlerinin N(&) sayisi igin £ — 0 iken

Sl » a,(x)-¢
N(e)=r"[1+0( )];a,[.{u/ S
M i o la,()-¢
(@) =71+ Ofe )];a'“jm R

seklinde asimtotik formiiller bulunmustur. Bu formiillerde @, (x),ct,(x),... ile tam siirekli
kendine es Q(x): H — H operatoriiniin  6zdegerleri gosterilmistir, ¢, ve f pozitif
sabitlerdir.

Anahtar Kelimeler: Hibert uzayi, kendine es operator, simetrik operatdr, kapali operatdr,
kapanabilir operatdr, Bochner integrali, dzdeger, ayrik spektrum.

vi



ABSTRACT

Let L,(0,0; H)denote the set of all functions f, defined in the interval [0,%) with values in
an infinite dimensional seperable Hilbert space H . which are measurable in the sense of
Bochner and satisfy the condition

flrfde<eo.
0

The set L,(0,9; H) is a linear space. The space L,(0,%0; /) becomes an infinite dimensional
seperable Hilbert space by defining the inner-product for any f and g in L,(0,%; H) as

(f-Bomy = J(f (), g(xN)dx .
0o

In this thesis, entitled with “Asymptotic Behaviour of the Number of Negative Eigenvalues of
a Differential Operator with Operator Coefficient”, we prove that the closure of a symmetric
operator formed by the differential expression

1) =~(p(x)y'()) -~ 0)¥(x)
and the boundary condition
cosa.y(0)+sina.y'(0) =0

where a € (—,®) is a constant, is self adjoint and this self adjoint operator is semi bounded
below and negative part of its spectrum is discrete in the space L,(0,o;H). Morover, for

number N(g) of eigenvalues smaller than —& (g >0) we find asymptotic formulas of the
form

— o ia; (x)-¢
N(g) e [1 i 0(£ )EJ u,(;[ez p(‘t) dr
T Ja,()-¢
(E) y [l+ O(e )Ej a,tJ;ac _P(I) dx

when £ - 0. a,(x),a,(x),... ,in the above formulas, denote the eigenvalues of the operator
O(x): H - H which is completly continuous and self adjoint. r, and S are positive
constants.

Key Words: Hilbert space, self adjoint operator, symmetric operator, closed operator,
closable operator, Bochner integral, eigenvalue, discrete spectrum.



1. GIRIS

Bu c¢ahsmada ikinci mertebeden operatdr katsayili bir diferansiyel ifade ile olugturulan
simetrik operatoriin kapamgimin kendine e§ oldugu ve bu kendine es operatériin alttan yar
siirh oldugu, spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu ispatlanmig ve negatif

Hzdegerlerin sayisi i¢in asimtotik formiiller bulunmusgtur.
Asagida bu tez ¢aligmasinin temel ayrintilarini verecegiz:

3.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bu uzayda i¢ ¢arpim1 (.,.) ve normu

| ile gosterecefiz. -x<a<h<w olmak lizere (a,b) araliginda tammli, degerleri

H uzayina ait olan ve

1 f:|a,b]) > H fonksiyonu Bochner anlaminda &lgiilebilirdir.

2 [l dx <o

kogullanimi saglayan tim [ fonksivonlanmn kiimesini L,(a.h;H) ile gosterecegiz.

L,(a.b; H)kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin

(f-8)un = [F().g(Nx  (fg € Ly(ab:H))

fonksiyonu ile bir Hilbert uzay1 oldugu bilinmektedir. (Kirillov, 1976).

O(x) her xe[0.,=) i¢in H den H ye kendine es bir operator olsun. Ayrica Q(x) operatr
fonksiyonun [0,00) arahginda B(H) uzayindaki norma gore siirekli bir operatr fonksiyon
oldugunu varsayacagiz. p(x) [0,0) aralifinda tammh ve siirekli tiireve sahip olan bir
fonksiyon olsun. ¢, < p(x) € ¢, olacak sekilde ¢, ve ¢, pozitif sabitlerinin var oldugunu
kabul edelim. [0,0) aralifinda H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve

sahip olan, & & (—w,) bir sabit olmak tizere

cosa.y(0) +sina.y'(0)=0

kogulunu saglayan ve « da kompakt destege sahip olan tiim y(x) fonksiyonlarimn kilmesi



D(L,) olsun. Ly : D(L,)—> L,(0,00; H)

(LoyXx) = ~(p(x)y'(x)) = Q(x)¥(x)

operatdriinii goz Gniine alahm. 3.1 kisminda elde edilen temel sonug asafidaki teoremden
ibarettir:

Teorem 3.1.6 : Eger her x€[0,2) igin Q(x) < fl olacak sekilde bir f e (—o0,) sabiti

varsa L = L_,, operatorii kendine estir. D(L) L,(0,00; ) uzayinin

e a) y(x) ve y'(x) hersonlu [0,a] arahfinda H uzayindaki norma gére mutlak siireklidir.

~(p(x)y'(x)) = O(x)y(x) € Ly (0,50; H)

o €) cosa.y(0)+sina.y'(0)=0

kosullanim saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

(Ly)x) = ~(p(x)y'(x)) —Q()¥(x)  yeD(L) dir

3.2 Bu kissmda Q(x) operatdr fonksiyonunun bazi ek kosullan sagladigi da varsayilarak

sina =0 halinde kendine e§ L operatdriiniin alttan yan simrh oldugu, spektrumunun negatif
kisminin ayrik oldugu ispatlanmig ve negatif Szdegerlerinin sayisi icin bazi esitsizlikler

ispatlanmugtir,

3.3 L operatdriiniin -¢ dan (£>0) kiigiik olan 6zdegerlerinin sayisim N(g) ile gosterelim.
Ayrica tam  siirekli kendine e5 Q(x):H > H  operatdriiniin  Ozdegerleri

a,(x)2a,(x)2...2a,(x)... olsun. Bukisimda farkh kosullar alinda £ — 0 iken

- a (x)-¢
N@E)=nx '1+0(s‘°)|§: R AN 1.1)
[ y a,(!,u p(x) :

ve

N(e) =71+ O )]ZWL J“ (xi)": (12)



seklinde farkli asimtotik formiiller bulunmustur. Bu formiillerde 1, ve f pozitif sabitlerdir.

3.3, (1.1) ve (1.2) asimtotik formiilleri Q(x) operatdr fonksiyonunun farkli kosullar: sagladig
varsayilarak bulunmugtur. 3.4 kisminda varsayilan kosullan saglayan Q(x) operator
fonksiyonuna érnekler verilmistir.

Cesitli diferansiyel operatdrlerin negatif 6zdeger sayisimin asimtotik davram$1 Skagek.B.Y.
(1963); Adigiizelov, E.E., (1980); Maksudov, F.G., BayramogluM., Adigiizelov, E.E.,
(1993); Aver, H., (1998) ve Adigiizelov, E.E., Baksi,0., Bayramov.A. M., (2002)
¢alismalarninda incelenmistir. Adigiizelov, E.E., Oer, Z. (2002) ¢ahgmasinda yan eksende
verilmis Sturm-Liouville operatériiniin negatif ézdegerlerinin toplam i¢in asimtotik formiil
bulunmustur. Kostyuchenko, A.G., Levitan, B.M. (1967): BayramogluM., (1971):
Maksudov. F.G., Hiiseynov, V.G., (1978); Aslanov, G.1., (1984) ve birgok ¢alismada saf aynk
spektruma sahip olan operatdr katsayih diferansiyel operatorlerin 6zdeger sayisinin asimtotik

davramsi incelenmistir,



2. ONBILGILER

2.1 Kapah ve Kapanabilir Operatirler
Tamm 2.1.1 : X ve Y herhangi iki Banach uzayi ve D(A4) c X' olmak lizere 4:D(4)—> Y

bir lineer operatér olsun. Eger limx, =x ve limAx, =y kosullarimi saglayan her

H—pat -t

{x,} © D(A) dizisii¢in xe D(A) ve y= Ax oluyorsa A ya kapali operator denir.

Bu tammdan goriildiigii gibi sinirh lineer operatérler ile kapal operatérler arasindaki temel

farklar sunlardir:
Eger A:D(A)—Y smrh lineer bir operatér ise limx, = x kosulunu saglayan her

{x,}c D(A4) dizisi igin Ax, c¥ dizisi yakinsaktir. Ancak {x, }< D(4) dizisinin

yakinsadifn x € X' elemamnin D(A) ya ait olmasi zorunlu degildir. Eger A4:D(A)—> ¥

.....

L

Ax, c ¥ dizisinin yakinsak olmasi zorunlu degildir. Fakat limx, =x ve limAx, = y ise

A== =

xe D(A) ve y= Ax dir.

Teorem 2.1.1 : X ve Y herhangi iki Banach uzayi ve 4:D(4)—>Y ( D(4A)c X ) siurh
lineer bir operatr olsun. A operatSriiniin kapali olmas: igin gerek ve yeter kosul D(A) min
kapali olmasidir.

ispat :

Gereklilik: 4 operatdriiniin kapali oldugunu varsayalim. x D(A4) min herhangi bir yigilma
noktast olsun. O halde !'u_.'g x, = x olacak sekilde bir {x,} c D(A) dizisi vardir. A operatdrii

stirekli oldugundan {Ax,} dizisi bir y €} elemanina yakinsar. Yani;

limAx" =y.

L

A operatorii kapali oldugundan x e D(A) ve Ax = yolmahdir. Bdylece D(A) tim vigilma
noktalarini igerir. D(A) kapalidur.

Yeterlilik: D(A) min kapah oldugunu varsayalm. {x,}c D(4) : xe X ; y€} ikn



limx, =x ve lim4x, =y olsun. D(4) kapah oldugundan xe D(4) dir. Ote yandan A

n=—sa n—sw

operatorii siirekli oldugundan lim Ax, = Ax yani y = Ax dir. 4 operatérii kapahdir. o

Teorem 2.1.2 : Kapali bir A4 operatériiniin 4™ tersi varsa A~ operatdrii de kapahidir.
ispat: limy =y

n—aa
ve

limA™y, = x

olsun. Burada {y,}c D(A"')=R(A) {x,}cD(A) dir. Aynca Ax, =y, olsun. Ters

operator tammindan x, = 4y, dir.

lim Ax, =y

n—sm
ve

limx, = x dir.

A operatdrii kapali oldugundan xe D(A4) ve y= Ax dir. Boylece, ye R(A)=D(4™")
x=A"y olup A" operatérii kapahdr.
Teorem 2.1.3 : Tanim kiimesi kapah olan her kapali operator siirhdir.

Tamm 2.1.2 : X' ve Y herhangi iki Banach uzay1 ve D(A4) c X olmak iizere 4:D(A4)—>Y

kapal olmayan bir lineer operatér olsun. Eger A min kapali bir geniglemesi varsa A ya
kapanabilir operatir denir.

Eger A kapanabilir bir operatr ise asagidaki 6zelliklere sahip olan bir 4 operatoril vardir:

1) Ac 4
2) A operatdrii kapahidir.
3) B A nin herhangi bir kapali geniglemesiise 4 — B.

A operatoriine A nin kapanisi denir. A operatoril soyle olusturulabilir:



limx, = x ({x,} < D(4))

n—ewm
Ve

lim Ax, = y

]

ise xeD(A) ve Ax=y kabul edilir.

Teorem 2.1.4: A" kapahdr.

ispat: x,—xo ({x}cD)) ve A x,—yg olsun. Her xe D(A) eleman igin

(Ax,x.)=(x,A'x‘) (xe D(A))

dir. Burada limite gegilirse

(Ax,x)=(xy,) (xeD(1)

elde edilir. Bu bagintidan A " in tanimi geregince
x,eD(A4) ve Ax =y

elde edilir. o

A simetrik bir operator ise 4 < A" dir. Teorem 2.1.4 geregince A’ operatorii kapahdir.
Dolayisiyla her simetrik operatdr kapanabilirdir.

2.2 Yan Smmrh Operatirler
Tamm 2.2.1 : A4:D(A)—> H herhangi bir simetrik operator olsun. Eger tiim xe D(4)

elemanlari i¢in

(Ax, x)2 c(x,x}

olacak sekilde bir ¢ e R = (—20,%0) sabiti varsa A ya alttan yart simirlt operatér denir.
Benzer sekilde tistten yari sinirh operatiriin tanimu verilebilir,

H bir Hilbert uzay: ve D(A)=H olmak izere A4:D(A4)— H alttan yan sirh, kendine es



bir operatdr olsun. Bir o € (—w,) sabiti igin A operatdriiniin spektrumunun (-, o)

araligina ait olan kisminin sadece 6zdegerlerden ibaret oldugunu, her 6zdegerin kathhginin
sonlu oldugunu ve bu 6zdegerler kiimesinin o dan kiigiik olan bir yigilma noktasina sahip

olmadigim kabul edelim. Burada 6zel olarak o(A4) N (-=.0) =@ olabilir. Bu durumda A4

operatiriiniin spektrumunun (—x.o) arahigina ait olan kismu ayriktir denir.

2.3 Bochner integrali
Tamm 2.3.1 : H aynlabilir bir Hilbert uzayi ve f:[a,b]— H herhangi bir fonksiyon olsun.

Aynica {E )}, [a.bI=UE, olacak sekilde [a,b] araligimn ikiserli aynk, olgiilebilir alt

i=l

kiimelerinin sonlu bir toplulugu olsun. Eger f fonksiyonu her E; kiimesinde sabit ise yani

hemen hemen her x € E;igin f(x)=f, € H (i=1.2.....n)ise [ ye basit fonksiyon denir ve

FO=Af, B i By i fooB,)
ile gosterilir.

Tamm 2.3.2: f(x):[a,b] - H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger [a,b] aralifinda tamimh

H' degerli basit fonksiyonlarin hemen hemen her yerde

liml/ () = r(x)] =0

k—m

kosulunu saglayan bir {f,}7 dizisi varsa f fonksiyonuna [a.b] aralifinda Bochner

anlamunda olgiilebilir (B-6lgiilebilir) bir fonksiyon denir.

Tanim 2.3.3 : f(x):[a,b] > H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her # € H igin (f(x).h)
skaler fonksiyonu Lebesgue anlaminda olgiilebilir ise f ye [a,b] arahfinda Bochner
anlaminda zayif dlgiilebilir (zayif B-olgiilebilir) bir fonksiyon denir.

Teorem 2.3.1 :Bir f:[a.b]—> H fonksiyonu ancak ve ancak zayif B-olgiilebilir ise B-
Glgiilebilirdir. Yani, f:[a,b]— H fonksiyonunun B-6lgiilebilir olmasi ile zayif B-lgiilebilir

olmasi es degerdir.

Tamm.2.3.4: f(x) = (7, E;: f.Esi...sf,,E,):[a,b] = H herhangi bir basit fonksiyon olsun.



Zﬂ:m(ﬁI )f, toplamina f fonksiyonunun [a.b] arahginda Bochner integrali (B-integrali)

iml
b
denir ve (B) If(x)dx ile gosterilir.
Tamm 2.3.5 : f :[a.h] = H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger [a,b] araliginda tamimli H

degerli basit fonksiyonlarin

1) [a,b] arahiginda hhhy Iim”fx(x)"f(x)”=0 dir. Yani f fonksiyonunun [a,b]

k—»m

araliginda B-dlgiilebilirdir.

2) [fix)- f(x)| (k=12....) fonksiyonlan [a,b] arahifinda Lebesgue anlaminda integre
edilebilirdir.

3) 1im [l @) - £ =0
k—sm &

kosullanini saglayan bir {f,(x)}" dizisi varsa f ye [a,b] arah@inda Bochner anlanunda

integre edilebilir (B-integre edilebilir) bir fonksiyon denir.

Eger f [a,b] arahfinda B-integre edilebilir bir fonksiyon ve {f,(x)} basit fonksiyonlarin
tamm 2.3.5 deki 1), 2) ve 3) kosullanm saglayan her hangi bir dizisi ise /H uzayindaki

b
norma gore lim(B) j [ (x)dx limitinin var oldugu ve bu limitin {/, (x)}; dizisinin se¢imine
bagl olmadigi ispatlanabilir. (Erugin, 1978)
Tamm 2.3.6 : [ [a,b] arahginda B-integrallenebilir bir fonksiyon ve {f,(x)}] basit
fonksiyonlarin tanim 2.3.5 deki 1), 2) ve 3) kosullarimi saglayan bir dizisi olsun.
b
lim(B) j [, (x)dx limitine f fonksiyonunun [a,b] araliginda Bochner integrali (B-integrali)

b
denir ve (B) J'f, (x)dx ile gosterilir.

E c[a,b] olsun.

l, xekE ise
x;,-(-f)=
0, xelab)\E ise



fonksiyonuna £ kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Tamm 2.3.7: [f(x):[a.b] > H [a.b] arahginda B-integrallenebilir herhangi bir fonksiyon
b

ve E |a,b] araliimn &lgiilebilir bir alt kiimesi olsun. (B) J‘zﬁ(x}j'(.t)ci‘c integraline f

fonksiyonunun E kiimesinde Bochner integrali (B-integrali) denir ve (B)j_ flx)dx ile

gosterilir.

Tanim 2.3.8 : F(x):[a.b] > H herhangi bir fonksiyon olsun. Eger A, H uzayinn herhangi
bir elemam ve f(x):[a.b]— H [a.b] arahiginda B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak

lizere
F(x}=h+jf(:)dz ; xelab]

ise I fonksiyonuna [a,b] arah@inda mutlak siireklidir denir. (Gorbaguk ve Gorbaguk, 1984)

H sonsuz boyutlu bir uzay ise mutlak siirekliligin bu tanimi ahsilmig tanima denk degildir.
Eger F(x):[a,b]—> H fonksiyonu [a.h] arah@inda mutlak siirekli ise yani he H ve

f(x):la,b] > H , [a,b] arahiginda B-integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
F(x)=h+ If(r)dr 3 xela,b]

ise [a,b] araliginda hhhy F'(x)e H tiirevi vardir ve F'(x) = f(x) [a.b] arah@inda hhhy dir.

F(x):[a,b] > H mutlak siirekli bir fonksiyon ise

L
[F'()de = F(B) - F(a)

her [a.p] c[a.b] igin Newton-Leibniz formiilii saglamr.

Tamm 2.3.9 (L,(a.b;H) Uzayr) : H bir aynlabilir Hilbert uzay: olsun. Bu uzayda ig
garpimi (.,.) ve normu || ile gosterelim. ~w<a<b<w olmak iizere (a.b) arahiginda

tammh, degerleri / uzayina ait olan ve

1) f(x):(a,b) > H fonksiyonu Bochner anlaminda dlgiilebilirdir,
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]
2) _ﬂlf(x)H'dft < o0
kosullarini saglayan tim f  fonksiyonlarimin kiimesini L, (a.b; H) ile gosterelim. L,(a.b: H)
kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin

(fe@)un = [(f).g0Ndx  (fg € Ly(abiH))

fonksivonu ile bir Hilbert uzay: oldugu bilinmektedir. H uzay: aynlabilir ise L,(a,b:H)

uzay1 da aynlabilirdir (Kirillov, 1976). L,(a,b; H) uzayinda normu “-me ile ghsterecegiz.

24 L,(a,b;H) Uzayma Ornekler

1) H =N = (~w0,) olsun. Budurumda L,(a.b; H) uzayireel L,(a,b) uzay: olacaktir.
2) H=1I, olsun. Bu durumda L,(a,b;H) uzayr f.f,.... (a,b) arahinda tammh

olgiilebilir fonksiyonlar olmak {izere

i) her 1 € (a.b) igin ilf- (f)‘- <

jm=]

i [0 k<o

a =]

kogullarim saglayan tiim x(¢)={f,(r)}; vektér fonksiyonlarinin olusturdugu kiimedir ve

L,(a,b;H) de i¢ carpim

(X% V) any = T[ilfu (’)m]d'

a =l
seklinde tanimlanir, Burada y = {g, (1)} € L,(a.b: H) dir.

3) H= Ly(c.d) (-wo<c<d<®») olsun. Bu taktirde L,(a,b;H) uzay1 (a,b)x(c,d)

kiimesinde tammh, dlgiilebilir

LY )
‘{ﬂu(r,f)izdt]dr <w®
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veya
bd ;
-ﬂu(x,r){ dxdt <o

c

kosulunu saglayan tiim w(x.r) fonksiyonlarmin kiimesidir. L,(a.b:H) in herhangi iki

wu=u(x,f) ve v =v(x) fonksiyonlarimn i¢ ¢arpimi

bfd
(V) iy = J‘[Iu(x,:)v(x,r)cﬂ}dx

seklinde tanimlanur.



3. OPERATOR KATSAYILI BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN NEGATIF
OZDEGER SAYISININ ASIMTOTIK DAVRANISI

3.1 Operatir Katsayih Bir Diferansiyel ifade ile Olusturulan Bir Simetrik Operatoriin
Kendine Es Bir Genislemesi Hakkinda

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1r ve Q(x) her xe[0,o0) igin /Hden H ye
kendine es bir operatdr olsun. Ayrica Q(x) in [0,) aralifinda B(F) uzayindaki norma gbre
siirekli bir operatdr fonksiyon oldugunu varsayacagiz. p(x) [0,e0) arahginda tammh ve
stirekli tiireve sahip olan bir fonksiyon olsun. ¢, £ p(x) €¢, olacak sekilde ¢, ve c,
pozitif sabitlerinin var oldugunu kabul edelim. [0,e0) araliginda H uzayindaki norma gére

ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan, & & (—o0,%0) bir sabit olmak {izere

cosa.y(0) +sina.y'(0)=0 (3.1)

kosulunu saglayan ve oo da kompakt destee sahip olan tiim y(x) fonksiyonlarimin kiimesi
D(L,) olsun. L, : D(L,) = L,(0,0; H)

(L,1)Xx) = <(p(x)y' () - 0(x)¥(x) (3.2)

operatdriinii gbz dniine alahm. D(L,) = L,(0,%c; H) dir. Her y,ze D(L,) igin x=2b iken

y(x)=z"(x)=0 (i=0.1.2) olacak sekilde y ve z ye bagh bir 5 < (0,0) sayis1 vardir.

Kismi integrasyondan yararlanarak

A T f(- (P (%)) - Q). z(x))dr

0

=~(p()y'(x),2(0) |, + [(p(x)y'(). 2k~ [((x), Q(x)2(x) e

= p(O)(3"(0). 2(0))+ (3(x). p(x)z'(x)) |: ~ I( y(.r).{p(x}z-(x))’ }ir - I(_v(.r).Q(.t}:(.t)l.it
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= p(0)(¥'(0).2(0)) - p(0)(x(0).2'(0))+ j(y(x).—(pmz'(x))' - Q{x)z(x}}ix (3.3)
0

elde edilir.

(v'(0).2(0))~ (4(0),2'(0)) = 0 (3.4)

oldugunu gosterelim. cosa =0 iken (3.1) sinir kosulu y’(0) =0 haline gelir. Bu durumda

(3.4) esitliginin saglandi@ agiktir. coser # 0 halinde

y0)=-y'(0O)tana (3.5)
z(0)=-z'(0)tan @ (3.6)
dir. Dolayisiyla

(7'(0).2(0)) = (4(0). 2(0) = ~ tana(y'(0),2'(0)) + tan &(»'(0),2'(0)) = 0 (3.7)
dir. Goriildiigi gibi her & € (—o0,0) sabiti i¢in (3.4) esitligi saglanir. (3.3) ve (3.4) ten

(Lﬂy=z)w_m = (}’, Lﬂz){ﬂ_m} (38)

bulunur. Béylece L, 1n bir simetrik operator oldugunu gésterdik. Dolayisiyla L, operatérii
L_U kapamsina sahiptir. Burada bazi kosullar altinda E operatdriiniin kendine es oldugunu

ispatlayacagiz. Bunun igin &nce L, operatdriiniin eslenigi olan L, operatdriinii incelemek

gerekiyor.

Teorem 3.1.1: f(x). a<x<bh degerleri H uzaymna ait olan ve

a) [a.b] arah@ginda f(x) H uzayindaki norma gére mutlak siirekli tiireve sahiptir.

b) f'(x)e L,(a,b;H)

©) fla)=f"(a)=f(b)=f'(b)=0

kosullarimi saglayan bir fonksiyon olsun. Eger h(x)e L,(a,b:H) a), b) ve ¢) kosullarim

saflayan her f(x) igin

[0 heo ki =0 (3.9)
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esitligini saglayan bir fonksiyon ise
h(x) = g+ xe (3.10)

dir. Burada g ve e / nin sabit elemanlandir.

ispat:  f"(t)=A() olsun. O zaman f'(x)= [A()dr , f(.».-):](x—,-u(:)a: dir.

Dolayisiyla ¢) kosulundan

]

[nieye =0
! (3.11)
J'm(:}dr =0

elde edilir. Karsit olarak bir A(f)e L,(a.b;H) fonksiyonu (3.11) kosullarimi sagliyorsa

fx)= j(x—r),l(f)dr fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullanim saglar. Eger A(r) € L,(a.b; H)

o

fonksiyonu (3.11) kosullarim saglamiyorsa
h(t)=h(t)-g—te (3.12)

fonksiyonu (3.11) kosullarimi saglayacak sekilde g.,ee H vardir. Gergekten g ve ¢ nin

bulunmasi igin

(b-a)’
2

] b
[m0de = [hayde - (b-a)g - e=0 (3.13)

h b L 3

jrhI(r)d:z Irh(r)dr-(b ;) g—(b ;} e=0 (3.14)

denklem sistemi elde edilir. Buradan

- S e (3.15)
b-a: 2 '

b b 3
_@-a?| 1 _F=a | b=a)  _
"Im(:)_d: - [b_a;[h(r)dr : e} e 0 (3.16)
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3 a3
(b—:') e_{b a) )

k b —-a b
‘:l-fh(!)df ——2— ‘:[h{r)df =3 3

e= ke ]'rh(r)d!— G }h(r)dt
(b—a) ; (b—a)’ ;
1 b 6 ) 3 b
vt Wy -2 ;[rh(r)dr +E!k{r)dr

bulunur. (3.9) esitligi
L]

(). ) e = 0

a

seklinde yazilabilir. (3.11) ve (3.12) den yararlanarak
b

b
_[[l(x), hl(x))dx = J(’L(x), h(x)—g- .te)dt

a

= [0, ) e = [(r(x). g et = [(e(x). el
= I(i(-l')gh(x))dx = [ jfl(.\')df.g] = [ J‘le(x]dr!eJ

b
= [(AGx). )i

elde edilir, Dolayisiyla (3.20) esitligi

]

[y () )t = 0

a

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

seklinde yazilabilir. Bu egitligin (3.11)  kosullarim saglayan her A(x)e L,(a.b:H)
fonksiyonu igin saglandigim hatrlatalim. A (x) (3.11) kosullarim sagladigindan (3.22) de

A(x) = h(x) alinabilir. O taktirde
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[l ()t =0 (3.23)

elde edilir. Buradan hhhy A, (x)=0 yada Ah(x)=g+xe bulunur. Dolayisiyla L,(a,b:H)

uzaymnn elemam olarak  A(x)=g+xe dir. o

[0,0) arahiginda kompakt destege, H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli

tiireve sahip olan ve « e (—0,9c) bir sabit olmak {izere (3.1) simr kosulunu saglayan tiim

y(t) fonksiyonlarimin kiimesi D(L,) olsun. Ayrica
A={¥(0): ye D(L,)|

B=1{y'(0): y € D(L,)}

olsun.

Teorem 3.1.2: sina#0ise A=H ve cosa#0 ise B=H dir.

ispat : g H nin keyfi bir elemam olsun. Once sina # 0 oldugunu varsayalim. Agagidaki

kosullan saglayan bir f(x) skaler fonksiyonu vardir:

1) f(x) (0<x<) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir.
2) f(O)=1, f'(0)=~cota

3) Her x=a igin f(x)=0 olacak sekilde bir a € (0,0) sayis1 vardir.

y(x)= f(x)g olsun. yp(x)e D(L,) dir. Gergekten y(x) (0<x <) fonksiyonu [0,c0)

arahfinda /# uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir, her x 2 a
igin y(x)=0 ve

cosa.y(0)+sina.y'(0) = cosaf (0)g +sinaf'(0)g = cosag +sin a(— c?sa}g =0
sina

dir. Ayrica y(0)= f(0).g =g dir. Yani; g€ A dir. Bunedenle 4=/ dir.

Bu kez cose # 0 oldugunu varsayahm. 1), 3) ve

4) e0)=-tana , ¢'(0)=1
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kosullanm  saglayan bir ¢(x) (0<x<w) fonksiyonu vardir. p(x)=¢(x).g olsun.
y(x)e D(L,) dir. Ciinkii y(x) fonksiyonu [0,e0) aralifinda H uzayindaki norma gore ikinci
mertebeden siirekli tiireve sahiptir. Her x 2 a i¢in y(x)=0 ve

sin ez
cosa

cosa.y(0)+sina.y'(0)=cosap(0)g +sinap'(0)g = cosa[— ]g +sinag =0

dir. Yani y(x)e€ D(L,) dir. Ote yandan y'(0)=¢'(0).g = g oldugundan ge B dir. Sonug
olarak B=H dir.o

[0,0)arahiginda H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan,
w0)=»'(0)=0  kogullarim1 saglayan ve o da kompakt destege sahip olan tiim
w(1) € L,(0,00; H) fonksiyonlarinin kiimesini D(L,) ile gésterelim. L, : D(L,) — L,(0,00; H)

(L,yXx) = —(p(x)y'(¥)) - Q(x)y(x)

operatdriinii goz oniine alalim. L, bir simetrik operatdrdiir. L, operatdriinii incelemek igin

once teorem 3.1.1 den yararlanarak L, operatdriinii inceleyecegiz.
Teorem 3.1.3 : Her z = z(x) € D(L;) fonksiyonu ;

a) z(x) ve z'(x) her sonlu [0,a] aralifinda H uzayindaki norma gére mutlak siireklidir,

b) = (p(0)z'(x)) ~Q(x)=(x) € L, (0,55 H)

kosullarini sagliyor ve

(L2kx) = (p(0)2' ) - 0(x)=(x)

dir.

ispat : Eslenik operatdriin tamimi geregince efer z = z(x) e D(L}) ise

(L2 =02 how  eDL)) (3.24)

olacak sekilde bir =" = z"(x) € L,(0,90; H) vardir. (3.24) esitligi
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’i(— (px)y' () - Q(x)y(x),z(x))dx = [(v0), 2" (o b (3.25)
yada

u(x) = O(x)z(x) +z (%) (3.26)
olmak iizere

- [((py @) 260 o = [(venuokis (3:27)

seklinde yazilabilir. Her x 2 b igin y(x) = »'(x) = 0 olacak gekilde bir b e (0,20) sayisinin

var oldugunu g6z Gniine alarak ve kismi integrasyondan yararlanarak

J[ ey ) 20 i = [l a2k + [(pto)y (2o

b x y b
3 J[y'(x).(fp'(f)z(!)dr) }fﬁ f(}f'(x),p'(r)Z(x))dr

b

=[y'(x), Ip'(:)z(r)dr] - [(y'(x), jp'(.«)z(na;}m |[CRENIEEEN

0

S I(y'(x), p(x)z(x) - Ip’(r)z(r)dr}tx (3.28)
0 0

[0, uy e = )(y(x)*( juuw}x

X o ] x
=[y(x). Iu(!)dr] - ][y'(x), fu(r)dx}tx
0 o O 0
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B xf1 ¢
=— | ¥'(x), J{ju(t}d‘r] dr dx
0 oND
= —[y'{x). f[ Ju(r)d r]a’r] + [[ y'(x), [[ Ju(r)a’r]dr]dx

b [ B
= {}."(x)qu‘u(r)dr | - _[m(r)dr]dx
0 0 o

0

= ]‘( y'(x), ](x - r)u(f}dr]a& (3.29)

]

elde edilir. (3.27). (3.28). ve (3.29) dan

- ]{y"(x), p(x)z(x) - 'jp’(r)z(:)dr]dx = f(y'(x), Jx —r)u(r)dr]a& (3.30)
0 o a 0
vada
[[ V()= p(x)z(x) + [p'(0)2()dr ~ Jee- r)u(r)df}ix =0 (3.31)
0 a 0

bulunur. (3.31) esitligi kompakt destege, H wuzayindaki norma gore ikinci mertebeden
stirekli tiireve sahip olan ve »(0)=y'(0)=0 kogullarim saglayan her y(x)e L,(0,90;H)

fonksiyonu i¢in saglandigindan teorem 3.1.1 geregince
= p)z(x)+ [p'Oz()dr ~ [(x~u()d = g + xe (3.32)
0 0

dir. Burada ge H ve ec H, z=2z(x)e D(L;) fonksiyonuna bagh olan elemanlardir.
(3.32) den z(x) in her sonlu [0,a] arahifinda mutlak siirekli olduu goriilmektedir. (3.32)
esitliginin her iki tarafimin tiirevi alinirsa

- Pl(0)2(x) = p(N)2'(x) + p'(x)z(x) = [u(r)d = e (3.33)
0
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elde edilir. Buradan z'(x) fonksiyonunun da her sonlu arahikta / uzayindaki norma gére

mutlak siirekli oldugu gériilmektedir. (3.33) ten

& (p(x)z'(x,l)' —u(x)=0 (3.34)
ya da

u(x) = Q(x)z(x) + 2" (x)

oldugu gbz oniine alinirsa

- (p(x)z'(x))' - QO(x)z(x)=z"(x) (3.35)
bulunur. Buradan  —(p(x)z(x)) - O(x)z(x) € L, (0,0 H) ve

(L2 = (p0)2' () -Q)z(x) (3.36)
elde edilir. o

Teorem 3.1.4 : D(L;) kiimesi L, (0,o0; H) uzaymn
a) z(x) ve z'(x) her sonlu [0,a] (ae€(0,0)) arahginda H uzayindaki norma gére mutlak

stireklidir.

b) - (p(x)z'{x))' - Q(x)z(x) € L,(0,00: H)

¢) cosa.z(0) +sina.z'(0) =0

kosullarini saglayan tiim z = z(x) fonksiyonlarindan ibarettir ve

(2,2 )x) = ~(p0)='(x)) - O(x)=(x)
dir.

ispat: L, c L, oldugundan I c L] dir. O halde teorem 3.1.3 den her z=z(x)e D(L;)
fonksiyonunun a.) ve b.) kosullanm sagladig ve

L2k = (£2)0) = «(p0)2' () - Q=) (3.37)
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elde edilir. Her ze D(L;) igin c.) kosulunun saglandigim gosterelim. Eslenik operatoriin

tanmim geregince z € D(L,) ise

(3.2 == [ (PO @) + QY0260 i

= [z @k = (2" )on, (e DL (3.38)
0
dir. Kismi integrasyondan yararlanarak

= y b
- I[(p(x)y'(x)) ,z{'x)]dx = ~(p(x)y'(x), 20, + [(P(x)y'(x).2'(x)ebc
0 i}

* !
= (p(0)y'(0), 2(0)) + (¥(x), p(x)2'(x)) | - j[y(x),(p(x)z'm) }h

= p(0)(¥'(0),2(0)) - p(0)((0),2'(0))- I(y(x),(p(x)z'(x))f}h ©-39)
(1]
elde edilir. (3.38) ve (3.39) dan

PO)(¥(0),2(0)) - p(0)((0),2(0))- I[y(x),@(x)z'(x))'}dx - [(@()y(x). 2(x)dx
o 0

= o =" ke )
ya da

P(0)(y'(0),2(0)) ~ p(O)((0),2'(0)) + T(y(x),-(pmz'(x))' - Q(x)z(x)}ﬁ

~ (y'L:lz){a.w;. (3.41)

bulunur. (3.37) ve (3.41) den
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pO)('(0).2(0)) - pO)((0).2' () + (3. Ly2), ., = (1. L5200, (3.42)
va da
(1'(0).2(0)) - ((0).2'(0)) =0 (ye D(L,)) (3.43)

elde edilir. Eger sina # 0 ise (3.1) simir kosulundan
y'(0) = —cota.y(0) (3.44)

bulunur. Bu ifade (3.43) de yerine konursa

(- coter.p(0),2(0)) - (1(0).2'(0)) =0 (3.45)
va da
((0),cosa.z(0) +sina.z'(0))=0 , (ve D(L,)) (3.46)

elde edilir. Teorem 3.1.2 geregince sina #0 ise A={y(0):ye D(L,)f=H dir. Son iki
bagintidan

cosa.z(0)+sina.z'(0)=0 (3.47)
bulunur.

Eger cosa #0 ise (3.1) kogulundan

¥(0) = —tana.y'(0) (3.48)

elde edilir. Bu ifade (3.43) de yerine yazilirsa

(»(0),2(0)) + (tan .(0),2'(0)) = 0 - (349)
va da
(¥'(0),cosa.z(0) +sine.z'(0)) = 0 , (ve D(L,)) (3.50)

elde edilir. Teorem 3.1.2 geregiince cosa #0 ise B={y'(0): y e D(L,)}= H dir. Yine son
iki bagintidan

coso.z(0) +sine.z'(0) =0 (3.51)

bulunur. [spatin tamamlanmast igin a), b) ve ¢) kosullanim saglayan her z(x) € L,(0,%0; H)
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fonksiyonunun  D(Z;) kiimesine ait oldugunu ve (L;z}x) = {p(x}z'(x))' = Q(x)z(x)
oldugunu gdstermek gerekir. y e IXL,) ve z a.), b.) ve c.) kogullarim saglayan herhangi bir
fonksiyon olsun. Her x> b igin y(x)= y'(x) =0 olacak sekilde bir b € (0,0) vardir. Bunu

goz oniine alarak ve yine kismi integrasyondan yararlanarak

© ; b
f((p(r),v'(.r)] .z{x)}iv =(p(0)y' () 2(0), = [(p(x)y'(x).2'(x)Jex
0 ]
b ¢ 4
==p(0)(¥'(0),2(0)) - p(x)(¥(x).2'(x)) |, + j[y{x),(p(x)z'(x)) }ir
]

= p(0)(¥(0).2'(0)) - p(0)(y'(0),2(0))+ [[y(x).(p(x)z'(x))'}ir (3.52)
0

elde edilir.

y0)cosa + y'(0)sina =0 , z(0)cosa +z'(0)sina =0 kosullarindan cosa # 0 halinde
W0)=-=y'(0O)tane , z(0)=-z'(0)tana bulunur. Dolayisiyla
(1(0).2'(0)) - ('(0).2(0)) = —tan &(y'(0), 2'(0)) + tan a(1'(0),2'(0)) = 0 (3.53)

elde edilir. (3.52) ve (3.53) ten

| (p(x)y'(x) ,2(x) - y(x).(p(x):r'(x)}' dx (3.54)
() zco e~ )

bulunur. Bu esitlikten yararlanarak

(Le3s2)o. = (- (P01 ) ~ Q030 2(6) i

=T[y(x).—(p(x)z'(x>)' = Q(x)z(x)]dx= (0 Ly2) o) (3.55)

elde edilir. Buradan goriiliiyor ki z = z(x) € L,(0,%0; /) fonksiyonu a.), b) ve ¢) kosullarim

saghyorsa z € D(L,) ve (L;z);x)= —(p(x)z'(x)}' -0(x)z(x) dir.o



24

Teorem 3.1.5: Her xe[0,) igin O(x)<[B/ olacak sekilde bir Pe® sabitinin var

oldugunu kabul edelim. Eger y(x) € L,(0,%0; H) fonksiyonu

a) y(x) ve y'(x) fonksiyonlari her sonlu [0,a] (a@e(0,)) araliginda F/ uzayindaki

norma gbre mutlak stireklidir.

b) 1(y) = ~(p(x)y'(x) = O(¥)¥(x) € L, (0,0, H)
kogullanm saghyorsa y'(x) e L,(0,00; H) dir.

ispat: Kismi integrasyondan yararlanarak her a € (0,%) i¢in

y'(x)| dx (3.56)

I((P(x)y'(x))"y(r)}L = (p(x)y'(x), 3(x) | - [p(x)
] 0
yada

J'[(P(x)y'(x))"y(x)]dt + [polyf'dr = p@(y' @), y@)-pOo)y').3) (.57
o 0

bulunur. y € L,(0,90;H) ve I(y) € L,(0,9;H) olmasindan

lim[f[(p(x}y'{x))'.y(x)]dn f(g(x)y(x),y(x))de (3.58)
[ b i) 0 0
sonlu limitinin varhig elde edilir.

J(0w) 300, 0k = (00 ~ By ye e + B [l e (3.59)
0 0 0

dir. ((Q(x)—=PBI)y(x),y(x))<0 oldugundan

a

lim [((Q(x) — B1)y(x). y(x)Jex (3.60)

A=yt i)

limiti vardir, Bu limit ya sonludur ya da —c dur. O halde y(x)e L,(0.oc; /) oldugu yani

lim _ﬂ! ¥(x)|"dx limitinin sonlu oldugu gz oniine alinirsa (3.59) dan

a-—mo
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lim I(Q(x)}'(-f}- y(x))dx (3.61)

a=d

limitinin varhg elde edilir. (3.60) limitinin sonlu ya da —<« olmasina bagh olarak (3.61)

limiti sonlu ya da — oo dur. O halde sonlu (3.58) limitinin varh@ndan

lim I((P(r')y'(1)]r~y(x)]c& (3.62)

Ao g

sonlu limitinin varhg ya da

a

fimRe [ (/) y) Jx =0 (3.63)

s 0

elde edilir. Sonlu (3.62) limitini varhigim gosterelim. Aksini varsayalim. O halde (3.63)
esitligi saglamr. (3.57) ve (3.63) den

lim Re(y'(a), y(a)) = (3.64)

d=haE

bulunur. Ote yandan

@ ) = (y(@). y(@) =('(a), y(@)+(v(a).y'(@)=2Re(y'(a), y(a)) (3.65)

dir. (3.64) ve (3.65) den

im{y@f) == Bk

a—sw

elde edilir. O halde bir [b, @) (be(0, ») ) arah@inda ||y(x]||2 fonksiyonu monoton
artandir. Bu sonug y(x) € L,(0,90: /) olmasina aykiridir. Dolayistyla sonlu (3.62) limiti

vardir. O halde (3.57) den

L]

lim [Py )] dx = [p(x)

i

Y de < (3.67)

bulunur. p(x) > ¢, > 0 oldugu gbz 6niine alnirsa (3.67) den

]]!y'(x)ﬁz‘i‘ <o (3.68)
0
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yani y'(x) € L,(0,0; H) elde edilir. o

Teorem 3.1.6: Eger her xe[0,) igin Q(x) <P/ olacak sekilde bir S & (-o.2) sabiti

varsa L = L, operatdrii kendine estir ve D(L) L,(0,%0; H) uzayimin
a.) y(x) ve y'(x) her sonlu [0,a] arah@inda H uzaymndaki norma gére mutlak siireklidir.
b.) = (P(x)y'(x)) = O(x)¥(x) € L, (0,0; H)

¢.) cosa.y(0) +sina.y’(0) =0

kogullarim saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

(LyXx) = ~(p(x)y'(¥) —Q(X)¥(x) , ye D(L)
dir.

ispat: y ve =z D(L,)kiimesinin herhangi iki elemam olsun. Teorem 3.1.4 geregince

v(x),z(x) € L,(0,0;H) ,

~(P)y'(6) — QP ~(P()='(x)) ~Q)=(x) € L, (0,; H) (3.69)

dir O halde teorem 3.1.5 geregince »'(x).z'(x)e L,(0,0;H) dir. Dolayisiyla
(' (x).2(x)).(3(x). z'(x)) € L,[0,0) dur. Bu nedenle |ima, ==,

lim[(v'(a,).2(a,))- (¥(a,).2'(a,))]=0 (3.70)

olacak sekilde bir {a,} dizisi vardir. Bu {a, | dizisi igin

(E., = - (0 ) - Q0200 i

L ]

= lim |- ((p(x)y'(x))'..z(x)]dx oy, z(okx (3.71)
0 0

dir. Ayrica cosa.y(0)+ sin@.y'(0) = cos@.z(0) +sina@.z'(0) =0 kosullarindan yararlanarak
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J((peo1y @) 20 i = (pe)y (0,200 = () )z ) + J(r(pr='co) Y

= pO)(»(0).2'(0) - ('(0), 2(0)] + p(a,)(v'(a, ). 2(a,)) - ((a,).z'(a,))]

+"I(y(x}. (P00 i

= pta, |('(@,).a,)- (xa,). @)+ [ 30, (p)z'0) Je (3.72)
]

elde edilir, (3.70), (3.71) ve (3.72) den

(£33.2) ) = lim{P(a, (4@, ).2'(a,)) - (v'(@, ). 2(a, )]

+ I(J’(-‘-’)v—(P( XJZ'(x))' —Q(x)z( x))dx}
0

= Ky(x).@(x)z'(x))' - Q(x)z(x)Jdr = (1 Lyz)s.s (.73)

bulunur. Goriildiigii gibi L; bir simetrik operatérdiir. Dolayisiyla

Ly < (L)’ (3.74)
dir. Ote yandan L, da bir simetrik operator oldugundan L, c L, dir. Bu durumda

LY ek (3.75)
oldugu bilinmektedir. (3.74) ve (3.75) den

Ly=(Ly) (3.76)
elde edilir. Yani L; operatdrii kendine etir. Diger taraftan

(L) =1, (3.77)
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oldugu bilinmektedir. (3.76) ve (3.77) den
L=, (3.78)

bulunur. Boylece L=L_n=L0' operatdrii kendine estir ve teorem 3.1.4 gere@ince

D(L)=D(E) L,(0,0;H) uzaymn a.), b.) ve c.) kosullarnm saglayan y(x)

fonksiyonlarindan ibarettir. Ayrica

(LyXx) = Loy k) = ~(px)y () - O(x)y(x) (3.79)

dir. o

3.2 L Operatiriiniin Spektrumunun Negatif Kisminn incelenmesi

Bu biliimde sina =0 halinde kendine es L operatériiniin spektrumunun negatif kisminin
ayrik oldugunu ve -& dan (£>0) kiigiik olan 6z degerlerin sayisi i¢in baz1 esitsizlikler

ispatlayacafiz.
Teorem 3.1.6. geregince D(L) L,(0,00; H) uzaymmn

a) ¥(x) ve y'(x) her sonlu [0,a] arahfinda H uzayindaki norma gore mutlak stireklidir.

b) 1(») = ~(p(x)y'(x)) —Q)¥(x) € L, (0,0:H)

¢) ¥(0)=0

kosullanim saglayan tiim y = p(x) fonksiyonlarmin kiimesidir ve her ye D(L) igin
(Ly)x) = ~(p(x)y' () - O()

dir. L ye L,(0,00:H) uzayinda

1) =~(p(x)y'(x)) - Q) (3.80)

diferansiyel ifadesi ve y(0) = 0 simr kosuluyla olusturulan operatdr diyecegiz.

Teorem 3.2.1: EQ{.rﬂ] fonksiyonu sinurli ise her ye D(L) igin (p(.t)y'(x)) € L,(0,00;H) ve
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[y ) v i = [peofyof s (3.81)

0
dir.

ispat: [O(x)| < c olacak sekilde bir >0 sabiti vardir. Dolayisiyla
floeoye dx < flow)| v dx < ¢ [y dx <o (3.82)
0 0 0

dir. Yani Q(x)y(x)e L,(0,0;H) dir. O halde -[p(x)_v'(x)}’-Q(x)y(x}eLI({),m;H)

olmasindan -(p(x) y'(x))' € L,(0,00:H) elde edilir Ayrica teorem 3.1.5 geregince
y'(x) e L,(0,00; H) dir. O halde {p(x) V' (x). y(x))e L,(0,2) dur. Bu nedenle

lima, == . lim(p(a,)'(@,).(a,))=0 (3.83)

R —ps

kosullarim saglayan bir {a, } c ® dizisi vardir. Kismi integrasyondan yararlanarak ve

¥(0) = 0 oldugunu gbz dniine alarak

[Py ) 30 e = (o1 .3 = oy o,y o
0 o

=(pla,)¥'(@,). ¥a,))- Ip(x)ﬂy'{xﬂlzir (3.84)

elde edilir. (3.83) ve (3.84) ten

lim :j'({p{x)y‘(ﬂ}' ,y(x))fir =- &iﬂ‘;j'p(x) o) dx (3.85)
ya da

. j((p(x)y'(x))', y(x)dx = j'p(x)lly'{x)llzdr (3.86)
bulunur. o

Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:
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1. Her xe[0.%) igin Q(x): H — H tam siirekli kendine es ve pozitif bir operatordiir.

2. Q(x) monoton azalandir.

3. O(x) B(H) uzayindaki norma gore siireklidir ve |y |O(x)| =0 dur.

X =il

4. ¢, < p(x) =c, olacak sekilde ¢, ve ¢, pozitif sabitleri vardir.
5. p(x) fonksiyonu siirekli ve simirh tiireve sahiptir.

6. p(x) fonksiyonu azalmayandir.

Tezin bundan sonraki béliimlerinde 1.,2.,...,6. kosullan dendiginde bu kosullarin kastedildigi

anlagiimahidir.

Teorem 3.2.2 : U=U(x) bir (a,b) (-ooSa <b£w) araliginda tanimh ve degerleri
normlu lineer bir (X 1) uzayina ait olan bir vektsr fonksiyon olsun. Eger U fonksiyonu M

normuna gore siirekli ise [/(x)| skaler fonksiyonu siireklidir.

ispat: Her x,y e[0,%) igin

Wl =lv ) -U )+ U < e - v+ o)

dir. Bu bagintidan

U -] < v -uop)| (3.87)
elde edilir. Bu esitsizlik her x,y € [0,%) igin saglandigindan

- <juor-ve)| (3.88)
dir. (3.87) ve (3.88) den

[veol-lvo < v -vw) (3.89)
bulunur. Bu esitsizlikten yararlanarak

e + ) - JU ) < U + a0 - U] (3.90)

elde edilir. U(x) operatdr fonksiyonu B(H)uzayindaki norma gore siirekli oldugundan yani

lim|U(x + Ax)-U(x)| =0 oldugundan L'%EU‘” A0 -JUf =0 yada
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lim U/ Cx + &) = U ) (3.91)

elde edilir. o

Q(x) operatdr fonksiyonu 3. kogulunu saghyorsa teorem 3.2.2 den her xe[0,2) igin
HQ(x}H < ¢ olacak gekilde bir ¢>0 sabitinin varh@ elde edilir. Bu durumda her ye L,(0,9;H)
igin

2
-

y(x)

floyeof ax < flow) ‘dvsc? [y de = pf’ (3.92)

dir. Goriildiigi gibi Q: L,(0,00: H)— L,(0.,0: H)

(Ov)Xx) = O(x)y(x) (3.93)

lineer operatorii sinirlidir, Dolayisiyla 3. kogulu saglandig: taktirde her ye D(L) igin

-(P(Ib"(x))’ e L,(0,00; H) dir.

Teorem 3.2.3: 1., 3., 4. ve 5. kosullan saglandig: taktide L operatérii alttan yan simrhidir ve
spektrumunun negatif kismi aynktir.

ispat: L,(0,0; H) uzayinda

ly(3) = =y"(x) = ¢; ' Q(x)¥(x) (3.94)

ifadesi ve ¥(0)=0 sinir kogulu ile olusturulan kendine e operatdrit L, ile gisterelim. v, IXL)
nin herhangi bir elemam olsun. Teorem 3.1.5 gere@ince »'(x) € L,(0,%0; #) dir. Ote yandan
p(x) fonksiyonu 5. kosulunu sagladifindan p'(x)¥'(x) € L,(0,00; /) dir. O halde

(p(x)y'(x)) = p'(x)y' () + px)y"(3) (3.95)

formiiliinden p(x)y"(x) € L,(0,00; H) elde edilir. p(x) 2 ¢, oldudundan

T " 2 -rI‘ " E

@ dx < flpeay (o dx < (3.96)
o 0

dir. Yani p"(x) € L,(0,0;4) dir, Biykee ye IXE) e ve INL,) oldugusn gosteedik.
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Benzer sekilde ye D(L,,) ise ye D(L) oldugu gosterilir. Dolayisiyla D(L)=D(L,,) dir.

Teorem 3.2.1 1 L, operatdriine uygularsak her ye D(L,,) igin
[l ol dx == [(»" o).y e (3.97)
0 0

bulunur. Bu esitlikten ve 3. kosulunun saglanmasindan yararlanarak her ye D(L,,) igin

Jlt

(Loyy.¥) oy = [(= ") = € Q) p(x), y(x)

o

. j(, (x), y(x)dx — ¢ j(Q(x)y(x),ytx)}tr

dx = -—c,"c(y, J"')m,m) (3.98)

¢ fleel & >

0

elde edilir. Goriildigi gibi L,, operatdrii alttan yar sinirhdir.

Teorem 3.2.1 den yararlanarak her ye D(L)=D(L,,) igin

(13.5)e., = [~ (0¥ ) -0y, (o) J
= —j[(p(x)y'(x))',y(x)}ix—j(Q(x)y(x),y(x))ir
=?p(x)fb'(x)l]zér-J(Q(x)y(x), YOO
2c.[]]ly’{x)!l’cﬁ-—:j(cf'g(x)y(x), y(x))dr}

=¢ [+ T(r'(x).y(x}}fx = mf(cf’ Q(x)y(x), y(x)}ﬁ}
0 ]
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=, jf—y”(x) — ¢, Q) p(x), y(x) i = (e, Loy Y. ¥) 0.0 (3.99)

]
bulunur. Dolayisiyla

iz el (3.100)

dir. Bu bagintidan ve L, operatoriiniin alttan yart sinirh olmasindan L operatériiniin de alttan
yan sinirli olmas: elde edilir. L, operatériiniin spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu
bilinmektedir (Yafaev, 1970). Yani L, operatoriiniin spektrumunun negatif kism: sadece

dzdegerlerden ibarettir. Her Gzdegerin kathiligi sonludur ve negatif 6zdegerler kiimesi bir tek
sifir yigilma noktasina sahip olabilir. S6z konusu operatoriin negatif OGzdegerleri

P olsun. O halde ¢L, operatoriinin negatif Ozdegerleri

.. olacaktir. A#-cA, (i=12,...) yani i:&—}., =11.:.)

ni*
c’-I

T Y -, A

kosulunu saglayan her A € (~0,0) sayist igin (c,L,, —AI)" ters operatorii var ve

=1
(e,Ly, —AI) ' =¢, [LO,-L] (3.101)

<

4
dir. Le p(L,) oldugundan [Lm ——l-l] kendine es operatérii L, (0,0; ) uzayinda
G ¢

tammh ve smirlidir. O halde (3.101) den (tc',I.,:,,—Jx.I)fI operatoriiniin de L, (0,0; H)
uzayinda tammh ve simirh oldugu sonucu elde edilir. Gériildiigii gibi ¢, L, operatdriiniin
negatif &zdegeri olmayan her Ae(-»,0) sayisi bu operatdriin bir regiler degeridir.
Dolayisiyla ¢, L,, operatoriiniin de spektrumunun negatif kism1 ayniktir. O halde (3.100) den L

operatdriiniin spektrumunun negatif kisminin aynk oldugu elde edilir (Smirnov, 1964).0

O(x): H - H operatoriinin  dzdegerleri o, (x)2a,(x)2--2a (x)2-- olsun. Her

x €[0,0]igin O(x) >0 oldugundan o (x) >0 (j=1,2,...) dir. Ayrica @, (x) = sup{Q(x)f,f)
/=1

(Cohberg ve Krein, 1969) ve |O(x)]= sup|(Q(x)f 1= sup(Q(x}f f) (Lystemik ve
= i71=1

Sobolev, 1955) oldugundan a,(x)= ||Q(x]l| dir. O halde teorem 3.2.2 den dolay1 a,(x)
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fonksiyonu [0,=) arah@inda stireklidir. Q(x) operatdr fonksiyonu monoton azalan
oldugundan @, (x), 0, (x).....0, (x).... fonksiyonlari monoton azalandir (Adigiizelov, 1980).

Ote yandan lim® (¥) =0  oldugundan © fonksiyonunun goriintii kiimesi (0.,(0)]

X=3a0

arah@idir. Dolayisiyla @1 fonksiyonu (0,(1,(0)] arahginda tamimh ve siirekli olan ters

fonksiyona sahiptir. Bu ters fonksiyonu ¥ ile gosterelim. ¢ €(0.a,(0)] olmak iizere
asagidaki operatorleri g6z 6niine alalim:

1) L,(w(&),0:H) uzaymnda (3.80) ifadesi ve ¥'(w,(£))=0 simr kosuluyla olusturulan

operatdr L, olsun.

2) L,(0.y,(¢): H) uzayinda (3.80) ifadesi ve

¥0) = ¥y, (¢))=0,

Y(0)=y'p,(£)=0

simir kogullanyla olusturulan operatérler sirasiyla L, ve L, olsun.

3) L,(x,_,,x,; H) uzayinda (3.80) ifadesi ve

yx ) =x¥x)=0,

V(x,)=y'(x)=0

sinir kosullanyla olusturulan operatérler sirasiyla L, ve L., olsun. Teorem 321 in
ispatina benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 3.2.4 : 3.4. ve 5. kosullan saglandid: taktirde her v € D(L,,) igin

- [(p@y e,k = [peoh'f &

wilz) wile)
dir.

Teorem 3.2.5: 1. 2., 3., 4. ve 3, kogullan sadlamyorsa her y & IXZ,,) Kin

(Lﬁly.‘y)l"(;}'nj 2 -‘E('Vn:l‘ (e i he)
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dir.
ispat: Her y € D(L,,) igin

(Lony- Py = JE Y)Y = Q) p(x), y(x) s

wile)

= w

=~ [y, yekx = [(QG)yex), y(x)Kix

wile) wile)

dir. Teorem 3.2.4 geregince

-] o

- [((px)y' ) yok = [peoly'(x)f

wil&) wi(e)

dir. Ayrica

(Qx)y(x). () < [y )] £ ey = a, )y

dir. (3.102), (3.103) ve (3.104) ten

(Loays V)i 2 [Py @ de— Ja @yl de2 - fa, oy

wi(e) pile) wi(e)
bulunur. @, fonksiyonu azalan oldugundan [y, (&).%) aralifinda
a(x)<a,ly (e)=¢
dir. (3.105) ve (3.106) dan
(Leays ) 610y 2 =659

elde edilir. o

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

L, L, ve L, operatdrlerinin -& dan (£>0) kiigiik olan 6zdegerlerinin sayisi sirasiyla N(g),

N,(€) ve N,(¢) olsun. Ayrnica L operatdriiniin negatif 6zdegerleri 4, <4, <..<4, <.

ve bu ézdegerlere karsilik gelen ortonormal Gzvektorleri sirasiyla  w,,u,,...

Asagidaki operatérleri goz 6niine alahm:

olsun.
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S=L+d , §=L+d, S,=L;+d

Burada S ifadesindeki I L,(0,00;H) uzaymmda, S, ve S, nin ifadesindeki | da
L,(0,p,(¢): H) uzayindaki birim operatdrlerdir.

LAEL S...S Ay <=8 ¥& Ay, 28 (3.108)

dir. S operatdriiniin £ dan kiigiik 6zdegerleri

u=i+e (i=12,..) (3.109)

oldugundan (3.108) den p, <p, <...Spy,, <0, py,., 20 elde edilir. Buradan S

operatoriiniin negatif dzdegerler sayisimin N(g) oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde S,
operatdriinlin negatif dzdegerler sayisimin N, (g) ve S, operatoriiniin negatif Szdegerler
sayistnin da  N,(g) oldugu gosterilebilir. S, veS, operatorlerinin negatif 6zdegerleri
sirastyla iy SHup S SHgwe Ve B SBap S SR DU Ozdegerlere kargihik

gelen ortonormal 6zvektorleri de sirasiyla @,,9,,....0y ., Ve ¥.W,.....W ., olsun.

Teorem 3.2.6 : 1., 2., 3., 4. ve 5. kosullan saglamyorsa N(g£)= N, (&) dir.

Ispat: Aksini varsayip N(£)<N,(¢) oldugunu kabul edelim. O halde ¢,.0,.,....0,
vektorlerinin
vile)

) 0pn = [ (x)o0)Hc=0  (i=12...N(&) (3.110)

olacak sekilde sifirdan farkli bir

@= Nfﬂl @,

lineer kombinasyonu vardur.

Nle) Nile)
(5:0.0)0,, 1 = [S.[ ﬂ.qa.} Zﬂ.w, (3.111)
(L]
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(3.112)

W2) &) L&)
[ Zﬂ oullhq’r Zﬁ-@;] Z p‘ﬂh
(O (&)}

=] =1 =]

dir. (Glazman, 1965) dekine benzer gekilde asafidaki 6zelliklere sahip olan bir ¢ vektor

fonksiyonunun var oldugu gisterilebilir:

1) ¢ =@(x) vektdr fonksiyonu [0,i,(&)] arabginda H uzayindaki norma gore ikinci

mertebeden siirekli tiireve sahiptir.

2)Bir [a,b] c (0.;;/, (3)) arahiginin disinda @ (x) sifirdir.

~ ~ a
3) I(S:‘;D-@)w.wml = (Sl‘p-“a)m.v.un < _E
) (U, @) 0,y =0 (=12,....N(8))
Bilindigi gibi

inf (59 ¥) 0.0y = By (3.113)

yeD(S)|¥, g =1y Lu, (1.2, N (€))

dir. Dolayisiyla

¢ | @ ¢ | ¢
4 e i S =18 e S 20 (3.114)
[ '[n«an] u«»lum, [ { JMJ
dir. Buradan
( I@ (D){'Dwtﬂ} —0 (3115}

elde edilir. (3.112) ve (3.115) den
(598 0.0, e = (51000 0 = (S0 BN, 01 ~ 2 2~ (3.116)

bulunur. Ote yandan yukanda

a

I(Slms O e (Slw*'p)(u,mltll < _5

idi. Bu son iki bagint1 birbiri ile gelismekiedir. Dolayisiyla N(£)= N, (#) olmahdir. o

Teorem 3.2.7: 1. 2.. 3., 4. ve 5. kosullan saglaniyorsa N(£)<N, (£) dir.
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ispat: Yine aksini varsayip N(£)>N,(¢) oldugunu kabul edelim. O taktirde w,.u,,.

cosMyie)
vektdr fonksiyonlarimin
wile)
W, )y n = [ )M =0  (=12,....N,(e) (3.117)
0
kosullarim saglayan sifirdan farkh bir
N(£)
u=Y du, (3.118)
=l
lineer kombinasyonu vardir.
Nieg) Nizg)
(S, ), o) = [ (Z ,} Zd.“:J
=] (0.%0)
Nie) Ni«) 3
[Zd,u, ,,z J =Y pldl <0 (3.119)
i=1 i=] {000} i=l
dir. Bu ifade
wile) =
(S} gy = [(SCN U)K+ [(S@lx))u(x)kix <0 (3.120)
0 prile)
seklinde yazilabilir,
[(S@u).u())x = 0 (3.121)

¥ile)

oldugunu gosterelim.  [Ju(x)];, dx=0 ise

wile)

I(S(:c(x)),u(x))n—’s ]]{S(u(x)),u(x)]dxs IS Guep|Huoax

vy () vi(e) wi(e)

= T & 2
s{ j'HS(u(mede { j];u(x)n’.ﬁ] =0 (3.122)

¥ () wile)
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dir. Buradan

L

_[(Su(x).u(.r)}lx =0 (3.123)

(e}
elde edilir. (3.121) esitsizligini . _ﬂ[u(x)"zdx >0 halinde de ispatlayahm. Aksini varsayip
Wy (E)

I(S(u{x)),u(.r)}ix <0 (3.124)

vile)

oldugunu kabul edelim. (3.124) ten

inf  [(SGe). k<0 (3.125)

.l"-‘ﬂ‘-‘”ﬂ-"n.ﬂ (a)= 3=1 gy (E)

elde edilir. Diger taraftan

inf [SoGny@k= inf  [(SGG)y0k (3.126)
yeD(S) i e=0u, o= () yED(SMM oy 105 vy (8)

oldugu bilinmektedir. (3.125) ve (3.126) dan

inf (L +eD¥ 1)y 00 <0 (3.127)

yeDll ), oy eyt
vada

inf Loy <8 (3.128)

Vel Lo 1.|.¥'Hm o™

bulunur. Bu sonug teorem 3.2.5 e aykindir. Dolayisiyla (3.121) esitsizligi saglanmalidir.
(3.120) ve (3.121) den

Wile)

I(S(u(x)},u(x))dx <0 (3.129)

bulunur,

wyle)

["rV,):om{cn - ﬂ“(ﬂ#;(ﬂ){nﬂdx:o (i=12.....N,(£)

0
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oldugu g6z éniine alimirsa (3.129) dan

wiLE)
inf [(SO). px) e < 0 (3.130)
ye DS, oy =L U=l 2, NG ()
elde edilir. (3.130) dan
wile)
inf [(SCx). y() e <0 (3.131)

¥ gy, 005 =1¥ (O)=¥ (01 (D=0 Lyp, (1212, N3 (6))

bulunur. Buradan da

yyle)

inf [, 000 yx)lx <0 (3.132)

yerJ{S,).}yLn_vm“nl.1'1.-;!,[:-1.2.....&':[:}] 0

elde edilir. Ote yandan

wylE)

[, (0, Y Hx = By ) 20 (3.133)

yw{.'i,)jﬂw_“lm-l.y;w,u-l.z.....x;un 0

dir. Ortaya ¢ikan bu geliski N(£)>N,(¢) esitsizlifinin  saglanamayacagimi  yani
N(e)<N,(g) oldugunu gésterir. O

[0.,(&)] araligim uzunluklan

v ()

= (3.134)
Iw,‘ (£)| |+ ]

olan parcalara bolelim. Burada k (0,1) arahina ait olan sabit bir say1 ve &, ¥/ ()22
esitsizligini saglayan herhangi bir pozitif sapdie. |v!(e)] ile v () sayisinn tam kisms
gosterilmigtir. 0=x, <x, <X, <...<x, =¥,(8), [0y (&)] amh@imn bSlinti noktalan
olsun. Ayrica L,(x_,x;H) uzayida - p(x )y (x)-Q(x)(x) ifadesi ve
¥(x,_,) = y(x,) = 0 sur kogullan ile olusturulan operatdr L. = p(x,_,)¥"(x) - Q(x_, )¥(x)
ifadesi ve »'(x,,) = »'(x,) = 0 siur kogullar ile olusturulan operatdr de L, olsun.

Teorem 3.2.8 : 2., 4., 5. ve 6. kosullan sadlamyorsa £, <L, wve L, >L[ , dir
Ispat: ye D(L,) olsun. O halde »x) ve ¥(x) fonksivonlan [x..x] ahgnda #
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uzayindaki norma gére mutlak siireklidir ve y"(x) e L,(x,_,.x,;H) dir. Ayrica

"l

|[VZEIREN

X

P'(x)y'(x)+ p(x)y"(x)

dx = :ﬂ

L)

<2 ||

Xjat

P'(x)y'(x)

dx +2 [|p()y o d

=2 Py eld+ [lpeofy ol 3135)

dir. p'(x) stirekli oldugundan
|p'(x)| < const (3.136)

dir. y'(x) fonksiyonu A uzayindaki norma gore siirekli oldugundan teorem 3.2.2 geregince

|y'(x)| skaler fonksiyonu [x..;, x;] arahifinda siireklidir. Dolayisiyla bu aralikta

[y < const (3.137)

dir. (3.135), (3.136) ve (3.137) den

=J

lcpeyy o)y | < cons t+ coms . [|y*" () de < cons ¢ (3.138)

bulunur. Gériildigii gibi y e D(L,,,) ise ye D(L,,) dir. Yani
D(L,,) < D(L,,,) (3.139)

dir. Her ye D(L,,,) ve y#0 igin

(L), = [ @Y -0y pHx

ol f (PG (), px)px = I (0)y(x), ¥ = (p()Y (). ()
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+ [y @y k= [y, )k

V()| dx - IQ(x)y(x) y(x) (3.140)

dir. p(x) fonksiyonu monoton azalmayan ve (Q(x) operatér fonksiyonu monoton azalan

oldugundan (3.140) dan

(Loy.¥),, ... Ip(x o~ floe v,k
= )@ @) ~ [0 @@k~ [0k

= [ PGy 0 - 00, )y yeMse = (L), (3.141)

K.

elde edilir. (3.139) ve (3.141) den L, < Ly, bulunur.

Bukez L,, > L,, oldugunu gdsterelim. y e D(L,,) olsun. Bu halde yine y(x) ve y'(x)
fonksiyonlan H uzayindaki norma gére mutlak siireklidir ve (p(x)y'(x))" € L,(x,_,.x,:H)

dir. [x,_,.x,] arahfinda

()Y o] = | ')y’ (x) + px)y ()

2 | p(x)y" ()| = | o)y ) = [pGoly*

s plx (3.142)
dir. Buradan
(px ¥ < (i(p(x)y' )] + comst) < 2@y ) +const (3.143)

elde edilir.Bu son esitsizlikten
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IP(-";.I) _p'{_t)[rdt <2 ﬂ‘(p(r}y'(x})'“zdx + const < const (3.144)

Bbylece ye D(L,, ) ise y e D(L,,,)oldugunu yani
D(L,,) < D(L,;) (3.145)

oldugunu gosterdik. Her y € D(L,,,) igin, y # 0,

(Lo 3.7) = _[(— P(x)y"(x) = OCx, ) ¥(x), y(x)

(.8
.l.'I I

zl

= [(pCxy ) K = [(Ox, ) y(x), () e

Kiai

=~(p(x )y @)+ [P0 Y@M - [0, )y, ()b
< [Py M- [0y, )b
= p(V (). @), - [Py ).y~ [(O¥x). yx)kie

(3.146)

{(5.1.%)

= [ Py @) - 0y = (L2 )

bulunur. (3.145) ve (3.146) dan L ,, > L, elde edilir. o

L,,, operatériiniin 6zdegerlerini bulalim. Bunun igin x.y = a . x;= b, p(x;) = d olmak iizere
L,[a.b] uzaymda —du"(x) ifadesi ve w(a)=u(b)=0 simr kosullanyla olusturulan A
operatdriinii goz oniine alahm. A, A operatdriiniin bir dzdeferi ve f(x) bu bzdegere karsilik
gelen bir dzvektoril olsun. Ayrica v, Q(b): H — H operatdriiniin bir zdegeri ve ¢ de bu
zdegere kargihk gelen bir Ozvektoril olsun. f(x)pe L,(a.b;H) dir. f(x)p vektdr
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fonksiyonunun H uzayindaki norma gore tiirevi f'(x)o dir. Gergekten

(x + Ax)p - f(x) ' Ax) - f( ’
y Iiwllﬁm}f(” = i f‘(x}l =0 (3.147)
dir. Dolayisiyla
(f@)9) =(F'®e) = (0 (3.148)

dir. f'(x) in [a,h] de mutlak siirekli olmasindan yararlanarak kolayca gorillebilir ki

r

(/(x)p) = f'(x)o vektor fonksiyonu H uzayindaki norma gore mutlak siireklidir. Ote
vandan f"(x)e L,[a,b] oldugundan

b

J

a

7 (el ax = ol [l£ () de <0 (3.149)

dur. Yani (f (x}:p)" € L,(a,b; H) dir. Ayrica
fla)yp=f(b)p=0
oldugundan f(x)peD(L,,) dir. (Af Xx) ==df"(x) =M (x) ve Q(b)g=y9p olduu gbz

Oniine alinirsa

Ly, ()0 )=-d(f(x)0) -0B)Nf(x)0)=~df"(x)o~ f(x)Q(b)p

=W (X)o7 ()9 = (L= 1)/ () (3.150)

elde edilir. Goruldagi gibi A~y L, operatdriiniin bir dzdegeri ve f(x)o de bu dzdegere
kargilik gelen bir dzvektoriidiir, Dolayisiyla L, operatiriniin Szdegerlerini bulmak igin 4
operatdriiniin veya bir bagka degigle

—du"(x) = hu(x) , (3.151)

u(a) = u(b) =0 (G5
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simr deger probleminin 6zdegerlerini bulmak gerekir. (3.151) denkleminin genel ¢dziimii

k, ve k, herhangi sabitler olmak iizere

u(x) = k, cosvAd " x + k, sinVad " x (3.153)

seklindedir. # nun &zfonksiyon olmasi igin (3.152) simir kosullarimin saglanmasi yani

k.. k, nin

k cosVid 'a+k,sinNad 'a=0

(3.154)

k cosvAd 'b+k,sinNAd b =0

denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziimiiniin olmasi gerekir. (3.154) denklem sisteminin

sifirdan farkl bir ¢6ziime sahip olabilmesi igin

cosvAid 'a sinvid 'a
cosvAd'b sinvid b

0

ya da

cosvAd 'asinvid 'b—cosVhd 'b.sinVid 'a=0

olmahdir. Buradan

sin(h —ayWhd™ =0

veya
(b-ayid™" =nn ; (neZ) (3.155)
bulunur. Buradan da
2
R d[_ﬂ_"_]
b-a

elde edilir. A nin bu ifadesi (3.154) sisteminin birinci denkleminde yerine konursa

nm . nm
k,cos——aa-kzsmb a=0

b-a -d
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ya da
sin e a
k = _kf_;n—a (3.156)
COs——a
—-d

bulunur. (3.153), (3.155) ve (3.156) dan

. nm
sin a i =
u(x)=—k, b-a cos x+k,sin %
3 b-a . -a
cos——a
b-a
k, [ nmo_ . . nm nm J
=- cos x.sin a—sin X.COS a
L. b-a -a b-a b-a
b-a
-—f g x0) (3.157)
cOs——a o
-a
elde edilir. Bu u(x)= b sin nx;x— 2} fonksiyonu &, #0 olmak iizere (3.151),
cos——a £y
b-a
(3.152) simir deger probleminin
, =d[ m J (neN) (3.158)
b-a

bzdegerine karsihk gelen bir 6zfonksiyonudur. Boylece (3.151), (3.152) smmr deger

2

probleminin 6zdegerlerinin (3.158) seklinde ve A, = d[b’m ) Ozdegerine karsilik gelen bir

—-a
dzfonksiyonunun da

nn(x —a)
b-a

sin

seklinde oldugunu gosterdik. a=x,. b=x, d=p(x,) oldugu haurlamrsa her » dogal

sayisi i¢in
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2

l,,—'r=P(x.J[ = J—v (3.159)

X, —X

] =1

“(IJ =0 xa—l)

sayisiin L, operatdriiniin bir 6zdegeri ve sin @ fonksiyonunun da bu zdegere
xr d_xl—l

karsihk gelen bir o6zvektori oldugu ortaya gikar. O(x): H - H operatdriiniin

a(x)za,(x)=>...2a,(x)2... dzdegerlerine kargilik gelen ortonormal dzvektorleri sirasiyla

0,(x).9,(x),-...9, (x) ise

nm

ML{ J—aﬂn)

.T, == xt+]

sayisi her nje N i¢in L, operatdriiniin bir 6zdegeri ve

sin nr(x—x,_,) 0 (x))
Xy — X

vektor fonksiyonu da bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektériidiir.

Teorem 3.2.9 : {f,(x)} L,[a.h] uzayinda ve {e ;} de bir 4 Hilbert uzayinda herhangi

tam diziler ise {f,, (x)e, }

o
=) y=|

kiimesi L, (a.b; H) uzayinda tamdir.

ispat: Once her nje N igin [, (x)¢ , € Ly(a,b; H) oldugunu belirtelim. y = y(x) L,(a,b; H)

uzayinin

oL {f, e, |7

n=] j=l

olacak sekilde herhangi bir elemam olsun. Her nje N igin
[

[(f,(x)e, . yx)ydx =0
ya da

[e, (s, (e =0 (=125 771.2.) (3.160)
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dir. {f,(x)} L,[a,b] de tam dizi oldugundan (3.160) dan L,[a.b] nin fonksiyonlan olarak
(e,,.y(xN=0 (j=12,..)

elde edilir. Dolayistyla [a,b] arahginda hhhy (y(x).e,)=0 dir.

E = {x € [a,b]i(y(x),e,) # O} ve E = CJE; olsun. mE, =0  (j=12,..) oldugundan

j=l

0smE<Y mE, =0

f=1

dir. Buradan mE = 0 bulunur. Ote yandan her x € [a,b]\E igin
x).e,) =0, (j=1.2....) (3.161)
dir. fe, { H de tam dizi oldugundan (3.161) den her x € [a, 5]\ igin y(x)=0 bulunur. Boylece

[a.b] araliginda hhhy y(x) = 0 dir. Sonug olarak [a,b] de hhhy [y(x)| =0 ve bu nedenle

M

o = [l de=0 (3.162)

ya da

L,(a.b; H) uzaymin eleman: olarak y = 0 elde edilir. L, (a,b; H) uzay

ARTAET
olacak sekilde sifirdan farkli bir y elemanmna sahip olmadigindan {7, (x)¢, }:_‘; btimesi
L,(a,b; H) de tamdir. O
Teorem 3.2.10 : 1. ve 4. kosullan saglamyorsa L, operatSriiniin Szdegerleri
2
p(x,){ e ) -a,(x,) (n=12.. . j=12..) (3.163)
X, =X

L, ,, operatdriiniin dzdegerleri de
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Nz Y
p{x._l)[(" }”J gy a=E2. =12 (3.164)
‘ri_xi-l
seklindedir.

Ispat: Her nje N

p(x, ){ = ] -a ,(x,) nin L, operatdriiniin bir dzdegeri ve sinwcp,{x,)
'rl _xr—l X, -_x._|
vektdr fonksiyonunun da bu &zdegere karsilik gelen bir 6zvektorii oldugunu gdstermistik.
Dolayisiyla
nZBE K)oy (n=12,... :j=12...)
xr _x!—l

L,,, operatdriiniin (3.163) Ozdegerlerine kargihik gelen 6z fonksiyonlardir:

X, =Xy i Xy i -

2
f-;m[SiﬂW%(&)J={P@{ o J*ai(x,)Jsin%‘—’%(x,)

(=12,.. ;j=Ld ..)
H aynlabilir bir Hilbert uzay1 ve Q(x,): H - H tam siirekli kendine es bir operator

na(x—x,_)

oldugundan {gaJ(x,)}‘:] dizisi H de tamdir. Ote yandan {sin———-——} dizisi
. - P

L,[x,_,,x,] de tam oldugundan teorem 3.2.9 geregince

- w

{sin M.@ s )} kiimesi L,(x,_,.x,;:H) uzayinda tamdir.
m:l_}.,]

.'I.'J- - x.l—l

Bir A sayisiun L, in bir zdegeri ve y nin bu dzdegere karsilik gelen bir 6zvektorii

oldugunu varsayalim. Eger

2
O
X, =X

olsaydi L, operatirii kendine es oldugundan

@

lﬂl.!.i
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m'-f.‘

2, (x, ')} (3.165)
n=l, ;=

nr(x—x,,)

X, —X

yL{sin
i -1

na(x—x.,) @, (x, )} kiimesi tam oldugundan (3.165) den y =0
=, ;=)

olurdu. Ote yandan {sin

xr . 'T:—]

elde edilir. Oysa y bir 6zvektordiir ve bu nedenle y # 0 dir. Bu geliski

lE{P(I,){ i }—a,(x*)}
x.'_xi-l

oldugunu yani L, operatdriiniin 6zdegerlerinin

an L

n=], i=l

p(x,}[ = ]—ar(x,) (n=12,..;j=12..)
St 751

seklinde oldugunu gosterir. Benzer gekilde L, operatoriiniin 6zdegerlerinin (3.164) seklinde

oldugu ispatlanabilir. o

EE (O,Gt 4 (0)) olmak {izere

E,={el0,):a,x)2s) (3.166)
v,(e)=supk, (3.167)
olsun.

Yardimer Teorem 3.2.1 : Her x, €[0,y (g)) i¢gin &, (x,) >¢& dur.

ispat : x, <y, (g) oldugundan E,, kiimesinin bir tist simn degildir. Dolayisiyla £,

kiimesinin x,> x, olacak sekilde bir x, elemam vardir. £, kiimesinin tanimi geregince

a,(x)2¢ (3.168)
dir. Ote yandan o, fonksiyonu azalan oldugundan

o, (x)<a,(x) (3.169)
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dir. (3.168) ve (3.169) dan
a,(x)>¢ (3.170)
bulunur. o

Ly, ve L, operatdrlerinin -& dan kii¢iik olan 6zdegerlerinin sayisi sirasiyla n,, ve n,,,

olsun.

Teorem 3.2.11 : 1.— 6. kogullan saglandig taktirde ¢ nun kii¢lik degerleri i¢in

& ’a,(x)—e
Ry 2 Z [; I Wﬂi’.’—l}

a,(x)>e

dir. Burada
0, (&) =minfx, .y, (€)f (i=12...M-1) (3.171)
dir.

Ispat : Teorem 3.2.10 geregince L, operatdriiniin 6zdegerleri

2
p(x,}{ i J -a,(x) (n=1,2,... ;j=1.2,...) seklindedir. Dolayisiyla n,,, .

X=X

] i=1

2
p(x')( nm ]_ai(x,)<-s (3.172)
xl-—xJ-l

esitsizligini saglayan (n, j) (nje N ) ikililerinin sayisidir. (3.172) den

n<§/-°i&-')—_§ G=x-x.) (3.173)
n\ px)

bulunur. Buradan j nin @, (x,) > & kosulunu saglayan sabit bir degeri igin (3.172)

esitsizligini saglayan (n, j) ikililerinin yani n dogal sayilarinin n,,, sayisi igin
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& /Ut,{x.)"ﬂ S |a,(x)-¢
- ], — | eN ise
ny  plx) n\ px)

i (3.174)

i1y
[5 u,(x,)—e} 8 ’a,(x.)—e :
— |, = LN ise
n s plx,)

p(x,)
elde edilir. Bu bagintidan ve n,,, = Z n,,, esitliginden

I

a, (x>
o |a,(x)-¢€ .
Wi -] i=12....;.M —1) 3.175
M }z |in1’ s } ( ( )

a,(x )2

bulunur. Adigiizelov'un (1980) caliymasindan o, (x) (/=1,2....) fonksiyonlarinin azalan
olduklan bilinmektedir. Ote yandan varsayim geregi p(x) fonksiyonu azalmayandir. O halde

yardime teorem 3.2.1 den yararlanarak o (x;.;) 2 € yada x,.; £ y (g) kosulunu saglayan

her je N igin

[ G- I o )E f\[‘“(——”—“i (3.176)
p(x,) T opx) p(x)

ve o, (X)) < €< a,(x) yada x, Sy (8)S X, kosullarim saglayan her je N igin de

o,(x)-¢ £ bt P a,(x)-¢ B b a,(x)-¢ B
3 (3.177)
Cop(x) ;[ (1' ) I o)

bulunur. (3.176) ve (3.177) den @ (x) >& kosulunu saglayan her jeN igin

9,,(¢) = min{x,,.y, (6)f olmak iizere

@,16) -
s |28 | /“f_(""—sﬁ (3.178)
p(x,) 3 p(x)

elde edilir. (3.175) ve (3.178) den

@ (€) [oy (.‘I‘:) £
My > Z[ J’ J pree dx 1] (3.179)

I{.I‘, o
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bulunur. Ote yandan teorem 3.2.8 geregince L, <L, dir. Budurumda (Smirnov, 1964) den

nilll 2 ”JIH (3180)

oldugu bilinmektedir. (3.179) ve (3.180) den

@ e

o (t) £
B Z[ I ) _1}

o, (5 )>E
elde edilir. o

Teorem 3.2.12 : 1. - 6. kosullar: saglandif taktirde & nun kiigiik degerleri igin

18" o, (x)-¢ 2
N(g)> ;; 6[ = — " —dx~ const. a’cJ o, (x)dx— const. Iy} (g)

dur. Burada /, = Zl dir.

w, (0)ze

ispat : R. Courant’in varyasyon prensiplerinden (Courant ve Hilbert, 1970) dolay

M
N(£)2 ) ngy,
i=]

dir. Bu esitsizlikten ve teorem 3.2.11 den yararlanarak

M -1 P (5)
N(a)>an>Z] Z[ I a;fi)a IJ (3.181)

a(x )=

elde edilir. Bu bagintimin sonundaki

M- 1 #.4(8) o, (x)-¢
> — =1 3.182
£z [T o

a(x )>e

toplami o, (x)) > & kosulunu saglayan i21 vej 2 1 dogal sayilan igin

ETENRAMTE o g (i, j =12...)
T
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ifadelerinin toplamidir. o, (x) (j=12...) fonksiyonlarimn monoton azalan olduklan géz

dniine alimirsa (3.182) toplami igin

A e o, ()¢ € %19 o, (x)-¢
————dx -1 3.183
; u fiLs D-z[ ;{ p(X) ] z 'E‘Z [ J- p(X) ( )

a IR )=Ea (X )>E

yazilabilir. ¢,  (g) nun (3.171) deki ifadesinden yararlanarak

el a,(x)-¢ 8 o, (x)- rh fa (x)~¢
i WAL WSS, K
2 u:lz '[ ) J HJJ p(x) I p(x) Y

u U|:|>au (x )>e

w;le) (X) E
Pt

p(x)

i, (E) o (x) E

Z J‘ B (3.184)

L )=e

elde edilir. Burada i,, x, <y (g) < x, kosulunu saglayan bir dogal sayidir. @ (x,)>¢
kogulunu saglayan je N igin (3.166) ve (3.167) den y (g)2 x; elde edilir. y (g)2 x,
kosulunu saglayan je N igin yardimer teorem 3.2.1 den a (x,) >& elde edilir. Bu durum
g0z Oniine alinarak (3.184) ten

oo fa (x) - €, a1 ’Of- (x) g &
Z mz I (x} {a)zr. :,

n jx)zem (x>

¥ {" ’a (x)- £ ’a (x)- §
W l[r.]zx; p(x) v,(s}ix. g P(I)
L wylE) a (I) E H-l'(d o {I) B o (I) 8
,;1 5[ {x] w,(xlﬂf H p{x) V,(s}lkrm” P(x)
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pw, (e} {g)

Zjux)a Zj.cz(x)c

= - p(x) p(x)

AV o (X) f-' a,(x)-¢ €
>
Z ‘[ P(I) a :uuﬁf p(x)
(e
22 j ke de—mmtjl,}u (x)—edx ZI
=l g p(x) a, (0)ze
A w () a {Y} £
. el o S T
; ! 50 constl, I a, (x)—edx (3.185)
bulunur

@, (x,)>¢& kosulunu saglayan sabit bir j > | i¢in

31 =maxfi:a,(x)>¢ (3.186)

21
a (f)>e

dir. max{i:a;(x,) > g}=m(j.€) olsun. a,(x,,,,) >& oldugundan yine (3.166) ve (3.167)

den

xm{.'.ﬂ s ‘P;(E)

£
elde edilir. Ote yandan m(j,€) = —;"”’- oldugundan

AE
m(j,a)sw’( )
&
va da
12t
a, (x>

dir. Bu esitsizlikten yararlanarak
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2, A< X Eg‘- b W_gﬂ(m Y 1=5"y,(e), (3.187)

rzl a, (0) o a,(0)>e
EI It,:l‘:-tu. (x> t.l IJl,b-l;

bulunur. (3.181), (3.183), (3.185) ve (3.187) den

1 w,le)

N,(g)> —ZI: I u;ﬁ) adx const. [ Iﬁf‘a (x)—edx -8 w,(a):’ (3.188)

elde edilir. Teorem 3.2.6 dan ve (3.134) ve (3.188) bagintilarindan

[ W,ie) =
N(g)> lz J' : (':)) dx — const. [, I,/a (x)dx — const. Ly} (€) (3.189)
T SN p(x

J=1
bulunur. o

L,, ve L, operatdrlerinin —& dan kiigiik olan 6zdegerlerinin sayisi sirasiyla n,, ve n,,

(2

olsun.

Teorem 3.2.13 : 1. - 6. kosullan saglandif taktirde & nun kiigiik degerleri i¢in

p(x)

. [ j ot 1} (=23,...M)
a{x e

dir.

Ispat: Teorem 3.2.10 geregince L, operatoriiniin zdegerleri

plx, [ l)z] a:(-‘ﬁ-l) (n=12..;j=1.2....)

xi-l

seklindedir. Dolaysiyla n,,,

2.2
p(x,_,)%ri}—-ﬂ (x,) <—¢€ (3.190)

esitsizligini saglayan (nj) (nj € N) ikililerinin sayis1 olup

8 a (‘tf*l} €
PRI 3 _—_—p(x_,) +l] (3.191)

I'.t )8
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dir. o (x) (j=1.2,...) fonksiyonlarimin azalan ve p(x) fonksiyonunun azalmayan oldugu

gbz Oniine alimirsa

(%) =8 o {t,l) a "1 o (x)—-¢€ . | .
3 ————dx (i=23,..) (3.192)
V px,,) J plx,;) I p(x)

elde edilir. (3.191) ve (3.192) den

(v (x) ﬁ
A 19
My < [ I p(.l‘) +1] (i=23,..) (3.193)

bulunur. Teorem 3.2.8 geregince L, > L,,, dir. Budurumda (Smimov, 1964) den

”;zn n‘" (.i’ 1“" } (3]94)

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

o J‘ B8 b= A (3.195)
N p(x)

Dt{r | J>E

dir. o

Teorem 3.2.14 : 1. - 6. kosullan saglandigi takdirde & nun kii¢iik degerleri i¢in

i, ¥/ s (x) £

Ny(€) <ngy +77 Y f ———dx .37y, (€)

=l 0

dir.

ispat : R. Courant’in varyasyon prensiplerinden dolay: (Courant ve Hilbert, 1970)

M
N,(g)< an,

dir. Teorem 3.2.13 ten ve bu esitsizlikten

o, (x)-¢
N©< i+ T [ f —m‘d”‘] (3.196)

=2
a,(%. )t
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elde edilir. (3.196) esitsizliginde yer alan

o {x} E
j +1 (3.197)
r-2 J |: p(x) ]

PLE MRS S

toplami o (x,_,)>¢ kogulunusaglayan i22 ve j>1 dogal sayilan igin

lj’ (228 i (=23, 5712, )
n p(x)

ifadelerinin toplamidir. o (x) ( j=1.2....) fonksiyonlannmn monoton azalan olduklan goz

dniine alinirsa (3.197) toplamu igin

o (t) s (o, (x)—¢
—————dx+1
is" [ I p(x) ‘ ‘z} JZ.}Za [ 3 P(I) }

o,(x)-¢ a o (x) s a,(x)-& e
I e LR 4 (3.199)
A5) |: I p(x) I ’":[' p(x) G:I

elde edilir. Burada i,
a,(x ) >€e,a,(x )< & kosullanm saglayan dogal sayidir. (3.166) ve (3.167) den

x, Sy, (e) (3.200)

bulunur. Ote yandan i,= %‘" oldugu gbz 6niine alimirsa (3.196) ve (3.199) dan

=
_—
2
A
=
+
T
ad|—
. s
o -
=
=]
9 =
T?\."L
il
Eq“'l
-&
SIS
<
—_—

1 .
ujtr,j:-

f | v e (x) ¢ v, ()
Sn{m+§[—; .H }P(-‘-’} de+= ] (3.201)

(j=12,....1,) oldugu g6z oniine alimrsa son bagintidan

elde edilir. y,(e)< v, (&)



59

w6
Ny (€) <y, "'"::Z [EAD 78 ;2) L & w;fs) (3.202)

bulunur. o

Teorem 3.2.15: 1. - 6. kosullan saglandig: takdirde & nun kiiglik degerleri i¢in

N(s)<n“z _[ fa (x) afx+com!d’ Iﬁ'a (x)dx+ const. | lp, ()

dir.

Ispat:  (3.202) esitsizliginde n., ile L,(0,8;H) wuzayinda (3.80) ifadesi ve
Y'(0)=y'(6) =0 smur kosullar ile olusturulan L, operatdriiniin —& dan kiigiik olan
Gzdegerlerinin sayis1 gosterilmigtir. [0,8] araligim uzunluklan

o,

o, = u u"-l"fk I(E)“+] (8, =9)

olan pargalara bélelim. Teorem 3.2.14 iin ispatina benzer gekilde

iy, (e)
May< n +7t Y /a e J“ MO8 15, (3.203)
W (£)<8;, P(I) rpjtﬂzﬁ u p x

oldugu gosterilebilir. Burada n), ile L,(0.5;;4) uzaymda (3.80) ifadesi ve
V'(0)='(8,)=0 simr kosullan ile olusturulan LY, operatoriiniin —& dan kiigiik olan

Szdegerlerinin sayis1 gosterilmigtir. (3.203) den

< n'), + const. I, ,,fa,(x]a&w!,&[‘ﬁo (3.204)

l2.’ll 2

elde edilir. (3.204) esitsizligi

8 = i lq,ag"*”* '(s)”-H (m=12,...) (3.205)

olmak iizere L,(0,8,:H) (m=12...) uzaymnda (3.80) ifadesi ve y'(0)=»'(3,)=0

()

simir kosullar ile olusturulan L% operatdrlerinin —& dan kiigitk olan 6zdegerlerinin »}))



sayisina uygulanirsa
niy < ngy '+ const. |, Ju.(x)dn 15,5, (m=12,...) (3.206)

elde edilir. &_, = y,(€) olmak iizere (3.205) formiiliinden yararlanarak

== ﬂﬁ,,_.ur‘."‘”*" ta)|]+ 128, wi""(e) +1

o
i |5

= E .|||l 2 . wlmﬂjt I(E)"‘l

2V ~( )“ 1

Sm“’wtm-o-”i ( )
= : mk-|

+l=yiE)+l (m=12,.) (3.207)
l—lwl ( )

elde edilir. Buradan ¢ un | (¢)> 2 esitsizligini saglayan degerleri igin

SL‘l <2y () (3.208)

W

bulunur. (3.206) ve (3.208) den
niy < nit + const. I, 1}0.,(-x)dx+2." v, (€) (3.209)

elde edilir. i=1 igin (3.191) ifadesinde & yerine §, ., vazip (3.194) esitsizligini gbz Oniine
alirsak

ey L ’0‘. (0)-¢
Reay “:u‘%"l: 2 2(0) +1

< Z I:,;ﬂsm E!({Oi)) +l]<cnmr.l,(8,,, +1) (3:210)
@, (0)ze P

bulunur. (3.205) ten M,E%-E kogulunu saglayan bir m, € N sabiti igin
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<1 (3.211)

elde edilir. (3.210) ve (3.211) den

niyst! < conms t.1, (3.212)

bulunur. (3.202), (3.204), (3.206), (3.209) ve (3.212) den

L WilE)

NE{B)_"’:‘!'.'_lZ J' 2 ('l} dx# L ‘4’1(3}+ const.l Z I,fct (x)dx+ const.l, wl(a)(?s 213)

=l ¢ m=0

elde edilir. Teorem 3.2.7 den ve (3.134), (3.213) bagintilarindan yararlanarak

L W,lE)

N(e) < n'lz _[ %aﬁH— const. i, I,f’a (x)dx + const. [l W;(E} (3.214)
=l o 4

bulunur. o

3.3 L Operatiriiniin Negatif Ozdegerlerinin Sayis: I¢in Asimtotik Formiiller

Bu kisimda béliim 3.2 de elde edilen sonuglardan yararlanarak L, (0,90; /) uzayinda

1y) = ~(p(x)y'(x)) —Q()¥(x)

diferansiyel ifadesi ve y(0) =0 simr kosulu ile olusturulan kendine eg L operatdriiniin —&
dan (£>0 ) kiigiik olan Gzdegerlerinin N(g) sayisi igin £— 0 iken asimtotik formiiller

bulacagiz. Once «, (x) fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigim varsayalim:

7) k,,(0.2) arahgina ait olan bir sabit olmak {izere her n > 0 igin

+n F!
fim a1 (%™ = im [ (ke[ =0

X —pan X—pa0

dir. o

Bir m e (0,0) sabiti igin Z[a ‘,(0}]" serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. O zaman

s=1

const> Yo, @) 2 Y& =¢",

a, (0)2e a,(0)2s
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dir. Bu bagintidan

I < const.e™ (3.215)
bulunur.

Teorem 3.3.1 : 1.- 7. kosullarinin saglandigini varsayalim. Eger ek olarak

(2 _'ko):

OD<m< -
8k, — 2k,

kosulunu saglayan bir m sabiti i¢in Z[ux((})j" serisi yakinsak ise £— 0 iken

i=l

N()= n [l L O(E‘“ )IZ: L,u}es v%dx

asimtotik formiilii saglanir. Burada 7, pozitif bir sabittir.
ispat: Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15 den & nun (&>0) kiigiik dederleri igin

Vi) o (x)—¢

N(E)Hn"lz _[ g L
0

I=l

< consr[ J..,Ha (x)dx + w, (€) (3.216)

bulunur. o, (x) fonksiyonu azalan oldugundan [D,llil(28)] arahginda

a,(x)2a, (y,(28)) =2¢
dir. Bu bagintidan ve p(x) fonksiyonunun 4. kosulunu saglamasindan yararlanarak

|[1l]

/ '*'f‘l[“ o (X) 3 ']-n o (-"} E J‘ aj(x)_edr
=l 9 P(x) (x} p(x)

yif2e)

> e j’ ——dx > Jei'ew, (28) (3.217)
p{x)

elde edilir. «,(x) fonksiyonunun 7. kosulunu sagladigi ve |imw,(£) == oldugu géz &niine
£—0

alinirsa
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lim oty (v 2eNw epbon | <o

£—)

dir. Buradan & nun kiigiik degerleri i¢in

ke

v, (2e) > ¢

elde edilir. Bu esitsizlik (3.217) de g6z 6niine alinirsa

w, () ky+n-2

I (51 (t) s k+m)
q 20k, +m) {3.218)
& I w

B

bulunur. (3.216) esitsizliginin ikinci tarafinda yer alan J,Jc.]{x)dx integralini sinirlandiralim.
i]

o, (x) fonksiyonu 7. kosulunu sagladigindan

a,(x)< e x™  (n<k,0<x<x) (3.219)

olacak sekilde bir ¢, sabiti vardir. Dolayisiyla

A e e Haky+n)

[Vou (x)dx< e, [Vx"™ dx < c;8° (3.220)
0 0

dir. 6 = ‘4’.(8)(]]‘4".(8)1]4' 1)_' esitliginden

d <y, (g) (3.221)

elde edilir. (3.219)da x =y, (g) alinirsa

o, (y, (@) < cw™ @ (<k)

va da

yisys e

(3.222)
bulunur. (3.220), (3.221) ve (3.222) den

(1=k ) 2-ky+n)

) -
No@dc<ee M (e>0) (3.223)
0



elde edilir. (3.215). (3.222) ve (3.223) den

3 . I_l|~kx!nk,,+n_1
L o (ydx < 2V (3.224)
0
_mik-n)k
Lyfe)s cg M7 (3.225)
bulunur. (3.215), (3.224) ve (3.225) den
L]
l, IV oy (x)edx P L o ! P
0 2 ky-m) 2(ky+m)
1 W (E) o (x) 8 <CQE {3226)
f=l (-][ p(l)
mi{ky-n)+k  2-k;-n
/ W*(G] - 2 ky+
i ¥i®) I :c) =g Sk, Bt o
Jzu; .3[ P(xJ
bulunur, Her ¢ >0 i¢in 0 <n <o iken
b(l—k)(2—k°+n)+2—ku—n>2k—kku—2mko+ (3.228)
2(k; —m) 2(k, +1m) 2k,
_m(ko-n)+k+2—kn—n}2—k,,—2mkn—2k_. (3.229)

L 2(ky +m) 2k,

olacak gekilde bir w=w(7) >0 sayis1 vardir. Buraya kadar yapilan islemlerde &, (0.1)

aralifina ait olan sabit bir say1ydi. Burada

(2-k,)* +2mk,’ (o (2-k)’ ~8mk, +2mk,’
: =t =

b= ) 16k,
ahimrsa (3.228) ve (3.229) dan

_(=RQ-k+m) 2-ky -0 Q-k,)’ -8mk, +2mk,’
Akp-m) ks +m) 8k, 4
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2-k,)* —8mk, +2mk,’
L, lﬁ':“ uits SRS (3.230)

0

_mky—m+k  2-k - Q2-k)’ ~8mk, +2mk,’
ko =m 2(ky +m) 8k, — 4k,

—t, > 1, (3.231)

elde edilir. m sayisi

3

8k, — 2k,

kogulunu sagladigindan k € (0,1) ve 1, >0 dir. (3.226), (3.227), (3.230) ve (3.231) den

&

[ j a, (x)dx

I w,'l:; o (x)-¢ <" (3.232)
Z I fadl o ot Wl
J=l g P(I)

Ly (e)
Y o, (x)-8

j=1 p p(I]

< ca" (3.233)

bulunur. (3.216), (3.232) ve (3.233) den ¢ un kiigiik degerleri i¢in

N(g)
e e ()8
“§JJ:$)“

elde edilir. Bu esitsizlik & —0 iken

N(e) —I=O{s'°),
L VO g ()-8
-1 1 ‘&
=% I

=1l <ioe® (3.234)

seklinde yazilir. Son bagintidan & —0 iken
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Neey=n'h o a,(x)-¢
by |

asimtotik formiilii elde edilir. o

In, x (n=0,.2....) ile Ingx=x, In, x=In(In,_; x) seklindeki fonksiyonlari gdsterelim

ve o, (x)= |O(x)| fonksiyonunun agagidaki kosulu sagladigim varsayalm:
8. Opyle bir £ > 0 sayisi ve n dogal says1 vardir ki o, (x) - (In,, x )= fonksiyonu bir
[a.>) (a>0) aralifinda negatif degerli degildir ve monoton artmayandir.

Yardime: Teorem 3.3.1 : x in bilyiik degerleri igin

ln,,(i)c In, x—In'""x (3.235)
Inx

dir.

ispat : n = 0,1 degerleri icin (3.235) esitsizliginin saglandigi kolayca goriilebilir. n > 2
degerleri igin (3.235) esitsizliginin saglandigim tiimevarim yontemi ile ispatlayacagiz .

j=2 igin

In, [_Ixf_xJ = ln(ln ﬁ) = In(inx - In(Inx))

=In (lnx)[l-MJ =1n2x+1nx[1-'“2"] (3.236)
Inx Inx

lim tny X =0 oldugundan x— o iken ln(l—mzx)~— ot dir. Buradan x in biiyiik
X Inx Inx

degerleri igin

w22 By (3.237)
Inx 2lnx

bulunur. (3.236) dan ve (3.237) den

s L}mﬂ-'ﬂ?ﬁm,x-m"x (3.238)
Inx 2Inx



67

ya da
In;[ﬁ) <lnyx-In"'x (3.239)

elde edilir. Bdylece n = 2 igin (3.235) esitsizliginin saglandifim gostermis olduk. Bu kez de

n=m(mz2)igin (3.235) in saglandigini varsayalim. Yani x in biiviik degerleri igin
X l-m
lnm(—)clnmx—in X (3.240)
Inx

olsun. Bu durumda (3.235) in » = m+1 i¢in de saglandifim gostermek gerek. x in bilyiik

degerleri i¢in (3.240) esitsizligi saglandigindan

In,,. []nix] = ln[lnm[-lin < ln(lnm x—Int™ x]

=ln((ln,,, xil ~iny Lxint™ J:»= In,,. ) x+ ln(l e x) (3.241)

olur. Yukaridakine benzer gekilde  x in bilyiik degerleri igin
In(l ~In, ' xlnF™ x)< —%lnm'l x-In"" x
esitsizliginin saglandi@1 kolayca goriilebilir. Bu esitsizlik (3.241) de gbz dniine alinirsa,
]_n X 1 -1 l-m AN
sl — <y x-=In, xh" " x (3.242)
Inx 2

bulunur. x in biiyiik degerleri igin

Inx
2In,, x

>1 , (m22) (3.243)
oldugundan , (3.242) den

i .
ln,,,,,,(in—;]dnm;x—ln X

bulunur.
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Yardimer Teorem 3.3.2 : O(x) operatdr fonksiyonu 1., 2., 3. ve 8. kosullanimi saghyorsa &

nun kiigiik pozitif degerleri igin

v, (&) _ ~(E+1)n+1)
ul[ilnul,(s)J > (Iny, (g)) (3.244)

dir.

ispat : k bir dogal say1 (k > 1) olmak iizere yardimcer teorem 3.3.1. yardimiyla x in bilyiik

degerleri igin

In k[—x—) < (ln.,.r x—In'"" x)k <n,¥ x - (Inx)f0-")
n

Inx

bulunur. Buradan

k[ X —k 1 -k
I — (=1 o}
Ny [mx] ny x:’ln,,kx—(lnx)k(]_") ng X

1

k k(n—1) k(i=n)

In," x-(Inx) (In, x—ln

1
k(1-n)

>{ln x)—k(""'l) (3.245)

Inn xln X- In

elde edilir.

Varsayim geregi o, (x) — ln,,'g x (&> 0) fonksiyonu bir [a, « ) (a > 0 ) aralifinda monoton

artmayandir. Bu durumda her bir &, > £ sayis1 igin o, (x) - ln,,_k‘ x fonksiyonunun bir [6 , )
(h>0) arahiginda monoton azalan fonksiyon oldugunu gésterelim. Bunun igin

Cl](.l')—lnn_k‘ x fonksiyonunu

u= o, (x)- ln,.,"g x
ve
v= In,,."g = lnn“‘t' X
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olmak fizere
o (x) = Iny ™ x = u(x) + v(x) (3.246)

seklinde gosterelim. v(x) fonksiyonu bir [b , @ ) (b > 0 ) arah@inda monoton azalandir.

Gergekten

vi(x)= (Inn_é x- lnn‘k' :c)r

= —&In, 5 xfin, x) +k Iny, 5V x-(ny x)’

' k f;
= (ln x) l -
g lnr,“"‘*l x ln,.,,.‘i""1 x

’ k g
= (Iny, x) L 1=
" In %+ x| k-5 7k x

n !

' k] "é
=(Iny, x) ky AR (3.247)
In k +1 x kl

dir. k, >& ve x in biiyiik degerleri igin (In,, x)' >0 oldugundan (3.247) den bir [b,x) (b > a)
araliginda v'(x) <0 oldugu elde edilir. Béylece v(x) fonksiyonunun [b,e0) araliginda monoton

azalan oldugu ispatlanmis olur. Ote yandan u(x) fonksiyonu [b,) araliginda monoton artmayan
oldugundan, (3.246) dan «,(x)—In ,,_kl x fonksiyonunun bir [b.ec) arah@inda monoton azalan
oldugu ortaya ¢ikar. (3.245) de k= n§|] +1 alalim. Yukandaki agiklamalardan

o, (x)—=In ,,_k x fonksiyonunun bir [b,«0) ( b 2 a) araliginda monoton azalan oldugu bulunur.
Bu nedenle x in biiylik degerleri igin

-k
u{i;)—{lnn(ﬁ]) >a1(x)—ln,.,_kx (3.248)

dir. (3.245) ve (3.248) den
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—k
u,[li]—(y (x)> (lnn[i]) —1ny, K x> (Inx)kT+D (3.249)
nx Inx

elde edilir. Varsayim geregi |jme,(x)=0  oldugundan

X

limwy,(g) ==
g—s+l)

dur. Bu nedenle (3.249) da ¢ kiiciik bir pozitif say1 olmak iizere x =y, (¢) almabilir.

a,[ v, (e) ]—ur[ipi(s}b(Inw](s))_k("H) .
Iny, (g)

k= [g] +1<&+1 oldugundan,

s v (e) —e > (Iny; (&))" &)
Iny ()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. o

Teorem 3.3.2 : 1. - 6., 8. kosullar1 saglamiyor ve bir m € (0,0) sabiti i¢in Z[ctJ (0)]’" serisi

i=l

yakinsak ise £ — 0 iken

NE=rl+oe ) | /“’;i)_ﬁdx
I a,(xe

asimtotik formiilii saglanir. Burada  pozitif bir sabittir.

ispat: Teorem 3.2.12 ve teorem 3.2.15 den yararlanarak & nun kiigiik pozitif degerleri iin

Lo le) =
N(g) - “_I,z.,: ! z%a{ < canstll‘ B +!Ew|"(e)J

elde edilir. Burada k = % alinir ve (3.134) formiilii g6z 6niine alinirsa

L WO o (x)-8
=l i 1 A iy ! ; y
N(g)- ; I 1_/ — d:{mmrn v, (®) (3.250)
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bulunur. Bu esitsizligin birinci tarafindaki toplam iistten simirlandiralim.
/@ =y, @y, @]

olsun. O(x) operatdr fonksiyonunun 2. ve p(x) fonksiyonunun da 4., 6. kosullarim

saglamasindan yararlanarak

I \1-‘|,{E}

- o (-’f) 3 vikh) a(x} E 4 a(x) s
Zlﬁ‘. Py I p(x) HJ:. p(x)

fig)
>1Icz I a,(x)—edx > i;l.,a':x (f(e)—¢€ (3.251)
nz_j_

elde edilir. Yardimei teorem 3.3.2 den ve (3.251) den

L Wy lE)

Les n+ /
z '[ : ;2‘) a 2\/:”;:3 (€) (lnq;l(g))_gt"' o >C||‘V|JH(E) (3.252)
= 0 y

bulunur. (3.250) ve (3.252) den

N(g)
Ly E)

G o (x) a
ol W e

=1l < c“!‘w,"’r"(s} (3.253)

bulunur. «,(x) fonksiyonu 8. kosulunu sagladigindan & nun kiigiik pozitif degerleri i¢in

&=, (‘Pr(s)) z (Illn W!(ﬁ‘))-g

dir. Buradan

L

vE®>e ° (3.254)

elde edilir. (3.215), (3.253) ve (3.254) den
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N(e et
(€) =< g™et <™

1 wle)

Y

/=l q P(-‘f)

a (x)-¢

bulunur. Bu esitsizlikten £ — 0 iken

NE) =i+ 0y [ i%dx
/ a,(x)ze

asimtotik formiilii elde edilir. o

3.4 Ornekler

Bu kisimda teorem 3.3.1 ve teorem 3.3.2 nin kosullarimi saglayan (Q(x) operator

fonksiyonuna ve p(x) skaler fonksiyonuna 6rnekler verecegiz.

1) Once teorem 3.3.1 in kosullarim saglayan Q(x) operatér fonksiyonuna bir &rnek verelim.

e, }T H uzaymda ortonormal bir taban olmak tizere her x € [0,¢) i¢in O(x): H — H

Q(x}f=2ﬁ(fse..)eu (feH)

operatdriinii gz Oniine alalhm. 1. kogulunun saglandii vani her xe[0,%) igin
Q(x): H — H in tam siirekli kendine es ve pozitif bir operatér oldugu agiktir. 2. kosulunun
saglandigim yani her x, <x, (x.x, €[0,2)) ve sifirdan farkh her feH igin
((O(x,) - Q(x,))f, f)> 0 oldugunu gdsterelim.

((Q(x.)—Qfle)f,f)=)'j[ — ]U.e.l’

=i "(IJ_ -.\‘.’,) I(f‘e”],! (3.23%)

el (nxy + ”i)("xz +n")

dir. f#0 oldugundan (f,e)#0 olacak sekilde bir ieN sayisi vardi. Dolayisiyla
(3.255) den
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:(x,

((Ox))-00x,))f, f}> [(fe) >0

Hi )( ,+

bulunur. 3. kogulunun saglandigini gésterelim.

!

L et (f.e,)e.

“~ (nx+n")(nx+nAx+n )\

[+ ax) - o))/ =

P I (0

<
pe=r, (nx+ns)1(nx+ nAx + ns)ll

<Ay [(fre,) =

n=1

dir. Buradan
|0Cx + Ax) - O(x)] <Ay

elde edilir. Bu esitsizlikten Q(x) operatdr fonksiyonunun B(/) uzayindaki norma gére
stirekli oldugu goriilmektedir. Aynca

loef= —

oldugundan |im|Q(x)| =0 dir. O(x) in k,=1 i¢in 7. kosulunu sagladifi agikur. Oyle ki

a,(x)= HQ(I)“ S =

oldugundan her n > 0 igin

e
l:mfl (x)x'" —llm—=0

=0 X+1

x+1

llm[(l ]! =lim=5-=0

dr.
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- w 8
kosulunu saglayan m:% sabiti igin Z[a"(ﬂ)]” =Zn 7 serisi yakinsaktir. Boylece

n=] me=]

teorem 3.3.1 in Q(x) ile ilgili tiim kosullarinin saglandigim gdstermis olduk.

2) Hem teorem 3.3.1 de hem de teorem 3.3.2 de p(x) fonksiyonunun aym 4., 5. ve 6.

kosullarini saglamasi gerektigi goriilmektedir.

p(x)= x, +1; 0<x<w olsun
x°+2

20; 0=x<mw

e o x
pixy= (x2+1)

p(x)<1l ve %sp(x)< 1 dir. Buradan p(x) fonksiyonunun 4., 5. ve 6. kosullarim
sagladifi gériilmektedir.

3) Bu kez teorem 3.3.2 nin kogullarim saglayan Q(x) operatér fonksiyonuna bir &rnek

verelim. a,
a>e’ ve Inx>(nlnx)’ ; asx<w (3.256)

kosullarimi saglayan bir sabit olmak iizere

2 X
- , D£x<a
Inlng alnlna
[I(x)=<
1
asx<cw
Inln x

fonksiyonunu géz oniine alalm. {e,}” H uzayinda ortonormal bir taban olmak iizere her

xe[0,o) igin Q(x): H > H

0(x)f = f;u(x)n'* (f.e,)e,

operatriinii gbz 6nline alalm. Her x €[0,) i¢in Q(x): H — H tam siirekli kendine e§ ve
pozitif bir operatdr oldugundan 1. kosulu saglamr. a(x) (0<x<w) fonksiyonunun azalan
olmasindan Q(x) operatdr fonksiyonunun azalan oldugu yani 2. kogulunun saglandigi elde
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edilir. Aynca o(x) fonksiyonunun stirekli olmasindan ve |jma(x)=0 esitliginden 3.

T=p

kosulunun saglandifn elde edilir. » =1 ve £=1 degerleri i¢in 8. kosulunun saglandigim

gosterelim. x € [a,») iken

' i 1 1

[a{x)—- 1]:£ iswi v} ]=_ :rln.r1+. X _
Inx Inlnx Inx (Inlnx)” (Inx)*

= : : - (3.257)
xInx|{Inx (Inlnx)"

dir. (3.256) ve (3.257) den

r

[a(x)—]ﬁ] <0, (@asx<w»)

bulunur. Dolayisiyla a(x)— (Inx)" fonksiyonu [a, ) arahginda azalandir. Ayrica a > e,
a,(x)= a(x) oldugunu géz dniine alarak ve (3.256) bagintusindan yararlanarak

P 1 A 1 _Inx—lnlnx>0
nx Inlnx Inx InxInlnx

a}(x}“l

elde edilir. Boylece n=1 ve £ =1 degerleri i¢in 8. kogulunun saglandigim gostermis olduk.
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4. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere L, (0,9; H)
Hilbert uzayinda

1(y) =—(p(x)y'(x)) —Ox)¥(x)

diferansiyel ifadesi ve @ € (—w0,) bir sabit olmak iizere

cosa.y(0) +sina.y'(0)=0

simir kosulu ile olugturulan bir simetrik operatdriin L kapamsimin kendine es oldugu, bu
kendine es operatdriin alttan yar simrh oldugu, spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu
ispatlanmis ve —¢ dan (e€>0) kiigiik olan Gzdegerlerin N(g) sayisi igin & = 0 iken
asimtotik formiiller bulunmustur. /y nin ifadesinde yer alan p(x) skaler fonksiyonunun ve
Q(x) operatdr fonksiyonunun belirli kosullar sagladiklar varsayilmistir
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