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ONSOZ
Bu caligmamin hazirlanmasi sirasinda beni her konuda yonlendiren, yardimlarimi esirgemeyen
degerli hocam Ziya SOYUCOK ’a tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica c¢alismam sirasinda yanimda olan ve bana varliklartyla gili¢ veren esim ve aileme
tesekkiir ediyorum.
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OZET

Bu tezde, n-boyutlu Oklit uzayinda hiperyiizeylerin asimptotiklerini koruyan, yani bir
hiperylizeyin asimptotigini diger bir hiperylizeyin asimptotigine doniistiiren doniisiimlerle
ilgilendik. Oncelikle bu déniisiimlerin saglamasi gereken bir denklem sistemi elde ettik ve
buna bir 6rnek olarak da projektif doniigsiimiin bu denklem sistemini sagladigin1 gosterdik.
Daha sonra bu denklem sistemini saglayan dontisiimleri arastirdik ve bu denklem sistemini
saglayan, projektif doniisiimden baska bir doniisiim olmadigini gosterdik ve boylece projektif
doniisiimiin bir karakterizasyonunu elde ettik: n-boyutlu Oklit uzaymda bir doniisiimiin
hiperyiizeylerin asimptotiklerini koruyabilmesi igin gerek ve yeter kosul doniistimiin projektif
doniisiim olmasidir. (Uras, F 1995) de 3-boyutlu Oklit uzayinda benzer sonuglar elde edilmis
fakat bu sonuclar uzun hesaplamalar ve bazi hatalar icermektedir. Bu hatalar diizeltilmis ve
hesaplamalar daha kisa bir sekilde yapilmstir.

Anahtar kelimeler: Projektif donlisiim, hiperyiizeyler, asimptotik ¢izgiler.
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ABSTRACT

THE TRANSFORMATIONS PRESERVING THE ASIMPTOTIC LINES OF
HYPERSURFACES IN THE EUCLIDEAN SPACE

In this thesis, we consider the transformations that transform the asymptotic lines of a
hypersurface to the asymptotic lines of other hypersurface preserving the asymptotic lines of
hypersurfaces in n-dimensional Euclidean space. Firstly, we obtain a system of equations
which must be satsfied by the transformation, and as an example we show that the projective
transformation satisfies this system. After that we search the transformation which must
sutisfy this system. We show that only the projective transformation satisfies this system of
equations, and we obtain the following characterization of the projective transformation: In
n-dimensional FEuclidean space, a transformation preserves the asymptotic lines of
hypersurfaces if and only if it is the projective transformation. The similar results in 3-
dimensional Euclidean space was obtained in (Uras, F 1995). But that paper contains very
long calculations and some errors. Using our method we correct the errors in a short
calculation.

Keywords: Projective transformation, hypersurfaces, asymptotic lines.



1. GIRiS

Oklit uzayinda projektif doniisiim bazi ilging 6zelliklere sahiptir. Ornegin, Lovett (1895/96),
projektif doniigiimiin asagidaki karakterizasyonunu elde etmistir: Bir doniisiimiin projektif
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir dogruyu diger bir dogruya doniistiirmesidir. 3-
boyutlu Oklit uzayinda, projektif doniisiim sonsuz rijit bir yiizeyi diger bir sonsuz rijit yiizeye
Projektif doniisiim bir yilizeyin asimptotik cizgilerini de korur (Eisenhart, 1960). Uras (1995)
bu problemin tersi ile ilgilenmis ve 3-boyutlu Oklit uzayinda asimptotik cizgileri koruyan
doniisiimiin bir projektif doniisiim oldugunu gdstermistir. Fakat gozden kacan bazi hatalardan
dolayr bulunan doniisim 6zel bir projektif dontisiimdiir. Bunun yani sira, ¢ok uzun
hesaplamalar oldugu i¢in bu metodu kullanarak n-boyutlu Oklit uzay: igin genellestirme
yapabilmek ¢ok zor goriinmektedir. Bu ¢alismada n-boyutlu Oklit uzayinda, hiperyiizeylerin
asimptotiklerini koruyan, yani bir hiperylizeyin asimptotigini diger bir hiperylizeyin
asimptotigine doniistiiren doniigiimlerle ilgilendik ve bir doniisiimiin hiperylizeylerin
asimptotiklerini korumasi igin gerek ve yeter kosulun doniisiimiin projektif doniisiim olmasi

gerektigini gosterdik. Boylece projektif doniisiimiin yeni bir karakterizasyonunu elde ettik.



2. BIR HIPERYUZEYIN ASIMPTOTIK CiZGILERINIiN DENKLEMIi

n-boyutlu Oklit uzayinda lokal olarak bir hiperyiizeyi, uzaym metrigi

ds? = (o' )+ (o) 4ot (o)’ @.1)
olmak iizere,

r(u',..u) = (x‘ (U u™ )X (U)X (u‘,...,u”’l)) (2.2)

denklemiyle ifade edebiliriz.

r(ul,uz,...,u“'l)’ nin 3. mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon oldugunu ve

hiperylizeyin r,r,,...r , teget vektorlerinin lineer bagimsiz vektorler oldugunu

varsayacagiz. Burada

or .
= =1,2,....,n—1 2.3
r.l aul (I n ) ( )

dir.

Hiperyiizeyin 1. ve 2. temel formu,

g;=rr; (i,j=12,..,n-1) (2.4)
L; =r;N (2.5)
olmak tizere

| =g;du'du’, Il = Ldu'du’ (2.6)
seklindedir; r;

O*r
r. — - "
T ou'ou!

2.7)

ile tamimlanmaktadir.

Hiperyiizeyin birim normal vektoriinii N ile gosterecegiz. Buna gore,



r.N=0,

N.N=1

dir.

Bir hiperyiizeyin asimptotiklerinin denklemi,
Ldu'du’=0  (i,j=12,...,n—1)

ile verilir (Weatherburn, 1963).

(2.2) hiperytizeyi igin

r, = (X}, X7, X))

r, =05, X5)

1 2
r., =X, X ., x’“nfl)

,n—1>"n-1°°"°

oldugundan (2.8) denklemi,

1 2 n
X, X3 X
1 2 n k
X X X 15) 4
o 2 2 2 k
A= , [x,I = _aui ]
1 2 n
X,n—l X,n—l X,n—l

ve

olmak iizere,
AN' =0
seklinde yazilabilir.

o1 2
r=(X;,X;

yees X’i”), (i =1,2,...,n— 1) , vektdrleri lineer bagimsiz oldugu igin

2.8)

2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



X, X x|
X, X3 o X3!
A =det| =0 (2.15)
1 2 n—-1
X,n—l X,n—l . X,n—l

dir. Buna gore (2.14) denkleminin agik sekli

XIN XN, + 4+ XTIN XN =0
XON XN, + XN+ XN, =0
X5N, XN, +. 4+ XN+ XN, =0 (2.16)

X,ln—lNl + X,erNz +.+ Xnilanfl + X,r:]—an =0

sN—
dir. Bu denklem sistemini de

XIN, XN, +. .+ XN =—X(N,

X,12N1 +X’22N2 +--.+X’271Nn71 = —X’r;Nn

XN 3N, + 4+ XN, =—XGN, 217
X,ln—lNl + X,zn,lNz +...+ X’r:;lle1 ——x" N

n—1'Yn

seklinde yazabiliriz. Bu sistemi Cramer yontemiyle ¢ozersek

—Xx"N 2 ..ox)! X2 oox7h X
1'%n 1 1 1 1 1
n 2 n—-1 2 n—1 n
XN, X5 X, X5 e X5 X5
n 2 n—-1 2 n—1 n
_X,nfl Nn X,n—l cee X,n—l n-1 X,n—l X,n—l X,n—l
N, = —(=1""'N (2.18)
1 1 2 n—1 n 1 2 n—1
X!1 X!1 el X’1 X!1 X!1 el X!1
1 2 n—1 1 2 n—1
X 2 X,Z X,Z X,Z X,Z X 2
1 2 n—-1 1 2 n—-1
X,n—l X,nfl X,nfl X,n—l X,n—l X,n—l
yani,
n—1
(1) N,A,
N, =+ L —n=t (2.19)



bulunur. N,,N;,...,N, , degerleri de

n-2
w207,
An
n-3
UM,
An
Nn71 — _NnAn—l
A

(2.20)

seklinde yazilabilir. Burada A,, A matrisinin i. siitunun atilmasiyla elde edilen matrisin

determinanti, yani,

1 2 i-1 i+1
Xy Xy Xy Xy Xy
1 2 i-1 i+1 n
X o X X e X
_ 2 2 2 2 2
A; =det
1 2 i-1 i+1 n
Xoaa X o X X Xn1

dir.

k=AZ £ A 4. 4+ A

olmak tizere (2.19) ve (2.20) den N birim normal vektorii
1 1+n

N= E(AI,—AZ,...,(—l) A,)

seklinde elde edilir.

r, = (x1 X2 X" )

URRERE A

yi ve buldugumuz N birim normal vektoriinii (2.5) denkleminde yerine yazarsak
1 n 1+n
Ly = 3 XA G (22, (1),

elde ederiz. Burada

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



o d*x"
U ou'ou!

dir. Buna gére,

1 2 3 n
Xio Xy X Xij
1 2 3 n
X X X
kL; = det ! ! ! !
1 3
X,nfl X n—1 X,n—l X n—-1
yazabiliriz.

Simdi bir S hiperyiizeyi i¢in parametreleri

0 0 0 0 X
1 0 X}
N 1+n _n
kiy=det0 1 0 - 0 xj |=(-1)"x]
0 0 0 I

halini alir.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Buna gore S hiperyiizeyinin asimptotiklerinin diferansiyel denklemi (2.10) denkleminden

xjdx'dx) =0

olarak elde edilir.

(2.31)



3. BIR  HIPERYUZEYIN ASIMPTOTIK  CiZGIiLERINi KORUYAN
DONUSUMLER

Simdi n- boyutlu Oklit uzayinda
T:yazya(x‘,xz,...,x”), (a=12,...,n) (3.1)

koordinat doniisiimiinii ele alalim. T ’ nin bir koordinat doniisiimii olmasi i¢in

Y,lb

Vi y°
T, = b [a,bzl,z,...,n; yi‘)za bj (3.2)
’ cee ’ X

Yh

nin elemanlan siirekli ve

y,ll y,lz y,13 Y
y2 y2 y2 y
A=l Y2 s N :det['I:1 T, .. 'I:n]=|T1 T, ... T (3.3)

n

yiovsovs

olmak tiizere A=#Oolmalidir. T’nin 3. mertebeden diferansiyellenebilir oldugunu

varsayacagiz.

Eger T doniisiimii (2.29) denklemi ile verilen S hiperyiizeyine uygulanirsa

Tliya=ya(Xl,Xz,...Xnil,Xn(XI,XZ,-"Xnil))’ (a=1,2,...,l’l) (34)

elde edilir. O halde T doniisiimii S hiperyiizeyini S” hiperyiizeyine déniistiiriir ve S

hiperyiizeyinin denklemi,

(XXM ) = (O XXX,y T X (LX)
(3.5)

olur.

S hiperyiizeyinin asimptotiklerine S” hiperyiizeyinin asimptotiklerini kars1 getirmek istiyoruz.



Bunun i¢in S” hiperyiizeyinin asimptotiklerinin denklemini bulalim.

S hiperyiizeyi igin 6ncelikle r, ve r; degerlerini bulalim:

= (Vi + XD Y+ VX Y+ YT (3.6)
= (Y5 + Y X+ VX Y XX+ YL Y YR YR X+ YR XX+ YIXG) (3.7)
dir. Bu degerlerle, (3.4) ten

T = (Y54 VX0 Y YaXE Yo Yoo Y7+ Y33 (38

r 1 1 yn 1 n 1 nyn 1 n n n n n n nyn nyn
T; = (y’ij FY X Y X F Y Xi X5 Y X Vi + Yin X+ Vi Xi + Yo XX + y’nx’ij) 3.9

elde edilir. Simdi k*L’fij degerini hesaplayabiliriz. Buna gére S° hiperyiizeyi igin, (2.27)

denkleminden
1 1 yn 1 n 1 nyn 1 yn n n n n n n nyn nyn
Yii T Yin X5 YaXi HYnXiX5HYaXy o Vi YanX ;Y X H Y XiX5 Ve Xy
1 1 n n nyn
y,l + y,nX,l e y,l + y,nX,l
E_ 1 1 yn n nyn
k'L = Yo+ YaX5 yh+Yixh (3.10)
1 1 yn n nyn
y,n—l + y,nx,n—l e y,n—l + y,nx,n—l

bulunur. (3.10) un sag yanini

1 1 n 1 n 1 ny,n 1 n n n n n n n ny,n n n
Vit YinX T YuXi Y XX+ Yo Xy o Vi F Y Xt Y X t Y XiX 5+ YL Xj;
1 1 yn n nyn
Y, + y,nx,l y,1 + y,nx,l
1 1 n n n n
B|= yh+ Y] Yo+ YaXs (.11)
1 1 n n n n
y,n—l + y,nX,n—l e y,n—l + y,nX,n—l
ile gosterirsek
[B=|B"| (3.12)

oldugundan, (3.10)



k'L =[BT
yani,
n n n n 1 1 n n
y|1+y|nxj+ynjxl+ynnxl J+y Xj y,1+y,nx,1 yn1+y an
n n n n 2 2.yn n
k*L* ylj+y|nxj+ymx|+ynnxl j+y Xj yl +y,nx,1 yn1+y an
i
n n n n n n nyn nyn n nyn n nyn
Yii T Yin X+ YnXi +YnXiX; Yo X5 Yot YaX, Yot YaXn
seklinde yazabiliriz. Bunu da,
1 1 7 B 1 7 no ]
Yo+ YaX) Yo+ Y XS Y YR
2 2 2 2 n
Y1+ YoX] Yo+ YaXs Yoot T YaXo
Tll = aT,z = > T,In—l =
1 n-1 n n-1 n-1,,n
i+ X y5 ' +yn X Yoo T Y Xoo
n nyn
yi+yox] i Y5 +YoRxy | Yo T YaXno |
ve
B n n nyn 7]
y|J+y|nX]+ynjxl+ynnXI J+y X
n n n n
y|1+y|nxj+ynjxl+ynnxl J+y X
! J—
T,iJ' -
n n-1,,n n-1 n
y'J +yInXJ+ynJX+ynnX +yn Jij
n
ylj + yIan + y,njx,i + y,nn ,i ,j + y,nx,ij
olmak tizere, kisaca
Ok ' i i i H
k'L, =T, T, ... T,, T, (i,j=L2,..,n-1)

seklinde yazabiliriz. Burada

' n o n n nyn n
T, =T, +T)X;, T;=T;+T,X;+T;x;+T X;X;+T X

]

ve

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



y, ij

Yi
T=|""

y,?j
dir.

10

(3.17) denklem sistemini i = j i¢in asagidaki sekilde yazabiliriz:

yh
2
k'L = Vi

Al
n
Yi

1
Yi
2

Yi

n

Yi

1
Yi

2

Yi

%

1 1 1 1 1 1 1
Y, Yoo Vil (Yo Y2 Yoo Vi
2 2 2 2 2 2 2
y Yoo Yiil (Yo Y Yoau Vi
2 ,n—1 S + ,n 2 ,n—1 i Xrll +
n n n n n n n
y,2 y,nfl y,ii y,n y,2 y,n—l y,ii
1 1 1 1 1 1 1 1
Yoo Vi Yi Y> Yo Yo Vi
2 2 2 2 2 2 2 2
Yoo VY Yy y Yo Yaa Vi
,n—1 Ji Xr; +. .+ Nt ,2 ,n ,n—1 Ji Xr:1_2 +
n n n n n n n n
y,n—l y,ii y,l y,2 y,n y,n—l y,ii
1 1 1 1 1 1 1 1
e y,n—2 y,n y,ii y,l y,2 y,n—l y,in
2 2 2 2 2 2 2 2
Yo Yo Vi Yi ¥ Yo Vi
,n—2 ,n i Xr:1_1 +2 1 2 ,n—1 ,in Xri1 +
n n n n n n n
y,n—z y,n y,ii y,l y,z y,n—l y,in
1 1 1 1 1 1 1
y,z y,n—l y,in y,l y,n y,n—l y,in
2 2 2 2 2 2 2
y Yor Vi y Yoar Vi
2 R P | (e T+
n n n n n n n
y,2 y,n—l y,in y,l y,n y,n—l y,in
1 1 1 1 1 1 1 1 1
y,2 e y,n y,n—l y,in y,l y,2 y,n—2 y,n y,in
2 2 2 2 2 2 2 2 2
y Yo You Vi Yi Yy Yoo Yo Vi
2 n ,n—1 ,in X?er:],z +2 ,1 2 ,n=-2 n ,in X?er:],l
n n n n n n n n n
y,2 y,n y,n—l y,in y,l y,2 y,n—2 y,n y,in

(3.19)



Yy
yioYs
Yoy
YooY,
yioYa
yioYh
YioY,
yiovs
AR
veya
k*L,ii :|T,1
T,
T,
2|1,
2T,
T,
T,
T,

1
y,n—l
y,n—l

n

y,n—l
y,n—l
y,n—l

n

Y-

y,n—2
y,n—2

= =

= [¥] o *NH hH =

= = e e

)

y,n—2

11

1 1 1 1 1
y,nn y,n y,2 y,n—l y,nn

2 2 2 2 2
y 2 1Y,y Yoo Y 2

nn (X?) 4 n 2 n—1 nn ) X’T +

n n n n n
y,nn y,n y,2 y,n—l y,nn

1 1 1 1 1 1
y,nn y,l y,z y,n y,n—l y,nn

2 2 2 2 2 2
y 2 yi Yy Yo You Y 2

o (xq?) Xy 4.4 72 no S am (xq?) X5, +

n n n n n n
Yo Yi Y2 Yo Yau Y

1 1 1 1 1

Yo Y Yi Y Yn

2 2 2 2 2 2

Yo Y 2 Yy Y You Y

n ,nn (XT) X,r:]_1 n R 2 -1 n X,?i

n n n n n

y,n y,nn y,l y,z y,n

(3.20)
n
T, Ty[+[T, T, .. T, Txi+
n n
T,, TG+ +T, T, .. T, T, Tx,+
n n
T, T, T,|x,, +2[T, T, wr TalX)+
nyn nyn
T,n—l T,in X,i X,l +2’ T,l T,n T — T,in X,i X,2 +...+
nyn nyn

T,n T,n—l T,in X,i X,n—2 +2|T,1 T,2 T,n—2 T,n T,in X,ix,n—l +
T, T.|(x) +r, T T, T.|(x) x

,n—1 ,nn Al + N 2 ,n—1 ,nn i 1 +

T, T,[(x") X T, T T T, T.|(x) X"

,n—1 ,nn Al 2 +...+ 1 2 ,n ,n—1 ,nn Al n-2 +

n\% n n
T,n—z T,n T,nn (X,i) X,n—l +Ax,ii
(3.21)

seklinde gosterebiliriz. Ayni iglemleri i # j i¢in yaparsak, yani k*Lfij yi hesaplarsak,
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1 1 1 1
y,n—l y,ij y,n y,2
2 2 2 2
y,n—l y,ij + y,n y,2
n n n n
y,n—l y,ij y,n y,2
1 1 1 1
Yo Vi Yi Y2
2 2 2 2
Yoo VY Yy oy
S DI
n n n n
Yo Vi Yi Yo
1 1 1 1
y,n—z y,n y,ij y,l
2 2 2 2
y,n—z y,n y,ij Xr:1_1 + y,l
n n n n
y,n—z y,n y,ij y,l
1 1 1 1
y,n—l y,nj y,l y,n
2 2 2 2
Yoo Y Yy oy
,n—-1 ,nj X?XT + Nt N
n n n
y,nfl y,nj y,l y
1 1 1 1
y,n y,n—l y,nj y,l
2 2 2 2
yn yn—l y,nj nyn y,l
X,i X’n_2 +
n n n n
y,n y,n—l y,nj y,l
1 1 1 1
y,n—l y,in y,n y,z
2 2 2 2
Yoa Vi Yo ¥
,n—1 ,in an + n 2
n n n n
y,n—l y,in y,n y,2
1 1 1
y,n—l y,in y,l
2 2 2
Yoo Vi
X
n n n
y,n—l y,in y,l

Y2
Y2

Y2

Y,
Y2

Y2

1 1
y,n—l y,ij
2 2
y B y
,n—1 Jj Xr]] +
n n
y,n—l y,ij
1 1 1
y,n y,n—l y,ij
2 2 2
yn yn—l yij n
X,n_2 +
n n n
y,n y,n—l y,ij
1 1 1
y,n—l y,nj
2 2 2
Yoo Yai
" T+
n n n
y,n—l y,nj
1 1
y,n—l y,nj
2 2
Yo Y
" MXIXD 4L+
n n
y,n—l y,nj
1 1 1 1
y,2 y,n—2 y,n y,nj
2 2 2 2
y,z y,n—z y,n y,nj nyn
Xixn—l
n n n n
y,z y,n—z y,n y,nj
1 1
y,n—l y,in
2 2
Yoa Vi
,n—1 ,in anX +
n n
y,n—l y,in
1 1 1 1
y,n y,n—l y,in
2 2 2
y,n y,n—l y,in nyn
XiXn-2
n n n
e y,n y,n—l y,in
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
y,l y,2 T y,n—2 y,n y,in y,l y,2 y,n—l y,nn
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Y1y Yoo Yo Y Y1y You Y
.1 2 ,n-2 ,n ,in X,an’r:]_l 1 2 ,n—1 ,nn X,?X,nj +
n n n n n n n n n
y,l y,2 y,n—z y,n y,in y,l y,z y,n—l y,nn
1 1 1 1 1 1 1 1
y,n y,2 y,n—l y,nn y,l y,n y,n—l y,nn
2 2 2 2 2 2 2 2
Yo ¥ You Y y You Y
node SRR P D Y I MG L+
n n n n n n n n
Yo Y> Yoo Y Yi Y Yoi Yon
1 1 1 1 1 1 1 1 1
y,l y,2 y,n y,n—l y,nn y,l y,2 y,n—z y,n y,nn
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
yi oy Yo You Y yi oy Yoo Yo ¥
,1 2 ,n ,n—1 ,nn X?anxr:],z + ,1 2 ,n-2 n ,nn Xr;xr}xr:Fl +
n n n n n n n n n
Yi Y, Yo Yo Ym Yi Y, Yoo Yo Ym
1 1 1 1
Yi Y, Yoo Ya
2 2 2 2
y,l y,2 y,n—l y,n n
N LY
n n n n
y,l y,2 y,n—l y,n
(3.22)
de ederiz. Bu sistemi de kisaca
* n
KLy=|T, T, .. T, Tyl+[T, T, .. T, Tyxi+
n n
T, T, T TG T T, T, T, T+
n n
T, T, T, T, T[T, T, T Tylx+
nyn nyn
|T,n T,2 T,n—l T.nj X.ix.l + T,l T,n T,n—l T,nj X,ix,2+---+
ny,n nyn
T, T, T, T TG, H[T T, L T, T, T+
n n n
T, T, .. T, T|X+T, T, .. T, T|xxj+
n n n n
T, T, o T TG+ 4T, T, 0 T, T, T[Xx,+
n n nyn
T, T, T, T, T XG0T T, L T T XX+
ny,n n nyn n
|T,n T,2 T,n—l T,nn X,i X,jX,l + T,l T,n T,n—l T,nn X,i X,jx,z +...t
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T, .|X

T,l T,Z T,n T,n—l r:xnjxr;] 2 T,l T,2 T,n—z T,n T,nn X,ri]x,njx,r:]—l-’_
AXj]
(3.23)
seklinde yazabiliriz.
(3.21) denklemini,
KLy = A (i) + A (i) xT+A, (i) x5 +...+ A, (i) X, +
Z[Ao(in)+A1(in)xfl‘+A2(in)xg+...+An_1(in)x’”n_l}x’?+
(3.24)
[Ao(nn)+A1(nn)xj+A2(nn)x2+...+An_1(nn)xf‘n_lj(xﬂ)z+
%
ve (3.23) denklemini de
KLy = A0 (1) +A, (i) xT+A, (i) xS +...+A L (i), +
[AO( n)+A, (in)x] +A (ln)xn +...+An71(in)xf‘n71]xf‘j +
[ Ao (In)+A, (in)X]+A, (jn)x +...+A,, (jn)x “nl]xr.‘ (3.25)
[A nn)+A, (nn)x}+A, (nn)x} +...+A_, (nn) n1]X
AX"

.ij

seklinde yazabiliriz. Burada Ao(ab), A determinantinin n. siitununun yerine T, nin
konulmasiyla elde edilen determinanttir. A, (ab) ise A determinantinin n. slitununun yerine
T,, vek. stitununun yerine T, nin konulmasiyla elde edilen determinanttir.

Ornegin,

A(44)=[T, T, T, .. T, T, (3.26)
dir.

S” hiperyiizeyinin asimptotik ¢izgilerinin denklemi, (2.10) denklemine gore

L;dx'dx) =0 (3.27)
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seklindedir.

T doniisiimii ile S hiperyiizeyinin asimptotik ¢izgilerine S~ hiperyiizeyinin asimptotik

cizgilerinin kars1 gelmesini istiyoruz. O halde

L, =tL; (3.28)
olmalidir. Bu takdirde (3.27) denklemi (2.31) denklemine doniisiir ve kosulumuz, t
x',x%,...,x"" degiskenlerinin bir keyfi fonksiyonu olmak {izere

L =5, (i,j=12,...,n-1) (3.29)

seklini alir. Buna gore

Lfii :tx,?i (3.30)
ve
L —txu, (i;tj) (3.31)
dir.

(3.29) denklemi ile verdigimiz kosulumuzun saglanabilmesi i¢in (3.24) ve (3.25)
denklemlerinde

AXG, AX] (3.32)

51

ler hari¢ diger katsayilarin sifir olmasi gerekir yani,

A, (nn)=0,A,(nn)=0,...,A,,(nn) =0,

A (i)=0,A, (i) =0,...,A_ (i) =0,A,, (ii)=0,...,A, (ii) =0,
A, (in)=0,4,(in)=0,...,A (in)=0,A,,, (in)=0,...,A _, (in) =0,
A (ii)+24,(in) =0,

A, (nn)+24, (in) =0,

(3.33)
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A (i) =0,A,(ij)=0,...,A., (ij) = 0,4, (1]) =0,...,A,_ (ij) = 0,A,,, (ij)=0,...,A,, (ij) =0,
A, (in)=0,4,(in)=0,...,A_ (in)=0,A,,, (in)=0,...,A , (in) =0,
A, (jn)=0,A,(jn)=0,...,A.,(in)=0,A,,(jn)=0,...,A_(jn)=0,
A,(nn)=0,A,(nn)=0,...,A,, (nn) =0,
A (i) +4, (jn)=0,
A, (ij)+A,(in) =0,
A, (nn)+A; (in)+A;(jn)=0,
(3.34)

olmalidir. Yukarida goriildiigii gibi (3.33) ve (3.34) de tekrarlanan denklem sistemleri vardir.
Bunlar ayiklarsak (3.33) ve (3.34) i asagidaki gibi yazabiliriz:

DA, (nn)=0,A,(nn)=0,...,A  (nn)=0,

2)A, (i) =0,A, (i) =0,...,A,, (i) = 0,A,, (i) =0,...,A (i) =0,
3)A,(in)=0,4,(in)=0,...,A, (in)=0,A,, (in)=0,...,A, (in) =0,

4 A, (ij)=0,A,(ij) =0,...,A, (i) =0,A,,, (i) =0,...,A,, (ij) = 0,4, (i) =0,...,A , (ij) =0,
5)A; (i) +24A,(in) =0,

8)A |J)+A (i ) 0,
N A, (nn)+A; (in)+A;(jn)=0
(3.35)

Burada, 6nce
DA, (nn)=0,A,(nn)=0,...,A,, (nn) =0, (3.36)
denklem sistemini ¢6zelim. Bu sistemi

n-1 T,nn :0
T, T, T, v T|=0
|T,l T,2 T,n n-1 T,nn =0 (337)
T, T, T, .. T, T,[=0
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seklinde yazabiliriz. Bu denklemlerin her birinden T, lineer bagimsiz T,,T,,....T,

vektorleri cinsinden
Al 1 1 1
T,nn - alT,n + a2T,2 + a3T3 +...t+ an—lT,n—l
2 2 2 2
T,nn =q T,l + azT,n + a3T,3 +...t an—lT,n—l
3 3 3 3
T,=aT +aT,+aT +...+a,_ T , (3.38)

n-1 n-1 n-1 n-1
T,nn =g T,l +a, T,z +a; T,3 +"'+an—1T,n

seklinde yazilabilir.

Buradan da

T,=aT, (3.39)
elde edilir.

a =2A (3.40)
denirse

T, =2AT, (3.41)
olur.

2)A, (i) =0,A, (ii)=0,...,A,, (ii)=0,A,, (ii)=0,...,A,_ (ii)=0, (3.42)

denklem sistemini de

|T1 T,z T3 Tn—l T,ii| =0
T, T, T, .. T, T|=0
|T,1 T, T, T., T | =0
T, T, T, .. T, T|=0
|T1 T, T, T, T, T, T,, T;=0
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T, T, T, .. T, T, T, .. T

|T,1 T,z T,3 .o T T—l T,ii|:O

n n

T, T, T, .. T, T, T|=0

,n

seklinde yazabiliriz.

(3.43)

Yine T,,T,,...,T  ler lineer bagimsiz T; lineer bagimli oldugu i¢in (3.43) deki her bir

denklemde T

A ,n

T,ii = b10T,1 + bgT,z + b30T,3 +...+ br?—lT,n—l
T,ii = bllT,n + béT,z + bslT,z +...t brII—lT,n—l
T,ii = blzT,l + bzzT,n + b32T,3 +...t br?—lT,n—l
T,ii = b13T,1 + b23T,2 + b33T,n +...t br?—lT,n—l
T,ii = bli_lT,l + bzi_lT,z + b3i_1T,3 +...t bii—_llT,n + bii_lT,i + bii+_11T,i+1 +

i+1

lineer bagimsiz T, T,,..., T, vektorleri cinsinden

T, =b"T, +b,"T, +b"T, +...+b" T +b™"'T, +b /T +...+b" T,

T, =b'"'T, +b"'T, + by T, +...+b T,
seklinde yazilabilir. Bu sistemin de ¢6ziimil
T,ii = biOT,i

seklindedir. Burada da

b’ =2A

dersek

T,ii = 2A1T,i

yazilabilir.

3)A,(in)=0,A,(in)=0,...,A_ (in)=0,A;,,(in)=0,...,A_

denklem sistemini acgik olarak

| (3.44)
b T
(3.45)
(3.46)
(3.47)
((in)=0, (3.48)
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T,n 2 3 n-1 T,in :O

|T,1 n 3 ,n-1 T,in =0

|T,1 2 n n-1 T,in :0

|T,1 2 3 T, T, T, i Lip[=0
T, T, T, .. T, T, T, o Tyl=0
T, T, T, .. T, T,, T,|=0

T, T, T, .. T,, T, T,|=0

seklinde yazabiliriz. Bu denklemlerin her birinde T,

,in
vektorleri cinsinden

T,in = CllT,n + CiT,z + C31T,3 +...t Crll—lT,n—l

T,in = C12T,1 +022T,n +032T,3 +-"+C§71T,n71

T,in = C13T,1 + CgT,z +C33T,n +...t Crsl—lT,n—l

T,=¢ T, +¢ T, +¢;'T,+...+¢ T, +¢ T, +¢ T, +...+ ¢ T

i+1 i+l

T, =¢"T, +¢;"T, +¢;" T, +...+ ¢\ T +¢" T, + ¢\ T, +...+ ¢ T, ,

i+l
i+1

T, =¢"'T,+¢,'T, + ¢ T, +...+c T,
seklinde yazilabilir. Bu sistemden de

T, =¢T,+¢T,

elde edilir.

5)A; (i) +24,(in) =0

denklemini

T, T, T, .. T, T, T, T,[+2[T, T, T,

lineer bagimsiz T,,T,,...,T

(3.49)

,n

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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seklinde ifade edebiliriz ve bu denklemde (3.47) yi ve (3.51) i kullanirsak, yani

T; =2AT, (3.54)
Ve
T, =T, +¢T; (3.55)

degerlerini yerine yazarsak

¢ =A (3.56)
elde edilir.
6)A, (Nn)+2A,(in) =0 (3.57)

denklemini de agik olarak

|T,1 T, T, .. T, T, +2|T,1 T, T, .. T, T, T T, T,=0
(3.58)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemde (3.41) ve (3.51) i yani,

T, =2AT, (3.59)

ve

T, =T, +¢T; (3.60)

degerlerini yerine yazarsak.

c =A (3.61)

elde edilir. O halde

T, =T, +¢T; (3.62)

denklemi



T, = AT, + AT,
seklindedir.

A, (ii)=0,4,(ij) =0,...,A,

denklem sistemini

21

L(i1)=0,A,, (i) =0,...,A,, (i) =0,A,, (ij) =

|T,1 Tz T3 .. T,n—l T,ij =0

T,n T,2 T,3 n-l T,ij‘ =0

’T’] n 3 -1 Tij‘ =0

L T, T T, o T, [0
’TJ 2 T, T, T, -l ij ’ =0
|T,1 2 T,n Tj TJﬂ een T,n—l i =0
’TJ 2 T, T; T, -l u‘ =0
|T,1 2 T’n T, Tij| =0

|T,1 2 T, T, Tij| =0

seklinde agik olarak yazabiliriz.

T, T,

T; lineer bagimsiz T,,T,,....T

T, =d'T, +d)T, +d, T, +...
T, =d T, +d, T, +d;T,+...
T, =d’T, +d)T, +d;T,+...
T, =d’T, +d,T, +d;T, +...

, vektorleri cinsinden

+d, T
+d, T,
+d2 T
+d2, T

n-1

n-1

n-1

T;=d T, +d)" T, +d" Ty +...+d T, +d T, +d{ T, +...+d T,

i+1 7i+l1

(3.63)

0,...,A, ,(ij) =0,
(3.64)

(3.65)

., T, ler lineer bagimsiz T; lineer bagimli oldugu i¢in bu denklemlerin her birinde
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T, = d"'T, +d"T, +d," T, +..+d T +dM T, +d T+ +d 0T,

i+l

— i il i1 -1 il il il
T;=d" T, +d; T,+d;" T, +...+d T +d/"T;+d;,T;,, +...+d, T,

j+H T+

_ Al j+1 j+l j+l j+l j+l j+l
T;=d" T, +d,"T,+d"T,+...+4d"T; , +d)"T;+d; T +...+d T |

n-1 n-1 n-1 n-1
T;=d" " T,+d,"T,+d;" T, +...+d, T,

seklinde yazilabilir.

Bu sistemden de
T; =d'T, +d]T;
elde edilir.

A (ij)+A,(jn)=0

yani,
T, T, LT, T, T,
denkleminde

T =AT, + AT,

ve

T; = diOT,i + d?T.j
degerlerini yerine yazarsak
d’ = A

bulunur. Ayni sekilde

= T,ij|+|T,1 T

j+l

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)



8)A,(ij)+A,(in)=0
denkleminin agik ifadesi

T, T, LT,

yazilip
T, = AT, +AT,
ve

T; =d'T, +d]T;

degerleri bu denklemde yerine yazilirsa

d' = A

elde edilir. Yani,

T; =d/T; +d]T,
denklemi
T; = AT, + AT,

olarak bulunur.
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T

,n—1

(3.73)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Boylece (3.33) ve (3.34) denklemlerinden A keyfi fonksiyonlar olmak iizere,

T,ii = 2AﬁT,i
T,nn = 2A\1Tn
T; = AT+ AT,

(3.80)
(3.81)

(3.82)

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri de kisaca (a, b=1,2,3,..., n) olmak tlizere
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T,ab = AbT,a + AaTb (383)

seklinde gosterebiliriz.

Boylece asagidaki teoremi elde etmis oluyoruz.

3.1. Teorem: Bir T doniisiimiiniin, Oklit uzayinda yerel olarak verilen bir hiperyiizeyin

asimptotiklerini korumast i¢in, donitisgiimiin A, A,,..., A ’ler keyfi fonksiyonlar olmak iizere,
T,=AT,+AT, (3.84)

kosulunu saglamasi gerekir.



4. PROJEKTIF DONUSUMUN BiR KARAKTERIZASYONU

Simdi projektif doniisiimiin bir hiperyiizeyin asimptotiklerini koruyup korumadigim

arastiralim.

Projektif doniigiim Cg‘ ve C, ’ler sabit olmak iizere,

1 1,1 1y,n LyP
L_CHCX+. 4G X" CpX
1 n p°’
Co+Cx +..+4Cx"  C,x
2 2,1 2,,N 24P
»_Co+CX +..4+Cx" _ CpX
Co+Cx'+..4C X" Cx*’

n ny1 ny,n Ny P
n_Co+CIX 4. +CIx"  CpX
C,+Cx'+..+Cx" CxP

veya

. Cl+Cx'+..4+Cx" C)xP

T:y" = = ,
Y C,+Cx'+..+Cx" CxP

seklinde tanimlanir. Bu denklem sistemini

1yP (2yP (3P
Cpx Cpx Cpx

T: 1’ 2""3 ")= ) ) LR
(y y y) (Cpxp Cpxp Cpxp Cpxp

seklinde gosterebiliriz. T yi

|

Cy+C'x' +..+CMx"

(a=12,...,n)

b

T_(C(’)+Cfx1 +..4CX" CI+Cx' +..+C2X"

p p
Cpx Cpx

seklinde veya

(C.Cs...Ch) (c;,cf,...,cl")x‘+(c;,c;,...,c;)x2+m+(c;,c§,...,

ey

p
Cpx

T= . + >
Cpx Cpx

seklinde ifade edebiliriz. Bunu da vektorel formda

p
Cpx

4.1

4.2)

(4.3)

(4.4)

)X J (4.5)
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(c,=(c}.Ch...Ch)) (4.6)

seklinde gosterebiliriz.

Simdi T projektif doniisiimiiniin yukaridaki teoremin kosullarini saglayip saglamadigim

aragtiralim. Bunun i¢in T,, T, ve T tiirevlerini hesaplayalim:

(c:pc:;—cac;)xp (cpc;—cac;)xp (cpc:,;—cacg)xp

T, = , yeues 4.7
e ey (e o
veya
C. C? C! C, C, C,
T,=C 2, g 2 P-C, _, ., L P (4.8
ey e e ) e e ey )
dir. Bunu da
. :(Cpca—cacp)xp 49
,a (Cpxp)Z .
olarak yazabiliriz. Buna gore
A (C"C(bc‘fs;p)xp (4.10)
p
olur. T, de
T, = olas _Cacpzép;p():;(cp(:b “GG)¢ @.11)
p
seklinde elde edilir. Elde ettigimiz T,, T, ve T, degerleriyle
T =Sy —Cpr (4.12)

ab T p T.a
Cpx Cpx
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oldugu goriiliir. Buldugumuz bu denklemin

_Ca _Cb
A°‘:C xP Ve'Ab:C xP

p p

(4.13)

olmak iizere (3.84) seklinde oldugu aciktir. Yani T projektif doniisiimii 3.1 Teorem’inin

kosullarini saglar. O halde projektif doniigiim bir hiperyiizeyin asimptotiklerini korur.

Simdi su soruyu sorabiliriz: Teoremin kosullarimi saglayan bir doniisiim projektif midir?

Tezimizin geri kalan kisminda bu sorunun cevabini arastiracagiz.

Simdi (3.84) denkleminin T, =T, uygunluk denklemlerini ele alalim. (3.84) e gore

T, =AT, +AT, (4.14)
T, = AT, +AT, (4.15)
oldugundan

Tope = ATy + ATy + AT, + AT, (4.16)
ve

T = AT+ AT, + AT, + AT, (4.17)

dir. Boylece T, =T, den diizenleme yapilarak

(Ab,c_Ahb)T,a-’-(Aa,c_AaA:)T,b+(Aa'Ab_Aa,b)T,c:0 (4.18)

elde edilir. T,,T, ve T, ’ler lineer bagimsiz oldugu i¢in katsayilari sifir olmalidir. Buradan

A =AA (4.19)

bulunur.

a=Db igin elde edilen

oA _
ox?

(4.20)
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denkleminin ¢dziimiinden B? = B? (xl, X2, XA x x“) olmak iizere
o |
— =X +B A =——
-x* +B?

bulunur. Buradan

1
A= —x"+B"
A%~
1 a
Ap=—""—""—3Bs
(—x +B )

elde edilir. Buldugumuz A, A}, A, (4.19) da yerine yazilirsa

ga__—X +B°

b = b b
-X +B

bulunur. Tiirevle
a _

By, =0

elde edilir. Buna gore,

B* =dg +dx' +dix* +...+d2 x* " +d2 X+ L+ diX"

a+l

seklindedir. B* nin bu degeriyle (4.21) den

A 1
=X +d +dIX A L+ d2 T dE X L+ d X
veya
oo G
g

elde edilir. Burada g = Cpxp olup C,,C,,...,C,~ ler sabitlerdir.

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



29

(3.84) de a =b yazarsak
T, =AT,+AT, (4.29)

buluruz, burada

A=-=2 (4.30)

T,=—2—2T (4.31)

buluruz.

(4.31) denkleminin ¢oziimiinden f, =f, (xl XX e X“) olmak iizere
T, =12 (4.32)

elde edilir.

(3.84) de

vt T, = b (4.33)

-a 2°?

Y -9

)

9’f,, —29C,f,
T,ab = 9—4

ifadeleri yerine yazilirsa

_ bea _Cafb
g

.o (4.34)

bulunur. Buradan tiirev alinarak f, . =0 buluruz. Buradan da



f,=C X’
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elde edilir. Burada C,, ler sabit ve C,, =0 dir.

(4.32) denkleminde f, degeri yerine yazilirsa

olur. Tirev alinarak

_ CabCpxp —2CbCaqxq

,ab 3

g

elde edilir.

Bulunan T,,T,, ve

C,, X’
_ q
To=—17"

2

Y

degerleri (3.84) de yerine yazilirsa

C,C,, =C,C,, ~C,C

a~bg
bulunur.

(4.36) denkleminin ¢oziimii h, =h, (X',x

C,x*
T=——"—+h,
C.9

seklindedir.

(4.38) ve (4.40) dan

C,Co —(CyCoq —C.Cy)

a b
hab: q q
g

2

bulunur. O halde (4.39) geregince

2

,...,Xa'l,xa”,...,xn) olmak iizere

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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h,, =0 (4.42)

dir.

Boylece e ler sabitler olmak tizere

p 1 n
_epX’ e0+elx1+...+enxn (4.43)
Cx" Cy+Cx +...+Cx

bulunur.

Boylece asagidaki teorem elde edilir.

4.1. Teorem: Bir déniisiimiin, Oklit uzayinda yerel olarak verilmis bir hiperyiizeyin

asimptotik ¢izgilerini korumasi igin gerek ve yeter kosul, projektif doniigiim olmasidir.
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5. (Uras, F 1995’ DEKI HATALAR VE DUZELTMELER

(Uras, F 1995) de 3-boyutlu Oklit uzayinda bir yiizeyin asimptotiklerini koruyan déniisiimler
ele alinmistir. Fakat burada bazi hatalar yapilmistir. Bu bdliimde bunlar ele alinacak ve

gerekli diizeltmeler yapilacaktir.

(Uras, F 1995) de sayfa 167 deki (2.6) denklemi X, Y,z kartezyen koordinatlar olmak iizere

a=a(xy.z), B=B(xY.2), r=r(xy,2) (%7&0} (5.1

genel bir doniisiim denklemidir. Sayfa 170 deki (2.20) ile verilen denklemler

a, =Xa,, a,=Xa,, a,=Xa,

axy:%(Yax+Xay), ayZ:%(Zay+Yaz), axy:%(xaz+zax) (5.2)

calismamizda (3.84) denklemlerine kars1 gelir. § ve y i¢in de benzer formiiller gecerlidir.

(Uras, F 1995) de 3-boyutlu Oklit uzayinda projektif déniisiim,
D =ax+by+cz+d, (i=0,1,2,3) (5.3)

olmak tizere
a=—, p==2, y== 4

seklinde verilmistir.

Afin doniisiim, Projektif dontisiimde 6zel olarak D, =1 alinarak elde edilen doniistimdiir.

Yani,

a=D, p=D,, y=D, (5.5)
dir.

(Uras, F 1995) deki (2.20) denklemlerinden, afin doniisiim halinde

X=Y=2Z=0 (5.6)
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oldugu kolaylikla goriilebilir.

(Uras, F 1995) de, sayfa 171 ve 172 deki (2.24) ve (2.28) denklemlerinden, sayfa 171 deki
(2.23) denklemini

Sp, ten, (5.7)

Li_g, Lr_p, Liog, L_g, (5.8)

B

B, B, Vs Vs
yazilabilir. Burada (A =A(a), B =B(B), C,=C(y), i= 1,2) dir.

Asimptotikleri koruyan bir doniisim icin A (a) ,B, ( Jij ) ve C ( }/)

(A\’ #£0, B #0, C'#0, i= 1,2) fonksiyonlar sayfa 173 deki (2.32) denklemlerini yani,

0

AX =AY +(AA = AA)Z
B!X —BY +(BZBI' - BIBZ')Z =0 (5.9)

CIX-CY + (czcl’ - clcz’)z ~0

denklemlerini saglamalidir.

Bu denklem sisteminin katsayilar determinantinin sifirdan farkli olmasi halinde afin
doniisiimii veren X =Y =Z =0 elde edilir. O halde donilisiimiin afin donlisiimden farkli
olmasi icin

A -A AN -AA

B, -B' B,B'-BB,|=0 (5.10)
c. -c/ cc'-cc)

olmalidir.

(Uras, F 1995) de, A =A(a), B, =B,(f), C,=C,(y) oldugundan «,f,y arasinda (5.10)
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ile belirli bir bagint1 bulunacagi, oysa bunlarin birbirinden bagimsiz oldugu dikkate alinarak,

dyle bir bagintinin olmamasi gerektigi, bunun igin de A, B,, C, ler den en az birinin sabit

olmasi gerektigi belirtilmis ve A’ =0 alinarak hesaplamalara devam edilmistir. Bu kosullar

altinda doniisiimiin

_ax+by+cz+d, _a,x+by+c,z+d,  ax+by+cz+d,
ax+by+cz+d,” " ax+by+cz+d,” " ax+by+c,z+d,

(5.11)

seklinde genel bir projektif doniisiim oldugu sonucuna varilmigtir.
Fakat A’ =0 alindig1 i¢in bulunan déniisiim genel bir projektif déniisiim degil, 6zel bir

projektif doniisiimdiir. Gergekten, Al' =0 kosulu altinda (5.7) denkleminden

a, =Ca,, C=sbht (5.12)

X z
bulunur ve ¢6ziimden

oo Cex+by+cz+d,
Cc,x+byy+c,z+d,

(5.13)

elde edilir. Yani «,8 tane keyfi sabite bagli olmasi gerekirken 7 keyfi sabite bagl

bulunmustur. Dolayisiyla doniisiim genel bir projektif doniisiim degil 6zel bir projektif

doniisiimdiir.

Yapilan hata, (Uras, F 1995) de genel halin (5.10) determinantinin 6zdes olarak sifir olmasina
kars1 geldiginin fark edilememis olmasindan kaynaklanmaktadir. Determinant 6zdes olarak

sifirsa a, 3, ’lar arasinda bir bagimnt1 olmaz.

(5.10)

C_l,(BzB_l,_BIJ_B_I,(Czc_l,_Cl}i,(Czc_g_q+BI_BZB_1,J+[AA_AJ(B_I,_C_I,
C2 BZ BZ C2 AZ C2 BZ AZ BZ C2
(5.14)

seklinde yazilabilir. Yukarida vurguladigimiz gibi (5.14) bir 6zdesliktir. Bu 6zdesligin « ya

gore tiirevi alinarak,
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’

(AZ Al" _Al] Bz Bl' _BI+C1_C2
A B '

!

’ _ 2 ’ ’ 2 _¢ (5.15)
Al' B _C
AZ’ BZ! C2/

elde edilir. Buradan da, bazi islemlerden sonra, (ao, B,,C, = sbt) olmak tizere

Azi,_A:COi,"'bo (5.16)
A, A,

B, oL B =c, 2+, (5.17)
BZ BZ

COC_I’_CIZCOC_I'JraO (5.18)
CZ CZ

elde edilir. Bu sonuglar (5.14) denkleminde yerine konursa A',B,,C/,A’,B,',C," # 0 olmak

uizere

(by—a,)| 2o~ |0 (5.19)
BZ C2

bulunur. B—ll ——‘, # 0 oldugundan, buradan
B2 C2

a, =h, (5.20)

bulunur. Buldugumuz bu sonucu (5.16), (5.17), (5.18) denklemlerinde yerine yazarsak

AA -AA =CcA +a A
B,B -B,B, =¢,B ' +a,B, (5.21)
Czcll _CICZ, = C0C1, + aocz,

bagintilar elde edilir.
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(5.21) nin ¢6ziimiinden K, p,q = sbt olmak iizere,

Al :kAz_kco_ao
B, = pB, - pc, -4, (5.22)
Cl :qu_qCO_aO

bulunur. Bulunan bu degerler (5.10) denkleminde yerine yazilip elde edilen determinant

hesaplanirsa

X2 oy, 226 (5.23)
D D D

bulunur. Bu denklem (Uras, F 1995) de sayfa 173 deki (2.33) denklemine kars1 gelir.

Diger taraftan (5.2) denklemlerinin uygunluk kosullarindan olan,

Xy = Oyx (5.24)

den

a,[e, (D, -a,)-a, (D, -b,)]+a,(b,D, -a,D, ) =0, (5.25)

diger uygunluk kosulu olan

Ay =y, (5.26)

den de

byla, (D, -3,)-a, (D, -b, )+«,(b,D, -a,D,)=0, (5.27)

bulunur. Buldugumuz (5.25) denklemini —b, ile (5.27) denklemini de a, ile garpip toplanirsa

(byex, -y, ) (0,0, —a,D, ) =0 (5.28)

elde edilir. Ayn1 sekilde

ayyz = ayzy (529)



byle, (D, -b,)-a, (D, —¢,)]+e,(c,D, ~b,D,) =0,

den de

c[a, (D, —b,)-a, (D, —¢,)]+e,(c,D, —b,D,) =0,

bulunur. (5.30) denklemini ¢, ile (5.32) denklemini de —bj ile ¢arpip toplanirsa

(cot, —byez, )(c,D, ~b,D, ) =0
elde edilir. Son olarak,
a, =a

XXz XZX

denkleminden

ao[az(Dx_aO)_ax(Dz _CO)]+ax (CODx _aODz)

den de

0,

CO[aZ(DX —ao)—ocx(Dz —CO)]+aZ(CODX—a0DZ):0,

bulunur. (5.35) denklemini ¢, ile (5.37) denklemini de —a, ile ¢arpip toplarsak

(coor, —ayer, )(c,D, —a,D, ) =0
elde edilir.

Boylece

(boozx—aoozy)(bODX -a,D ):0

0=y

(cot, —byez, )(c,D, ~b,D, ) =0

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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(coer, —ayar, )(c,D, —a,D, ) =0 (5.41)

denklemlerini elde etmis oluyoruz.

(5.12) nin (5.13) ile verilen 6zel bir projektif doniigiime kars1 geldigini géstermistik. Yani
(aoay — boax) =(a,a, —C,a, ) = (boozZ — Coay) =0, (5.42)

kosullar1 6zel bir projektif doniigiime kars1 gelir. Bu nedenle

(b,D, -a,D,)=(c,D, -b,D,)=(c,D, -a,D,) =0 (5.43)
Ve

a,a, —ba, )#0, (a,a,—-c,x,)#0, (bea,—-cC,x,)=0, (5.44)
(2,2, ~ba, ) #0, ( )= 0, ( )

oldugunu varsayabiliriz. Bu takdirde

b,_a DBy b B _3a (5.45)
D, b D, ¢ D, ¢

olur.

b,D, —a,D, =0 (5.46)

yi (5.25) de yerine yazarsak,

a,(D,-3,)-a,(D,-b,)=0 (5.47)
bulunur. Bu da (5.46) dan dolay1

(byet, —3,2, ) (D, —3,) =0 (5.48)
seklinde yazilabilir. Boylece

by, —a,a, #0 (5.49)

oldugundan,
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D, =a

X 0

elde edilir.

Ayni sekilde

¢,D, -b,D, =0

(5.30) da yerine konursa
a,(D,-¢,)-a,(D,-b,)=0
bulunur. Bunu da (5.51) den
(Coozy —boozz)(Dy —bo) =0
seklinde yazabiliriz. Boylece

(Coa b az)io

y —Mo
oldugundan,
D, =D,

y

elde edilir.

Son olarak

¢,D,-a,D,=0

yi (5.35) de yazilirsa,

ozX(DZ —CO)—OzZ(Dx —ao) =0
bulunur. (5.56) dan da bu ifade
(coor, —ayer, ) (D, —¢,) =0

seklinde yazilabilir. Burada

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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(coo, —aya, ) #0 (5.59)
oldugundan

D, =¢, (5.60)
bulunur.

Boylece

D,=a,, D,=b,, D,=c, (5.61)

bulunmus olur. Bunun ¢éziimiinden
D=ax+by+c,z+d, (5.62)
bulunur.

(Uras, F 1995) de sayfa 174 de A' =0 ve B,'C,' =0 kosullarina bagli bulunan D ile, sayfa

175 de (2.41) ve (2.42) ile verilen projektif donilistimiin 6zel bir hali elde edilmistir. Fakat
bizim burada buldugumuz (5.62) denklemi ile verilen D ise bir kosula bagh olmadigindan

bunun sonucunda bulunan doniisiim genel bir projektif doniistimdiir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢aligmada n-boyutlu Oklit uzayinda, hiperyiizeylerin asimptotiklerini koruyan, yani bir
hiperylizeyin asimptotigini diger bir hiperylizeyin asimptotigine doniistiiren doniisiimlerle
ilgilendik ve bir doniisiimiin hiperyiizeylerin asimptotiklerini korumasi i¢in gerek ve yeter
kosulun doniisiimiin projektif doniisim olmasi1 gerektigini gosterdik. Bdylece projektif
doniisimiin yeni bir karakterizasyonunu elde ettik. Ayrica (Uras, F 1995) deki hatalar

diizeltilmistir.
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