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OZET

“Bir X Banach uzayi iizerinde tanimli T :X — X siirekli lineer operatorii asikar olmayan bir

kapali degismez alt uzaya sahip midir?” sorusu degismez alt uzay problemi olarak adlandirilir.
Degismez alt uzay problemine iliskin pek az olumlu sonug bilinmektedir.

Bu c¢aligmada, bir E Banach latisi iizerinde tanimli arkadasga zayif kompakt operatdrler ve bu
operatorlerin degismez alt uzaylar incelendi. Ayrica, E bir Banach latisi olmak tizere E'den
E'ye siirekli lineer operatorlerin uzayr L(E)'de operatdrlerin bir koleksiyonunun degismez
biraktig1 asikar olmayan kapali degismez idealler lizerinde duruldu.

Son olarak da Banach latislerinde sikistirmali ayristirilabilirlik konusu incelenerek, her
arkadas¢a zayif kompakt, yari nilpotent operatoriin sikistirmali ayristirilabilir oldugu
gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Degismez alt uzay, Banach latis, arkadasca zayif kompakt operator,
sikistirmali ayristirilabilirlik, kapali ideal.



ABSTRACT
THE INVARIANT SUBSPACE PROBLEM

The invariant subspace problem is the following question: "Does a continuous linear operator
T:X — X on a Banach space X have a non-trivial closed invariant subspace?". Very few

positive results are known about it.

In this study, it was introduced the definition of weakly compact-friendly operators and
investigated the invariant subspaces of weakly compact-friendly operators. Also, it was
studied on closed ideals which are invariant under a collection of operators in space L(E) of
continuous linear operators from a Banach lattice E into itself.

Finally, it was studied on compressionally decomposability on Banach lattices and showed
that every quasinilpotent, weakly compact-friendly operator is compressionally
decomposable.

Keywords: Invariant subspace, Banach lattice, weakly compact-friendly operator,
compressionally decomposability, closed ideal
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1.GIRiS

X bir Banach uzayi, T:X — X siirekli lineer operator, V de X’in bir alt uzay1 olmak iizere
T(V)c Vise V’ye T-degismez alt uzay veya T tarafindan degismez birakilan alt uzay denir.
Ayrica, eger T operatorii ile degismeli olan her S e L(X) operatorii i¢cin S(V) <V oluyorsa

V’ye T-hiperdegismez alt uzay veya T’nin degismelileri (komutantlari) tarafindan degismez

birakilan alt uzay denir.

“Bir X Banach uzay: iizerinde tanimli T:X — X siirekli lineer operatdrii agikar olmayan bir

kapal1 degismez alt uzaya sahip midir?” sorusu de§ismez alt uzay problemi olarak adlandirilir.

Degismez alt uzay problemine iliskin pek az olumlu sonug bilinmektedir:

1954’te Aronszajn ve Smith, kompakt operatorlerin asikdr olmayan kapali degismez alt

uzaylara sahip oldugunu ispatladi.

1966’da Bernstein ve Robinson, polinomca kompakt operatdrlerin asikdr olmayan kapali

degismez alt uzaylara sahip oldugunu gdsterdi.

1973’te Lomonosov, sifirdan farkli bir kompakt operatorle degismeli olan her siirekli
operatoriin agikar olmayan kapali degismez alt uzaya sahip oldugunu gostererek degismez alt

uzay probleminde biiyiik bir gelismeye imza atti.

Enflo (1975), ayrilabilir bir Banach uzay1 iizerinde tanimli sinirli lineer operatorii asikar
olmayan kapali alt uzaysiz gosteren ilk kisidir ve degismez alt uzay probleminin genel

formiilasyonuna olumsuz bir cevap vermistir.

1985’de Read, 1; lizerinde asikdr olmayan kapali alt uzaysiz bir sinirli lineer operator

olusturdu.

Bu caligsmada, arkadasga zayif kompakt operatorler ve bu operatdrlerin degismez alt uzaylari

incelendi.



Ayrica, E bir Banach latisi olmak iizere E'den E'ye siirekli lineer operatorlerin uzayr L(E)'de
operatorlerin bir koleksiyonunun degigsmez biraktig1 asikar olmayan kapali degismez idealler

uzerinde duruldu.

Son olarak da, Banach latislerinde sikistirmali ayristirilabilirlik konusu incelenerek, her
arkadasca zayif kompakt yar1 nilpotent operatdriin sikistirmali ayristirilabilir oldugu

gosterildi.

Bu caligmada gecen tiim operatorler aksi belirtilmedigi siirece siirekli lineer operatorlerdir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, calismamizda kullandigimiz kavramlarin tanimlarini, teoremleri ve dnermeleri

verecegiz.

Tamm 2.1: E bir sirali vektér uzayi olsun. Her x,y € E i¢in sup{x,y} €E ve inf{x,y}€E
ise E’ye bir vektor latis veya Riesz uzay1 denir. sup{x,y}=x vy , inf{x,y} =x Ay seklinde

de gosterilir.
E' ={x € E:x >0} kiimesine E’nin pozitif konisi denir.

Tamm 2.2: E bir Riesz uzay1 olsun. Bir x € E elemani i¢in,
1) x’in mutlak degeri ]x’ = sup{x,—x} =XV (—Xx)

ii) x’in pozitif kismi x ¥ =x v 0

iii) x”in negatif kismi x ~ = (=x)v 0

olarak tanimlanir. Ayrica x=x"—-x_, ’x’ =x"+x", x"AxT=0 esitlikleri de

saglanir.

Tamm 2.3: E bir Riesz uzay1 ve x,ye€E olsun. |x| A |y] =0 ise x ve y elamanlarma ayrik

elemanlar denir.

Tammm 2.4: E bir Riesz uzay, AcE olsun. A kiimesinin ayrik tliimleyeni

Ad = {x € E:her y € Ai¢in |x| A |y| =0 } olarak tanimlanir.

Tammm 2.5: E bir Riesz uzayi, x,yeE ve x<y olsun. [x,y] siral1 aralig1

[x, y] = {Z eE:x<z< y} kiimesi olarak tanimlanir.

Tamm 2.6: E bir Riesz uzayi, A cE olsun. Ac[x,y] olacak sekilde x,yeEvarsa A

kiimesine sirali sinirli kiime denir.

Tamm 2.7: E bir Riesz uzayi, A c E olsun. ’x’ < |y| ve y € A iken x € A oluyor ise A ya

solid (kat1) kiime denir.



Tanim 2.8: E bir Riesz uzayi, A — E olsun. A kiimesi solid alt uzay ise A’ya ideal denir.

Tanimm 2.9: Her 0<ueE i¢in E = {x eE: ’x| <Aiu,3r> 0} kiimesine u ile iiretilmis esas

ideal denir. Pozitif bir u € E igin E—u =E ise u’ya yar1 i¢ nokta denir.

Tamm 2.10: (E, ||) bir Banach uzayi, (E, . ,S) siral1 vektor uzayi olsun. |x| S|y] iken

Hx” < ||y|| oluyorsa E’ye Banach latisi denir.

Tanmm 2.11: E bir Banach latisi olsun. x A y=0 kosulunu saglayan her x,yeE" i¢in

Hx + yH = Hx” + ”y” oluyorsa E ye soyut L-uzay veya AL-uzayi denir.
Ornegin, 1; uzay1 bir AL-uzayidr.

Tamm 2.12: E bir Banach latisi olsun. x A y=0 kosulunu saglayan her x,yeE" igin

yH } oluyorsa E ye soyut M-uzay veya AM-uzay1 denir.

v yl}= max {|x

Ornegin, C(K) uzay1 bir AM-uzayidir.

Tamim 2.13: E bir Banach latisi, T:E — E bir operatér olsun. x>0 iken Tx >0 ise T

operatoriine pozitif operator denir. Bir Banach latis iizerinde tanimli her pozitif operator

sureklidir.

Tamm 2.14: X Banach uzay1 olmak iizere, X’ten X’e tiim stirekli lineer operatdrlerin kiimesi

L(X)={ T| T : X — X siirekli, lineer operator} olarak tanimlanir.

Tanim 2.15: E Banach latisi, T:E — E bir operatdr, B: E — E pozitif operator olsun.
Her x € Eigin ’T(x)| SB(lX’) ise T operatorii B tarafindan kisitlaniyor (domine ediliyor)

veya B operatorii T operatoriinii kisitliyor (domine ediyor) denir ve kisaca T < B seklinde

gosterilir.
Pozitif bir operator tarafindan kisitlanan operator siireklidir.

Ayrica, x 20 ise 0<T<B dir.



Tamm 2.16: X bir Banach uzay1, T:X — X bir operator olsun. T* ={SeL(X) : TS=ST}

kiimesine T operatoriiniin komutantlarinin (degismelilerinin) kiimesi denir.
Lemma 2.17: Bir u >0 yari i¢ noktali E Banach latisi i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

I) Her 0#yeE, elemam i¢in dyle bir V:E — E operatorii vardir ki V operatorii y

elemanini sifirdan farkli pozitif bir elemana tasir ve V operatdrii birim operatdr tarafindan

domine edilir; yani,
V(y)>0 veher xeE igin |[V(x)|<|x| 2.1
dir.

II) 0 <v<u kosulunu saglayan her v elemant i¢in dyle bir U:E — E operatorii vardir ki U

operatdrii u elemanimi v elemanina tasir ve U operatorii birim operator tarafindan domine

edilir; yani,

U(u)=v veher xeE igin |U(x)|<|x| (2.2)
dir.

Tamm 2.18: Vc X ve V #{0},X ise V’ye asikar olmayan altuzay denir.

Tamim 2.19: T:X — Y bir operatér, X ve Y normlu uzaylar olsun. X’deki her smirh {x,, }

dizisi i¢in {Txn } dizisinin Y’de yakinsak bir alt dizisi varsa T’ye kompakt operatdr denir.

Ornek 2.20: Her j=1,2,... igin n i =9;/] olmak tzere y=(nj)=Txolarak tammlanmig

T:1, = 1, operatdriiniin kompakt oldugunu gosterelim.

Agikea, T lineerdir. x = ((pj)e I ise y=(n;) €l, dir.

T,x = ((pl,(p—z,(p—3,...,(P—n,...,0,0,...j ile T, :1, — 1, operatoriinii tanimlayalim. T, operatdrii

2 3 n

lineer, siirli ve boy (Tn (1, )) < o0 oldugundan kompakttir.



2 2 2 2
) 0 0 1 1 © ”X”
T-Ty x| = X nj| = X —=lo; < 2 =
”( n) ” j:n+1‘ J‘ j:n+1j2‘ J’ (n+1)2 j:n+1’ ’ (1’1+1)2

ifadesinin ||x|| =1 kosulunu saglayan tiim x’ler iizerinden supremumunu alirsak

H(T -T, )H < elde ederiz. Bu durumda, T, - T ve T, operatdrii kompakt oldugundan T

1
(n+1)

operatorii de kompakttir.

Tamm 2.21: T:X — Y bir operatdr, X ve Y normlu uzaylar olsun. X’deki her sinirlt {xn}

operator denir.

Ornek 2.22: {yl,yz,...} bir Y Banach uzayimnin sayilabilir rolatif zayif kompakt alt kiimesi

o0
olsun. T(Aj,Ay,...) = X A,y, olarak tamimlanan T:I; = Y operatoriiniin zayif kompakt
n=I

oldugunu gosterelim.

{yl,yz,...} rolatif zayif kompakt oldugundan norm smirlidir. Bu durumda her

o0
A={A,Ap,...} eljdizisi igin Y A,y, serist X Banach uzayinda norm yakinsaktir.
n=1

Dolayistyla, T iyi tanimli sinirh lineer operatoérdiir. Bundan dolayi, Abramovich ve

Aliprantis’e (2002) gore T operatorii zayif kompakttir.

Teorem 2.23: Bir E Banach latisi iizerinde tanimli B:E — E pozitif operatorii bir zayif
kompakt operatdr tarafindan domine ediliyorsa B* de zayif kompakt operatordiir (Aliprantis

ve Burkinshaw., 1985).

Teorem 2.24: Bir E Banach latisi {izerinde tanimlit B:E — E pozitif operatorii bir kompakt

operatér tarafindan domine ediliyorsa B? de kompakt operatordiir (Aliprantis vd., 1985).



Teorem 2.25: AM- veya AL-uzayinda tanimli bir pozitif operatér zayif kompakt ise bu

operatoriin karesi kompakt operatordiir (Aliprantis vd., 1985).

Tamm 2.26: Birim operatoriin bir kat1 olmayan operatdre skaler olmayan operator denir.

Tanmmm 2.27: Bir Riesz uzay:r ilizerinde tanimli latis seminormu p olsun. x_ 40 iken

p(xa)i 0 saglaniyorsa p seminormuna sirali siirekli denir. Bir E Banach latisi iizerindeki

norm sirali siirekli ise E, siral1 siirekli norma sahiptir denir.

Tamm 2.28: Kismi sirali iki kiime arasinda tanimli bir f fonksiyonu, bire-bir, drten ve

siralamay1 koruyan bir fonksiyon ise f’e sirali izomorfizma adi verilir.



3. DEGISMEZ ALT UZAY PROBLEMIi

X bir Banach uzayi, T:X — X siirekli lineer operator olsun. V, X’in bir alt uzay1 olmak
tizere T(V)c Vise V ye T-degismez alt uzay veya T tarafindan degismez birakilan alt uzay
denir. Ayrica, eger her Se T icin S(V) < Voluyorsa V’ye T-hiperdegismez alt uzay veya

T’nin degismelileri (komutantlari) tarafindan degismez birakilan alt uzay denir.

“Bir X Banach uzayi iizerinde tanimli T :X — X siirekli lineer operatorii asikar olmayan bir

kapali degismez alt uzaya sahip midir?” sorusu degismez alt uzay problemi olarak

bilinmektedir.
Bu boliimde bazi temel degismez alt uzay teoremlerine yer verecegiz.

Teorem 3.1: X Banach uzay1 ve 1<BoyX <o olmak lizere 0= T:X — X smirli lineer

operat0r ise T nin kapali degismez alt uzay1 vardir.

Teorem 3.2: X Banach uzayi ve T:X — X siirl bir operator ise CekT = {x € X:Tx =0} ve
T’nin goriintii kiimesi Rang (T), T-hiperdegismez alt uzaylardir (Abramovich ve Aliprantis,

2002).

Ispat: SeL(X) olmak iizere ST=TS olsun. Tx =0 ise T(Sx)=S(Tx)=0 oldugundan

S(CekT) < CekT elde ederiz. Yani CekT kiimesi T-hiperdegismez alt uzaydir.

Diger yandan, x € Xise S(Tx)=T(Sx)esitliginden S(T(X))< T(X) elde ederiz ki bu da

Rang (T) 'nin T-hiperdegismez alt uzay oldugunu kanatlar.

Tamm 3.3: X Banach uzayi, xeX ve T:X — X bir operatér olsun. {x,Tx,T’x,...}
kiimesine x’in T altindaki ydriingesi (veya T-y0riingesi) denir. x’in T-yoriinge uzay: x’in T-

yoriingeleriyle iiretilen uzaydir ve O, (x) ile gosterilir. Her x # 0 i¢in O, (x)#0 dir. Eger

O, (x) =X ise x vektoriine devirli (veya T-devirli) denir.

T’nin her yoriingesi T altinda degismez kalir. Ayrica, O, (x)#X (x#0) ise O, (x) asikar

olmayan kapali T-degismez alt uzaydir.



Tamm 3.4: X Banach uzayi, T:X — X sinirh operatdr, A da T’nin bir d6zdegeri olsun.

N, ={x e X:Tx =Ax} kiimesine T nin 6zdeger uzay1 denir.
Ozdeger uzay1 en basit degismez alt uzaydir.

Tamim 3.5: E bir Banach latisi, p(t)=a, +a,t+..+a t" katsayilar negatif olmayan bir

polinom ve B:E — E bir pozitif operatdr olsun.

Her xe€E igcin |T(X)|SP(B)‘X| ise T operatorii B operatorii tarafindan polinomca

kisitlaniyor denir.

Teorem 3.6: J, bir E Banach latisinin ideali olsun. J, bir B:E — E pozitif operatorii altinda

degismez kaliyorsa, B tarafindan polinomca kisitlanan her T operatérii altinda da degismez

kalir (Abramovich vd., 1994).

Ispat: p(t), katsayilari negatif olmayan bir polinom olsun. Ayrica T operatdrii p(B)
tarafindan kisitlansin. Bu durumda, x € J olmak l'izere]Tx| < p(B)Qx]) € Jesitsizligi saglanir. J

ideal oldugundan Tx € J dir. Yani J ideali T-degismez idealdir.

Teorem 3.7: E bir Banach latisi, B:E — E bir pozitif operatdr, J de B operatorii altinda

degismez kalan asikar olmayan kapali ideal olsun. Bu durumda, J ideali B altinda degismez

kalan asikar olmayan bir esas ideali kapsar (Abramovich vd., 1994).

. o0
Ispat: Genelligi bozmadan ||BH <1 segebiliriz. 0<w eJ ve u= Y B"(w) olsun. J ideali B-
n=0

degismez kapali ideal oldugundan u € Jdir. ueJ ve u > 0oldugundan E—u clve E, # {0}

dir. |x| < Au kosulunu saglayan bir x € E elemanini g6z oniine alalim. Bu durumda,
|

Bx| < B(x[) < AB(w) =2 ¥ B""!(w)<au (3.1)
n=0

esitsizligi saglanir. Yani Bx € E,; dur ve dolayisiyla E; < J esas ideali B-degismezdir.
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Tamm 3.8: E bir Banach latisi olsun. B:E — E pozitif operatorii icin N = {x eE: BQXDZ 0}

kiimesine sifir ideal denir. N, B ile degismeli her pozitif operatdr altinda degismez kalir.

Ayrica B=0 olmasi ancak ve ancak Ng = E olmasi ile miimkiindiir.

Tamm 3.9: E bir Banach latisi, B:E — E bir pozitif operatdr olsun. x >0 iken Bx >0

saglaniyorsa B operatoriine kesin pozitiftir denir.
Bir B pozitif operatoriiniin kesin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ng = {O}OIma51d1r.

Tanmm 3.10: X bir Banach uzayi, T:X — X bir operatdor olsun. Her xe X i¢in

"=0 oluyorsa T operatoriine yar1 nilpotent denir.

1/
T“x’

lim|

n—oo

Eger bir x, € X i¢in lim ”T“xoul/n =0 oluyorsa bu durumda T operatorii x, da yerel yar1

n—oo

nilpotenttir denir.

T’nin yerel yar1 nilpotent oldugu noktalar kiimesi Z ile gosterelim.

x| " =0} dir.

Z, :{xeleim’

n—oo

Z, #{ } dir; ¢iinkii en azindan O Z dir.

Teorem 3.11: X bir Banach uzayi, T:X — X bir operator olsun. Bu durumda Z,, T-

hiperdegismez alt uzaydir (Abramovich vd., 1994).

Ispat: Acik bir sekilde, her A skaleri igin, x € Z, iken Ax € Z dir. X,y € Z,, £>0 olsun.

T"x

T"y

Bu durumda, dyle bir ng sayis1 vardir ki her n>n, i¢in ’ <g" ve ‘ < g" esitsizlikleri

1 |}
g < (’T“x T"y )A < 2¢ esitsizligi saglanir.

T" (x+y)

+|

ve dolayisiyla ’

Bundan dolay1 x +y e Z, dir; yani Z, vektor alt uzayidir.

X, € Z; olsun ve S:X — X operatorii TS=ST esitligini saglasin. Bu durumda,
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R N L N K [ — (3.2)

oldugundan Sx, € Z, dir. Dolayisiyla Z , T-hiperdegismez alt uzaydir.
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4. POZIiTiF OPERATORLER iCiN DEGISMEZ ALTUZAY TEOREMLERI

Bu boéliimde bir Banach latisi lizerinde tanimli pozitif operatdrler i¢in bazi 6nemli degigsmez

alt uzay teoremleri incelenecektir.

Teorem 4.1: E bir Banach latisi, 0 <B:E — E bir operator olsun. Eger bir 0<S:E - E

operatoru

1) SB=BS

1/n

2) x, >0 i¢in S operatdrii yerel yar1 nilpotent yani lim ”S“xo‘ =0

3) K kompakt operator olmak iizere ’K(x)| < S|x’

sartlarin1 sagliyorsa B’nin asikar olmayan kapali degismez alt uzayr vardir. Ayrica bu alt

uzay1 E’deki bir esas idealin kapanisindan secebiliriz (Abramovich vd., 1994).

Ispat: B, S ve x, teoremdeki sartlar1 saglasinlar. Ayrica sifirdan farkli K kompakt operatorii S

operatorii tarafindan kisitlansin; yani Vx € E i¢in ‘K(X)lﬁSlX‘ esitsizligi saglansin. B

o0
operatorii siirekli oldugundan HB” <1 alabiliriz. Bu durumda, A = Y B" serisi E iizerinde B
n=0

ve S operatorleri ile degismeli olan pozitif bir operatorii tanimlar.

Her x > 0 elemani i¢in J[x] ile Ax tarafindan liretilen esas ideali tanimlayalim:
Ix]={yeE:|y|<2Ax, 30 >0} (4.1)

x € J[x] oldugundan J[x] kiimesi sifirdan farklidir. Ayrica, J[x] ideali B-degismezdir.

Gergekten; eger y € J[x] ise baz1 A > 0igin |y| < AAx dir ve bundan dolay1
o0
By| < Bly| <AB(Ax) =1 ¥ B"x <AAx (4.2)
n=I

esitsizligi saglanir. Bu durumda By e J[x]dir. Dolayisiyla m kiimesi sifirdan farkli kapali

B-degismez idealdir.
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Bazi x>0 i¢in J[x] # E oldugunu gosterirsek ispatimiz tamamlanmis olacak. Bunu

kanitlamak i¢in tersine her x > 0 elemani i¢in
JIx] =E (4.3)
oldugunu kabul edelim.

Genelligi bozmadan Kx( # 0 kabul edebiliriz. Bunun dogrulugunu gérmek i¢in J[X,] idealini
diisinelim. Eger her 0<yelJ[x,] igin K(y)=0 olsaydi J[x,] iizerinde K=0 olurdu. Bu
durumda (4.3)’ten K=0 elde edilirdi ki bu da K operatoriiniin sifirdan farkli olmasiyla
celisirdi. Dolayisiyla, baz1 0 <y, € J[x,] i¢in K(yo);t 0 saglanir. S operatorii xo da yerel
yar1 nilpotent oldugundan ve bazi k sayist i¢in 0 <y, < kAx, esitsizligi saglandigindan S

operatorii yy noktasinda da yerel yar1 nilpotenttir. Bundan dolay1 xg ile yy 1n yerini degistirerek

Kx( # 0yazabiliriz.

Genelligi bozmadan, K|| =1 oldugunu varsayalim. Uygun bir a >1 sayist i¢in X, yerine axg

yazalim ve ||x0||>1 ve ||Kx0||>1 kabul edelim. U:{zeE:”xo—z”Sl} kiimesi x ;>0

merkezli kapali birim yuvar olsun. xy elemanini se¢imimizden dolay1

0¢U ve 0K(U) (4.4)

olur. (4.3)’den, her x#0 icin J[|x’] = Edir. Bundan dolayi, her yeE" i¢in pozitif

vektorlerin {y A nA(|x|)} dizisi norm yakinsaktir ve dahasi lim (y ADA (|x|)) =y d.

n—oo

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Ozel olarak, her x#0 igin dyle bir n sayis1 vardir ki HXO—XO/\HA(|X|)”<1 esitsizligi
saglanir. Z— X, ADA (|z|) fonksiyonu  stirekli ~ oldugundan, her n  igin

{z : ”xo —X, A nA(|z|)” < 1} kiimesi agiktir. 0 ¢ K (U) oldugundan, 6nceki ifadelere gore

FU) c O {Z eE: ”xo — Xy A I’IA(|Z|)H < 1} (4.5)
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dir.

{z : ”xo — X, A nA(|z|)” < 1} kiimesi, n artarken artan oldugundan, K(U) ‘nun kompaktligindan

bazi m sayisi1 i¢gin

mg{zeE:on - X, /\mA(|z|)H<1} (4.6)

saglanir. Diger bir deyisle; Oyle bir sabit sayist vardir ki, xeK(U) iken

X, /\mA(|x|) e U dir.

X, =X, A mA(|Kx0|) eU olsun. K(x,) e K(U) oldugundan, ayni sekilde

X, =X, A mA(|le|) € U dir. Bu sekilde devam edersek, U i¢inde x ., =X, /\mA(|KXn ) ile

tammb bir {x, } dizisi elde ederiz.

Her n sayisi ig¢in 0<x, <m"A"S" (xo) esitsizliginin saglandigin1 timevarimla gosterelim.
n=1 i¢in X, =X, A mA(|KxO|) <mA(Sx,) dir. n igin 0<x, <m"A"S" (x,) saglansm, ve

esitsizligin n+1 i¢inde dogru oldugunu gdsterelim:

0< x4 =x0 AmA(Kxy, |)< mA(Kx,[) < mA(Sx, ) < m" A (x ) (4.7)

Bundan dolayi, her n i¢in |x [|<m"|A[" S“XOH dir ve boylece |x, ¢’ <m|A[[S"x, h elde

edilir. 11111HS“XO”1/n =0 oldugundan [im ||an1/n =0 dir. Sonug olarak, lim |x,||=0 dir.
n—o0 n—oo n—oo

{xn} c U oldugundan, (4.4)’lin tersine 0e U=U saglanir. Boylece ispatimiz tamamlanmis

olur.

Teorem 4.2: B:E - E ve S:E — E sifirdan farkli degismeli pozitif operatorler olsun. Bu

operatdrlerden biri sifirdan farkli pozitif vektoérde yerel yari nilpotent ve digeri bir kompakt
operatdrii kisitliyor ise B ve S operatorlerinin ortak degismez biraktigi bir asikar olmayan

kapali ideal vardir (Abramovich vd., 1994).
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Ispat: S operatdrii bir x, noktasinda yerel yar1 nilpotent olsun ve B operatdrii sifirdan farkli
bir K operatoriinii kisitlasin. Eger S operatorii kesin pozitif bir operatdr degilse bu durumda

Ng sifir ideali aradigimiz ortak kapali degismez alt uzaydir. Bundan dolayi, S operatorii kesin

pozitif olsun. Genelligi bozmadan  |B+S||<1 kabul edebiliriz.

A= i(B +8)" serisini ve Axg ile iiretilen J={yeE:|y|<)Ax,, 31 >0} idealini

n=0
tanimlayalim. Acik bir sekilde bu ideal (B+S)-degismez idealdir. 0<B ve S<S+B
esitsizlikleri saglandigindan Teorem 3.6’a gore J ideali hem B hem de S altinda degismez

kalir.

Eger J #E ise, bu durumda J ideali B ve S operatorleri altinda degismez kalan asikar olmayan

kapal1 bir idealdir.

Bundan dolayz, J=E durumunu digtiinelim. Bu durumda, K #0 oldugundan &yle bir

0 <y, €Jeleman: vardir ki K(yo) # 0 dir. Acikga, S operatorii yo’da yerel yar1 nilpotenttir.

|Ky0| < B(yo) € Joldugundan Lemma 2.17’ den dolay1 dyle bir V:E — E operatori vardir
ki

VK (y,)>0 veher x €E igin |V (x)[<[x| (4.8)

esitsizlikleri saglanir.

Simdi de, SVK kompakt operatoriinii ele alalim. S operatorii kesin pozitif oldugundan

SVK(yO) >0 dir ve dolayistyla SVK operatorii sifirdan farklidir. Ayrica,
[SVK (x)| < S|VK(x)| < S(|K(x)|) < SB(|x|) (4.9)

esitsizligi saglanir; yani, SB operatori sifirdan farkli kompakt SVK operatoriinii kisitlar.
Ayrica SB operatorii yy da yerel yar1 nilpotenttir ve S+B pozitif operatorii ile degismelidir. Bu
durumda, Teorem 4.1 geregince asikar olmayan bir kapali (S+B)-degismez ideal vardir.

Acikea, bu ideal hem B hem de S operatorii altinda degismez kalir.
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Sonu¢: E Banach latisi, B:E — E pozitif bir operator olsun. B operatdrii asagidaki sartlar

saglasin:

1) B operatdrii sifirdan farkli pozitif bir vektorde yar1 nilpotenttir.

1) B’nin bazi kuvvetleri sifirdan farkli bir kompakt operatorii kisitlar.

Bu durumda, B operatoriiniin asikar olmayan kapali degismez ideali vardir (Abramovich vd.,

1994).
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5. ARKADASCA ZAYIF KOMPAKT OPERATORLER VE DEGISMEZ ALT
UZAYLARI

Bu boliimde arkadasca zayif kompakt operatorler ve bu operatdrlerin degismez alt uzaylar

incelenmistir.

Tamm 5.1: E Banach latisi, B:E — E pozitif bir operatér olsun. R,C,K:E — E sifirdan

farkli, R ve K pozitif ve ayrica K operatorii zayif kompakt operatdr olmak tizere

1) RB=BR
2) Vx €E i¢in |C(x)| <R([x|)

3) Vx eE igin |C(x)| <K(|x])
sartlar1 saglaniyorsa B operatoriine arkadasca zayif kompakt operator denir.
Her zayif kompakt operator arkadasca zayif kompakttir.

Onerme 5.2: E Banach latisi, B:E — E arkadasca zayif kompakt operatér veS:E — E sirali

izomorfizma olsun. Bu durumda, SBS™' operatérii de arkadasca zayif kompakt operatordiir,

(Gok ve Albayrak, 2009a).

Ispat: Bir T:E—E operatorii ve terslenebilir bir S:E — E operatorii i¢in STS™

operatoriinii T; ile gosterelim. R ve K pozitif ve ayrica K zayif kompakt operatdr olmak

tizere, R,T,K:E — E operatorleri asagidaki kosullar1 saglasin:

RB=BR, R>T, ve K>T (5.1)

Bu durumda her S:E — E sirali izomorfizmasi i¢in Rg ve Kg pozitiftir, ayrica Kg zayif

kompakttir ve
RB;=B_R,, R >T, ve K >T; (5.2)

kosullar1 saglamir. Yani Bs=SBS™ operatorii arkadasca zayif kompakt operatdrdiir.
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Teorem 5.3: B :E — E bir Banach latisi iizerinde tanimli skaler olmayan pozitif bir operator

olsun. Eger B bir K kompakt operatoriiyle degismeli ise bu durumda E’nin asikar olmayan

kapal1 bir B-hiperdegismez alt uzay1 vardir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 5.4: Bir E AL- veya AM-uzay1 {lizerinde tanimli sifirdan farkl pozitif arkadasca zay1f
kompakt B :E — E operatorii bir x, >0 noktasinda yerel yar1 nilpotent ise B operatdriiniin
asikar olmayan kapali degismez bir ideali vardir. Ayrica, B ile degismeli bir T:E — E pozitif
operatorii varsa bu durumda T ve B’nin ortak degismez birakti1 asikar olmayan kapali bir

ideal vardir (Gok ve Albayrak, 2009a).

Ispat: B:E — E sifirdan farkli pozitif arkadasca zayif kompakt operatér olsun. Ayrica bu

operator x, > 0 noktasinda yerel yar1 nilpotent olsun.

R ve K pozitif ve ayrica K zayif kompakt olmak iizere, R,C,K:E — E operatorleri her

x € E i¢in asagidaki kosullar1 saglayan operatdrler olsun:

RB=BR, C<R ve C<K (5.3)

B+T| <1 kabul edebiliriz. A = i (B+T)" olarak tanimlayalim.

n=0

Genelligi bozmadan,

A pozitif operatorii B ve T operatorleriyle degismelidir ve ayrica her x>0 i¢gin Ax >Xx

sartin1 saglar. J [X] ; her x>0 i¢in Ax ile iiretilen sifirdan farkli esas ideal olsun. Yani,
J[x]= {yeE:’y’SXAX, EIX>O} (5.4)
olsun.

Bazi x>0 i¢in Eger J [x]?&E ise, J [x] ideali asikar olmayan kapali (B+T)-degi§mez

idealdir. Dolayistyla bu J [x] ideali, B ve T altinda da degismez kalir.
Bundan dolay1 her x >0 icin

J[x]=E (5.5)
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kabul edelim. Bu durumda her x >0 icin; AX, E uzayinin bir yar1 i¢ noktasidir.

C#0 oldugundan, bir x, >0 eleman: vardir ki Cx, #0 saglanir. A|Cx1| yart i¢ nokta
oldugundan ve |CX1| SA|CX1| esitsizligi saglandigindan, Lemma 2.17°den, bir V,:E - E
operatorii vardir ki birim operator tarafindan domine edilir ve x, = V,Cx, >0 sartin1 saglar.

M, =V,C olsun. Bu durumda, M, hem R operatdrii hem de zayif kompakt K operatorii

tarafindan domine edilir.

J [xz] =E ve C#0 oldugundan,0 <y <Ax, ve Cy#0 olacak sekilde bir y eleman: vardir.
Ax, yar i¢ nokta oldugundan, Lemma 2.17°den, bir U:E — E operatorii vardir ki birim

operator tarafindan domine edilir ve UAx, =y esitliini saglar.

A|Cy| yar1 i¢ nokta oldugundan ve |Cy| < A|Cy| esitsizligi saglandigindan, Lemma 2.17’den,
bir V,:E—>E operatorii vardir ki birim operator tarafindan domine edilir ve
x; = V,Cy = V,CUAx, >0 sartin1 saglar. M, =V,CUA olsun. Bu durumda, M, hem RA

operatorii hem de zayif kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

Xy ile x3 elemanlarini yer degistirir ve 6nceki islemleri tekrarlarsak, M,x, >0 esitsizligini
saglayan bir M, :E — E operatorii elde ederiz; ki bu operatér hem RA operatorii hem de

zay1f kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

MMM x, =M;x, >0 saglandigindan M;M,M, sifirdan farkli bir operatordiir.
‘M3M2M1(X)’SKAKAK(|X|) esitsizligi saglandigindan ve KAKAK pozitif kompakt

operatdr oldugundan Teorem 2.24’den dolay1 (M3M2M1 )3 pozitif kompakt operatdrdiir.

Ayrica her x € Ei¢in
’(1\/131\/121\/11 5 (x)’ <|RARARY +T]x) (5.6)

esitsizligi saglanir.
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Sifirdan farkli pozitif S= (RARAR)3 +T operatoriinli géz Oniine alalim. B ve S operatorleri

degismeli, S operatdrii sifirdan farkli kompakt (M;M,M, )3 operatoriinii domine ediyor ve B

operatdrii bir xo noktasinda yerel yari nilpotent oldugundan Teorem 4.2 geregi S ve B
operatorlerinin agikar olmayan kapali ortak bir degismez ideali vardir. Bu ideal ayn1 zamanda

B ve T altinda da degismez kalir.
Asagidaki teorem yerel yar1 nilpotentliginin gerekliligini ortadan kaldirir.

Teorem 5.5: B:E — E bir AL- veya AM-uzayi1 iizerinde taniml1 pozitif operator olsun. Eger
B, bir K:E — E zayif kompakt pozitif operatdrii tarafindan domine edilenR : E — E pozitif
operatorii ile degigmeli ise bu durumda B operatoriiniin asikar olmayan kapali degismez alt
uzay1 vardir. Dahasi; B ile degismeli olan operatorlerin herhangi bir ayrilabilir F ailesi i¢in
asikar olmayan kapali B-degismez ve I -degismez bir alt uzay vardir (Gok ve Albayrak,
2009b).

Ispat: B:E —» E teoremdeki sartlar1 saglayan bir operatér, R,K:E — E pozitif operatorler

ve ayrica K zayif kompakt olmak lizere RB=BR ve R <K olsun.

Acikca, B arkadasca zayif kompakt operatordiir. Bunu gostermek icin R ve K’y1 arkadasga
zay1f kompakt operatoriinlin tanimina uygun ve ayrica C=R almak yeterlidir. Eger R agikar
olmayan ¢ekirdege sahipse bu durumda CekR, R-hiperdegismez alt uzaydir. Dolayisiyla
CekR, B-degismez alt uzaydir.

Bundan dolayr CekR = {0} kabul edelim. R kesin pozitif operatér oldugundan R* asikar
olmayan bir operatérdiir. 0 <R <K sart1 saglandig1 icin Teorem 2.23’den R? zay1f kompakt

operatordiir.

Bu durumda Teorem 2.25°den dolay1 R* kompakt operatérdiir. R* operatérii B ile degismeli

oldugundan, Teorem 5.3’den dolay1 E’nin bir B-hiperdegismez alt uzay1 vardir.

CekR’nin asikdr olmadigi durumda E’nin sadece R-hiperdegismez alt uzaya degil asikar
olmayan kapali B- ve [F-degismez bir alt uzaya da sahip olugunu gosterirsek ispat

tamamlanmis olacak.
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B ile degismeli pozitif operatdrlerin sayilabilir her yerde yogun bir (Tn )neN c IF alt kiimesini

diistinelim. Kapali Fc E alt uzayr her ne N i¢in T,-degismez ise aym zamanda [F -

degismezdir. T = Z:anTn operatorii sinirli olacak sekilde (T )neN ailesi icin (an )neN pozitif

n
n=1

sabitleri secelim. Acikca, T operatorii pozitiftir ve B operatorii ile degismelidir. Genelligi

[B+T|<1 kabul edebiliriz. A= i(B +T)" olarak tammlayalim. A pozitif

n=0

bozmadan,

operatorii B ve T operatorleriyle degismelidir ve ayrica her x >0 i¢in Ax > x sartini saglar.

J [x] ,her x>0 icin Ax ile iiretilen sifirdan farkli esas ideal olsun. Yani,
Ix]={yeE:|y|<2Ax, 30 >0} (5.7)

olsun.

Bazi x>0 i¢in Eger J[x]#E ise, J[x] ideali asikdr olmayan kapali (B+T)-degismez

idealdir. Ayrica bu J [x] ideali, B ve tiim T, altinda ve dolayisiyla F koleksiyonu altinda

degismez kalir.

Bundan dolay1 her x >0 icin
J[x]=E (5.8)
kabul edelim. Bu durumda her x >0 icin; AX, E uzayimnin bir yar1 i¢ noktasidir.

C#0 oldugundan, bir x, >0 eleman: vardir ki Cx, #0 saglanir. A|Cx1| yart i¢ nokta
oldugundan ve |CX1| SA|CX1| esitsizligi saglandigindan, Lemma 2.17°den, bir V,:E - E
operatorii vardir ki birim operator tarafindan domine edilir ve x, = V,Cx, >0 sartin1 saglar.

M, =V,C olsun. Bu durumda, M, hem R operatdrii hem de zayif kompakt K operatorii

tarafindan domine edilir.
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J [xz] =E ve C#0 oldugundan,0 <y <Ax, ve Cy=#0 olacak sekilde bir y eleman: vardir.
Ax, yar i¢ nokta oldugundan, Lemma 2.17°den, birU:E — E operatorii vardir ki birim

operator tarafindan domine edilir ve UAx, =y esitligini saglar.

A|Cy| yar1 i¢ nokta oldugundan ve |Cy| < A|Cy| esitsizligi saglandigindan, Lemma 2.17’den,
bir V,:E—>E operatorii vardir ki birim operatdr tarafindan domine edilir ve

x; = V,Cy = V,CUAX, >0 sartim1 saglar. M, = V,CUA olsun. Bu durumda, M, hem RA

operatdrii hem de zayif kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

Xy ile x3 elemanlarini yer degistirir ve 6nceki islemleri tekrarlarsak, M,x, >0 esitsizligini
saglayan bir M, :E — E operatorii elde ederiz; ki bu operatér hem RA operatorii hem de

zay1f kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

M:M,M x, = M;x, >0 saglandigindan M;M,M, sifirdan farkli bir operatordiir. Ayrica, her

x € E i¢in
M,M,M, (x)| < RARAR (x|) (5.9)

esitsizligi saglandigindan RARAR operatorii sifirdan farklidir. Ayrica bu operatér B ile
degismelidir ve RARAR < KAKAK esitsizligini saglar.

Teorem 2.24’den dolay1 (RARAR)3 operatorii kompakttir. Ayrica bu operatdr B operatorii ile

degismelidir. Bu durumda Teorem 5.3’den dolay1, B nin asikar olmayan kapali hiperdegismez

alt uzay1 vardir.

Teorem 5.6: B:E — E bir AL- veya AM-uzay lizerinde tanimli arkadas¢a zayif kompakt
operatdr olsun. B ile degismeli operatdrlerin higbiri sifirdan farkli bir kompakt operatorii
domine etmesin. Bu durumda B operatoriiniin asikdr olmayan kapali degismez bir ideali
vardir. Dahasi; B ile degismeli olan operatorlerin herhangi bir ayrilabilir ' ailesi i¢in asikar

olmayan kapali B-degismez ve [F -degismez bir alt uzay vardir (Gok ve Albayrak, 2009b).
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Ispat: Bu teoremin ispat1 dnceki teoremin ispatin bir kismimi olusturmaktadir. Ancak bazi
temel farklar nedeniyle ispat1 yapilacaktir. B:E — E pozitif operatorii teoremdeki sartlari

saglasin. R,C,K:E — E sifirdan farkli, R ve K pozitif ve K zayif kompakt operatoér olmak

tizere her x € E igin
RB=BR, C=<R ve C<K (5.10)
olsun.

B ile degismeli pozitif operatdrlerin sayilabilir her yerde yogun bir (Tn )neN c IF alt kiimesini

diisiinelim. Onceki teoreme benzer olarak T = Z:anTn pozitif operatoriinii olusturalim.

n=l

B+T| <1 kabul edebiliriz. A= i(B +T)" olarak tanimlayalim. A

n=0

Genelligi bozmadan,

pozitif operatorii B ve T operatorleriyle degismelidir ve ayrica her x >0 i¢in Ax > X sartini

saglar. J [x] ;her x>0 i¢in Ax ile iiretilen sifirdan farkli esas ideal olsun. Yani,
Ix]={yeE:|y|<2Ax, 30> 0} (5.11)

olsun.

Bazi x>0 i¢in Eger J [x]?&E ise, J [x] ideali asikar olmayan kapali (B+T)-degi§mez

idealdir. Ayrica bu J [X] ideali, B ve tiim T, altinda ve dolayisiyla ' koleksiyonu altinda

degismez kalir.

Bundan dolay1 her x >0 icin
J [x] =E (5.12)
kabul edelim. Bu durumda her x >0 i¢in; Ax, E uzayinin bir yar1 i¢ noktasidir.

C # 0 oldugundan, bir x, >0 eleman: vardir ki Cx, # 0 saglanir.
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A|Cxl| yart i¢ nokta oldugundan ve |Cx1|SA|Cx1| esitsizligi saglandigindan, Lemma
2.17°den, bir V,:E - E operatorii vardir ki birim operator tarafindan domine edilir ve
X, = V,Cx, >0 sartin1 saglar. M, = V,C olsun. Bu durumda, M, hem R operatorii hem de

zay1f kompakt K operatorii tarafindan domine edilir.

J[x,]=E ve C#0 oldugundan,0<y<Ax, ve Cy#0 olacak sekilde bir y eleman vardr.
Ax, yar i¢ nokta oldugundan, Lemma 2.17°den, birU:E — E operatorii vardir ki birim

operator tarafindan domine edilir ve UAx, =y esitliini saglar.

A|Cy| yar1 i¢ nokta oldugundan ve |Cy| < A|Cy| esitsizligi saglandigindan, Lemma 2.17den,
bir V,:E—>E operatorii vardir ki birim operator tarafindan domine edilir ve

X, = V,Cy = V,CUAXx, >0 sartim1 saglar. M, = V,CUA olsun Bu durumda, M, hem RA

operatorii hem de zay1f kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

X, ile x3 elemanlarini yer degistirir ve dnceki islemleri tekrarlarsak, M,x, >0 esitsizligini
saglayan bir M, :E — E operatorii elde ederiz; ki bu operatér hem RA operatorii hem de

zay1f kompakt KA operatorii tarafindan domine edilir.

MM, M x, = M;x; >0 saglandigindan M;M,M, sifirdan farkli bir operatordiir. Ayrica, her

x € E igin
IM,M, M, (x)| < RARAR (|x]) (5.13)

esitsizligi saglandigindan RARAR operatorii sifirdan farklidir. Ayrica bu operatér B ile
degismelidir ve RARAR < KAKAK esitsizligini saglar.

Teorem 2.24°den dolay1 (RARAR)3 operatorii kompakttir. Ayrica bu kompakt operatér B

operatorii ile degismelidir; ki bu da teoremimizde ki sarta aykiridir.

Dolayistyla her x >0 igin J [x] # E dir.
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Yani, J[x]= {y eE: |y| <AAx, I > 0} ideali, aradigimiz agikar olmayan kapali B-degismez

ve [F-degismez idealdir.
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6. AYRISTIRILABILIRLIK

Bu boliimde E bir Banach latisi olmak iizere L(E)’ye ait operatorlerin bir koleksiyonunun

degismez biraktig1 agikar olmayan kapali degismez idealler iizerine ¢alisacagiz.

Tamm 6.1: E bir Banach latis olmak tizere, L(E)’ye ait olan operatdrlerin bir I' alt kiimesi
icin I"’daki tlim operatorlerle degismez kalan asikar olmayan kapali bir ideal varsa I ’ya
ayristirilabilir denir, aksi takdirde ayristirilamaz olarak adlandirilir. L(E)’nin I' alt kiimesine

ait olan tiim kapali degismez ideallerin koleksiyonu Ilat(I") ile gosterilir.

X bir Banach uzay1 ise I ’ya ait olan tiim kapali degismez alt uzaylarin koleksiyonu

Lat(I")ile gosterilir. Eger T e L(X) iken I' = {T}ise I' yerine T kullanacagiz.

X bir Banach uzayr olmak iizere, I'® = {T e L(X): TS=ST,VS e F} kiimesine T ’nin

degismelileri kiimesi denir. Bir V alt uzayr I'® kiimesindeki her operator altinda degismez

kaliyorsa V alt uzay1 I" -hiperdegismez olarak adlandirilir.

E bir Banach latisi olmak {izere, E’deki pozitif bir T operatorii i¢in E’nin bir kapali ideali,

E’nin T ile degigmeli olan tiim S pozitif operatorleri altinda degismez kalirsa p-hiperdegismez
adin1 alir. E tlizerinde bir pozitif operatdriin pozitif komutanti {T}i ile gosterilir ve E’ye ait, T

ile degismeli tiim S pozitif operatorlerinin koleksiyonudur.

Onerme 6.2: Bir E Banach latisinin herhangi bir J ideali i¢in E’den E/J’ye giden kanonik
doniisiim pozitif ise E/J en iyi siralamasi altinda bir vektor latisidir. Eger J kapali ise E/J

Banach latisidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tamm 6.3: X bir Banach uzay1 olsun. Eger T e L(X) ve M € Lat(T) ise, o zaman T’nin

X/M’ye sikistirmas: T ile gosterilir ve
T(x+M)=Tx+M (6.1)

seklinde tanimlamir. T, X/M tizerinde iyi tanimli bir operatordiir.
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Lemma 6.4: X bir Banach uzayi, T € L(X) ve M € Lat(T) olsun.
(a) T pozitifise, T da X/M iizerinde pozitiftir.
(b) T yari nilpotent ise, T da X/M iizerinde yar1 nilpotent operatdrdiir.
(¢) T kompakt ise, T da X/M iizerinde kompakt operatdrdiir.
(d) T zayif kompakt ise, T da X/M iizerinde zay1f kompakt operatordiir.

Lemma 6.5: E bir Banach latisi, T,Se L(E), M e Ilat({T, S}) , T veS de sirastyla T ve S
operatorlerinin E/M’ye sikistirmasi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
(a) T, S’yi domine eden bir pozitif operatdrse T operatdrii de S ’y1 domine eder.

(b) S<T ise S<T dir Jahandideh, 1997).

Lemma 6.6: E bir Banach latisi, T € L(E) ve M e Ilat(T) olsun. T arkadasca zayif kompakt

ise, T da E/M iizerinde arkadasca zay1f kompakt operatordiir.

Ispat: TeL(E) arkadasca zayif kompakt operatdr oldugundan, R, K pozitif ve K zayif

kompakt operator olmak iizere her x € E i¢in
RB=BR, C<R ve C=<K (6.2)

sartlarin1 saglayan sifirdan farkli R,C,K : E — E operatdrleri vardir.

ﬁ,é, K,T sirastyla R,C,K,T operatorlerinin E/M’ye sikistirmast olsun. R ve K pozitif
oldugundan Lemma 6.4(a)’dan dolay1 ﬁ,Koperatérleri pozitif operatorlerdir. K zayif
kompakt operatdor oldugundan Lemma 6.4(d)’den dolay1 Koperatérﬁ zayif kompakt
operatordiir. C<R ve C <K oldugundan Lemma 6.5(a)’dan dolay1 C<R ve C<K
ifadeleri saglanir. Ayrica RB=BR oldugundan RB = BR esitligi dogrudur. Dolayisiyla,

R,K pozitif ve K zay1f kompakt operator olmak {izere, E/M {izerinde

A A A A A

RB=BR, C<R ve C<K (6.3)

sartlarini saglayan sifirdan farkli, R,C,K operatdrleri vardir. Yani T, E/M iizerinde arkadasca

zay1f kompakt operatordiir.
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Lemma 6.7: Eger M, AL- veya AM-uzay1 olan E’nin bir kapal1 ideali ise, M ve E/M sirasiyla
AL- veya AM-uzaylaridir (Schaefer, 1974).

Teorem 6.8: Bir Banach latis {izerindeki her kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatdr

ayristirilabilirdir (Pagter, 1986).

Teorem 6.9: Bir Banach latis lizerindeki her kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatdriin asikar

olmayan bir p-hiperdegismez kapali ideali vardir (Abramovich vd., 1992) .

Sonug¢ 6.10: E bir Banach latisi olsun. S € L(E) ’nin bir zayif kompakt, yar1 nilpotent, pozitif

operatdr ve E’nin bir AL- veya AM-uzay1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, S* bir asikar
olmayan p-hiperdegismez kapali ideale sahiptir. Ozellikle, T’nin asikar olmayan p-

hiperdegismez kapali1 bir ideali vardir (Schaefer, 1974).

ispat: Choi vd. (1993)’e gore T kompakt operatordiir. Teorem 6.9°dan ve {T}C c {Tz}c

kapsamasindan sonuca ulasiriz.

Teorem 6.11: E bir Banach latisi olsun. S € L(E) ’nin arkadas¢a zayif kompakt, yar1 nilpotent

bir operator ve E’nin bir AL- veya AM-uzayr oldugunu varsayalim. Bu durumda S

ayristirilabilirdir.

Ispat: Teorem 5.4°den S operatoriiniin asikar olmayan kapali degismez bir ideali vardr.

Dolayisiyla S ayristirilabilirdir.

Lemma 6.12: E bir Banach latisi; A, E iizerindeki pozitif operatdrlerin bir degismeli
koleksiyonu ve T bir yar1 nilpotent pozitif operatdr olsun. Bu durumda asagidaki her bir
durum i¢in A ayristirilabilirdir:

(a) S kompaktve Se A.
(b) E bir AM- veya AL-uzayi, S zayif kompakt ve S* € A .

(c) E veya E' sirali siirekli norma sahip, S bir kompakt operator tarafindan domine
ediliyor,ve S*eA .

(d) E ve E’ siral1 siirekli norma sahip, S bir kompakt operator tarafindan domine ediliyor,
ve SeA.

(e) E veya E’ sirali siirekli norma sahip, S bir zayif kompakt operator tarafindan domine

ediliyor, ve S e A.
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Ispat:
(a) Ac{S}  oldugundan ve Teorem 6.9’dan A ayristirilabilirdir.

(b) Choi vd. (1993)e gore S* kompakt operatordiir. Boylece (a)’dan dolayr A
ayristirilabilirdir.

(c) Aliprantis ve Burkinshaw (1985)’e gére S* kompakt operatdrdiir. Bylece (a)’dan dolay:
A ayristirilabilirdir.

(d) Dodds ve Fremlin (1979)’a goére S kompakt operatordiir. Boylece (a)’dan dolayr A
ayristirilabilirdir.

(e) Wickstead (1981)’e gore S zayif kompakt operatordiir. Boylece (b)’den dolayr A

ayristirilabilirdir.
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7. SIKISTIRMALI AYRISTIRILABILIRLIK

Bu boliimde amacimiz sikistirmali ayristirilabilirlik  konusunu tanim ve Onermelerle
inceleyerek sonuglar elde etmektir. Bir 6nceki boliimden hatirlayacagimiz gibi I', E Banach
latisi tizerindeki siirekli lineer operatorlerin bir koleksiyonu ve Ilat(I") da L(E)’nin I' alt

kiimesine ait olan tiim kapal1 degismez ideallerinin koleksiyonudur.

Tamim 7.1: E bir Banach latisi olsun. L(E)’nin bir Q alt kiimesi i¢in I < J kosulunu saglayan
herhangi [,Je Ilat(Q) idealleri i¢in boy(J/I)>2 ve Q’mn J/I ‘ya kisitlamasi Q

ayrigtirilabilir ise Q sikistirmali ayristirilabilirdir.

Onerme 7.2: E bir Banach latisi olsun. S e L(E)bir kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operator

ise 0 zaman S ve I = {S}°

+

sikistirmali ayristirilabilirdir (Jahandideh, 1997).

Ispat: Teorem 6.9°dan S ve T' ayristirilabilirdir. 1< J ve dim(J/T) > 2 kosullarini saglayan

I,J e llat(S) veya Ilat(I') alalim. Lemma 6.4(a), Lemma 6.4(b) ve Lemma 6.4(c)’den S *nin

J/1 lizerinde bir kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatér oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

A

Teorem 6.9’dan ve f={§}c oldugundan S ve I’nm J/Tya sikistirmast olan T

+

ayristirilabilirdir. Dolayisiyla S ve ' = {S}c

. sikistirmali ayristirilabilirdir.

Onerme 7.3: E bir Banach latisi olsun. E bir AM- veya AL-uzay1 olmak iizere S e L(E)

operatdrii arkadasga zayif kompakt, yari nilpotent operatdr ise S operatorii sikistirmali

ayristirilabilirdir.

Ispat: Teorem 6.11°den dolayr S operatérii ayristirilabilirdir. I<J ve boy(J/I)>2
kosullarini saglayan I,J € Ilat(S) ideallerini g6z 6niine alalim. Lemma 6.4(a), Lemma 6.4(b)
ve Lemma 6.6’dan dolay1 S, J/1 iizerinde bir arkadasca zay1f kompakt, yar1 nilpotent, pozitif

operatordiir. Bu durumda, Teorem 6.11°den dolay1 S operatorii ayrigtirilabilirdir.

Dolayistyla, S sikistirmali ayristirilabilirdir.

Onerme 7.4: E Banach latisi bir AM- veya AL-uzayi, B e L(E) yar nilpotent, pozitif

operator olsun. Bu durumda asagidaki her bir durum i¢in B sikistirmali ayristirilabilirdir:



31

(a) B operatorii sifirdan farkli pozitif zayif kompakt operatdrle degismelidir.
(b) B operatorii sifirdan farkli pozitif bir zayi1f kompakt operatorii domine ediyor.
(c) B operatorii sifirdan farkli pozitif bir zayif kompakt operatoér tarafindan domine

ediliyor.
Ispat: K, € L(E) sifirdan farkli pozitif zayif kompakt operatdr olsun.

(a) Acik bir sekilde B arkadasca zayif kompakt operatdrdiir. Bunu gérmek i¢in arkadasca

zay1f kompakt operatdriin tanimindaki R, C, K operatorlerini R = C =K =K, olarak se¢mek

yeterlidir. Bu durumda Onerme 7.3 geregi B operatdrii sikistirmali ayristirilabilirdir.

(b) Agik bir sekilde B arkadasca zayif kompakt operatordiir. Bunu gérmek icin arkadasca

zay1f kompakt operatoriin tanimindaki R, C, K operatdrlerini R=B, C=K,, K =K, olarak

se¢mek yeterlidir. Bu durumda Onerme 7.3 geregi B operatorii sikistirmal ayristirilabilirdir.

(c) Agik bir sekilde B operatorii arkadasca zayif kompakt operatordiir. Bunu gérmek icin

arkadasc¢a zayif kompakt operatdriin tanimindaki R, C, K operatorlerini R=B, C=B, K =K,

olarak segmek yeterlidir. Bu durumda Onerme 7.3 geregi B operatorii sikistirmali

ayristirilabilirdir.

Onerme 7.5: E bir Banach latisi, T € L(E) sifirdan farkli, yar1 nilpotent, pozitif bir operator

olsun. Sifirdan farkli kompakt K € L(E) operatdriinii domine eden sifirdan farkli bir S € {T}i

operatorii varsa {S,T} sikistirmali ayristirilabilirdir (Jahandideh, 1997).

Ispat: T bir yar1 nilpotent operatér oldugundan E’de &yle bir x, >0 noktast vardir ki T
operat0rii Xo’da yar1 nilpotenttir. Dolayisiyla {S,T} ayristirilabilirdir (Abramovich vd. , 1994).
I,J e lat({S, T}) oldugunu varsayalim. I, J € Ilat(K)oldugu aciktir ve Lemma 6.6(a)’dan
S’nin J/I’ya sikistirmasi olan S operatorii, K’nin J/I’ya sikistirmasi olan K operatorini
domine eder. boy(J/I)>2 i¢in {@, T} ayristirilabilirdir (Abramovich vd. , 1994). Bu ylizden

{S, T} sikistirmali ayristirilabilirdir.

Onerme 7.6: E bir Banach latisi, ' c L(E) ve T eT bir sikistirmali ayristirilabilir operator

olsun. T operatdrii I' 'nin tiim elemanlarin1 domine ediyorsa veya I 'nin elemanlar1 pozitif

operatorler ve T, I" ’y1 majorize ediyorsa I sikistirmali ayristirilabilirdir (Jahandideh, 1997).
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Sonug¢ 7.7: E bir Banach latisi, ' < L(E) ve T eI bir yar1 nilpotent pozitif operatér olsun.

olsun. T operatdrii I' ’nin tiim elemanlarini domine etsin veya I ’nin elemanlart pozitif
operatorler ve T, I'’y1 majorize etsin. Bu durumda asagidaki durumlarin her biri igin
I" sikistirmali ayristirilabilirdir:

(a) E bir AM-uzayinin kapali idealidir.

(b) E bir AL-uzay1 ve T zayif kompakttir.

(c) E herhangi bir Banach latisi ve T kompakttir.
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8. SONUCLAR

Bu caligsmada, arkadasga zayif kompakt operatorler ve bu operatdrlerin degismez alt uzaylari

incelendi.

Ayrica, E bir Banach latisi olmak iizere E'den E'ye siirekli lineer operatorlerin uzayr L(E)'de
operatorlerin bir koleksiyonunun degismez biraktig1 asikar olmayan kapali degismez idealler

tizerinde duruldu.

Son olarak da, Banach latislerinde sikistirmali ayristirilabilirlik konusu incelenerek, her
arkadas¢a zayif kompakt yar1 nilpotent, pozitif operatoriin sikistirmali ayristirilabilir oldugu

gosterildi.
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