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Toplam sembolii

Direkt toplam sembolii
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elemanin g. dereceden homojen elemani
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KISALTMA LIiSTESI
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ONSOZ

Tez calismam swrasinda bilgi ve birikimleri ile bana destek olan, yaptigim c¢aligmalar:
gerceklestirebilmem icin gerekli biitlin imkanlar1 ellerinden geldi§ince Onlime sunan,
akademik gelisimimde biiyilik katkilar1 olan degerli danisman hocalarim Prof. Dr. A.Gdksel
AGARGUN ve Dog. Dr. Unsal TEKIR e tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, hocalarim Prof.
Dr. Mustafa BAYRAM ve Dog. Dr. Meral TOSUN’a tez ¢aligmasmin degerlendirilmesinde
ve gecen siirede bana verdikleri desteklerden dolay1 tesekkiir ederim. Tez calismam sirasinda
karsilastigim Fransizca makaleleri ¢evirme konusunda bana yardimci olan Tirk Dili ve
Edebiyat1 Boliimii Arastirma Gorevlilerinden Banu Oztiirk hanimefendiye, tez yazimi ve
kontrolleri esnasinda yardimlarini esirgemeyen Ars. Gor. Aysen N. Ozkiris¢i hanimefendiye
tesekkiirlerimi sunarim. Y1ldiz Teknik Universitesi ¢alisanlarina ve tez siiresince bana destek
olan mesai arkadaslarima ayrica tesekkiir ederim.

Son olarak egitim hayatim boyunca maddi manevi desteklerini esirgemeyen, her zaman
yanimda bana destek olan annem ve babam basta olmak lizere esime, ogluma, bu giinlere
gelmemde biiyiik pay sahibi olan anneannem ile dedeme ve  biitiin aileme sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.



OZET

Biz bu ¢alismamizm ilk kisminda modiil yapisi iizerinde zayif asal eleman tanimini yaptik.
Zayif asal elemanlarinin Ozelliklerini inceledikten sonra zayif asal idealler ile arasindaki
iligkileri inceleyecegiz. Daha sonra da bu zayif asal elemanlar ile carpanlara ayirma
yapacagiz. Bu c¢arpanlarina ayrilist da zayif tek tiirli carpanlarma ayrilis olarak
adlandiracagiz.

Calismamizin ikinci kisminda ise derecelendirilmis modiillerin derecelendirilmis asal ve
asalimsi alt modiillerini inceledik. Daha sonra da bu derecelendirilmis alt modiilleri ¢arpimsal
derecelendirilmis modiillerde karakterize ettik.
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ABSTRACT

MODULES AND ITS PRIME SUBMODULES

In this work firstly we give the definition of weakly prime element of a module. We
investigate weakly prime elements and after this we give some correspondence between
weakly elements and weakly prime submodules of a module. Further we define a new
factorization of module elements with weakly prime elements, which will be called weakly
unique factorization.

In the second part of this work, we investigate graded prime and graded primary submodules
of a graded module. After this we characterized such submodules in a multiplication graded
module.

vil



1. GIRIS

Tek tiirlii ¢arpanlara ayirma konusu ilk olarak halka yapis1 lizerinde incelenmistir. Bu konuda
bircok caligma yapilmis ve hala yapilmaktadir. Bu caligmalar 6nceleri tamlik bolgesi olan
halka yapisinda yapilmis ve daha sonralar1 tamlik bolgesi olamayan halka yapilar1 iizerinde
devam etmistir. Buna karsin ¢arpanlara aymrma konusu modiil yapist lizerinde c¢ok fazla
incelenmemistir. Biz de bu diisiinceyle modiiller {izerinde ¢arpanlara ayirma konusu {izerinde
calistik. Tamlik bdlgesinin karsiligi olan burulmali modiillerde c¢arpanlara ayrilma
ozelliklerini inceledik. Burulmali modiillerde carpanlara ayirma konusu ilk olarak Fransiz
matematik¢i Anne-Marie Nicolas tarafindan Seminaire Dubrell-Pisot da 1967, no 10 da
“Modules Factoriels” adli ¢alismasiyla yapilmistir. Bu ¢aligmasi daha sonra 1971 yilinda
Bulletin des Sciences Mathematiques’in 95. sayisinda 33-52 numarali sayfalarinda
yayinlanmistir. Modiil elemanlarini, halkanm bir takim indirgenemez elemanlari ile modiiliin
bir indirgenemez elemaninin carpimi seklinde carpanlarina ayrilmasini incelemistir. Bu
calismadan sonra 1974 yilinda yine ayn1 dergide Nicolas’m konuyla ilgili ikinci makalesi
yayinlandi. Daha sonraki yillarda Costa, Lu ve son yillarda Agargiin, Anderson ile Leon’un
bu konuda yayimlar1 bulunmaktadir. Bizim yaptigimiz ¢alisma da burulmali modiiller iizerinde

tanimlanan zayif asal elemanlar yardim ile ¢arpanlara ayirma ile ilgilidir.

Calismamizin ikinci boliimii ise derecelendirilmis modiiller {izerinedir. Bu kisimda da
derecelendirilmis modiillerin derecelendirilmis asal alt modiilleri ile derecelendirilmis
asalims1 alt modiillerini inceledik ve karakterize ettik. Derecelendirilmis modiiller iizerine pek
cok vyazar calismistir. Bunlardan bazilari, Escoriza, Torrecillas, Nastasescu, Atani,
Farzalipour, Refai, Al-Zoubi v.s. dir. Calismamizda, Escoriza ve Torrecillas’in
faydalandigimiz makaleleri Carpimsal derecelendirilmis halka ve modiilleri karakterize
ettikleri makalelerdir. Bu makalelerde c¢arpimsal derecelendirilmis modiiller ve halkalar
incelenmistir. Refai ve Al-Zoubi (2004) de yaptiklar1 ¢calismada derecelendirilmis halkalarin
derecelendirilmis asalimsi 1idealleri incelemisler ve derecelendirilmis idealler ig¢in
derecelendirilmis  asalimsi1  ayristmi  incelemislerdir.  Atani  (2006) makalesinde
derecelendirilmis modiillerin derecelendirilmis asal alt modiilleri tlizerinde c¢alismis ve
birtakim sonuglar bulmustur. Daha sonralar1 Atani ve Farzalipour’un (2006) da yaptiklari
makalede derecelendirilmis modiillerin  derecelendirilmis  asalims1 alt modiilleri
incelemeislerdir. Bu calismada ayrica derecelendirilmis alt modiiller i¢in derecelendirilmis

asalims1 ayrigimi incelemislerdir. Bu iki yazar1 (2007) deki makalelerinde ise yaptiklari



calismay1 biraz daha genisletmislerdir ve buna ek olarak derecelendirilmis maksimal alt

modiilleri incelemiglerdir.



2. MODULLERDE TEK TURLU CARPANLARA AYIRMA

Bu boliimde bir burulmali modiil yapisi iizerinde ¢arpanlara ayirma konusunu inceleyecegiz.
Bu konudaki ilk g¢alismayr Nicolas, 1966-67 yillarinda Dubrell-Pisot seminerlerindeki
sunumuyla gerceklestirmistir. Bu calismasi daha sonra 1971 yilinda Bulletin des Sciences
Mathematiques’in  95.sayisinda  33-52 numarali sayfalarinda yaymlanmistir. Modiil
elemanlarini, halkanin birtakim indirgenemez elemanlar:t ile modiiliin bir indirgenemez
elemaninin ¢arpimi seklinde ¢arpanlarina ayrilmasini incelemistir. Bu ¢calismadan sonra 1974
yilinda yine ayn1 dergide Nicolas’in konuyla ilgili ikinci makalesi yaymlandi. Bu makalede
carpanlarma ayrilma konusunu polinom modiillerine genisletmistir. Daha sonraki yillarda
Costa, yaptig1 calismada herhangi bir burulmali modiiliin ¢arpanlarina ayrilabilen modiiliin
icine gOmiilmesini incelemistir. Lu, 1977 yilinda yaptig1 calismada daha Once yapilan
calismalar1 toparlamis ve modiillerde ¢arpanlara aymrma yapilirken modiiliin elemanlarinda
tanimlanan asal, indirgenemez elemanlar1 ile asal alt modiiller arasindaki baglantilar
vermistir. Son yillarda Anderson ile Leonun bu konuda bir yayinlar1 bulunmaktadir. Bu
yayinlarinda daha once halkalar i¢in yaptiklar1 bazi tanimlar1 modiillere genisletmislerdir.
Bizim yaptigimiz ¢alisma da burulmali modiiller lizerinde tanimlanan zayif asal elemanlar

yardimui ile ¢arpanlara ayirma ile ilgilidir.

2.1. Halkalarda Carpanlara Ayirma

Halkalarda carpanlara ayirma konusu uzun yillardir cebir ile ilgilenen akademisyenleri
mesgul etmistir. Bu ¢alismalar tamlik bolgesi iizerinde baglamis ve daha sonraki yillarda sifir
bolenli halkalar tizerinde devam etmistir. Biz burada sadece bir hatirlatma olmasi agisindan
tamlik bolgesi tizerindeki tanimlar1 verilecektir. Bu boliimii olustururken kaynak olarak
(Sharp, 2000), (Agargiin ve digerleri, 2002) ve (Sharpe, 1987) kitaplar1 kullanilmastir.

Bu calisma boyunca aldigimiz biitiin halkalar degismeli ve birimli olacak, aldigimiz biitiin

modiiller de sifirdan farkli burulmali modiil olacaktir. R bir halka olmak tzere U (R) ile

halkanin biitiin birimsel elemanlarinin kiimesini gésterecegiz.

Tamim 2.1.1: R bir halka, a,be R ve pe R sifirdan farkli, birimsel olmayan bir eleman

olsun.

(i) ax=>b olacak sekilde bir x € R var ise a,b yi boler denir ve a|b ile gosterilir. Ayrica

a|b ve b|a ise a ile b ilgilidir denir ve a ~ b ile gosterilir.

(1) p=ab iken a veya b birimsel oluyor ise p ye indirgenemez eleman denir.



(i) p|ab ikenp|a veyap|b oluyor ise p ye asal eleman denir.

Not : (1) Tanim 2.1.1(1) de tanimlanan bolme bagmntisinin yansima, gecisme Ozellikleri

oldugu halde simetri 6zelligi genel olarak yoktur. Ornegin Tam sayilar halkasinda 2|4

oldugu halde 4,2 yi bolmez. Dolayisiyla bolme bagintisi bir denklik bagintis1 degildir.
(2) R bir halka olmak tizere, u e U (R ) dir ancak ve ancak u |1 dir.

(3) Bolme bagmtist bir denklik bagintis1 olmamasma ragmen “~” (ilgililik) bagmtis1 bir
denklik bagmtisidir.
(4) R bir halka olmak tizere, p bir indirgenemez eleman olsun. Bu durumda her u eU (R )

icin up elemani da indirgenemez elemandir.

(5) R bir tamlik bolgesi olmak {izere, p bir asal eleman olsun. Bu durumda her u e U (R )

icin up elemani da asal elemandr.

Ornek 2.1.2: R=7Z, halkasmi alirsak eger, 2 elemam asal eleman oldugu halde

indirgenemez bir eleman degildir.
Teorem 2.1.3: R bir tamlik bolgesi olsun. R nin her asal eleman1 indirgenemezdir.

Ispat : R bir tamlik bolgesi ve p e R asal eleman olsun. a,heR icin p=ab oldugunu
kabul edelim. R birimli bir halka oldugundan p|ab ve boylece p|a veya p|b elde edilir.
pla olursa en az bir ¥ € R i¢in a = pr bulunur. Yukaridaki esitlikte yerine konuldugunda
1, =rb ve boylece be R birimsel bulunmus olur. Ayni sekilde p|b alindiginda da a e R

birimsel eleman olarak bulunmus olur.

Tamm 2.1.4: R bir tamhik bolgesi olsun. Asagidakiler ifadeler dogru ise R ye tek tiirli
carpanlara ayrilabilen bolge (TCB) denir.

(1) her sifirdan farkli ve birimsel olmayan a € R nin, b,,b,,...,b, € R indirgenemez elemanlar
olmak tizere a = bb,...b, ayrisimi vardir.

(1) b,...,b.,c,,....c, € R indirgenemez elemanlar olmak tlizere a € R nin iki farkli ayrisimi
a=bb,..b, =cc,..c, olsun. Bu durumda k=¢ ve uygun dizilisten sonra i€ {1,2,...,7} igin

b, ~ c, dir.



Ornek 2.1.5:
(1) Z tam sayilar halkasi bir TCB dir.
(11) Her esas ideal bolgesi bir TCB dir.

(iii) Z[x] polinomlar halkas: bir TCB dir.

2.2. Modiillerde Carpanlara Ayirma

Bu béliimde, Anne-Marie Nicolas ve Chin-Pi Lu’nun yaptiklar1 ¢calismalardan faydalanarak
modiil yapis1 iizerinde carpanlara aymrma tanimlanacak ve Ozellikleri incelenecektir. Bu
boliimde alacagimiz biitiin modiiller burulmali olarak kabul edilecektir. Bir R -modiill M ye

burulmali denir eger » € R,me M icin rm =0 iken r =0 veya m =0 oluyor ise.

Tanmm 2.2.1: (Lu, 1977) R bir halka ve M bir burulmali R-modiil olsun. de R ve

m,m'e M olmak tizere,

(1) m'=rm olacak sekilde bir 0#re R var ise m elemani m' elemanin1 boliiyor denir ve

m|m' ile gosterilir. Bu durumda m ye ayni zamanda m' niin bir boleni ya da ¢arpani denir.
(i1) m eleman1 m' elemanimni boliiyor ve m' elemani m elemanini boliiyor ise m ile m' ye
ilgili elemanlar denir ve m ~ m' ile gosterilir.

(ii1) m=dm, olacak sekilde bir m; e M elemam var ise d eleman1 m elemanin1 boliiyor
denir ve d |m ile gosterilir.

Burada 6zel olarak m elemani m' elemanmi boldiigii halde m' elemani m elemanini
bolmiiyor ise m ye m' niin 6z ¢arpani denir.

Onerme 2.2.2: (Lu, 1977) R bir halka ve M bir burulmalh R -modiil olsun. m,m'e M
olmak tlizere m ~ m' olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m'=um olacak sekilde bir u € U(R)

var olmasidir.

Ispat : m,m'e M olmak iizere m~m' olsun. m|m' ve m'|m oldugundan a,beR igin
m'=am ve m=>bm' olur. Buradan da m'=am =abm' ve bdoylece M burulmali R -modiil
oldugundan ab=1, bulunur. Yani a€U(R) olur. Tersine m'=um olacak sekilde bir
uecU(R) var ise m=u"'m' elde edilir. Bu da m|m' ve m'|m demek olur ki buradan da

m~m' elde edilir.

Tanim 2.2.3: (Nicolas, 1967) R bir halka, M bir burulmali R -modiil ve 0= m e M olsun.



(1) ae R ve m'e M icin,

m=am' iken a € U(R)
oluyor ise 0 # m e M elemanina “indirgenemez” eleman denir.
(i) 02aeR ve m'e M igin,

m|am' oldugunda m | m'
oluyor ise 0# m e M elemanma “ilkel” eleman denir.
(11) ae R, me M ve pe R indirgenemez eleman olsun. Eger,

p|am oldugunda p |a veyap|m

oluyor ise p ye “M de asal” eleman denir.

Onerme 2.2.4: (Nicolas, 1967) M bir burulmali R -modiil olsun. 0= me M indirgenemez

eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m nin M de 6z ¢arpanmin olmamasidir.
Ispat : 0=me M indirgenemez eleman ve m'e M igin m'|m olsun. Bu durumda bir
0O#£aeR icin m=am'olur. m indirgenemez oldugundan aeU (R ) olur. Boylece

m'=a"'m olur ve bdylece m|m' ve m'|m elde edilir. Buda m'e M nin 6z ¢arpan olmamas1
demektir. Ifadenin ters gerektirmesini ispatlamak icin m nin M de 6z carpani olmadigmi
kabul edelim. a e R ve m'e M i¢in, m =am' oldugunu kabul edelim. Buradan m'|m dir ve
m'e M , mnin has bdleni olamayacagindan m|m' dir. Yani bir be R i¢cin m'=bm dir.

Buradan da m=am'=abm olur ki M bir burulmali R-modiil oldugundan ab=1, ve

béylece a €U (R) bulunmus olur.

Onerme 2.2.5: (Nicolas, 1967) M bir burulmali R -modiil olsun. M deki her ilkel eleman

indirgenemez elemandr.

Ispat : Kabul edelim ki m € M bir ilkel eleman ve a € R, m'e M igin m=am' olsun. R

birimli bir halka oldugundan m|am' diir. m € M ilkel eleman oldugundan, m|m' dir. En az

bir b€ R i¢cin m'=bm olur. Buradan,
m=am'=abm
elde edilir. M burulmali modiil oldugundan ab =1, ve bdylece a eU (R ) bulunmus olur.

Tanmim 2.2.6: (Lu, 1977) M bir R -modiil ve N de alt modiilii olsun. Eger her a € R i¢cin



aM NN =aN
oluyor ise N ye piir alt modiil denir.

Onerme 2.2.7: (Lu, 1977) M bir burulmali R -modiil ve m e M sifirdan farkli bir eleman
olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) m ilkel elemandur.
(1) M nin devirli alt modiili Rm piir alt modiildiir.
(i1) Her xe M i¢inya RxnRm =0 yada Rx < Rm dir.
Ispat :
(1)=(i1)) ae R ve me M ilkel eleman olsun. Kabul edelim ki x € aM m Rm olsun. O zaman
m'e M ve re R igin,
x=am'=rm
olur. Buradan m|am' elde edilir ve m ilkel eleman oldugundan m|m' olur. En az bir '€ R

vardir oyle ki m'=r'm ve bdylece x=am'=ar'meaRm bulunur. Ters kapsamayi

gostermek icin y € aRm alalim. En az bir » € R vardir dyle ki y=arm dir. Buradan da

yeaM ve y € Rm bulunmus olur.

(11)= (i11) M nin devirli alt modiilii Rm piir alt modiil olsun. Rx N Rm # 0 olacak sekilde bir

x €M alalim. Bu durumda en az bir y € Rx"Rm vardir dyle ki bir '€ R elemani i¢in
y=r'x olur. Rm pir alt modil oldugundan »r'M "Rm=r'Rm dir. Boylece
y=r'xer'M nRm=r'Rm elde edilir. Buradan da en az bir »" € R i¢in y=r'x=r'r'm,
yani x=r m bulunur. Sonug olarak Rx < Rm elde edilir.

(111)= (1) Her xe M i¢gin ya RxnRm=0 yada Rx < Rm olsun. Bir ae R ve m'e M i¢in
m|am' oldugunu kabul edelim. Bu durumda, en az bir » € R vardir oyle ki am'=rm dir.

Yani, Rm'nRm #0 olur ve boylece Rm'c Rm elde edilir. En az bir s € R i¢in m'=sm

bulunur ki bu da m nin ilkel eleman olmasi demektir.

Sonug¢ 2.2.8: (Lu, 1977) M bir burulmali R -modiil ve m,m'e M ilkel elemanlar olsunlar.

m ile m' 1lgili olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul Rm '™ Rm =0 olmasidir.

Ispat : m,m'e M ilkel elemanlari ilgili olmasmlar. m ve m' ilkel oldugundan Onerme 2.2.7

den Rm'nRm =0 olur. Aksi halde ilgili olurlardi. Tersi icin Rm'n Rm =0 oldugundan m'

ve m 1lgili degillerdir.



Tanmm 2.2.9: (Nicolas, 1967) Bir tamlik bolgesi R {izerindeki bir burulmali M modiilii i¢cin
asagidaki iki kosul saglaniyorsa M ye tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen modiil (TCM) denir :

(TCM 1) Sifirdan farkli her x e M elemany, q,,a,,...,a, elemanlar1 R de ve m elemanm M
de indirgenemez olmak lizere x =a,a,...a,m seklinde bir indirgenemez ¢arpanlarina ayrilisa
sahiptir.

(TCM 2 X elemanmmin  iki  farkli  indirgenemez  c¢arpanlarma  ayrilis
x=a,a,..am=>bb, .bym' 1se n=k, M de m~m' ve her ie{l,2,...,n} icin b, lerin siras1
disiiniilmeksizin R de a, ~ b, dir.

Onerme 2.2.10: (Nicolas, 1967) M bir burulmali R-modiil olsun. M bir tek tiirlii

carpanlarma ayrilabilen modiil ise R bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolgedir.

Ispat : M bir burulmali R -modiil olsun. Bu durumda R bir tamlik bolgesidir. » € R alalim.
Bu durumda bir m € M indirgenemez eleman olmak tizere kabuliimiizden dolay1 »m nin tek

tiurlii bir carpanlarina ayrilist vardir. Bu ayrilis uygun sekilde diizenlendiginde #...,m
seklinde yazilabilir. M burulmali modiil oldugundan da r=r7..r;, seklinde r nin bir

carpanlarma ayrilis1 bulunur. Bu yazilis da M bir TCM oldugundan tek tiirliidiir. Sonug
olarak R bir TCB bulunmus olur.

Onerme 2.2.11: (Nicolas, 1967) M bir burulmali R -modiil ve R bir tek tiirlii garpanlarma
ayrilabilen bolge olsun. M , devirli alt modiiller i¢in artan zincir kosulunu sagliyor ise M de
(TCM 1) saglanir.

Ispat : Kabul edelim ki meM nin indirgenemez ayrisimi olmasm. Bu durumda

olusturdugumuz, {Rm| m#n..15n,n indirgenemez} kiimesinin kabuliimiizden dolay1 en az

bir maksimal eleman1 vardir. Diyelim ki bu eleman Rx olsun. O zaman x € M indirgenemez

olamaz dolayisiyla tersinir olamayan bir e R ve ye M i¢in x=ry elde edilir. Buradan
Rxc Ry oldugundan y €M nin bir indirgenemez ayrigimi vardr. Yani a,,a,,....,a, € R
indirgenemez elemanlar1 ve z e M indirgenemez elemani i¢in y = a,a,...a,z dir. R bir TCB
oldugundan b,,b,,...,b, € R indirgenemez elemanlar1 vardir 6yle ki » =5b,...b, dir. Buradan
da x=ry=>5bb,..b.aa,..a,z bulunmus olur. Boylece bir indirgenemez ayrisim bulmus oluruz

ve istenen elde edilmis olur.

Tanim 2.2.12: (Lu, 1977) M bir burulmali R -modiil, a € R ve m € M olsun.



1) Bir d € R elemani a ile m nin en biiyiik ortak bdlenidir (ebob), eger

(i) Rde d|a ve M de d|m ve

(i) R de c|ave M de c|molacak sekilde bir ¢ € R elemani oldugunda ¢, d nin bir

bolenidir.
Bu durumda d elemant (a,m) veya ebob{a,m} ile gdsterilir.

2)Bir m" € M elemam a ile m nin en kiigiik ortak katidir (ekok), eger
(i) M deswrastyla a|m” ve m|m" ve

.o . . . * .
(i) M de a|w ve m|w olacak sekilde bir we M elemani var ise m , w elemanimnin bir

carpant olur.

Bu durumda m", [a,m] veya ekok {a,m} ile gosterilir.

Onerme 2.2.13: (Lu, 1977)M bir R tamlik bolgesi iizerinde bir modiil, m,m" e M ve

a € R olsun. Su halde;

(i) m" ~ ekok{a,m} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul aM N Rm=Rm’ olmasidir.

(i) p, R nin bir indirgenemez eleman1 ve ekok{a,m} , M de var olsun. Eger
p, myi bolmez ise pM N Rm = Rpm dir.

Ispat :

(i) m" ~ ekok{a,m} oldugunu kabul edelim, bu durumda en az bir birimsel eleman u € R
igin um’ = ekok{a,m} olur. Burada tammdan a|um’ vem|um" elde edilir. Bdylece

m e€aM NRm, yani Rm" caM ~Rm bulunur. Ters kapsamayr gdstermek icin de bir

x€aM N Rm alalim. Bu durumda x=an=»bm olacak sekilde ne M, be R elemanlari
vardir. Yani a|x ve m|x olur. En kii¢iik ortak kat tanimindan m” | x olur ki bu da x € Rm”
demek olur. Boylece ters kapsama da gosterilmis olur ve aM N Rm=Rm" ifadesi elde
edilmis olur. Simdi de aM NRm=Rm" oldugunu kabul edelim. x = ekok{a,m} olsun.
aM "Rm=Rm" oldugundan a|m’ vem|m’ elde edilir. x=ekok{a,m} oldugundan da

x€aM N Rm=Rm" ve bdylece m* | x bulunmus olur.
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(ii) m" = ekok{p,m} olsun. Bu durumda bazi sifirdan farkll a,beR ve m €M igin
0#m =am= pm, ve pm= bm"dir. p=ab dir ve bdylece m= bm_ olur. p, m yi bolmesin
ve b|m oldugundan p, b ile ilgili degildir elde edilir. Boylece p ~a ve b birimseldir, yani
m" ~ pm oldugu i¢in (i) den pM N Rm = Rpm oldugu goriiliir.

Onerme 2.2.14: (Lu, 1977)M bir R, GCD-bélgesi iizerinde bir modiil olsun dyle ki her

aeR ve meM igin ebob{a,m}=(a,m) mevcut olsun. Bu durumda bir b € R igin;

() ((a.b)m)=(a.(b.m)),

(i) (ba,bm)=(b(a,m)),

(iii) a|bm ve (a,m)=1 ise a|b
durumlari saglanir.

Teorem 2.2.15: (Lu, 1977) M , bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olan R {izerinde
(TCM 1) sartin1 saglayan bir modiil olsun. Su halde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) M modiilii R iizerinde tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen modiildiir.

(1) M nin her indirgenemez elemani ilkeldir.

(111) Herhangi a € R ve m e M 1ikilisi i¢in ebob{a,m} R de mevcuttur.

(iv) Herhangi ae R ve me M ikilisi igin ekok{a,m} M de mevcuttur, yani aM N Rm alt

modiili devirlidir.

(v) R nin her p indirgenemez eleman1 M de asaldir.

(vi) R nin a ve b elemanlar1 aM < bM seklinde ise a|b dir ve her a,b e R ikilisi i¢in bir
¢ € R mevcuttur 6yle ki aM nbM =cM dir.

Ispat : (i) < (ii) M modiilii R iizerinde TCM ve m € M indirgenemez eleman olsun. Kabul
edelimki ae R ve m'e M i¢cin m|am' olsun. Bu durumda en az bir » € R i¢in rm =am'
olur. M, TCM oldugundan oyle #,r,....1,,q,a,,...,a,,b,b,,...b, cR ve m"eM
indirgenemez elemanlar: vardir ki 7r,..r,m = a,a,...a,bb,..bm" elde edilir ve (TCM 2) den de
m~m" bulunur. Buradan da m|m" yanim|m' bulunmus olur. Yani me M bir ilkel

elemandir.
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(i) = (iii): m=0 ise her aeR icin ebob{a,m}~a dir. be R ve m, elemam1 M nin bir
indirgenemez elemani olmak iizere m =bm, # 0 ise ebob {a,m}~ebob {a,b}=d € R oldugunu
gosterirsek istenen elde edilmis olur. d nin a ile m nin ortak boleni oldugu aciktir. d' niin
a ie m nin bir bagka ortak bdleni oldugunu kabul edelim ve baz1 m'e M igin

m=bm, =d'm' yazalm. Bu durumda m, ilkel ve d =ebob{a,b} oldugundan d'|b yani

d'|d dir. Sonug olarak d ~ ebob {a,m} elde edilir ve (iii) bulunmus olur.

(1) =(v): a=0 ise her me M i¢in ekok{a,m}~0 dir. Herhangi 0#2ae€R ve meM
ikilisi icin d ~ebob {a,m} olsun. Su halde ebob{a',m'}~1 olacak sekildeki baz1 a'e R ve
m'e M elemanlari icin Onerme 2.2.14, (ii) den a = da' ve m =dm' diir. Buradan da Onerme

2.2.14, (iii) yardimiyla m" = a'm nin ekok {a,m} oldugu gosterilir.

(iv)=(v): aeR ve meM igin p elemant R nin p|am olacak sekilde bir indirgenemez
eleman1 olsun. p, m yi bolmez ise Onerme 2.2.13, (ii) den am e pM N Rm = Rpm dir.

Boylece p|a oldugu, dolayisiyla (v) in dogrulugu goriilmiis olur.

(V)= (vi): R nin a ve b elemanlar1 aM < bM seklinde olsun. Eger 5 =0 ise a =0 dir yani

bla dir. b#0 oldugunu kabul edelim. O halde herhangi bir m, € M indirgenemez elemani
i¢cin b|am, dir ve buradan b nin her p asal carpanmi icin p|am, dir. (v) ten b nin her p

asal carpani i¢in p|a dir, dolayisiyla b|a dir.

Eger a=0 ve b=0 ise ¢=0 oldugu aciktr. a#0 ve b#0 oldugunu kabul edelim ve
c ~ckok{a,b} ve d ~ebob{a,b} olsun. Su halde aM NbM ScM ve a'=a|d ve b'=bh|d
olmak tlizere c¢=da'b=ab" dir. Eger sifrdan farkh w elemam1 M  nin
w=am=>bm'e aM NbM seklindeki bir elemani ise a'm=>b'm' dir. a'|b'm' ve (a',b')~1
oldugundan (i) deki ispata benzer sekilde a'|m' elde edilir. Sonug olarak ¢ =a'b, w=bm' nii

boler. Boylece aM NbM < cM dir ve istenen saglanir.

(vi)= (11)=(1): Baz1 a,be R ve m'e M i¢cin m eleman1 M nin am'= bm olacak sekilde bir
indirgenemez elemani ise baz1 ¢ € R elemant i¢in (vi) den am'=bm € aM NbM =cM dir ve
(viyden b|c ve a|c dir. m indirgenemez oldugundan b ~ ¢ dir, buradan a|b ve m|m' diir.

Yani m ilkeldir. Dolaysiyla (i1) dogrulanir ve (i1)= (1), (a) sikkindadir. Boylece Teorem

2.2.15 in ispat1 tamamlanmis olur.



12

Sonug 2.2.16: (Lu, 1977) Bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bdlge olan R {izerindeki her
Rm burulmali devirli modiilii bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen modiildiir ve bu modiiliin

her ilkel eleman1 m ile ilgilidir.

Ispat : ilk 6nce m € Rm nin indirgenemez bir eleman oldugunu gésterelim. m =am" olacak
sekilde a e R ve m" € Rm olsun. m" € Rm oldugundan en az bir » € R i¢in m" =rm dir. Bir
onceki esitlikte yerine yazarsak, m=am” =arm bulunur ve boylece a R birimsel olarak
bulunmus olur. Simdi herhangi bir n € Rm alalim. Bu durumda en az bir » € R i¢in n=rm

olur. R bir TCB oldugundan a,,a,,...,a, € R indirgenemez elemanlar1 i¢in r =a,a,...a, ve
buradan da n=rm=aa,...am bulundugundan Rm de (TCM 1) saglanir. M burulmal

modiil oldugundan da (TCM 2) saglanir ve bdylece Rmbir TCM modiil olarak elde edilir.

Simdi de Rm de bir ilkel eleman olan x € Rm alalim. Bu durumda m|x ve R birimli

oldugundan x|m elde edilir. Boylece m ~ x olur.

Sonug¢ 2.2.17: (Lu, 1977) Her vektor uzay1 bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen modiildiir ve

sifirdan farkli her elemant ilkeldir.

Sonuc¢ 2.2.18: (Lu, 1977)K, bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olan R nin kesir
cismi ve M modiilii K nin bir R -alt modiilii olsun. Su halde M bir tek tiirlii carpanlaria
ayrilabilen modiil olmas: i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin devirli olmasidir.
Dolayisiyla R nin bir ideali R iizerinde bir TCB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu idealin

temel ideal olmasidir.
Ispat: M nin herhangi sifirdan farkl x:% ve y:%{ eleman ¢ifti i¢in

0 #bcx =ady e Rxn Ry dir. Sonug 2.2.8 e gére M , bir ilkel eleman tarafindan {iretilen en
fazla bir devirli alt modiile sahiptir. Dolayisiyla tek bir tane indirgenemez elemani olmus olur.
Buradan da M bir devirli modiil elde edilir. Tersi i¢in de M yi devirli kabul edelim. Bu
durumda R tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bélge oldugundan M de tek tiirlii carpanlaria

ayrilabilen modiil elde edilmis olur.

Sonug¢ 2.2.19: (Lu, 1977) Bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolge olan R {izerindeki bir
M tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen modiiliin her N piir alt modiilii de tek tiirlii carpanlaria
ayrilabilen R -modiildiir. N nin biitiin indirgenemez elemanlar1 ayn1 zamanda M de

indirgenemezdir.

Ispat: N alt modiiliiniin (TCM 1) sartmi sagladig1 agiktir. Herhangi a € R, me M ve bazi

xeM i¢in N pir alt modiil oldugundan
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aN " Rm=(aM AN)~Rm=(aM nRm)"N = Rx\ N = Rx

elde edilir. Boylece Teorem 2.2.15, (iv) ten N bir TCM dir. N < M oldugundan N nin
biitiin indirgenemez elemanlar1 ayn1 zamanda M de indirgenemez elemandir.
Sonug 2.2.20: (Lu, 1977) {M ; |z' el } ailesi bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olan R

iizerinde modiillerin ailesi olsun. O halde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

() []_M,. R iizerinde TCM dir.

(1) @,, M,, R tzerinde TCM dir.

iel
(111) Her M, R tizerinde TCM dir.

Ispat: Burada M,<®,_, M, SHI,E[MI. alt modiilleri piir oldugundan Sonug¢ 2.2.19 dan
(1)= (i1) = (ii1) oldugu goriliir. Simdi de (ii1) tin varligm kabul edelim ve HiE[M =M
olsun. Baz1 a, € R ve bir m,'e M, indirgenemez elemam ig¢in m, =a,m,' olmak lizere
m= (ml. )I.E, €M ise m elemaninin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {ai|z' el }

kiimesinin R de en biiyiik ortak bdleninin olmamasidir. Béylece M nin (TCM 1) kosulunu

sagladigimi gorebiliriz. p elemani bazi ae R ve m:(ml.) eM igin M de p|am olacak

iel
sekilde R nin bir indirgenemez eleman1 olsun. Su halde her i icin M, de p|am, dir. Eger R
de p,a y1 bolmez ise Teorem 2.2.15, (v) ten her i i¢in M, de p|m, oldugu goriiliir, ¢linkii
her M, faktoriyeldir. Sonu¢ olarak p|m ve bodylece yine Teorem 2.2.15, (v) ten
HiE[M , =M faktoriyeldir. Dolayistyla (ii1) = (1) saglanmis olur.

Sonug¢ 2.2.21: (Lu, 1977)Bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolge tlizerindeki her serbest

modiil tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen modiildiir.

2.3. Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma Modiillerinde Asal Alt Modiiller

Bu boéliimde, Chin-Pi Lu’nun yaptig1 calismadan faydalanarak modiil elemanlar1 ile bu
elemanlarin {irettikleri alt modiiller arasindaki iliskileri inceleyece§iz. Ayrica asal alt

modiilleri de karakterize edecegiz.

Tanim 2.3.1: (Lu, 1977) Bir R halkas1 lizerinde bir M modiiliiniin N has alt modiilii olsun.

(i) (N1 M)={reR|rM < N} kiimesi R de bir idealidir.
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(1) Eger xe M ve aeR i¢cin axe N iken xe N veya ae(N:R M) oluyorsa N ye asal alt

modiil denir.

Ornek 2.3.2: (Lu,1977)

(1) Bir R halkasinin her P asal ideali R -modiil R nin asal alt modiiliidiir.

(ii) Her burulmali modiiliin (0) alt modiilii asal alt modiildiir.

(iii) R=7 ve M =7Z[x] olmak iizere N =(2Z)[x] olsun. Bu durumda (N :, M )=2Z olur
ve N alt modiilii M de asal alt modiil olur.

Sonug¢ 2.3.3: (Lu, 1977) N bir R-modiil M nin asal alt modiilii ise (N M ) ideali de R
nin bir asal idealidir.

spat : N alt modiili M de asal alt modiil ve a,be R igin abe(N: M) olsun. Kabul
edelimki be (N, M ) olsun. Bu durumda en az bir me M i¢in bm ¢ N fakat abm e N dir.

Buradan da N asal oldugundan a € (N :; M) elde edilir.

Sonug 2.3.4: (Lu, 1977) Bir modiiliin her maksimal alt modiili asal alt modiildiir.

Ispat : M bir R-modiil ve N bir maksimal alt modiil olsun. me M ve re R igin rme N

olsun. Kabul edelim ki m ¢ N olsun. Bu durumda M =N +(m) dir. Her xe M i¢cin ne N
ve a € R vardir 6yle ki x=n+am dir ve boylece rx = r(n + am) =rn+rame N elde edilir.

Yani r € (N :; M) bulunmus olur.

Sonug 2.3.5: (Lu, 1977) Bir M modiiliiniin N has alt modiiliiniin piir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul N nin asal alt modiil ve (N :; M )=(0) olmasidr.

Ispat : N, M modiiliiniin bir has piir alt modiilii olsun. r e (N M ) ise ¥YM < N dir ve

boylece ¥M =rM NN =rN bulunur. M burulmali modiil oldugundan da »=0 elde edilir.
Simdide me M ve reR icin rme N olsun. Kabul edelim ki m ¢ N olsun. Bu durumda
rmerM NN =rN bulunur ve M burulmali modiil oldugundan da r=0e(N:, M) elde
edilir. Ters gerektirmeyi gostermek i¢in » € R alalim. *M NN orN oldugu aciktir. Ters
kapsama i¢cin 0#xerM NN olsun. Bu durumda x=rm=n olacak sekilde me M ve

ne N vardir. rme N ve N asal alt modiil oldugundan re(N:R M) veya me N dir.

Kabuliimiizden 7 # 0 oldugundan m € N bulunur ve boylece rm € rN olur.



15

Sonug¢ 2.3.6: (Lu, 1977) M bir serbest R-modiil ise R nin her P asal ideali i¢in PM alt
modiilii M de asaldir ve (PM : M )= P dir.

Onerme 2.3.7: (Lu, 1977)M bir R tamlik bolgesi iizerinde modiil ve Rm = M olacak
sekilde m € M olsun. O halde m nin ilkel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Rm nin asal alt
modiil ve (Rm: M )=(0) olmasidir.

Ispat : m e M bir ilkel eleman ve 0#r € R, xe M icin rx € Rm olsun. Bu durumda m | rx
ve m ilkel oldugundan m|x bulunur. Yani x € Rm olur. »=0 ise de re(Rm:M) olur.
Simdide r e (Rm : M) alalim. Bu durumda her x e M i¢in rx € Rm olur. x € M \ Rm olarak
secersek m|x elde edilir ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla =0 ve boylece (Rm:M)=(0)
bulunmus olur. Tersi igin de Rm nin asal alt modiil ve (Rm: M )=(0) oldugunu kabul edelim.
O£reR,xeM igin m|rx olsun. O zaman rxeRm olur. Burada O0z#reR ve
(Rm:M)=(0) oldugundan x € Rm ve bdylece m|x bulunur.

Onerme 2.3.8: (Lu, 1977) M bir R tamlik bolgesi iizerinde, her birimsel olmayan p e R

elemani icin pM # M olmak tlizere bir modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir:

(1) p elemant M de asaldur.
(i) pM alt modiili M de asaldir ve (pM : M )=(p) dir.

Ispat: ()= (ii) p eleman1 M de asalolsun. »€ R, xe M igin rx € pM olsun. Bu durumda
plrx olur ve boylece tammdan p|r veya p|x elde edilir. p|r ise re(p)c(pM M)
olur. p|x ise xepM elde edilir. Simdi de (pM M ): (p) oldugunu gosterelim.
(p)<(pM :; M) oldugu agiktir. Ters kapsamayr gostermek i¢in de a e(pM : M) alalim.
Bu durumda aM < pM dir. Ozel olarak me M \ pM aldigimizda am e pM oldugundan

pla bulunur. Yani a €(p) bulunmus olur.

()= (1) pM alt modiilli M de asal ve (pM:M):(p) olsun. Bu durumda peR

indirgenemez eleman olur. € R, xe M igin p|rx olsun. Buradan »x € pM olur. pM asal
alt modiil oldugundan xe pM veya re(pM :M)=(p) elde edilir. Buda p|x veya p|r

demek olur, yani p elemani1 M de asaldir.
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Teorem 2.3.9: (Lu, 1977) M bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge olan R {izerinde tek

tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir,

(1) Rm=# M seklindeki her m e M indirgenemez elemani i¢cin Rm asal alt modiildiir ve

(Rm:M)=(0) dur.
(11) Her p € R indirgenemez elemani igin pM asal alt modiildiir ve ( pM M ) = ( p) dir.

Sonug¢ 2.3.10: (Lu, 1977)M bir tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen bdlge olan R iizerinde Rx
devirli modiilii ve m de x ile ilgili olmayacak sekilde m € M olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir:

(1) Rm asal alt modiildiir.

(11) Baz1 p € R indirgenemez elemani icin m ~ px dir.
(111) Baz1 p € R indirgenemez elemani icin Rm = pM dir.

Teorem 2.3.11: (Lu, 1977) S bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge olan R nin ¢arpimsal
kapali alt kiimesi ve 0¢ S olsun. Eger M bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen R -modiil ise

M , kesir modiilii de bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen R_-modiildiir.

Ispat: M nin her indirgenemez elemam M ., de de indirgenemez oldugundan M, (TCM 1)
kosulunu saglar. P, R, nin indirgenemez elemanlarini temsil eden bir sistem olsun. Her

temsili R den P c R olacak sekilde secebiliriz. M modiili R iizerinde TCM oldugundan
Teorem 2.2.15 (v) ten her P nin her peleman1 M de asaldir. Ayrica her s € S i¢in p,s yi

bolmez. Bu ozellikleri P nin elemanlarma uygularsak her p € P nin R _-modiil M de asal

oldugunu ispatlayabiliriz. Boylece Teorem 2.2.15 (v) ten M bir TCM R_-modiildiir.

Teorem 2.3.12: M bir tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen bdlge olan R iizerinde (TCM 1)
kosulunu saglayan bir modiil olsun. S, R nin carpimsal kapali kiimesi ve M de asal olan

elemanlarm bir ailesi olan P' ile iiretilsin. Eger R -modiil M tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen

modiil ise R -modiil M de tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen modiildiir.

Ispat: P ve P" sirasiyla R ve R, nin indirgenemez elemanlarmm temsil sistemleri olsun. O

halde P = P'UP" diir. Teorem 2.2.15 (v) e gére R nin her indirgenemez elemanmin M de

asal olugunu gostermek yeterlidir. Bu ifadenin her pe P' i¢in dogrulugu aciktir. Kabul
edelim ki, bazi ve me M i¢in pe P" ve M de p|am olsun. M bir TCM oldugundan R,

de pla ve M  de p|m dir. Her s S i¢in R de (s,p)zl ve s €S nin her indirgenemez
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carpaninin M de asal oldugunu kullanarak R de pla veya M de p|m oldugunu

ispatlayabiliriz. Boylece P'' niin, dolayisiyla P nin her p elemani R -modiil M de asaldir.

Onerme 2.3.13: (Lu, 1977) R temel idealler i¢in artan zincir kosulunu saglayan bir tamlik

bolgesi olsun ve M bir R-modiil olsun. Eger M devirli alt modiiller i¢in artan zincir

kosulunu sagiyorsa, herhangi bir / kiimesi i¢cin hem R[xl. |z' el ]-modﬁl M [xl.|z' el ], hem de
R[[x, iel [|-modiil [[xl.|z' e I artan zincir kosulunu saglar.
Teorem 2.3.14: (Lu, 1977) M bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge olan R iizerinde tek

tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil ise R[x] -modil M [x] de tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen

modiil olur.

ispat: S=R—-{0} ve K, R nin bélim cismi olsun. Teorem 2.3.11 ve Onerme 2.3.13 i

kullanarak, (TCM 1) kosulunu saglayan (R[x]), =K[x] temel ideal bolgesi iizerinde

(M[x]), = M [x] modiilii bir TCM dir. Dolaystyla M [x], TCM olup bunun sonucunda da
Teorem 2.3.12 den M |x] modiilii R[x] tizerinde TCM dir.
Sonug¢ 2.3.15: (Lu, 1977) M bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge olan R iizerinde tek

tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil ise herhangi bir / indeks kiimesi i¢in M [xl.|z' el ] modiilii

R[xl. |z' el ] iizerinde tek tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil olur.

2.4. Zayif Asal Elemanlar ve Zayif Asal Alt Modiiller

Bu boliimde, bir modiiliin zayif asal elemanlarini tanimlayacagiz. Bu elemanlarn irettikleri
alt modiillerin zayif asal alt modiil olduklarmi gosterece§iz. Daha sonra da zayif asal alt

modiilleri karakterize edecegiz.

Tammm 2.4.1: M bir burulmali R -modiil olsun. 0zme M eleman1 a,be Rvem'e M

olmak tizere,
m|abm' ise m|am' veya m|bm'
kosulu saglaniyor ise m € M ye zayif asal (z-asal) eleman denir.
Burada not edelim ki, m € M zayif asal (z-asal) eleman ise her r e U (R ) elemani i¢in rm
elemani1 da bir zayif asal elemandir.

Onerme 2.4.2: M bir burulmali R -modiil olsun. M modiiliiniin her ilkel elemani ayni

zamanda z-asal elemandir.
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Ispat : m e M bir ilkel eleman olsun. a,be R ve m'e M olmak iizere, m|abm' oldugunu
kabul edelim. m ilkel oldugundan, m|m' dir. Sonug¢ olarak m|am' ve m|bm' bulunmus

olur.

Ornek 2.4.3: R bir degismeli ve birimli halka olmak iizere M = R[x] bir R -modiil olsun.

Bu durumda x € M bir z-asal (ilkel, indirgenemez) elemandir.
Ornek 2.4.4: R=7 ve M=Z[x] bir R-modiil olsun. Bu durumda 2x € M bir z-asal eleman
oldugu halde ne ilkel ne de indirgenemez elemandir.

Teorem 2.4.5: R, tek tirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge ve M devirli Rx modiilii olsun.

me M eleman x e M ile ilgili olmasin. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) m e M , z-asal elemandir.

(11) Bir indirgenemez p € R elemant i¢cin m ~ px dir.

(111) Bir indirgenemez p € R elemant icin Rm = pM dir.

Ispat : ()= (ii) me M, z-asal elemani olsun. Burada m e M = Rx oldugundan en az bir

reR igin m=rx olur. R, tek tirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge oldugundan » = p p,...p,
olacak sekilde p, € R indirgenemez elemanlar1 vardir. m € M , z-asal eleman oldugundan bir
ie{l,2,...k} i¢in m| px dir. Béylece m ~ p,x elde edilmis olur.

(i)= (ii1)) Bir indirgenemez pe R elemani icin m~ px olsun. Bu durumda en az bir
ue U(R) vardir 6yle ki m =upx = pux € pRx=pM . Eger ne M i¢in pn e pM alinirsa bir
s € R i¢in, pn= psx =spx=su"'me Rm elde edilir. Boylece Rm = pM bulunmus olur.
(111)= (1) Bir indirgenemez p € R elemani i¢cin Rm=pM olsun. ne M ve a,be R igin
m|abn oldugunu kabul edelim. En az bir € R i¢in rm =abn dir. Rm=pM ve M = Rx
oldugundan baz1 m'e M ver',r"e R i¢cin abn=abr'x ve rm= pm'= pr"x bulunur. Yani

abr'= pr" ve p|abr' elde edilir. Buradan p|a veya p|b veya p|r' bulunur. Buradan da

me M , z-asal elemandr.

Tanim 2.4.6: M bir R-modiil ve N de alt modiilii olsun. Eger a,be R ve ke M igin,
abk € N ise ak € N veya bk e N

kosulu saglantyor ise N ye zayif asal alt modiil (z-asal alt modiil) denir.
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Teorem 2.4.7: M bir R-modill ve N de alt modiilii olsun. N bir zayif asal alt modiil

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin bir K alt modiilii ve a,be R i¢in abK < N kosulu

saglandiginda ya aK < N yada bK < N olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki N bir zayif asal alt modiil olsun. Bazi a,be R ve M nin bir K alt
modiilii i¢gin abK < N olsun. Bu durumda her k£ € K i¢in abk € N olur ve N bir zayif asal
alt modiil oldugundan ak € N veya bk € N bulunur. Buradan da aK < N veya bK c N

olur, eger olmasaydi dyle k,,k, € K elemanlar1 bulunurdu ki ak, € N oldugu halde bk, ¢ N
ve bk, e N oldugu halde ak, ¢ N durumlar1 saglanirdi. Burada £ +k, € K elemanmi
aldigimizda ab(k, +k,)e N olur. N bir zayif asal alt modiil oldugundan a(k +k,)e N
veya b(k, + kz) e N elde edilir. Buradan da her iki durum i¢in celigki olusur. Ters
gerektirmeyi gostermek i¢in a,be R ve ke M elemanlar1 abk € N y1 saglasin. O zaman
ab(k)< N olur. Kabulimiizden a(k) = N veya b(k)< N elde edilir. Sonug olarak ak e N
veya bk € N bulunur.

Teorem 2.4.8: M bir R-modiil olsun. O zaman m € M elemani z-asal olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Rm, M nin z-asal alt modiilii olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki m e M elemani z-asal eleman ve a,b€R ve ke M igin abk € Rm
olsun. Bu durumda m|abk olur. m elemani z-asal oldugundan m|ak veya m|bk dir. Bu da
ak € Rm veya bk € Rm demek olur. Simdi de ters tarafi gostermek icin Rm, M nin z-asal alt
modiilii oldugunu kabul edelim. a,be R ve m'e M i¢in m|abm' olsun. abm'e Rm ve Rm
z-asal alt modiil oldugundan am'e Rm veya bm'e Rm dir. Buradan da m|am' veya m|bm'

bulunur.

2.5. Zayif Tek Tiirlii Carpanlara Ayrilabilen Modiiller

Tanmim 2.5.1: Degismeli ve birimli R halkasi lizerindeki bir burulmali modiil M ye zayif tek

tiirlii carpanlaria ayrilabilen modiil (z-TCM) denir, eger asagidaki kosullar saglanir ise:

(z- TCM 1) Sifirdan farklh her x e M elemaninin z-ayrilis1 vardir, yani x =aq,...am olacak
sekilde R de q,,...,a, indirgenemez elemanlar1 ve M de m z-asal eleman vardir.

(z- TCM 2) Eger x=a,.am=>b..bm" , xeM nin iki farkli z-ayrigimi ise 7=/, her

ie{l,2,...t} igin @, ~b, ve m~m’ olur.
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Teorem 2.5.2: M , bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge olan R {izerinde modiil ve (z-
TCM 1) i saglasm. O zaman M bir z-tek tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul M nin her z-asal elemani ayn1 zamanda ilkel eleman olmasidir.

Ispat : M bir z-TCM ve meM bir z-asal eleman olsun. Kabul edelim ki a,beR ve
m'e M igin m|abm' olsun. O zaman en az bir » € R i¢in rm =abm' olur. M bir z-TCM ve
R bir TCB oldugundan R de indirgenemez olan #,...,7,,q,,...,a,,b,,...,b,,c,,...,c, elemanlari
ve M de bir z-asal olan m" elemam vardir 6yle ki r=r..r,, a=a,..a,, b=b..b ve
m'=c,..c,m” dir. Buradan da r..nm=a,..ab..bc..cm" elde edilir. M bir z-TCM
oldugundan teklikten k=7+/+n olur ve uygun dizilisten sonra 7, ~a,,r, ~b,,r, ~c, ve
m~m’  bulunur. Uygun bir 7" eU(R) igin m"=r'm bulunur. Boylece
m'=c,..c,m” =c,..c,r'm elde edilir ki buradan da istendigi sekilde m|am' veya m|bm'
bulunur. Simdi de ters gerektirmeyi gosterelim. Bunun i¢in de M deki her z-asal elemanin

ilkel eleman oldugunu ve x e M nin x=a,..am=>b,..bm" seklinde iki z-ayrisimi oldugunu

kabul edelim. m‘b]...blm* ve m’|a,..am bulunur. m vem" z-asal elemanlar oldugundan
m|m" ve m*|m elde edilir, yani en az bir 7" eU(R) ig¢in m=r"m" olur. Buradan da

a,..ar'm’ =b.bm" ve bdylece r'a,...a, =b,...h, bulunmus olur. R halkast TCB oldugundan

da istenen elde edilir.

Sonuc 2.5.3: M bir R-modiil olsun. M bir z-tek tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil ise M

bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen modiildiir.
Ispat : Teorem 2.5.2 ve Teorem 2.2.15 den sonug hemen elde edilir.
Sonuc 2.5.4: Her vektor uzayi bir z-tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen modiildiir.

Teorem 2.5.5: M , bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge olan R {izerinde modiil ve (z-

TCM 1) 1 saglasin. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) M deki her w-asal elemanin ilkel elemandir.
(11) Herhangi a e R ve me M igin R de ebob{a,m} vardir.

(iii) Herhangi aeR ve meM igin M de ekok{a,m} vardir, yani aM NRm alt modiilii

devirlidir.

(1v) R nin her indirgenemez p elemani M de asal elemandir.
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Sonu¢ 2.5.6: R bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge ve Rm, (z-TCM 1) kosulunu
saglayan bir devirli R -modiil olsun. O zaman Rm bir z-tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen

moduldiir.

Sonug¢ 2.5.7: M , bir esas ideal bolgesi olan R {izerinde modiil olsun. O zaman M bir z-tek
tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M , (z-TCM 1) kosulunu

saglamasidir.

Sonu¢ 2.5.8: R bir tek tirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge ve M bir z-tek tiirlii ¢arpanlara
ayrilabilen modiil olsun. M nin her piir alt modiilii bir z-tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen

moduldiir.

Teorem 2.5.9: M , bir tek tiirlii garpanlara ayrilabilen bolge olan R {izerinde bir z-tek tiirlii

carpanlara ayrilabilen modiil ve her pe R\U (R) icin pM #M olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(1) p, M de asal bir elemandir.

(i) pM , (pM =, M) =(p) kosulunu saglayan M nin bir z-asal alt modiiliidiir.

Ispat : ()= (ii) pe R, M de asal bir eleman ve a,be R, k € M elemanlar1 igin abk € pM
olsun. R bir TCB ve peR, M de asal eleman ve p|abk oldugundan
p|a veya p|b veya p|k elde edilir. Boylece pM alt modiilii bir z-asal alt modiil olur. Ikinci
kisim i¢in (pM :; M) 2(p) oldugu agiktir, simdi ters kapsama igin r e (pM :; M) alalhm.
Burada en az bir me M \ pM vardir ve rm e pM dir. Burada p|rm bulunur ki p, M de

asal eleman oldugundan p|r elde edilir. Yani r € ( p) dir.

(ii) = (i) Kabul edelim ki pM, (pM :; M)=(p) kosulunu saglayan M nin bir z-asal alt
modiil olsun. Ilk dnce p € R nin indirgenemez eleman oldugunu gdsterelim. Bunun igin de

a,beR i¢in p=ab alalm. Bu durumda abM < pM dir ve pM z-asal alt modiil

oldugundan aM < pM veya bM < pM olur. Buradan da ae(pM :; M)=(p) veya
be(pM :; M)=(p) bulunur. O zaman bu durumda ya a ya da b birimsel eleman olur.
Simdide ae R ve me M igin p|am olsun. En az bir m" e M igin pm” = am bulunur. M

bir z-TCM oldugundan da p|a veya p|am elde edilir. Yani pe R, M de asal bir elemandir.



22

Teorem 2.5.10: R bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bolge ve {Ml. |i el } kiimesi R -

modiillerin kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) [[M., R iizerinde bir z-TCM dir.

iel

(1)) ®M,, R iizerinde bir z-TCM dir.
iel
(111) Her i e I i¢gin M,, R tizerinde bir z-TCM dir.

Sonug 2.5.11: Tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi tizerindeki her modiil bir z-TCM dir.

Sonu¢ 2.5.12: R bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen bdlge ve S de carpimsal kapali alt
kiimesi olsun. 0 ¢ S ve M , R lzerinde bir z-TCM ise M de R, tizerinde bir z-TCM dir.



23

3. DERECELENDIRILMIiS MODULLERIN ASAL VE ASALIMSI ALT
MODULLERI

Calismamizin ikinci boliimiinde ise derecelendirilmis modiiller {izerinedir. Bu kisimda da
derecelendirilmis modiillerin derecelendirilmis asal alt modiilleri ile derecelendirilmis
asalims1 alt modiillerini inceledik ve karakterize ettik. Derecelendirilmis modiiller iizerine pek
cok vyazar calismistir. Bunlardan bazilari, Escoriza, Torrecillas, Nastasescu, Atani,
Farzalipour, v.s. dir. Calismamizda bize yon veren Escoriza ve Torrecillas’m Carpimsal
derecelendirilmis halka ve modiilleri karakterize ettikleri makaleler ve S.E.Atani’nin
derecelendirilmis asal alt modiiller ile ilgili yaptig1 makalelerdir. Bu boliimde verecegimiz
temel tanimlar i¢in Nastasescu (1982) nun “Graded Ring Theory” ve Nastasescu ile Von

Oystaeyen (2004) iin “Methods of Graded Rings” adli kitaplar1 kullanilmistir.

3.1. Derecelendirilmis Halkalar
Tamm 3.1.1: G, birimi e olan bir grup ve R bir halka olsun. R nin g € G ile indekslenmis

R, toplamsal alt gruplari olmak iizere,

R=® R,

geG 8
ve her g,h e G icin,
R.R,cR,
oluyorsa R ye bir G -derecelendirilmis halka (ya da kisaca derecelendirilmis halka) denir ve
G(R) ile gosterilir. R, nin elemanlar1 g. dereceden homojen eleman olarak adlandirilir ve

tiim homojen elemanlarin kiimesi h(R) ile gosterilir, yani

MR)=UR,

geCG
dir.
Burada not edelim ki, direkt toplamin 6zelliginden, her bir a € R, tiim terimleri sifirdan farkli

olacak sekildeki tek tiirlii yazilan sonlu

a=2.a,

geG

toplamindan olusur. Buradaki a, elemanlar1 ¢ min R, deki g -bileseni olarak adlandirilir.

Ayrica her g€ G igin 0, =0 € R, dir.
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Ornek 3.1.2: R bir halka olmak iizere R [x] polinom halkasi bir Z -derecelendirilmis

halkadir. Her i € Z igin,

R, = Rx' eger i)0
R =Regeri=0
R, =0 eger i{0

alt gruplarmi alirsak R[x] = @Z R, olarak yazilir ve 7, j € Z 1¢in,

RR, =(Rx')(Rx’)=Rx"/ =R

i+j

oldugundan R[x] halkas: bir derecelendirilmis halka olur.

Tamm 3.1.3: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve a,b € A(R) olsun.

ab=0 iken a =0 veya b =0 oluyorsa R ye derecelendirilmis tamlik bolgesi denir.

Ornek 3.1.4: R bir tamlik bolgesi olmak iizere R [x] bir derecelendirilmis tamlik bdlgesidir.
Teorem 3.1.5: R bir derecelendirilmis halka olsun. 1,,e. dereceden homojendir.

Ispat : 1, € R, oldugunu gosterecegiz. Bir a € G i¢in 1, € R, oldugunu kabul edelim. Her
geG, x, eR i¢in l,x, = x, oldugundan R R, c R, elde edilir. Dolayisiyla ag = g bulunur
ve buradan a = e elde edilir.

Sonug 3.1.6: R,,R derecelendirilmis halkasmin bir alt halkasidir.

ispat : R,,R derecelendirilmis halkasmm bir alt grubudur. Carpamaya gore kapali oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Derecelendirilmis halka kosullarindan R R, — R, oldugundan

R,,R nin alt halkasi olur.

Tanim 3.1.7: R bir derecelendirilmis halka ve 7/ < R bir ideali olsun. Eger her g € G i¢in

I =INR
4 g
olmak iizere,
1 :g(?clg

oluyorsa / ya R nin bir derecelendirilmis ideali denir. Bu durumda /,, / nin g -bileseni

olarak adlandirilir.
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Tanim 3.1.8: R bir derecelendirilmis halka ve p bir has ideali olsun. a,b € h(R) olmak
lizere abe p olmast ae p veya be p olmasmi gerektiriyorsa p ye bir derecelendirilmis

asal ideal denir.
Teorem 3.1.9: R bir derecelendirilmis tamlik bolgesi p bir derecelendirilmis ideali olsun.

p, R nin derecelendirilmis asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % nin

derecelendirilmis tamlik bdlgesi olmasidir.
Ispat : p, R nin derecelendirilmis asal ideali olsun. E,Eeh(% ) i¢in ab=0 olsun. Bu

durumda ab € p elde edilir ve boylece a€ p veya b e p bulunur. Yani a=0 veya b=0

olur. Tersi olarak Rp derecelendirilmis tamlik bolgesi ve a,b € h(R) olmak iizere abe p
olsun. Buradan ab=0 ve boylece ab=0 bulunur. % derecelendirilmis tamlik bdlgesi

oldugundan a=0 veya h=0 olur. Yani a e p veya be p dir.

Tanim 3.1.10: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka olsun. Eger her

O#£aeh(R) elemani ig¢in ab=1, olacak sekilde bir beh(R) elemam var ise R

derecelendirilmis halkasina derecelendirilmis cisim denir.
Ornek 3.1.11: k bir cisim ise Z -derecelendirilmis cisimdir.
Ornek 3.1.12: k bir cisim olmak iizere R=k @k bir Z,-derecelendirilmis cisimdir. Burada
Ry =k®0 ve R, =0®k olmak tizere
R=R,®R

ve

h(R)= {(aO,O)‘ a, € Ra} u{(O,a, )‘ a, € Ri}
dir. RR. < R ; =R, oldugundan (0,4,)(0,b)=(ab,,0) elde edilir. Dolayisiyla R =k @ k bir
7, -derecelendirilmis cisimdir.

Onerme 3.1.13: R, sifirdan farkli bir derecelendirilmis tamlik bolgesi olsun. R sonlu ise R

bir derecelendirilmis cisimdir.
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Ispat : R sonlu oldugundan, /(R) de sonludur. Bir a € h(R) alalm. En az bir ge G igin

a€R, oldugundan a’€R, =R.c h(R) dir. Aym yolla devam edersek her neN igin
a"eR, h(R) dir. h(R) sonlu oldugundan, bir k >n dogal sayisi i¢in a* =a" olmalidur.
Buradan da a" (a"'" —IR):0R bulunur ve boylece R bir derecelendirilmis tamlik bolgesi

oldugundan aa"""' =1, elde edilir. Yani a € h(R) bir birimsel eleman olmus olur.

Teorem 3.1.14: R, sifirdan farkli bir derecelendirilmis tamlik bolgesi olsun. R bir
derecelendirilmis cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin her derecelendirilmis idealinin

asal olmasidur.

Ispat : R bir derecelendirilmis cisim ve / da derecelendirilmis ideali olsun. Kabul edelim ki

a,beh(R) olmak iizere abel olsun. abeh(R) oldugundan en az bir xeINh(R) igin

ab=x olur. aeh(R) ve R bir derecelendirilmis cisim oldugundan a=xb"' eI elde edilir.
Yani / bir derecelendirilmis asal idealdir. Simdi de tersini kabul edelim, yani R nin her
derecelendirilmis ideali asal olsun. 0#aeh(R) elemanmi alalim. O zaman a” € h(R)

oldugundan (az) ideali bir derecelendirilmis asal idealdir. Dolayisiyla a € (az) ve boylece

bir reh(R) i¢in a=ra’ elde edilir. R bir derecelendirilmis tamlik bdlgesi oldugundan
ra =1, bulunur. Sonug olarak R bir derecelendirilmis cisim olur.
Teorem 3.1.15: (Atani ve Farzalipour, 2006) R, sifirdan farkli bir derecelendirilmis halka ve

P de derecelendirilmis ideali olsun. Asagidakiler ifadeler saglanir:

(1) R nin her I/ 0z derecelendirilmis idealini kapsayan en az bir Q derecelendirilmis

maksimal ideali vardir.

(i) P, R nin derecelendirilmis maksimal ideali olmas1 i¢in gerek yeter kosul % nin bir
derecelendirilmis cisim olmasidir.

Ispat : (i) I,R nin derecelendirilmis bir 6z ideali olsun. Bu durumda R nin 7/ y1kapsayan en
az bir maksimal ideali vardir. Bu maksimal ideal 9t olsun. 7 < 9 oldugundan 9t ideali /
idealinin biitin homojen elemanlarini kapsar. Burada 901" kiimesini 90t nin biitiin homojen

elemanlarmin drettigi ideal olarak tanimlayalim. Bu durumda 91" ideali maksimal

derecelendirilmis ideal olur.
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(i) P, R nin derecelendirilmis maksimal ideali olsun. a+Peh(%) olarak alalim. Bu
durumda a € h(R)-P elde edilir. P, maksimal oldugundan P+(a)=R bulunur. Buradan

da a+Peh(%) birimsel eleman elde edilir. Tersinin ispati igin de % nin
derecelendirilmis cisim olsun. Kabul edelim ki O, R nin Pc Q< R kosulunu saglayan

derecelendirilmis ideali olsun. Bu durumda en az bir x € h(Q) — P vardrr ve x+ Pe h(%)

icin en az bir y+Pe h(%) vardir 6yle ki xy+P =1+ P olur. Buradan da xy—1e Pc Q

ve boylece 1e Q=R elde edilir. Yani P, R nin derecelendirilmis maksimal ideali olmus

olur.

Sonu¢ 3.1.16: (Atani ve Farzalipour, 2006) R, sifirdan farkli bir derecelendirilmis halka
olsun. R bir derecelendirilmis cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin tam iki tane

derecelendirilmis ideali olmasidir.
Ispat : Teorem 3.1.15 uygulandiginda hemen elde edilir.

Tamm 3.1.17: (Refai ve Al-Zoubi, 2004) R bir derecelendirilmis halka ve p bir has ideali
olsun. a,b e h(R) olmak iizere abe p olmasi ac p veya bir keZ" icin b* € p olmasm

gerektiriyorsa p ye bir derecelendirilmis asalims1 ideal denir.

Tammm 3.1.18: (Refai ve Al-Zoubi, 2004) R bir derecelendirilmis halka ve [ bir

derecelendirilmis ideali olsun.
JI ={xeR|her g & G icin bir n, € Z" vardir oyle ki x7" < /|

derecelendirilmis idealine / nin derecelendirilmis radikali denir.

Teorem 3.1.19: (Refai ve Al-Zoubi, 2004) R bir derecelendirilmis halka ve [ bir
derecelendirilmis asalimsi ideali olsun. O zaman JI bir derecelendirilmis asal idealdir.

ispat : a,beh(R) igin abeI ve bg I olsun. Enazbir neZ* icin (ab)' =a"b" e dir,

be~T oldugundan 5" ¢+/I olur. Boylece a" € elde edilir. Yani a eI bulunmus olur.

Boylece JI derecelendirilmis asal ideal olmus olur.
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3.2. Derecelendirilmis Modiiller
Tanim 3.2.1: R bir derecelendirilmis halka ve M bir R -modiil olsun. M nin alt gruplarmnin

bir ailesi {M g} olmak tizere her g,h € G igin,

geCG

M=®M,

geG
ve

RM,cM,
oluyorsa M ye G -derecelendirilmis R -modiil (veya derecelendirilmis R -modiil) denir.
Burada RgM , klmesi, , eRg ve m, €M, olmak liizere r,m, elemanlarinin sonlu
toplamlarindan olusan M nin toplamsal alt grubudur. M nin tiim homojen elemanlarinin

kiimesi A#(M) ile gosterilir ve

hM)=| M,

geCG
dir.
Ornek 3.2.2: R bir derecelendirilmis halka ve M bir R-modil olsun. M [x] bir

derecelendirilmis R[x]-modiildiir. Ciinkii,

R[x]=@©Rx' =®R

i20 i20
Ve

M[x]=@Mx' =@M,

i20 i20

seklinde yazilirsa

RM, =(Rx')(Mx')=(RM)x" =M

i+j
oldugu goriiliir.

Onerme 3.2.3: (Escoriza ve Torrecillias, 1998) M = & M . derecelendirilmis bir R -modiil

geG

ise her ge G i¢in M nin M, alt grubu bir R, -modiildiir.

Ispat : Her geG igin M,, M nin alt grubu ve RM,c M, =M, oldugundan ispat

tamamlanmis olur.
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Tamm 3.2.4: M = ® M, derecelendirilmis bir R-modill ve N, M nin bir alt modili

geG

olsun. Her g e G igin,

Ng = NmMg
olmak tizere,
N=& N
geG

oluyorsa N ye M nin bir derecelendirilmis alt modiilii denir. Ayrica N,, N nin g -bileseni

olarak adlandirilir.

Onerme 3.2.5: (Nastasescu, 1982) R bir derecelendirilmis halka, M = ® M,

geG
derecelendirilmis bir R-modill ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun. Her

g €G icin,

(), =)

olarak almirsa M%\f boliim modiilii bir G -derecelendirilmis R -modiil olmus olur.

Ispat : Burada

M, N ?M +N EM
gg(%)g:gg( ¢t % ¢<G / 2eG / %\7

\(

(% (M+%j RM+RN+N/ M, +z\7 A]

oldugundan M%\f boliim modiilii bir G -derecelendirilmis R -modiil olmus olur.

Tanmim 3.2.6: (Nastasescu, 1982) M ve M ' derecelendirilmis R -modiiller olsun.
fM—->M'
fonksiyonu bir R -modiil homomorfizmasi ve o € G olmak {izere her 7 € G i¢in,
f(M)eM',

kosulunu sagliyorsa f ye o. dereceden derecelendirilmis homomorfizma denir.
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Teorem 3.2.7: (Escoriza ve Torrecillias, 1998) M = @G M, derecelendirilmis bir R -modil
ge

ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiili olsun. Bu durumda (N:, M ) ideali de

derecelendirilmis idealdir.

Ispat: Her g € G icin,

(NyM) =(N:;xy M)NR, (N M)

g

4

dir. Buradan g(?c(N:R M) <(N: M) elde edilir. Ters kapsama igin a= ) a, e(N: M)

geG

alalim. Her g€ G i¢in a,M < N oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Genelligi bozmadan

t
i=12,...t igin a, #0 ve g¢{g,g,,.g | i¢in a, =0 olmak iizere a:Zagi alabiliriz.

i=1

a e(N M ) oldugundan Zagl_M c N elde edilir. Aymi sekilde her m e M alindiginda,

i=l1

j=12,...,n i¢in m, #(0 olacak sekilde mzth_yazﬂabilir. Bu durumda her ; icin

Jj=1

t
am, €N bulunur. Buradan da Zagl_mhl_ =am, elde edilir. N bir derecelendirilmis alt

i=l1

modiil oldugundan a,m, € N bulunur. Ve boylece istenen a, M — N ifadesi elde edilmis
olur.

Tamim 3.2.8: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka, M = @ M, derecelendirilmis bir

geG

R -modiil olsun.

(1) am =0 kosulunu saglayan aeR,, me M, i¢gin m=0 veya a =0 oluyorsa M, ye bir g-
burulmali R -modiil denir.

(11) am =0 kosulunu saglayan a € h(R), meM icin m=0 veya a=0 oluyorsa M ye bir
derecelendirilmis burulmali R -modiil denir.

Teorem 3.2.9: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka, M = g@?c M, derecelendirilmis bir

R -modil olsun. M bir derecelendirilmis burulmali R -modiil ise M, bir g-burulmal R, -

moduldiir.
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ispat : M bir burulmali R-modiil ve aeR,, meMg icin am =0 olsun. aeh(R), meM

ve M derecelendirilmis burulmali R -modiil oldugundan m =0 veya a =0 olur.

Onerme 3.2.10: R bir derecelendirilmis halka, M derecelendirilmis bir R -modiil olsun. R

derecelendirilmis cisim ise M derecelendirilmis burulmali modiildiir.

Ispat : R derecelendirilmis cisim ve a e h(R), meM i¢in am=0 olsun. ab=1, olacak

sekilde bir b€ h(R) vardir. Buradan da m = (ba)m=b(am)=b-0=0 elde edilir. Boylece

M derecelendirilmis burulmali modiil olur.

3.3. Derecelendirilmis Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Tamm 3.3.1: (Atani ve Farzalipour, 2007) R bir derecelendirilmis halka, M =& M,
geG

derecelendirilmis bir R -modiil ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun.

(1) N, # M, olmak tizere am € N, kosulunu saglayan her aeR,,me M, i¢in,
me N, veya ae(Ng R, Mg)
oluyorsa N, ye g -asalalt modiil denir.
(i) N #M olmak iizere am € N kosulunu saglayan her a € h(R),me h(M) igin,
meN veya ae(N: M)
oluyorsa N ye derecelendirilmis asal alt modiil denir.

Teorem 3.3.2: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka, M = @ M, derecelendirilmis bir
geG

R -modiil ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun. N, M nin dereceli asal alt
modiilii ise N, de M, nin g -asal alt modiilidiir.

Ispat : N, M nin derecelendirilmis asal alt modiilii ve g€ G olsun. ae R,, meM, igin
ameN, olsun. N,c N oldugu i¢cin me N veya ae (N:R M) bulunur. Eger me N ise
me Ng olur. Eger a e (N:R M) 1se aMg caM < N olur. Buradan da a € R, oldugundan
ae (N i M g) elde edilir. Sonug olarak N,, M, nin g -asal alt modilii olarak bulunmus

olur.
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Tamim 3.3.3: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka, M = @ M, derecelendirilmis bir

geG

R -modiil olsun.
T(M):{meM|0;treh(R) iginrm:0}

olarak tanimlansin.

Teorem 3.3.4: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmiy tamlik bélgesi, M =® M,

geG

derecelendirilmis bir R -modiil ise 7(M) bir derecelendirilmis alt modiildiir.

Ispat : Ispat:1 yaparken 6nce T(M) nin R nin bir alt modiilii oldugunu gésterelim, sonra da

derecelendirilmis oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de m,,m, e T(M) ve re R alalm. Bu
durumda sifirdan farkli 8yle r,r, €h(R) vardir ki 7m, =0 ver,m, =0 dir. Buradan da
nry (my—my)=r,(rnm)—r(rnm,)=0-0=0 elde edilir. R bir derecelendirilmis tamlik
bolgesi oldugundan 77, #0 ve boylece m,—m, eT(M) bulunmus olur. Aym sekilde
r(rm))=r(rm )=0 oldugundan da rm eT (M) elde edilmis olur. Yani T(M) bir alt

modiildiir. Simdi de derecelendirilmis alt modiil oldugunu gosterelim. Gostermemiz gereken

ifade T(M)= @G(T(M)mMg) dir. T(M)> @G(T(M)mMg) oldugu agiktir, simdi de ters
ge ge

kapsamay1 gosterelim. meT(M) olarak alalim. M derecelendirilmis modiill ve me M

oldugundan m tek tirlii olarak m = Z m, yazilir. Bu durumda her ge G i¢in m, e T(M)

geG
oldugu gosterilirse istenen sonu¢ elde edilmis olur. Genelligi bozmadan i=1,2,...,¢ icin
12
m, #0 ve g¢{g.g,...g} igin m, =0 olmak iizere m=) m, alabiliriz. meT(M)
i=l1

oldugundan en az bir sifirdan farkh reh(R) icin rm=0 dr ve bdylece

rm, =rm, =..=rm, =0 bulunmus olur. Sonug olarak istendigi sekilde i€ {1,2,...,t} igin

m, € T(M) elde edilmis olur.

Teorem 3.3.5: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis tamhk bolgesi, M = ® M, bir

geG
derecelendirilmis R -modiil olsun. 7(M)# M ise T(M'), M nin bir derecelendirilmis asal alt

moduladur.
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Ispat : Kabul edelimki a € h(R) ve meh(M) igin ameT (M) ve ag(T(M):, M) olsun,
a %(T(M):R M) oldugundan a#0 dir. Ayrica baz1 g,heG igin acR, ve meM, du.
ameT (M) oldugundan sifirdan farkli bir b€ h(R), beR, olsun, i¢in abm =0 olur. Eger

am=0 1se meT (M ) olur ki bu aradigimiz durumdur. Aksini kabul edelim, yani am # 0

olsun. Bu durumda da R bir derecelendirilmis tamlik bdlgesi oldugundan

O0#abeR, ch(R) i¢in abm=0 olmus olur ki bu da meT (M) demek olur. Yani iki

durumda istenen elde edilmis olur. Boylece T’ (M ) bir derecelendirilmis asal alt modiil olarak

bulunmus olur.

Yardimer Teorem 3.3.6: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir

derecelendirilmis R -modiil ve N,M nin bir derecelendirilmis R -alt modiili ve geG

olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) N,, M, nin bir asal alt modulidir

(i) I,R, nin bir ideali ve B,M, nin bir alt modili olsun. /Bc N, oldugunda
Ig(Ng ‘R Mg) veya BC N, olur.

Ispat : (i)= (ii) Kabul edelim ki N,, M, nin bir asal alt modilii olsun. 7, R, nin bir ideali
ve B,Mg nin bir alt modiilii olmak lizere /B Ng ve xeB\Ng olsun. ¢ e/ alalim, bu
durumda axe N, olur. N, asal oldugundan ae (Ng R, Mg) elde edilir. Sonug olarak
I c (Ng ‘R Mg) bulunmus olur.

(i) = (1) Kosulun gergeklendigini kabul edelim. ce R, ve yeM, i¢cin cye N, oldugunu
kabul edelim. I=Rc ve B=Ry olarak aldigimizda [Bc N, olur. Kabulimizden
I c (Ng ‘R Mg) veya Bc N, bulunur. Yani ¢ e(Ng ‘R Mg) veya y €N, bulunmus olur.
Sonug olarak N, asal alt modiil olmus olur.

Onerme 3.3.7: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R -

modiil ve N, M nin bir derecelendirilmis asal alt modiilii ve g € G olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

(i) (N, 3, M, ), R, nin bir asal idealidir.
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(11) (N M ) , R nin derecelendirilmis asal idealidir.

Ispat : (i) Teorem 3.3.2 den N,, M, nin asal alt modiilidir ve boylece (N r M g) # R, dir.
a,beR, i¢in abe(N,: M,) olsun. O zaman abM,c N, olur. Kabul edelim ki
be (Ng ‘R Mg) olsun. Bu durumda en az bir ne M, i¢in bn¢ N, olur. Fakat abne N, dir.

N, asal alt modiil oldugundan a e (N M g) elde edilir.

(i) N,M nin bir derecelendirilmis asal alt modiili oldugundan (N M ) #R dir.
c,deh(R) i¢in ¢d €(N:, M) olsun. O zaman cdM < N olur. Eger dM < N ise istenen
sonu¢ d € (N M ) elde edilir. Tersini kabul edelim, yani en az bir me M i¢in dm¢ N
olsun. M derecelendirilmis modiil oldugundan en az bir /e G i¢in dm, ¢ N olur. N
derecelendirilmis alt modil ve cdmeN oldugundan cdm,eN elde edilir. N

derecelendirilmis asal alt modiil oldugundan da c (N w M ) bulunmus olur.

Not : Yukaridaki 6nermede (N M ) derecelendirilmis ideali R nin derecelendirilmis asal

ideali iken N derecelendirilmis alt modiilii M nin derecelendirilmis asal R -alt modiilii

olmayabilir.

Ornek 3.3.8: R=7Z =R, bir Z-derecelendirilmis halka ve M =7ZxZ brr Z-
derecelendirilmis R -modiil olsun. N =4Zx{0} derecelendirilmis alt modiiliinii ele alalim.
Bu durumda (N :, M) = {r € Z‘ r(ZxZ)< N } =0 ideali R de derecelendirilmis asal idealdir
ancak 2(2,0)e N iken 2¢(N: M) ve (2,0)¢ N oldugundan, N derecelendirilmis alt
modiilii M de derecelendirilmis asal alt modiil degildir.

Yardimc1 Teorem 3.3.9: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka, M bir
derecelendirilmis R-modil ve N ie K, M nin KcN kosulunu saglayan

derecelendirilmis alt modiilleri olsun. Bu durumda N, M nin bir derecelendirilmis asal alt

modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % alt modiilii, derecelendirilmis R -modiil Mﬁ(

nin bir derecelendirilmis asal alt modiilii olmasidir.
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Ispat : N, M nin bir derecelendirilmis asal alt modiilii olsun. O zaman %{ # %( dir.

ach(R) ve m+Keh(Mﬁ() icin a(m+K)e% olsun. m+Keh(Mﬁ() oldugundan

meh(M) dir ve boylece ame N oldugundan ae(N:, M) veya me N dir. Buradan da

ae(%:R Mﬁ() veya m+Ke% elde edilir. Tersine olarak %, Mﬁ( nin bir

derecelendirilmis asal alt modiilii ve a e h(R),meh(M) i¢in ame N olsun. Bu durumda

a(m+K):(am+K)e% elde edilir ve % asal oldugundan ae(%:R Mﬁ() veya

m+K e % bulunur. Buradanda a € (N :, M) veya me N bulunur.

Teorem 3.3.10: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R -
modil ve N ve K, M nin K+ N #M kosulunu saglayan derecelendirilmis asal alt

modiilleri olsun. O zaman K + N de M nin derecelendirilmis asal alt modiiliidiir.

Ispat : N ve K, M nin K+ N # M kosulunu saglayan derecelendirilmis asal alt modiilleri

olsunn. KNnNc N ve Nc K+ N dir. Bir onceki yardimci teoremden % KA N) de
derecelendirilmis asal alt modiildiir. Izomorfizma teoreminden (K * Ny ~ N elde
N~ /(KNN)

edilir ve bdylece (K+N% de bir derecelendirilmis asal alt modiil olur. Yine bir dnceki
yardimc1 teoremden derecelendirilmis alt modiil K + N asal olarak bulunmus olur.

Teorem 3.3.11: (Atani, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R -

modiil ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii ve g € G olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

() N,, M, nin bir asal alt modiilidiir ancak ve ancak (N r M g):Pg , R, nin bir asal

M
idealidir ve %\, bir derecelendirilmis g -burulmali I% -modiildiir.
4

4
(i) N, M nin bir derecelendirilmis asal alt modiiliidiir ancak ve ancak (N M ) =P, R nin
bir derecelendirilmis asal idealidir ve M%\f bir derecelendirilmis g -burulmali % -

moduldiir.
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Ispat : (i) Kabul edelim ki N,, M, nin bir asal alt modilii olsun. Bu durumda Onerme 3.3.7

o S M, . Lo . R
den (Ng ‘R Mg):Pg , R, nin bir asal idealidir ve %\7 bir derecelendirilmis A -

4

modilidir. aeR, ve meM, olmak lizere (a +P, )(m + Ng) =0+ N, olsun. Bu durumda
ame N, olur ve boylece ae (Ng ‘R Mg) =P, veya me N, bulunur. Yani a+F, =0+PF,
veya m+N,=0+N, bulunmus olur ve bdylece M%\f bir derecelendirilmis g -burulmal

%-modﬁl olarak bulunmus olur. Tersine, (Ng ‘R M g):Pg , R, nin bir asal idealidir ve

M, . s R, - . _
%\, bir derecelendirilmis g -burulmal A -modiilii olsun. (N M g) =P, #R,

4

oldugundan N, #M, dir. beR, ve teM, iken bteN, olsun. O zaman
(b+P,)(¢+N,)=bi+N, =N, bulunur ve M/ bir derecelendirilmis g -burulmali B/ -
modiil oldugundan b e P, veya ¢t € N, elde edilir.

(i) N, M nin bir derecelendirilmis asal alt modiilii olsun. O zaman Onerme 3.3.7 den

(N M ):P bir derecelendirilmis asal ideal olarak elde edilir ve M%\f bir

derecelendirilmis % -modildiir. r+Peh (%) ve n+Neh (%) icin

(r+P)(n+N)=0+N olsun. O zaman meN elde edilir ve N, M nin bir
derecelendirilmis asal alt modiilii oldugundan » € P veyan € N bulunmus olur. Buradan da

r+P=0+P veya n+N=0+N bulunmus olur. Tersine, (N:; M)=P, R nin bir

derecelendirilmis asal idealidir ve M%\f bir derecelendirilmis g -burulmali %-modﬁh’i

olsun. N #M oldugu agiktir. aeh(R) ve meMﬁ( icin ame N olsun. Bu durumda

(a+P)(m+N)=0+N olur. Kabuliimiizden a € P veya me N elde edilir ve boylece N bir

derecelendirilmis asal alt modiil olur.

Teorem 3.3.12: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir
derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun.
Asagidakiler saglanir:

(1) Eger (N M ):P , R nin derecelendirilmis maksimal ideali ise N, M nin

derecelendirilmis asal alt modiiliidiir.
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(1)) Eger O, R nin QM # M kosulunu saglayan derecelendirilmis maksimal ideali ise OM

derecelendirilmis asal alt modiildiir.
Ispat : (i) (N M ):P , R nin derecelendirilmis maksimal ideal oldugundan %

derecelendirilmis cisim olur ve buradan da M%\f bir derecelendirilmis burulmali % -modiil
olur. Bir 6nceki teoremden de N derecelendirilmis asal alt modiil elde edilir.

(i) OM #M oldugundan Q c(OM :; M) dir ve boylece Q=(OM :; M) bulunur. (i)
sikkindan da istenen elde edilir.

Tamm 3.3.13: (Atani ve Farzalipour, 2006) Bir M derecelendirilmis modiiliin sadece iki
tane (0 ve M ) derecelendirilmis alt modiilii var ise M ye derecelendirilmis basit modiil

denir.

Tamm 3.3.14: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir

derecelendirilmis R -modiil olsun. Bir r h(R ) ye M {zerinde derecelendirilmis sifir bolen

denir eger rm =0 kosulunu saglayacak bir 0 #m e M var ise.

Onerme 3.3.15: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir
derecelendirilmis basit R -modiil olsun. M iizerinde derecelendirilmis sifir bolenlerin hepsi

ayni zamanda M nin bir sifirlayicisidir.

Ispat : reh(R), M izerinde derecelendirilmis sifir bolen olsun. Bu durumda en az bir

0#xme h(M ) icin rm=0 dir. M derecelendirilmis basit modiil oldugundan Rm = M dir.

Buradan da
rM =r(Rm)=(Rr)m=R(rm)=0
elde edilir ve boylece r € h (R) , M nin bir sifirlayicisidir.

Teorem 3.3.16: (Atani ve Farzalipour, 2006) R bir derecelendirilmis halka ve M bir
derecelendirilmis R -modiil olsun. Bu durumda M nin her derecelendirilmis maksimal alt

modiilii bir derecelendirilmis asal alt modiildiir.
Ispat: N, M nin her derecelendirilmis maksimal alt modiilii olsun. Kabul edelim r € h(R)

ve meh(M)\N igin rme N olsun. 0¢(m+N)eh(M%v) ve r(m+N)=0 oldugundan
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r, M%\] derecelendirilmis modiilii lizerinde bir derecelendirilmis sifir bolendir. Bir dnceki

onermeden de r e (N :, M ) elde edilir. Yan1i N bir derecelendirilmis asal alt modiildiir.

3.4. Derecelendirilmis Asal Alt Modiiller

Tanmim 3.4.1: R bir G -derecelendirilmis halka, M bir derecelendirilmis R -modiil ve N de

M nin derecelendirilmis bir R -alt modiilii olsun. N # M olmak iizere am e N kosulunu
saglayan her aeh(R), meh(M) igin meN veya ae(N:; M) oluyorsa N ye
derecelendirilmis asal alt modiil denir.

Bir sonraki 0rnegimizde N derecelendirilmis alt modiilii asal olmadigi halde (N 7 )
derecelendirilmis ideali asal olan bir derecelendirilmis alt modiile 6rnek verecegiz.

Ornek 3.4.2: R=Z= R, bir Z- derecelendirilmis halka ve M =ZxZ br Z-
derecelendirilmis R -modiil olsun. Burada M, Z(Zx {0}) ve M, :({0} XZ) olarak alnmustir.
Bu durumda N =4Zx{0} bir derecelendirilmis alt modiildiir. (N :, M )=0 ideali Yardimci
Teorem 3.2.7 den derecelendirilmis bir idealdir ve bu ideal derecelendirilmis bir asal idealdir.
Fakat 2eh(R) ve (2,0)e k(M) igin 2(2,0)e N oldugu halde (2,0)¢N ve 2¢(N: M)
dir.

Teorem 3.4.3: R bir G - derecelendirilmis halka, M bir derecelendirilmis R -modiil ve N

de M nin derecelendirilmis bir R -alt modiilii olsun. Bu durumda N bir derecelendirilmis

asal alt modiil olmast i¢cin gerek ve yeter kosul IV < N kosulunu saglayan her
derecelendirilmis ideal / ve derecelendirilmis alt modiil V' i¢cin V' < N veya I < (N 7 )

olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki N bir derecelendirilmis asal alt modiil, 7 bir derecelendirilmis ideal

ve V bir derecelendirilmis alt modiil olmak iizere IV < N olsun. / & (N:; M) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda en az bir g € G igin a, €I, \(N:, M) vardir dyle ki her v, €V,
ve heG in a,v, €N dir. N derecelendirilmis asal alt modiil oldugundan v, e N elde
edilir. Yani ¥ < N bulunur.

Ters tarafin ispati igin ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. aeh(R), meh(M) igin

ame N olsun. Bu durumda (a)(m)c N elde edilir. aeh(R) ve meh(M) oldugundan
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Teorem 3.2.7 den (a) ideali bir derecelendirilmis ideal ve (m) alt modiili de bir
derecelendirilmis alt modiildiir. Kabulimiizden (m)c N veya (a)c(N: M) bulunur.
Buradanda me N veya ae(N :; M) elde edilmis olur.

Onerme 3.4.4: R bir G - derecelendirilmis halka, M bir derecelendirilmis R -modiil ve N

de M nin derecelendirilmis bir R -alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asal

alt modiil olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul Nc Kc M kosulunu saglayan her

derecelendirilmis alt modiil K igin (N :;, K)=(N:; M) olur.

Ispat : Kabul edelim ki N bir derecelendirilmis asal alt modiil ve X da Nc KcM

kosulunu saglayan M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun. Burada rK crM < N
oldugundan (N M ) c (N K ) elde edilir. Simdi de ters kapsamay1 gosterelim. ge G
igin r, e(N: K )g olarak alahm. Bu durumda en az bir ne h(M ) vardir dyle ki ne K\ N
iken r,ne N dir. N derecelendirilmis asal alt modiil oldugundan 7, (N M ) elde edilir.
Boylece (N :; K)=(N:; M) bulunmus olur.

Ters tarafin ispat1 i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani N bir derecelendirilmis

alt modiil olmak tizere N < K < M kosulunu saglayan her derecelendirilmis alt modiil K
igin (N:; K)=(N: M) olsun. Kabul edelim ki reh(R) ve neh(M)\N igin rne N
olsun. Bu durumda K=N +(n) alrsak, Nc Kc M kapsamasi saglanmis olur.

Kabuliimiizden dolay1 (N :; K )=(N:, M) elde edilir ve boylece r (N :; M) bulunur.

Tanim 3.4.5: (Escoriza ve Torrecillias, 1998) Derecelendirilmis R -modiil M nin herhangi
bir derecelendirilmis alt modiilii N i¢in N =IM olacak sekilde R nin bir derecelendirilmis

ideali / bulunabiliyor ise M ye ¢arpimsal derecelendirilmis modiil denir.

Teorem 3.4.6: Carpimsal derecelendirilmis modiiliin her homomortfik goriintiisii de ¢arpimsal

derecelendirilmis modiil olur.

Ispat : M carpimsal derecelendirilmis R -modiil ve f:M — M' bir derecelendirilmis
homomorfizma olsun. K = f (M ) olmak tlizere N, K derecelendirilmis modiiliiniin bir
derecelendirilmis alt modiilii olsun. Bu durumda f~'(N)=IM olacak sekilde R nin

derecelendirilmis ideali / vardir. Béylece N = f(IM)=1f (M )=IK elde edilmis olur.
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Sonug¢ 3.4.7: M bir carpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N de M nin derecelendirilmis

alt modiilii olsun. Bu durumda M%\f de carpimsal derecelendirilmis modiil olur.

Teorem 3.4.8: M bir c¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil olsun. N, M nin
derecelendirilmis asal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (N 7 ) ideali, R nin bir
derecelendirilmis asal ideali olmasidir.

Ispat : N, M nin derecelendirilmis asal alt modiilii olsun. Ispatm bu kismi Onerme 3.3.7 de
ispat edilmistir.

N, M nin derecelendirilmis alt modiilii i¢in (N M ) ideali R nin bir derecelendirilmis

asal ideali olsun. Kabul edelim ki / derecelendirilmis ideali ve V' derecelendirilmis alt
modiilil icin [V < N olsun. M carpimsal derecelendirilmis modiil oldugundan en az bir

derecelendirilmis ideali J vardir 6yle ki V' =JM dir. Boylece N oIV =1J/M bulunur. Bu
da IJ < (N :; M) demektir. (N :, M) derecelendirilmis asal ideal oldugundan / < (N :, M)
veya J (N M) dir. Yani ya /(N M) veya V=JM < N bulunmus olur. Sonug
olarak Teorem 3.4.3 den N yi derecelendirilmis asal alt modiil elde etmis oluruz.

Tanim 3.4.9: M bir ¢carpimsal derecelendirilmis R -modiil, N=IM ve K=JM de I ve J

derecelendirilmis idealler olmak {izere M nin derecelendirilmis alt modiilleri olsunlar. Bu iki
derecelendirilmis alt modiiliin ¢arpimmi NK ile gosterecegiz ve (IJ )M olarak
tanimlayacagiz.

Ayni sekilde derecelendirilmis modiiliin iki homojen elemaninin ¢arpimini da trettikleri
derecelendirilmis alt modiillerin ¢arpimi olarak tanimlayacagiz. Yani, m ve m' iki homojen
eleman iken (m) ve (m') iki derecelendirilmis alt modil olur ve (m)=IM ,(m')=JM
olacak sekilde R derecelendirilmis halkasinin / ve J derecelendirilmis idealleri vardir.

Boylece mm'=(1J)M olarak elde edilir.

Teorem 3.4.10: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiill, N=IM ve K=JM de I ve
J derecelendirilmis idealler olmak {izere M nin derecelendirilmis alt modiilleri olsunlar. Bu
durumda derecelendirilmis alt modiillerin ¢arpimlar1 derecelendirilmis ideallerinden

bagimsizdir.

Ispat : M bir carpimsal derecelendirilmis R -modiili icin N ve K iki farkh

derecelendirilmis alt modiilii olsun. Bu iki derecelendirilmis alt modiilii icin N =M =I1,.M
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ve K=JM =J,M olacak sekilde iki farkli gosterimi olsun, burada /,/,,J, ve J, idealleri
R nin derecelendirilmis idealleridir. Bu durumda
NK = (I,M)(J,M) =(1J, )M =1 (JIM) =1 (JZM) =J, (IIM) =J, (IZM) = (IZJQ)M elde
edilir.

Tamim 3.4.11: R bir G - derecelendirilmis halka ve M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -

modiil olsun. Sifirdan farkli bir homojen a elemani icin ab=0 olacak sekilde bir

0#beh(M) elemani var ise a € h(M) ye derecelendirilmis sifir bolen denir.

Yani, a € h(M) bir derecelendirilmis sifir bolen ise bir 0#b e h(M ) elemam igin, (a)=IM

ve (b)=JM olmak iizere O=ab=(1J)M elde edilir. Sonug olarak IJ < Ann(M)

bulunmus olur.

Teorem 3.4.12: M bir c¢arpimsal derecelendirilmis R-modil ve N, M nin
derecelendirilmis alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asal alt modiil olmas1
icin gerek yeter kosul M nin ABc N kosulunu saglayan A,B derecelendirilmis alt

modiilleriicin A N veya B< N olmasidir.

Ispat : N, M nin derecelendirilmis asal alt modiilii ve 4,B derecelendirilmis alt modiilleri
icin AB < N kosulu saglaniyor olsun. Bu durumda R nin 4 =IM ve B=JM olacak sekilde

I veJ derecelendirilmis idealleri vardir. Buradan AB=(IM)(/M)=(J)M =N ve
boylece IJ (N : M) elde edilir. Onerme 3.3.7 den (N:, M) derecelendirilmis ideali
asaldir. Buradan da /< (N: M) veya Jo(N:y M) ve bdylece A=IM c N veya
B=JM c N bulunur. Tersini gostermek i¢in » € h(R) veme h(M) i¢in rme N olsun. Bu

durumda derecelendirilmis 7 =(r) ideali ve derecelendirilmis K =(m) alt modiili igin
IK c N elde edilir. M c¢arpimsal oldugundan R nin bir derecelendirilmis J ideali i¢in
K=JM dir. Buradan da [K= I(JM) = (IJ)M = ([M)(JM) c N elde edilir.
Kabuliimiizden de IM < N veya JM — N ve boylece rel (N:R M) veya me K< N

bulunmus olur.

Sonug¢ 3.4.13: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin derecelendirilmis

alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul ab < N kosulunu saglayan a,b e h(M) icin a e N veya be N olmasidrr.
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ispat : N derecelendirilmis asal alt modiil ve a,b e h(M ) icin ab < N olsun. Bu durumda
(a)(b)= N oldugundan Teorem 3.4.12 den (a)c= N veya ()= N elde edilir. Buradan da
ae N veya be N elde edilir. Tersine olarak ab < N kosulunu saglayan a,b e h(M ) icin

aeN veya be N olsun. reh(R)vemeh(M) igin rmeN ve r¢(N: M) olsun. O

zaman en az bir xe M i¢in rx ¢ N dir. Bu durumda rx-m < N elde edilir ve boylece m e N

bulunmus olur.

Teorem 3.4.14: M bir c¢arpimsal derecelendirilmis R-modiil ve N, M nin

derecelendirilmis alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asal alt modiildiir ancak

ve ancak M%\f derecelendirilmis modiiliiniin dereceli sifir boleni yoktur.

Ispat : N derecelendirilmis asal alt modiilii ve c_z,l_aeh(M%v) icin ab=0 olsun. (&j,(i)j
derecelendirilmis alt modiiller ve M c¢arpimsal derecelendirilmis modiil oldugundan

(szzl(%) ve (szJ(M%V) olacak sekilde R nin 7,J derecelendirilmis idealleri

vardir. Boylece (1J )(%):() elde edilmis olur. Buradan da (IJ)M < N bulunur. N,
derecelendirilmis asal alt modiilii oldugundan 7/ < (N:, M) veya J <(N: M) bulunur.
Yani IM c N veya JM — N dir. Buda a=0 veya b=0 demektir. Tersini ispat i¢in M%\f

derecelendirilmis modiiliiniin derecelendirilmis sifir boleninin olmadigini ve a,b € h(M ) icin

abe N oldugunu kabul edelim. Bu durumda ab =0 olur. Kabuliimiizden =0 veya b=0

elde edilir, yani a e N veya be N dir.
Tanim 3.4.15: (Escoriza ve Torrecillias, 2000) M bir derecelendirilmis R -modiil olsun.

(1) R nin bir P derecelendirilmis asal ideali i¢in,
T,(M)={meM|3ceh(R)-P icin cm = 0}
kiimesini tanimlayalim. Eger M =T, (M ) ise M ye derecelendirilmis P -burulmali modiili

denir.

(ii) P, G(R) de bir derecelendirilmis asal ideal olsun. Eger xeh(M) ve ceh(R)-P

elemanlar1 igin ¢cM < Rx kosulunu sagliyor ise M ye derecelendirilmis P -devirli denir.
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(111) Eger aM =0 kosulu a € h(R ) elemant i¢in a =0 oluyorsa M ye sadik denir.
(iv) M modiiliiniin bir m elemaninin sifirlayicis1 asagidaki gibi tanimlanir:

ann(m) = (0 - m) = {r € h(R)| rm= 0} .
Burada not edelim ki, 7}, (M ) kiimesi M nin bir derecelendirilmis R -alt modiiliidiir.

Teorem 3.4.16: (Escoriza ve Torrecillias, 2000) M bir derecelendirilmis R -modiil olsun. Bu

durumda M bir carpimsal derecelendirilmis modiildiir ancak ve ancak G(R) nin her P

derecelendirilmis asal 1ideali igcin M ya derecelendirilmis P -burulmali ya da

derecelendirilmis P -devirli modiildiir.
Ispat : Kabul edelim ki M bir derecelendirilmis R -modiil ve P derecelendirilmis asal ideal
olsun. ilk énce PM =M durumunu inceleyelim. Bir m e h(M ) icin Rm derecelendirilmis

alt modiiliinii diistinelim. Bu durumda, M derecelendirilmis modiil oldugundan R nin bir /
derecelendirilmis ideali icin Rm = IM = IPM = mP bulunur. Yani, en az bir ¢ € h(R)\P icin
cm =0 dir ve boylece M derecelendirilmis P -burulmali olur. Simdi de PM # M durumunu
inceleyelim. En az bir xe h(M )\PM vardir ve Rx alt modiilii derecelendirilmistir.

Dolayisiyla Rx = BM olacak sekilde R nin bir B derecelendirilmis ideali vardir. B < P ise
x € BM < PM olacagindan bir ¢eliski elde edilir, dolayisiyla B ¢ P olmak zorundadir. En

azndan bir ceh(B)\P vardr ve c¢M cBM =Rx bulunmus olur. Yani M

derecelendirilmis P -devirli modiildiir.

Simdi de ters gerektirmeyi gosterelim. N, M nin derecelendirilmis alt modiilii ve
A=(N: M) olsun. Bir neh(N) igin K =(MA:, Rn) ideali R nin bir derecelendirilmis

idealdir. Kabul edelim ki K # R olsun. O zaman R nin K y1 kapsayan en az bir tane P

derecelendirilmis maksimal ideali vardir. Eger M derecelendirilmis P -burulmali ise en az
bir ce h(R)\P vardir 0yle ki ¢n=0 dir. Bu da ¢ e K\ P demek olur ki bu da bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla kabuliimiizden M derecelendirilmis P -devirli modiildiir. O zaman cM < Rx
olacak sekilde x e (M) veceh(R)\P elemanlari vardir. Burada Rx, kendisi devirli ve x
homojen oldugundan carpimsal derecelendirilmis modiildiir. Burada ¢N =Jx olacak sekilde

J :(cN ‘ Rx) ideali vardir. Bu ideal ¢JM =JcM < xJ < N kosulunu saglar ve bdylece

¢J < A bulunur. ¢’nec’N =Jex < AM oldugundan ¢* € K < P olur ki bu da bir ¢eliskidir.
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Yani K =R olur, buradan da R=(AM :; N) elde edilir. Sonug olarak N <(N:, M )M

bulunur, ters kapsama her zaman dogru oldugundan M bir ¢arpimsal derecelendirilmis

modiil olmus olur.

Teorem 3.4.17: M bir sadik derecelendirilmis R -modiil olsun. O zaman M bir ¢arpimsal
derecelendirilmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki iki kosulun

saglanmasidir:

() G(R) nin 1, idealleri igin ﬂ(llM):(ﬂ Il]M dir.

el el

(i) M nin bir derecelendirilmis alt modiili N olsun. N ¢ AM kosulunu saglayan G(R)

nin her 4 derecelendirilmis ideali i¢in en az bir B derecelendirilmis ideali vardir G(R) nin,

Oyle ki Bc A ve N < BM kosullar1 saglanir.

Ispat : ifadedeki iki kosulun saglandigini kabul edelim. M nin bir derecelendirilmis alt
modiili N ve S= {I i ,G(R)nin bir derecelendirilmiys ideali ve N < IM } olsun. Bu kiime

bos kiimeden farklidur, giinkii Re S dir. {/,}, kiimesi S nin bostan farkl bir alt kiimesi

olsun, bu durumda (1) deki kabuliimiizden ﬂl , €S8 olur. § kiimesi ters kapsamaya gore
AeA

parcali sirali kiime oldugundan Zorn Yardimci Teoremini kullanirsak, S nin bir minimal

elemant 4 vardwr. O zaman N € AM dir. N # AM oldugunu kabul edelim. (ii) ifadesini
kabul ettigimizden G(R) nin en az bir derecelendirilmis B 1deali vardwr, dyle ki Bc 4 ve

N < BM kosullar1 saglanir. Bu durumda B €S olur ki bu 4 nin se¢imi ile ¢elisir. Yani
N = AM elde edilmis olur ki bu da M nin ¢arpimsal derecelendirilmis modiil olmas1 demek

olur.

Ispatin diger tarafi icin G(R) nin derecelendirilmis ideallerinden olusan bos kiimeden farkl

bir {7,} _ ailesini alalim ve I =(")/, olsun. IM < ()(Z,M) oldugu kolayca gériiliir. Ters

el el

kapsama i¢in de x e ﬂ(IAM) ve K= {r € h(R):rxe IM} olsun. Kabul edelim ki K # R

el

olsun. Bu durumda G(R) nin K < P kosulunu saglayan en az bir P derecelendirilmis
maksimal ideali vardir. Burada x ¢ T,(M ) bulunur. Eger boyle olmasaydi, yani xe7T,(M )

olsaydi en az bir c e h(R)\P icin cx=0¢€ IM vardrr. Buda ce K < P demek olur ki bu da

bir ¢eliskidir. Boylece M bir derecelendirilmis P -devirli bulunur. Yani ¢M < Rm olacak
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sekilde meh(M) ve ceh(R)\P elemanlar1 vardur. Buradan

cx e c{ﬂ (IAM)} =(\(cZ,M) vebdylece cxe()(1,eM)< () (1,Rm)=((1,m) bulunur.

el el el AeA AeA

Her A€ A i¢in cx=a,m olacak sekilde en az bir a, € [, vardir. Segilen bir & € A ve her

A€ A igin a,m =a,m bulunur. Buradan da (a, —a, )m =0 olur. Simdi,
c(a,—a,)M =(a, —a,)cM < (a,—a,)Rm=0

ve M derecelendirilmis sadik modiil oldugundan c¢(a,—a,)=0 bulunur. Buradan da
ca,=ca, eI, ve bdylece ca,el, olur. Yani c¢’x=ca,m=ca,meIM olur. Buradan da

c*eKc P ve boylece ce P bulunur. Yani K =R ve buradan xe/M bulunmus olur.
Simdi de M nin bir derecelendirilmis alt modiilii N yi ve R nin bir derecelendirilmis ideali
A yi, Nc AM olacak sekilde alalim. Bu durumda en az bir C derecelendirilmis ideali

vardir 6yle ki N =CM dir. Burada B=ANC alinirsa Bc 4 ve

BM :(AmC)M =AM NCM =N
elde edilir.
Teorem 3.4.18: M bir sadik derecelendirilmis R -modill ve P, G(R) nin bir
derecelendirilmis asal ideali olsun. Eger bazi a € h(R),m e h(M) i¢in am e PM iken a e P
veya m e PM dir.
Ispat : Kabul edelim ki meh(M) ve aeh(R) i¢in amePM ve agP olsun
K :{re h(R)|rxePM } kiimesini goz Oniine alalim. Kabul edelim ki K # R olsun, bu
durumda G(R) nin K < Q kosulunu saglayan en az bir derecelendirilmis maksimal ideali Q
vardir. Burada x ¢ T,,(M ) bulunur. Eger boyle olmasayds, yani x € T, (M) olsayd: en az bir
ce h(R)\Q icin cx=0e€ PM vardir. Bu da ¢ce K < Q demek olur ki bu da bir ¢eliskidir.
M carpimsal derecelendirilmis modiil oldugundan M bir derecelendirilmis Q@ -devirli
modiildiir. Yani en az bir ceh(R)\Q icin ¢M < Rm olur. Bu durumda cm® =sm ve
cam” = pm olacak sekilde m* € M, s € R elemanlar1 bulunabilir. Burada asm =cam™ = pm

ifadesinden (as—p)m =0 elde edilir. Boylece c(ann(m))M =0 olur. M sadik oldugundan
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c(ann(m)) =0 bulunur. Buradan cas=cpe P ve boylece se P elde edilir. Bdylece
cm” =sm e PM ve buradan ¢ € K bulunur. Bu da bir ¢eliskidir.

Sonu¢ 3.4.19: M bir c¢arpimsal derecelendirilmis R-modill ve N, bir ¢arpimsal

derecelendirilmis alt modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) N bir derecelendirilmis asal alt modiildiir.

(i) (N :; M), G(R) nin bir derecelendirilmis asal idealidir.

(i) N=PM olacak sekilde G(R) nin ann(M)c P kosulunu saglayan bir P
derecelendirilmis asal ideali vardir.

Ispat : (i)= (ii) Onerme 3.3.7 de ispat1 verilmisti.

(ii) = (iii) Istenen P derecelendirilmis ideali olarak (N :, M) segilirse, ann(M )< (N, M)
kosulu da saglandigindan (ii1) nin tiim sartlar1 saglanmis olur.

(ii)= () N=PM olacak sekildle G(R) nin ann(M)c P kosulunu saglayan bir P
derecelendirilmis asal idealini alallm. Bu durumda M bir sadik derecelendirilmis

% i M)-modiih'i olur. Bir 6nceki yardimer teoremi kullanirsak N bir derecelendirilmis

asal alt modiil olur.

Tamim 3.4.20: M bir derecelendirilmis R -modiil ve N de derecelendirilmis alt modiilii
olsun. N nin derecelendirilmis radikali, M —rad(N ) ile gosterilir, N yi kapsayan
derecelendirilmis asal alt modiillerin kesisimi olarak tanimlanmaktadir. Eger N yi kapsayan

derecelendirilmis asal alt modiilii yok ise M —rad (N ) = M olarak tanimlanir.

Teorem 3.4.21: M bir derecelendirilmis R -modiil ve N de derecelendirilmis alt modiilii
olsun. Eger A=(N:, M) ise M —rad (N) :(\/Z)M dir.

Ispat : Genelligi bozmadan M yi sadik ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiilii olarak alalim.
G(R) nin 4 yt kapsayan biitliin derecelendirilmis asal ideallerinin kiimesini ¢ ile

gosterelim. Eger B=+/4 ise B= ﬂ P dir ve bdylece Teorem 3.4.18 den BM = ﬂ (PM)

Pep Pegp
elde edilir. Simdi P € p alalim. Eger M = PM ise M—rad(N) c PM dir. Eger M # PM

ise N =AM < PM ifadesinden sonugtan M —rad (N ) < PM elde edilir. Her iki durumda da
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M —rad (N ) < BM bulunur. Ters kapsama i¢in, N yi kapsayan bir derecelendirilmis asal alt

modiil K olsun. Sonuctan K = QM olacak sekilde G(R) nin 4 c Q kosulunu saglayan bir
QO dereceli asal ideali vardir. AM =N cOM =K # M oldugundan 4c Q dir. Yardimc1

teoremden Bc Q dur. Yani BM c K ve boylece BM < M —rad (N ) dir. Boylece

M —rad(N)=BM elde edilmis olur.

3.5. Derecelendirilmis Asalims1 Alt Modiiller

Tanim 3.5.1: R bir G - derecelendirilmis halka, M bir derecelendirilmis R -modiil ve N de

M nin derecelendirilmis bir R -alt modiilii olsun. N # M olmak iizere am e N kosulunu

saglayan her a € h(R),meh(M) igin,
me N veyabir keZ" igin a* € (N, M)

oluyorsa N ye derecelendirilmis asalimsi alt modiil denir.

Teorem 3.5.2: R bir G - derecelendirilmis halka, M bir derecelendirilmis R -modiil ve N
de M nin derecelendirilmis bir R -alt modiilii olsun. Bu durumda N bir derecelendirilmis

asalims1 alt modiil olmas:1 i¢in gerek ve yeter kosul 7V < N kosulunu saglayan her
derecelendirilmis ideal / ve derecelendirilmis alt modiil V i¢cin ¥V < N veya bir k €Z" i¢in

1" < (N M) olmasidr.

Ispat : Kabul edelim ki N bir derecelendirilmis asalims1 alt modiil, / bir derecelendirilmis

ideal ve V' bir derecelendirilmis alt modiil olmak iizere /V < N olsun. Kabul edelim ki
Va&N ve her keZ" i¢in I' ¢ (N: M) olsun. Bu durumda dyle ael"\(N:; M) ve

veV \N elemanlar1 vardir ki ave N dir. Fakat N bir derecelendirilmis asalims1 alt modiil

oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Tersinin ispat1 i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. a € h(R),meh(M) i¢in ame N
olsun. Bu durumda (a)(m)< N elde edilir. aeh(R) ve meh(M) oldugundan Teorem
3.2.7 den (a) ideali bir derecelendirilmis ideal ve (m) alt modiilii de bir derecelendirilmis alt
modiildiir. Kabuliimiizden (m)c N veya bir keZ" icin (a)' <(N:, M) bulunur. Buradan

da meN veya a* e (N .7 ) elde edilmis olur. Yani N bir derecelendirilmis asalimsi alt

modiil olmus olur.
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Teorem 3.5.3: M bir c¢arpimmsal derecelendirilmis R -modiil olsun. N, M nin
derecelendirilmis asalimsi alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (N .7 ) ideali R nin

bir dereceli asalimsi1 ideali olmasidir.

Ispat : N, M nin derecelendirilmis asalimsi alt modiili olsun. a,be h(R ) icin
abe(N: M) olsun. Her keZ" i¢in a* ¢ (N :; M) oldugunu kabul edelim. Bu durumda en
az bir homojen eleman me M — N icin a(bm) e N dir. N derecelendirilmis asal alt modiil

oldugundan bm e N bulunur. Ayni sekilde m ¢ N oldugundan bir t € Z" igin b’ € (N M )

elde edilir.

N, M nin derecelendirilmis alt modiilii i¢in (N M ) ideali R nin bir derecelendirilmis

asalimsi ideali olsun. Kabul edelim ki / derecelendirilmis ideali ve V' derecelendirilmis alt
modiilii icin [V < N olsun. M carpimsal derecelendirilmis modiil oldugundan en az bir

derecelendirilmis ideali J vardir 6yle ki V' =JM dir. Boylece N oIV =1J/M bulunur. Bu
da IJ < (N:; M) demektir. (N: M) derecelendirilmis asalimsi ideal oldugundan bir
keZ' ign I"c (N M) veya Jc(N:; M) dir. Yani ya ["c(N:; M) veya
V' =JM < N bulunmus olur. Sonug olarak Teorem 3.5.2 den N yi derecelendirilmis asalims1

alt modiil elde etmis olduk.

Teorem 3.5.4: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin derecelendirilmis
alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asalimsi alt modiil olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M nin ABc< N kosulunu saglayan A,B derecelendirilmis alt modiilleri i¢in

Ac N veyabir keZ" icin B* ¢ N olmasidr.

Ispat : N, M nin derecelendirilmis asalims1 alt modiilii ve 4,B derecelendirilmis alt
modiilleri icin AB < N kosulu saglaniyor olsun. Kabul edelim ki, / ve J derecelendirilmis

idealleri igin A=IM ve B=JM olsun. Buradan (IJ)M < N ve boylece IJ =(N:, M)
bulunur. Teorem 3.5.3 den I = (N :; M) veya bir pozitif tam say1 n igin J" = (N:, M) elde
edilir. Buradan da A=IM c N veya B"=J"M < N bulunmus olur. Kabul edelim ki
AB < N kosulunu saglayan A4, B derecelendirilmis alt modiilleri i¢in 4 — N veya bir k € Z"

icin B* < N olsun. Bir / derecelendirilmis ideal ve K derecelendirilmis alt modiil igin

IKc N ve K¢ N olsun. M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil oldugundan bir
derecelendirilmis ideal J igin K =JM dir. Buradanda (IM)(JM)=(1J)M =IK c N elde
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edilir. Kabuliimiizden de bir pozitif tamsaytr n i¢in ["M =(IM)" <N ve buradan
I" = (N :; M) bulunmus olur.

Sonug¢ 3.5.5: M bir carpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin derecelendirilmis

alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asalimsi alt modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ab = N kosulunu saglayan a,beh(M) igin ae N veya bir keZ" igin b* = N

olmasidir.

ispat : N derecelendirilmis asal alt modiil ve a,b e h(M ) icin ab < N olsun. Bu durumda
(a)(b)c N oldugundan Teorem 3.5.4 den (a)c= N veya bir keZ' igin (b)k C N elde
edilir. Buradan da @ € N veya b* c N elde edilir. Tersine olarak ab = N kosulunu saglayan
a,beh(M) igin aeN veya bir keZ" igin b* <N olsun. reh(R) vemeh(M) igin
rmeN veher keZ' igin #* ¢(N:, M) olsun. O zaman en az bir xe M i¢in r*x¢ N dir.
Bu durumda rx-m < N elde edilir ve boylece m € N bulunmus olur.

Tanmim 3.5.6: M bir carpimsal derecelendirilmis R -modiil olsun. m € h (M ) olmak tizere bir
k eZ" i¢in m* =0 oluyor ise m ye derecelendirilmis nilpotent eleman denir.

Teorem 3.5.7: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin derecelendirilmis

alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asalimsi alt modiil olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul M%\f derecelendirilmis modiiliinlin her derecelendirilmis sifir bdleni

derecelendirilmis nilpotent eleman olmasidir.

Ispat : N derecelendirilmis asalimsi alt modiil olsun. Bu durumda Mﬁvio dir. Kabul

edelim ki a=a+N e% elemant derecelendirilmis sifir bolen olsun. Boylece en az bir

homojen 0#b=b+Ne % elemani i¢in ab =0 olur. Buradan abc N elde edilir. b¢ N
ve N derecelendirilmis asalimsi alt modiil oldugundan Sonug 3.5.5 den en az bir k€ Z" igin
@ = N bulunur. Yani ¢ =0 bulunmus olur.

Tersini ispat icin M%\] derecelendirilmis modiiliiniin derecelendirilmis sifir bdlenlerinin
hepsinin derecelendirilmis nilpotent eleman oldugunu kabul edelim. Kabul edelim ki

a,beh(M) igin abc N ve bg N olsun. Buradan c_zl;:(a+N)(b+N):0+N:6 olur.
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b=b+N#0+N =0 oldugundan, kabuliimiizden bir k € Z* i¢in d = (a+ N)k =a*+N=0
elde edilir. Sonug olarak a* = N elde edilmis olur.

Teorem 3.5.8: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R -modiil ve N, M nin derecelendirilmis
alt modiilii olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asalimsi alt modiil ise M —rad(N )

derecelendirilmis asal alt modiiliidiir.
Ispat : Kabul edelim ki N bir derecelendirilmis asalimsi alt modiil olsun. Bu durumda G(R)

nin (N:; M) derecelendirilmis ideali asalimsi bir idealdir ve boylece (N :, M) ideali

Teorem 3.1.19 dan derecelendirilmis asal idealdir. Burada sirasiyla Teorem 3.4.18 ve Sonug
3.4.19 kullanilirsa M —rad (N ) alt modiiliiniin derecelendirilmis asal alt modiil oldugu

gosterilmis olur.
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4. SONUC

Bu tez caligmasinda dnce burulmali modiiller {izerinde carpanlara ayirma konusu incelenmis
ve daha sonra da derecelendirilmis modiiller iizerinde derecelendirilmis asal ve asalimsi alt

modiiller incelenmistir.

Birinci kisimda modiiller iizerinde zayif asal elemanlar tanimlanarak, modiiliin elemanlarinin
zayif asal elemanlara ayrisimi incelenmistir. Sonu¢ olarak burulmali modiillerde
indirgenemez ayrisim ile zayif asal ayrisim denk bulunmustur. Ileriki ¢alismalarda almacak

modiillerde burulmali olma 6zelligi kaldirildiginda bu denkligin kalkacagi diisiiniilmektedir.

Calismamizin ikinci bolimiinde derecelendirilmis modiillerin derecelendirilmis asal alt
modiilleri ve derecelendirilmis asalims1 alt modiilleri karakterize ettik. Ozel olarak da bu alt
modiiller1 c¢arpimsal derecelendirilmis modiillerde inceledik. Bu konuyla ilgili ileride
yapilabilecek ¢alismalar olarak derecelendirilmis modiiller i¢in Cohen Teoremi, Temel Ideal

Teoremi olabilir.
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