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ONSOz

Kinematik; kuvvet ve kitle kavramlarinin hi¢ rol oynamadigi mekanigin bir alt dahdir.
Bir diger ifadeyle, kinematik sadece bir nokta veya bir sistemin (cismin) zamana bagh
meydana getirdigi yer degistirmeleri inceler. Bu tezde diizlemsel kinematigin ozellikle
geometriyi ilgilendiren kismini inceleyecegiz ve elde edilen verilerin geometrik
sonuglarini verecegiz.

Bu calismada tamamen diizlemsel kinematik ele alinacaktir. Yani bir diizlem pargasinin
dizlemsel bir ylizey tzerindeki hareketini inceleyecegiz.

Bu calismanin hazirlanmasinda benden higbir yardimi esirgemeyen Saygideger Hocam
Sayin Prof. Dr. Salim YUCE’ ye, tez izleme komitesinde bulunan Sayin Prof. Dr. Nuri
KURUOGLU ve Sayin Prof. Dr. Ziya SOYUCOK hocalarima en icten duygularimla sonsuz
saygl ve tesekkirlerimi sunarim.

Tim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini hep yanimda hissettigim degerli
aileme ve g¢alisma arkadaslarima en icten duygularimla tesekkir ederim.
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OZET

DUZLEMSEL HOMOTETiIK HAREKETLER ALTINDA KAPALI YORUNGE
EGRISININ KUTUPSAL ATALET MOMENTI iCiIN HOLDITCH-TIPi
TEOREMLER

Mutlu AKAR

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Holditch, H. [1], asagidaki 6nemli teoremi vermistir:

Oklid diizleminde sabit a+b uzunluklu bir AB dogru parcasinin A ve B uc noktalari
bir k ovali boyunca bir defa dolandiginda; AB dogru parcasi tizerinde tespit edilen bir

X noktasi (|AX| =a, |XB| :b) da genellikle konveks olmasi gerekmeyen kapali bir k,

egrisini gizer. Bu k ovali ile k, egrisi arasinda kalan “Holditch Halkasi” nin F ylizey

alani,
F =rab
dir.

Blaschke, W., Miller H. R. [3], klasik Holditch Teoremi’nin asagidaki genellestirilmesini
vermigtir:

1-parametreli v donme sayili kapal dizlemsel hareketler altinda bir AB dogru
parcasinin A=(0,0) ve B=(a+b,0) ug noktalari sirasiyla k, ve k, kapali egrilerini

cizdiginde, A ve B noktalari ile dogrudas bir X =(a,0) noktas| (|AX| =a ve |XB| =b)

viii



da kapali fakat genellikle konveks olmasi gerekmeyen bir k, egrisini gizer. A,B ve X
noktalarinin ¢izdigi egrilerin yoriinge alanlan sirasiyla F,,F, ve F, olmak lzere bu
alanlar arasinda
_ak; +bF,
"~ a+b

Fy zvab

seklinde bir baginti vardir.
Bu calismada, Yiice, S., Duldil, M. ve Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen 1-parametreli
kapal dizlemsel hareketler altinda dogrudas olmayan (¢ noktanin kutupsal atalet

momentleri icin Holditch Tipi Teoremlerin homotetik hareketlerdeki karsilig
arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Holditch Teoremi, Homotetik Hareket, Kutupsal Atalet Momenti.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU



ABSTRACT

HOLDITCH-TYPE THEOREMS FOR THE POLAR MOMENT OF INERTIA OF
THE CLOSED ORBIT CURVE UNDER PLANAR HOMOTHETIC MOTIONS

Mutlu AKAR

Department of Mathematics

Ph.D Thesis
Advisor: Prof. Dr. Salim YUCE

H. Holditch [1] have given the following important theorem in 1858:

If the endpoints A, B of a line segment AB with fixed length a+b are rotated once
along an oval (Eilinie) k in the Euclidean plane, then a given fixed point X
(|AX| =a, |XB]| :b) on line segment AB describes a closed, not necessarilly convex,

curve K, . The area F of the Holditch-Ring bounded by the oval k and curve k, is

F =rab.

W. Blaschke and H. R. Miiller [3] have given the following generalization of the classical
Holditch Theorem:

Under 1-parameter closed planar motions with the rotation number v, if the
endpoints A=(0,0) and B=(a+b,0) on a line segment AB trace the closed orbit
curves k, and k;, respectively, the point X =(a,0) (|AX|:a and |XB|=b) which is
collinear with points A and B traces a closed, not necessarilly convex, curve K, . Let

F,,F; and F, be the orbit areas of the orbit curves k,, k; and k,, respectively.
Then, there is the equation



_ aF; +bF, s
a+b

Fy vab.

In this study, under the homothetic motions, we investigated the obtained results

which Holditch-Type Theorems for the polar moments of inertia of three noncollinear
points given by Yiice, S., Duldul, M. ve Kuruoglu, N. [7].

Key words: Holditch Theorem, Homothetic Motion, Polar Moment of Inertia.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE

Xi



BOLUM 1

GIRIS
Mekanik, fizigin bir alt dali olarak hareket ve denge olaylarini inceleyen bilimdir.

Mekanik t¢ bolime ayrilabilir: Kinematik, Dinamik ve Statik.

Kinematik, maddesel sistemlerin geometrik o6zelliklerinin zamanla degisme seklini
inceleyen bilimdir. Kinematigin olugsmasi ve bagimsiz bir bilim olarak ele alinisi, bu

bilimi kuran ve ona adini koyan Ampére (1775-1836) e aittir.

Kinematik, cisme etki eden kuvvetleri hi¢c géz 6niine almadan sadece cismin nasil
hareket ettigini, nasil bir yol lzerinde gittigini, herhangi bir andaki yerinin, hiz ve

ivmesinin ne oldugunu belirlemeye calsir.

Dinamik, maddesel sistemlerin hareketlerini olusturan ve degistiren nedenleri yani

kuvvetleri gbz online alarak hareketi inceleyen bilimdir.

Kinematikteki temel biylkliikler uzunluk ve zamandir. Dinamikte ise uzunluk, zaman
ve kitle olmak Uzere (¢ tane temel bilytklik vardir. Boylece Kinematik, Geometri ile

Dinamik arasinda bulunan bir bilim olmaktadir.

Statik, hareket etmeyen nesnelerin lzerindeki kuvvet dengelerini konu alan bilim

dahdir.



1.1 Literatiir Ozeti
Holditch, H. [1], asagidaki 6nemli teoremi vermistir:

Duzlemde sabit a+b uzunluklu bir AB dogru parcasinin A ve B ug noktalar bir k

ovali boyunca bir defa dolandiginda; AB dogru pargasi lizerinde tespit edilen bir X

noktasi (|AX|:a, |XB|:b) da genellikle konveks olmasi gerekmeyen kapali bir k,

egrisini gizer. Bu k ovali ile k, egrisi arasinda kalan “Holditch Halkasi” nin F ylizey

alani,
F =rxab (1.1)

dir. Burada F ylzey alani, sadece X noktasinin AB dogru pargasinin ug noktalarina

olan uzakliklarina bagl olup Kk ile k, egrilerinden ve hareketten bagimsizdir.

Bu klasik Holditch Teorem, daha sonra birgok bilim adami tarafindan farklh bakis agilari

ile calisilarak degisik metotlar ile genellestirilmistir.

Steiner, J. [2], 1-parametreli kapali diizlemsel hareketler altinda hareketli diizlemde

alinan sabit bir X =(X1, Xz) noktasinin sabit diizlemdeki gizdigi yoriinge egrisinin alani

icin
Fy = Fo+7v (X + X —2%5, —2%,5, ) (1.2)

seklinde ifade edilen “Steiner Alan Formili” nii vermistir. Burada F,; O :(0,0) orijin

noktasinin yoriinge alani, v; hareketin donme sayisi ve S :(Sl,sz) Steiner noktasi;

hareket esnasinda sabit diizlemdeki hareketli pol egrisinin agirlik merkezidir.

1-parametreli kapal dizlemsel hareketlerle ilgili yapilan calismalar, “Kinematik” ve
“Hareket Geometrisi” ile ugrasan bircok bilim adaminin buyldk olcide ilgisini
cektiginden; “Steiner Alan Formuli” ve “Holditch Teoremi” lzerine pek g¢ok ¢alisma

yaptimistir.



Blaschke, W., Miiller H. R. [3]; Holditch Teoremi’nin asagidaki genellestirilmesini

vermistir:

1-parametreli v donme sayili kapal dizlemsel hareketler altinda bir AB dogru
pargasinin A=(0,0) ve B=(a+b,0) ug noktalari, sirasiyla, k, ve k; kapali egrilerini
cizdiginde, A ve B noktalari ile dogrudas bir X =(a,0) noktasi (|AX|:a ve |XB|:b)
da kapal fakat genellikle konveks olmasi gerekmeyen bir k, egrisini gizer. A,B ve X
noktalarinin ¢izdigi egrilerin yoériinge alanlar, sirasiyla, F,,F; ve F, olmak Ulzere, bu
alanlar arasinda

B aFB+bFA_7[

F
X a+b

vab (1.3)

seklinde bir baginti vardir. Ozel olarak bu dogru parcasi bir oval lizerinde bir defa

dolandiginda Klasik Holditch Teoremi elde edilir.
Hering, L. [9]; Holditch Teoremi’nin asagidaki genellestirilmesini vermistir:

1-parametreli v dénme sayili kapali diizlemsel hareketler altinda AB dogru parg¢asinin
A=(0,0),B=(a+h,0) ug noktalar, sirasiyla, k, ve k; kapali egrilerini cizdiginde, A
ve B noktalar ile dogrudas olmayan bir X :(a,c) noktasi da bir k, kapal egrisini
cizer. A,B ve X noktalarinin cizdigi egrilerin yoriinge alanlarn, sirasiyla, F,,F; ve F,
olmak Ulzere bu alanlar arasinda

_aF; +bF,

F
X a+b

+(c? —ab) v —clLy, (1.4)

seklinde bir baginti vardir. Burada L,;, AB dogru pargasinin zarf egrisinin

uzunlugudur. ¢ =0 olmasi durumunda (1.3) denklemi elde edilir.

Pottmann, H., [10]; Holditch Teoremi’nin asagidaki genellestirilmesini vermigtir:



1-parametreli kapali dizlemsel hareketler altinda hareketli dizlemde alinan dogrudas

olmayan A, B,C noktalari ayni F alanina sahip k egrisini gizerlerse herhangi bir X
noktasi da F, yoriinge alanina sahip kapali k, egrisini gizer. Bu durumda k ve ki

egrilerinin yoriinge alanlari arasindaki fark

F-F =zv(r’-R?) (1.5)

A
dir. Burada R, X ve O noktalari arasindaki uzaklk, r de ABC {liggeninin cevrel
¢cemberinin yaricapidir. Yine Pottmann [10] da hareketli diizlemdeki dogrudas olmayan

A=(0,0),B=(b,0),C=(c,d),X =(x,y) noktalarinin ¢izmis olduklari yériinge

egrilerinin alanlari arasindaki iliskiyi

F, =(1—5+ﬂyj FA+(5—QJ F+YF,

b bd b bd d (1.6)
( . c2+d?  bc j '
+| X“+y°—bx— g y+Fy v

bagintisi ile vermistir.

Pottmann, H., [11]; Holditch Teoremi’nin bir diger genellestiriimesini asagidaki sekilde

vermistir:

E /E (i :1,2) kat etme sayilari ayni v, donme sayili 1-parametreli kapali dizlemsel
hareketler olsun. Eger XY, dogru pargalarinin X; =(0,0) ve Y, =(4(a+b),0) ug

noktalari, sirasiyla, k, ve k, yériinge egrilerini cizerse Z; =(4a,0) noktalar da F

yoriinge alanina sahip k; yoriinge egrilerini belirler. F, alanlari arasindaki fark,
F—F, =(v,4 —vA7 ) 7ab (1.7)

dir.



Homotetik dizlemsel hareketler ile ilgili bir cok ¢alisma yapilmistir. Simdi, tezimizde

kullandigimiz bazi 6nemli ¢calismalar hakkinda bilgi verelim:

Tutar, A. ve Kuruoglu, N. [6] tarafindan h homotetik oranli ve T periyodlu kapali

homotetik hareketler ile ilgili calismalar temel teskil eden; kapali yoriinge egrisinin
Fy = Fo +0? (1) v (X + X5 —2X8, = 2%,, )+ X4 + X, 4, (1.8)

denklemi ile ifade edilen “Steiner Alan FormUli”nt ve
F =h*(t,) 7ab (1.9)

ile verilen “Holditch Teoremi”nin kapali homotetik hareketlere genellestiriimesi
verilmistir. Burada 3t, €[0,T] igin (ﬁhz(t)dgp:hz(to)cﬁdgp:th(to)m/ dir. Ayrica
M, Ve u, hareketin sabitleridir. Yukaridaki denklemlerde h=1 alinmasi durumunda

sirasi ile (1.2) ve (1.1) de verilen sonuglar elde edilir.

Kuruoglu, N. ve Yiice, S., [12]; Miiller, H. R. [3], tarafindan verilen ¢alismanin homotetik

hareketlerdeki karsihgini arastirmiglar ve

_aF, +bF,

F
X a+b

—h?(t,) zvab (1.10)

sonucu elde edilmistir. Yukaridaki denklemde h=1 alinmasi durumunda (1.3) de

verilen sonug elde edilir.

Yiice, S. ve Kuruoglu, N., [13]; Hering, L. [9] ve Pottmann, H., [10], tarafindan verilen

calismalarin homotetik hareketlerdeki karsiligini arastirmislar ve sirasi ile,

2h? (t, ) velyg
A

_ak; +bF, N

, 1.11
a+b ( )

Fy (02 —ab)h2 (t,) v —



F—Fy =h?(t,) zv(R* - r?) (1.12)

ve
X c—b X cy y
Fo=1-2+"2y|F+| 2-2|F +2F
x ( b bd y) A+[b bdj ety
c2+d?  bc (1.13)
+(x2+y2—bx— y+gy h*(t,)zv

sonuglar elde edilmistir. Burada ﬂ:gShdgo dir. Yukaridaki denklemlerde h=1

alinmasi durumunda, sirasiyla, (1.4), (1.5) ve (1.6) da verilen sonuglar elde edilir.

Yice, S. ve Kuruoglu, N., [14]; Pottmann, H., [11], tarafindan verilen calismanin

homotetik hareketlerdeki karsiligini arastirmislar ve
F—F, = (v, w42 )h? (t,) zvab (1.14)

sonucu elde edilmistir. Yukaridaki denklemde h=1 alinmasi durumunda (1.7) de

verilen sonug bir 6zel durum olarak elde edilir.

Simdi, hareket esnasinda elde edilen yoriinge egrisinin atalet momenti ile ilgili Holditch

Tipi teoremleri verecegiz:

Miiller, H. R. [5]; 1-parametreli kapali diizlemsel hareketler altinda hareketli diizlemde

alinan sabit bir X :(xi,xz) noktasinin sabit diizlemde c¢izdigi kapal yoriinge egrisinin

kutupsal atalet momentini hesaplamistir. Ayrica esit kutupsal atalet momentine sahip
hareketli dizlemin biitlin sabit noktalarinin merkezi “Steiner Noktasi” olan bir cember
Gzerinde bulundugu belirtilmis ve Holditch Teoremi’'ne benzer bir sonug verilmistir.

Boylece [1], [3] deki calismalarin kutupsal atalet momenti icin

T =2zab, (1.15)

Ty =To +27v(X + X —2%8, —2X,5, ), (1. 16)



ve

_aly +bT,

T
X a+b

—2zvab (1.127)

seklinde karsiligi verilmistir.

Dildul, M. ve Kuruoglu, N. [8] ise Miller, H. R. [5] tarafindan verilen ¢alismanin

homotetik hareketlerdeki karsiligini arastirmiglardir.

1.2 Tezin Amaci

Yiice, S., Dildal, M., Kuruoglu, N. [7], 1978 yilinda Miiller, H. R. [5] tarafindan verilen
1-parametreli kapali dizlemsel hareketler altinda sabit bir noktanin cizdigi kapall
yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentinin hesabi ve atalet momenti igin Holditch
Teoremini dogrudas olmayan (¢ nokta ve hareket eden iki dlzlem icin

genellestirmislerdir.

Bu tez calismasinin amaci; Yice, S., Dildil, M., Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen 1-
parametreli kapali dizlemsel hareketler altinda elde edilen sonuglarin, homotetik

hareketlerdeki karsiliklarini aragtirmaktir.

1.3 Orjinal Katki

Yice, S., Dlldil, M., Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen 1-parametreli kapali diizlemsel
hareketler altindaki sonuclarin elde edilmesiyle kinematikteki bircok problemin
¢Ozlimlenmesine olanak saglayacaktir. Ayrica, Ek A da Maple 15 de verilen
programlama orneklerinde; klavyeden girilen bilgilere gore sonuclar degistirilip ve

gelistirilebilir. Yani, bu 6rnekler tezi daha aciklayici hale getirmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde doktora tez calismasi icin gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

2.1 Afin Uzay ve izometri

Tanim 2.1 A= O bir cimle ve V; K cismi lzerinde bir vektor uzayi olsun. Asagidaki

Ozellikleri saglayan bir

f: AxA>V
(P.Q)—>f(P.Q)

fonksiyonu varsa A ya V ile birlesen bir Afin Uzay denir.
i.vP,Q,ReAicin f(P,Q)+f(QR)=f(P,R)

ihvPe A ve YaeV igin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Qe A noktasi

vardir.

Tanim 2.2 V n-boyutlu reel vektér uzayi ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.

Eger V biric-carpim uzayiise A ya Oklid Uzayi denir ve E" ile gosterilir.



Tanim 2.3 K cismi Uzerinde iki vektor uzay1 V, ve V, olsun. V, ve V, ile birlegen afin

uzaylar A ve A, olmak lzere f:A — A, donisimi P,Q e A igin

w,: Vi >V,
PQ-v,(PQ)=f(P)f(Q)

seklinde tanimlansin. Burada y, dénistimiine f ile birlesen donlisum adi verilir. Eger

y, doniglimi lineerise f ye bir Afin Déniigiim denir.

Tanim 2.4 E' ve E;, sirasiyla, V, ve V, n-boyutlu i¢-garpim uzaylari ile birlesen birer

Oklid uzayi olsun. Bir

f:E >E)

afin dénlsimi Vo, eV, igin
(v (a).w(B))=(a.5)

olacak sekilde bir

vV, >V,

lineer dénitistim ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir.

Tanim 2.5 f,n-boyutlu E" Oklid uzay: iizerinde bir izometri olsun. E" deki bir dik
koordinat sistemine gére f nin matrisel ifadesi; AeO(n), (yani AAT = ATA= I,

det A=+1)

ve C € R} olmak lzere

sl

formundadir. f ye E" de bir hareket adi verilir. Eger, det A=1 ise f hareketine

direkt hareket, det A=—1 ise karsit hareket denir.



Tanim 2.6 E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisiicin f (O):O olacak sekilde

bir O € E" noktasi varsa f ye O noktasi etrafinda E" nin bir donmesi adi verilir. Eger

hareket direkt hareket ise f ye direkt donme, karsit hareket ise karsit donme denir.

E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xl,xz,...,xn} olsun.

f:E" > E" izometrisi O noktasi etrafindaki bir dénme ise f nin bu dik koordinat

sistemine gore ifadesi

N

X' = AX

seklindedir. Burada Ae O(n) ve x,x'eR", dir.

Tanim 2.7 E", n-boyutlu Oklid uzayinin bir f izometrisi ve VX eE" icin
f(X)=X+t olacak sekilde bir tek t=(t,,t,,...,t,)€E" noktasi varsa f ye E" in t
ile belirtilen bir 6telemesi denir.

E" de baslangi¢ noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {xi,xz,...,xn} olsun.

f:E" >E" izometrisi t=(t,t,,...,t,) noktasi ile belli olan bir 6teleme olmak

Uzere, f nin dik koordinat sistemine gore ifadesi

Hi

veya
X =X+t

dir.
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BOLUM 3

1- PARAMETRELi DUZLEMSEL HAREKET

E=E'=E? OkKlid diizlemlerinde, srrasiyla, {O;e,,e,} ve {O';e},e,} koordinat

sistemlerini tespit edelim. Eger te |l — R igin,

ise bu takdirde {O;e,,e,} koordinat sisteminin, {O’;e},€}}koordinat sistemine gore
hareket ettigi kabul edilir. Bundan dolayi {O;el,ez} koordinat sistemine hareketli
koordinat sitemi, {O';e{,e'z} koordinat sistemine ise sabit koordinat sistemi denir.

Dolayisiyla E diizlemi, E' duzlemi Gzerinde hareket ediyor kabul edilir. e, ile €]
arasindaki a¢i @ olmak lzere ¢ ye donme agisi denir.OO’'=u hareketin oteleme

vektori olmak Gzere:

Sekil 3. 1 Bir parametreli diizlemsel hareket

11



OO’ =u=ug, +ue, (3.1)
yazilabilir. Eger,
u =u,(t), u,=u,(t), e=op(t)

seklinde reel bir t parametresinin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlari iseler, E -
dizleminin E’-duzlemine gore hareketine 1-parametreli dizlemsel hareket denir ve
B=E/E’ ile gosterilir. Buradaki “t” parametresi genel olarak zaman parametresi

olarak alinir.

v

@)

I
Q
(‘D{v

=~

Sekil 3. 2 Baslangi¢ noktalari ¢akisik olan koordinat sistemleri

O=0' 6zel durumuicin ; ve €/ (i =1,2) vektérleri arasinda

CoS@ €; +Sing €, (3.2)

e =

e, =—Sing e;+Ccosp €,
esitlikleri elde edilir, (Sekil 3.2).
Dizlemin bir X noktasi, hem hareketli sistemdeki (Xl,xz) koordinatlari ve hem de

sabit sistemdeki (Xi', X;) koordinatlari yardimiyla g6z 6nline alinabilir. Buna gore her iki

sistemde, X noktasina ait konum vektorleriicin
X=0X=xge, +X8,

X' =0'X = xe] + X,

yazilabilir, (Sekil 3.1). Boylece

O'X=0'0+0X=-00"+0X

12



veya
X' =x—u=(x—-u)e +(x,—u,)e, (3.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektérel

denklemi denir. Buradan,
Xilei + X;e; :(Xl _ul)el +(X2 _uz)ez

esitliginin e; ve €} ile ig-garpimi sonucunda,

X, =(% —Uu;)cosp—(x, —Uu,)sing
X, =(% —U,;)sing+(X, —U,)cose

veya

{"1'=(><1cosco—><zSin¢)+(—U1C°5(P+“zS‘”<”) (3.4)

X, = (% Sin @+ X, cos¢)+(—u, sinp—u, cos ¢)
bulunur. Bu ifadeye B =E/E’ hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik

a,=2a,(t)=—Uu,cosg+u,sing
b, =b, (t) =—u, sinp—u, cosg

icin

e el
X, sing cose || X, | | by,
veya

X'=AX+C

seklinde matris formunda yazilabilir.

3.1 Tiirev Denklemleri

Hareket esnasinda bir X € E noktasinin E ve E’-dizlemlerine gore hizlarini bulmak

icin once hareketimizin tlrev denklemlerini elde edecegiz. Bunun igin (3.2)

13



denklemlerinin, €], €, vektorlerini sabit kabul ederek, t zamanina gore tirevi alinirsa,

% =&, =—@sin pe; + ¢ cos pe, = ¢(—sin pe; +cos e} )
de, . . b, : 'L cin o
e =&, =—(Cosge, — @sin pe, = —p(Cos pe; +sin pe;,)

bulunur. Buradan kisaca
él = (beZléz = _¢el (3.5)
yazilabilir.

Benzer sekilde (3.1) denkleminin t ye gore tirevi alinirsa,

du . . ) . .
E=u=ule1+ule2+u2e2+u2e2

elde edilir. €, ve €, nin (3.5) deki degerleri burada yerlerine yazilirsa

u=(u,—u,p)e, +(U, +up)e, (3.6)

bulunur. (3.5) ve (3.6) denklemlerine B =E/E hareketinin tiirev denklemleri denir.

3.2 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E -dizlemi E'-dizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli E -dizlemindeki yerini t zamani ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket

esnasinda X noktasinin hizlarini arastiracagiz.

Tanim 3.1 X noktasinin E -dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektoriine,
yani X noktasi E -deki yoriingesini cizerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin

relatif (izafi) hizi denir ve V, ile gosterilir. Bu hiz
X=Xge, +X,e,
denkleminden e, ve €, yi sabit tutup tirev alarak

V, =X€ +X8, (3.7)
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seklinde bulunur. Eger X noktasi E -de sabitise V, relatif hizi sifirdir.

Tanim 3.2 X noktasinin E’-duzlemine gore sahip oldugu hiz vektérine X noktasinin

mutlak hizi denir ve V, ile gosterilir. (3.3) denkleminin t ye gore tirevini alirsak V,

icin asagidaki ifade bulunur:

V, =(% —U)e, +(x —Uu, )&, +(% —U,)e, +(x, —u,)é,.

Burada €, ve &, nin (3.5) deki &, =¢e, , &, =—¢e, degerleri yerine yazilirsa

V, = {0, +(u, =X, ) @&, +{—U, + (U, + X ) p}e, + Xe, +Xe,

veya

V, ={-t, +(u, =%, ) @, +{—l, +(-U,+ X ) ple, +V,

elde edilir. Burada

V; = {0, + (U, — X, ) @le, +{-U, +(-u +%, ) p}e, (3.8)
vektoriine X noktasinin suriiklenme hiz vektori denir.

O halde hizlarin terkibine ait su teorem verilebilir:

Teorem 3.3 B=E/E’; 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda E hareketli

dizlemin herhangi bir X € E noktasinin hiz vektorleri arasinda
V,=V,+V, (3.9)

bagintisi vardir.

d i . - .
Tanim 3.4 D6énme agisinin d_(to = @ turevine B hareketinin agisal hizi denir.

Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak igin ¢ # 0 kabul edecegiz.
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3.3 Donme Polii ve Pol Egrileri

Simdi, B hareketinin her t aninda siriklenme hizi sifir olan noktalari arastiralim:

Boyle noktalar, t aninda, yalniz hareketli E -dizleminde degil ayni zamanda sabit

E'-dizleminde de hareket etmeyen noktadir. O halde
V; =0

icin (3.8) denkleminden

—U, +(U,—%,)@=0 , —U,+(-u,+%)p=0

elde edilir. @#0 olduguna gore bu iki denklem her zaman tek tirli ¢ozulebilir. Bu

¢bzumler p, ve p, olmak Gzere,

u, du,
p1:X1:u1+_.:u1+d_
ﬁ dgj (3.10)
P, =X, =U,——t=U,——*
@ de
bulunur.
Tanim 3.5

OP = P=pe, + Pe,

yer vektoriine karsilik gelen P :(pl, p2) noktasina, B=E/E' hareketinin t anindaki

pol(kutup) noktasi, donme polii veya ani donme merkezi denir.

Bundan dolayi su teorem verilebilir:

Teorem 3.6 Acgisal hizi sifir olmayan B=E/E' 1-parametreli diizlemsel hareket
esnasinda, her t aninda suriklenme hizi sifir olan yani her iki diizlemde de sabit kalan

bir tek nokta (pol noktasi) vardir.o
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Simdi, P pol noktasi yardimi ile herhangi bir X noktasinin V; suriiklenme hizini

yeniden elde edelim:

Bunun igin (3.10) denkleminden

U, =(u, - p,) e, U, =—(u,—p,)@

ifadeleri hesaplanir ve (3.8) denkleminde yerine yazilirsa,

Vi ={-(%—p)e +(x - p)e o (3.11)
elde edilir.

X noktasinin stiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki 6nemli sonug ve

teoremler verilebilir:

Sonug 3.7 P polinden X noktasina giden
PX=(x—p)e,+(%—p,)e,

polisini, V, siiriklenme hiz vektdriine diktir; clinki
(PX,V;) =—(%—p,) (%= P)+(%—p)(%,—p,)=0

dir. Yani pol isini, hareketin her t aninda siriiklenme hizina diktir.

Sonug 3.8 V; vektdriiniin uzunlugu igin su baginti vardir:

Vel =06 = P+ (%~ p.) |4
=[¢|[PX]

Teorem 3.9 B=E/E' 1-parametreli duzlemsel hareket esnasinda, hareketli E -

dizleminin her X noktasi, t aninda P (pol noktasi) merkezli ve ¢ agisal hizli bir ani

donme hareketi yapar.
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Teorem 3.10 B=E/E' 1-parametreli diuzlemsel hareket; t aninda, hareketli E -

dizleminin P ani dénme poli etrafinda ¢ acisal hizi ile donmesinden olusur.

Teorem 3.11 B=E/E' 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda, E -duzleminin X
noktalar, E'-dizleminde yoringe normalleri P dénme polinden gegen yoringeler

gizerler.

Tanim 3.12 B=E/E' hareketi esnasinda, her t aninda bir P donme polu
olacagindan P pol noktasi her iki E ve E'-duzlemlerinde cesitli konumlarda

bulunur. P noktasinin hareketli E -dizlemindeki konumu genel olarak bir egridir. Bu

egriye hareketli pol egrisi denir ve (P) ile gosterilir. P noktasinin E’-dizlemindeki
geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve (P’) ile gésterilir.

Simdi pol hizlarini, yani (P) ve (P’) pol egrilerini gizen P noktasinin hizlarinin
arastiralim:

X =P dénme poliii¢in V; =0 oldugundan

Va :Vr
bulunur.

Buna gore asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.13 B =E/E’' hareketi esnasinda, E'-sabit ve E -hareketli diizlemlerdeki pol
egrilerini cizen P donme poliinin her t anindaki hizlari aynidir.o
Bu teoremden dolayl, her t aninda (P) ve (P’) pol egrileri P ani dénme poliinde

birbirine tegettir ve
ds’=|V,|dt =|V, |dt =ds

oldugundan P dénme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi Uzerinde esit

uzaklhklar kat eder.
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Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.14 B=E/E’' hareketi esnasinda, 1- parametreli dizlemsel B=E/E’
hareketinde E -diizleminin (P) hareketli pol egrisi E'-sabit dizleminin (P') sabit pol

egrisi Uzerinde kaymaksizin yuvarlanir (Sekil 3.3).

EI

(P)

Sekil 3. 3 Hareketli ve sabit pol egrileri

3.4 1- Parametreli Diizlemsel Kapali Hareket

B =E/E’ hareketi esnasinda, Vt el — R igin
u; (t+T)=u;(t), (i=12), (3.12)
p(t+T)=p(t)+27v (3.13)

bagintilari saglanacak sekilde T >0 en kuiguk sayisi varsa B=E/E' ye T periyotlu ve
v dénme sayili 1-parametreli diizlemsel kapali hareket denir. Burada v bir tam
sayidir ve E'-ye gbre E -duzleminin ilk durumuna gelinceye kadar ka¢ tam devir
yaptigini gosterir. Dolayisiyla v dénme sayisi E-dizleminin T periyodu icinde

etrafinda dondugi 2zv tam donme agisina karsihk gelir.
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B=E/E' kapali hareketi altinda, E -dizleminde tespit edilmis bir X noktasi E'-
diizleminde kapali bir yoriinge egrisi gizer. Ayrica E -diizleminin dogru veya egrilerinin

zarf yoriingeleri de E'-dizleminde kapal egrilerdir.

3.4.1 Kapali Hareket Esnasinda Yoriinge Egrisinin Alani

B=E/E' 1-parametreli diizlemsel hareketler altinda, sabit X noktasinin E'-ye gore
dx’ degisimi X noktasinin suriklenme hizina karsilik gelir. O halde (3.11)

denkleminden
dx' ={=(x,— p,)e, +(% - p,)e, }do (3.14)

yazilabilir. Simdi, kapali hareket esnasinda E dizleminde sabit bir X noktasinin

cevreledigi yoriinge yiizeyinin F, yoriinge alanini

1 1
F :§9S(x;dx; —xydx;) ZEquet(x',dx') (3.15)

Gauss alan formuliini kullanarak hesaplayacagiz [4]:
Buradaki egrisel integral; X noktasinin yoriinge egrisi Gzerinde alinacaktir.

(3.15) denkleminde X' ve dx' yerine, sirasiyla, (3.3) ve (3.14) denklemlerindeki

degerleri yazilirsa

X —U _(Xz_ pz)

det(x',dx") = - % p
2 2 1

d§0:{x12+X22_)(1(pl‘*‘ul)_xz(pz‘*‘uz)+(plul+ pzuz)}d¢’

elde edilir. (3.10) denkleminde u, ve u, degerleri cekilerek bu son denklemde

yerlerine yazilirsa
’ ’ 2 2 du2 dul
det (X', dx) =4 X +X; — X 2pl—% — X, 2p2+£ +(pu, + pyu, ) rde

bulunur. Bu ifade (3.15) denkleminde yerine yazilirsa

2F, :(x12 +x22)<j.>d(p—2x1<j'> pldgo—szsﬁ p2d¢)+<f>du2 —<ﬁdul +2F, (3.16)
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elde edilir. Burada,

Fo:%qg

O=(0,0) orijin noktasinin yériinge alamidir. Ayrica, (3.12) denkleminden u;(t)

de

U —p,
u, B

fonksiyonu periyodik oldugundan
T
cﬁduj =J.duj :uj‘g =u;(T)-u;(0)=0
0
ve (3.13) denkleminden
T
@dq):jd(p:Zm/
0

bulunur.

Simdi, hareketli (P) pol egrisinin d¢ kitle elementi ile 6rtildigini kabul edelim.

(P) kapali pol egrisinin agirlik merkezi S =(s,,s,) olmak iizere S noktasina Steiner

noktasi denir ve v =0 igin

8_295pjd¢>_ 1

dir. Burada pay koordinat eksenlerine gore statik momenti, payda ise ortilmis (P) pol

egrisinin batln katlesini gosterir. O halde, bu son esitlikler (3.16) denkleminde

kullanilirsa
Fo=F +72'V(X12 + X5 —28%, —Zszxz) (3.18)

elde edilir. Bu esitlige X noktasinin yoriinge egrisinin Steiner alan formiilii denir.

Sonug 3.15 B=E/E’ hareketi esnasinda, ayni F, alanina sahip olan E -hareketli

duzleminin bitin sabit X noktalari, E -dizleminde merkezi S Steiner noktasi olan bir

¢ember lizerinde bulunurlar.
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3.4.2 Klasik Holditch Teoremi

Bu alt bolimde, Holditch, H. [1] tarafindan verilen Klasik Holditch teoremi verilecektir:

Teorem (Holditch Teoremi) 3.16 B=E/E’' 1-parametreli kapali duzlemsel hareketi

esnasinda, sabit a+b uzunluklu AB kirisinin A ve B ug¢ noktalari E'-sabit
diizlemindeki bir k ovalini tam bir defa (v=1) kat ettiginde, (Sekil 3.4) AB Kkirisi
tizerinde segilen herhangi bir sabit X noktasi da (a:|AX|,b:|XB|) genellikle

konveks olmayan kapali bir k, egrisi ¢izer. X noktasinin ¢izdigi k, kapali egrisi ile k

ovali arasindaki bolgenin (Holditch Halkasi) alani sadece X noktasinin dogru parcasi

Uzerinde secilisine bagli olup egrilerden ve hareketten bagimsizdir, [1].

Sekil 3. 4 Holditch Halkasi

ispat.
{O,el,ez} dik koordinat sisteminin e, eksenini AB dogrultusunda ve A noktasini da

A=0 olacak sekilde segelim (Sekil 3.5). Bu durumda X =(a,0) ve B=(a+hb,0)

yazilabilir.
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Sekil 3. 5 Hareketli diizlemde Holditch Halkasi

(3.18) denkleminden X ve B noktalarinin yoriinge alanlari igin
F, =F,+7(a’—2as,)
ve

Fo=Fo+7| (a+b) ~2(a+b)s, |

yazilabilir. Buradan,

aF; +bF,

- F,+ar(a+b—2s))

elde edilir. Ayrica

oldugundan

aF; +bF,

—rab=F,
a+b

bulunur. A ve B noktalari ayni k ovalini kat ettiginden

F,=F
olup
F,—F, =7ab

elde edilir, [1], (Bakiniz, Ek-A Ornek 1).
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3.5 Dogru Demetlerinin Zarflarina Ait Cauchy Formiilleri

E2-diizleminde bir {O;el,ez} dik koordinat sistemine gore bir g dogrusu
X CoSy +X,siny=p, peR, yel0,2r) (3.20)
Hesse formunda verilsin (Sekil 3.6). g dogrusunun normal vektori

e, Cosy +e,siny (3.21)
pozitif yénde % acisi kadar dondirildigiunde g dogrusu

—e, siny +e, cosy (3.22)
vektorinin dogrultusunda olur.

Bir Y =(Y,,Y,) noktasinin g dogrusuna uzaklig,

a=p-y,cosy—y,siny (3.23)
ile hesaplanir.

P, ¥ nin bir fonksiyonu ise her bir v degerine dizlemde bir dogru karsilik gelir.

Boylece y ye gore bir 1—parametreli dogru demeti elde edilir. O halde

X, COSY + X, siny = p(y)

. ) d (3.24)
—X, Siny + X, cosy = p(y) :%

denklem sistemi X, ve X, ye gore ¢oziilirse,

X, = pcosy — psiny

. . (3.25)
X, = psiny + pcosy

bulunur. Boylece O baslangic noktasindan g vye inilen dikmenin ayag

F =(pcosy, psiny ) noktasidir, [3], [16].

X =(X,X%,);g dogrusu ve (g) zarf egrisinin degme noktasi olmak Uzere (3.25)
denkleminden
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d
d(F,X)=||FX||=p=$ (3.26)

elde edilir. (3.25) denkleminin y ye gore tlrevi alinirsa

% =—(p+p)siny (3.27)
X, =(p+ p)cosy
bulunur. Boylece (g) zarf egrisinin X noktasinin dx degisimi igin
dx=(p+ p)(—e,siny +e, cosy ) dy (3.28)
yazilabilir. Burada zarf egrisinin yay elementi igin
ds=(p+p)dy
elde edilir.
(9) zarfinin X noktasindaki egrilik yaricapi
p= _s—pep
dy
olarak bulunur. Boylece (g) zarfinin uzunlugu (cevresi)
L= (p+p)dy (3.29)

elde edilir. p= p(t//) fonksiyonu (g) kapal zarfi egrisinin dayanak fonksiyonudur.

p= p(l//) fonksiyonunun y ye gore tirevleri ise periyodik fonksiyonlardir. O halde p

periyodik oldugundan

q% pdy =0 (3.30)
dir. Bundan dolayi, (g) zarf egrisinin uzunlugu

L= pay (3.31)

bulunur. Bu formile g dogrusunun (g) kapali zarf egrisine ait Cauchy g¢evre formiilii

denir, [3].
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Sekil 3. 6 Dogrunun zarf egrisi

Simdi, (g) kapali zarf egrisinin cevreledigi ylzey alanini bulahm: (3.25) ve (3.27)

denklemlerinden
det (x,dx) = x,dx, —x,dx, = p(p+ p)dy (3.32)
yazilabilir. O halde (g) nin alani
F =1<j.>det(x,dx)
2
olmak lizere
F==¢ p(p+p)dy
2
veya
F :%gS pzdw+%<ﬁ ppdy
elde edilir. Bu son esitlikteki ikinci integral icin kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
¢ pisdy = ppl,, - p*dy
bulunur. p periyodik oldugundan
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pp| ;) =0

olur. Boylece
F:%(ﬁ(pz—pz)dw (3.33)

elde edilir. Bu formile g dogrusunun (g) kapali zarf egrisine ait Cauchy alan formiilii

denir, [3].

3.5.1 Kapali Hareketlerde Dogru Zarf Egrilerinin Cevresi

B=E/E" 1-parametreli kapali duzlemsel hareket olsun. E —hareketli duzleminde

sabit bir g dogrusu

X, COSy + X, Siny = p (3.34)
denklemiyle verilsin. (Yani p,y ye gore sabit olsun.) Burada X :(Xi, Xz) E — hareketli
duzleminde dogru Uzerindeki keyfi bir noktadir. g dogrusunun E’—sabit diizleminin
{O';€],€,} koordinat sistemine gére denklemi igin

X, oSy + X, siny’ = p’

yazilabilir, (Sekil 3.7). Burada p/, {O;el,ez} dik koordinat sistemine gore koordinatlari

(ul,uz) olan O’ orijin noktasinin g dogrusuna olan uzakhgidir ve O’ noktasinin O ya

gore koordinatlari (ul,uz) olmak Uzere (3.4) denklemi yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa
p’'=p—u,cosy —u,siny

elde edilir. O ve O’ orijin noktalarinin g dogrusuna inilen dikmelerinin, sirasiyla, e,

ve €] ile yaptigi acilar w ve w' olmak lzere

y'=y+e
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yazilabilir (Sekil 3.7). Buradan g, E-duzleminde sabit dogru oldugundan i =sabit

olup dy' =d¢ elde edilir.

B=E/E' kapal hareketi esnasinda g c E sabit dogrusunun E'-duzlemindeki (g')

zarf egrisinin gevresi (3.31) denklemi yardimiyla
L, =P pde (3.35)

formli ile hesaplanir.

Sekil 3. 7 Kapali hareketlerde dogrunun zarf egrisi

O halde

p’'=p—u,cosy —u,siny

esitligi son denklemde yerine yazilirsa

L, :qS pdgo—coswgSuld(p—sin y/@uzdgo (3.36)
elde edilir. (3.10) denkleminden

4) pde= gSuldgo+gr>du2
¢ pdp=u,dp-Pdu,

yazilabilir. Buradan u, ve u, fonksiyonlarinin periyodikligi kullanilirsa

cjidulzc_]Sdu2 =0

olmak Uzere
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ggpjd(p=sf>ujdgo (i=12)

elde edilir. O halde (3.36) esitliginden

L, :qi pdqo—cosy/cﬁ p,dp—sin l//(]g p,de (3.37)
veya
L, :cﬁ( p— P, Cosy — p,siny Jdg (3.38)

elde edilir. P=(p,, p,) pol noktasinin g dogrusuna olan uzakhigi

p=Pp—Pp.Cosy —p,siny (3.39)

olmak tizere (g) zarf egrisinin uzunlugu igin

L, :SB pde (3.40)
formuld bulunur, [3].

O halde, asagidaki teoremi ispatsiz verebiliriz, [3]:

Teorem 3.17 Bir B=E/E’ kapali hareketinde E -dizleminde sabit bir g dogrusunun
(g) zarf egrisinin Lg cevresi; do kitle elementi ile 6rtala hareketli pol egrisinin g ye
gore cizgisel momentine esittir.o

Ayrica

0; S=(s,,S,) Steiner noktasinin g dogrusuna olan uzakhigi olmak iizere

gq=p-—s,Cosy —s,Siny

yazilabilir. Burada

¢ pde

i

oldugundan

S; =

Cﬁpjd(p:sjqidgo
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yazilabilir. O halde (3.37) denkleminden
L, :<ﬁ pd(p—coswsqud¢—sinwsz<JSd(p
veya

L, :Sﬁ(p—slcosv/—szsiny/)d(p
bulunur. Buradan

L, =27vq

elde edilir.

Teorem 3.18 B=E/E’ kapali hareketi esnasinda E -hareketli diizlemindeki ayni L,

uzunluguna sahip g dogrularinin (g) zarf egrileri S Steiner noktasindan ayni

uzakhgindadirlar. Yani, bu 6zellige sahip tim ¢ dogrular E -duzleminde r yarigapli ve

S Steiner noktasi merkezli cembere tegettir.

3.6 Kapali Hareket Altinda Yoriinge Egrisinin Kutupsal Atalet Momenti

B=E/E’ 1-parametreli kapali diizlemsel hareket esnasinda, E’-sabit dizleminin O’
orijin noktasina gore, E-hareketli dizlemdeki sabit bir X noktasinin Steiner

anlaminda d¢ kiitle elementi ile ortiilen ydriinge egrisinin T, kutupsal atalet

momenti
T =Ix[ do
ile hesaplanir:

(3.3) denkleminden
Ty =(uf +ul)de+ (X +2 ) fde—2x pu,de—2x,Pu,de (3.41)

yazilabilir. Ayrica (3.10), (3.12) ve (3.13) denklemleri kullanilirsa
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quld(p:q-)uld(p , g5p2d¢=35u2d(p (3.42)
bulunur. Bu esitlikler (3.41) denkleminde yerlerine yazilirsa

T, zcﬁ(uf +u22)dqo+(xf + XZZ)Cj)dgo—le(j‘) pldq)—szcﬁ p,do (3.43)
elde edilir. Bu son egsitlikte (3.17) denklemi ile verilen S =(s,,s,) Steiner noktasinin
koordinatlari kullanilirsa

Ty =To +27v (X +X —2%,8, —2X,5, ) (3.44)
yazilabilir. Burada

To =P(u +u3)de (3.45)
O orijin noktasinin yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentidir.

Teorem 3.19 B=E/E' hareketi esnasinda, ayni T, kutupsal atalet momentine sahip

olan E -hareketli dizleminin batin sabit X noktalari E -duzleminde merkezi S

Steiner noktasi olan bir cember lizerinde bulunurlar.

3.7 Kutupsal Atalet Momenti icin Holditch-Tipi Teorem

Bu boélimde, E -hareketli diizlemde sabit X,Y ve Z dogrudas noktalarinin gizmis

oldugu farkh yoriinge egrilerinin kutupsal atalet momentleri arasindaki iliskiyi verelim:

4\
v

Z

X 1
|

|

\ |

Z]

|
|
|/
\'4
O

Sekil 3. 8 Dogrudas ¢ nokta
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Sekil 3.8 kullanilarak

OZ=0X+XZ
XZ = uXY, HelR
OY =0X+ XY

yazilabilir. Buradan

OZ =OX+ u(OY -0OX)

veya

OZ=(1—y)OX+yOY

olup 1— = A olmak lizere

Z=AX+uy, A+u=1 (3.46)
elde edilir.

Burada A ve u degerlerine z nin barisantrik koordinatlari denir. Benzer sekilde
dogrudas X,Y ve Z noktalarinin O orijin noktasina gore konum vektorleri, sirasiyla,
X, y' ve z' olmak lizere hareketin (3.3) denklemi ile verilen vektorel ifadesi ve (3.46)
denklemi kullanilirsa
AX'+ py' = 2(x—u)+p(y—u)

= AX+uy —u(A+p)

=z-uU

= Z,
elde edilir. Simdi Z nin E'-sabit dizleminde ¢izdigi yoringe egrisinin kutupsal atalet

momentini

T, =[] do

bagintisini kullanarak hesaplayabiliriz. O halde z' = AX'+ uzy’ igin

T, = ﬂ,zTX +2AuT,, +,uZTY (3.47)

bulunur. Burada T,, ifadesine X veY noktalarinin yoringe egrilerinin karngik
kutupsal atalet momenti denir ve
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Ty :¢<X',y'>d§0
seklinde tanimlanir. Ayrica T,, =T, 6zelligi gecerlidir.

Simdi T,, ifadesini; X ve Y noktalarinin E -hareketli dizlemdeki koordinatlarina gére

ifade edelim:

To =P (Xy; +X3y; g
:Cﬁ(uf +U§)d¢+(xiy1+xzy2)85d(”—(x1+yl)Cﬁuld(”_(Xz + y2)¢u2d§9

olmak Uzere bu son esitlikte (3.13), (3.17) ve (3.41) denklemleri kullanilirsa
T =To+ 27TV|:X1y1 +XY, _(X1 + yl)sl _(Xz + y2)52] (3.48)
elde edilir. O halde

(3.44) ve (3.48) denklemleri yardimiyla

Ty = 2T +T, =Ty +27v (X + X =25, - 2X,5, )

_Z{To +27rv[x1y1+x2y2 _(X1+ y1)51_(X2 + yz)szj}
+To +27v (Y7 +Yi =2y~ 2Y,5, )

yazilabilir. Buradan
2 2
T = 2T +T, =20 (% =y, + (% =%, ) |
bulunur. Bu son denklemde, d* = [(x1 - yl)2 +(X— Y, )2} denilirse
T, —2T,, +T, =2zvd?
elde edilir. Bu son esitlikten elde edilen
1 2
Ty = E(Tx +T, )—ﬂ'Vd (3.49)
ifadesi (3.47) denkleminde yerine yazilirsa
T, = A°T, + AuT, + AuT, —2mvAud® + 17T,

elde edilir. Boylece asagidaki teoremler ispatsiz olarak verilebilir:
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Teorem 3.20 B=E/E' 1-parametreli kapal diizlemsel hareketi esnasinda sabit d

uzunluklu XY dogru pargasinin X ve Y ug noktalari, sirasiyla, k, ve k, kapal
yoriinge egrilerini cizerken X ve Y,(ld=|XY|,,ud=|YZ|,/1+,u=1) noktalari ile
dogrudas Z noktasi da kapall bir k, yoriinge egrisini cizer, (Sekil 3.8). Bu yériinge
egrilerinin kutupsal atalet momentleri, sirasiyla, T, ,T, ve T, olmak tizere

T, = AT, + T, —2Aurvd? (3.50)

bagintisi vardir, [5], (Bakiniz, Ek-A Ornek 2).

Teorem 3.21 (Holditch-Tipi Teorem) B = E/E’ 1-parametreli kapal diizlemsel hareketi

esnasinda sabit d uzunluklu XY dogru pargasinin ug noktalari ayni k egrisi lizerinde

bir  defa dolandiginda X ve Yile dogrudas Z noktasi  da
(Ad =|XY|, ud =|YZ|, A+ p=1) kapal k, egrisini cizer. k ve k, kapal yériinge

egrilerinin, sirasiyla, T ve T, kutupsal atalet momentleri igin
T-T,=27(Ad)(ud)

bagintisi gecerlidir, [5], (Bakiniz, Ek-A Ornek 1).

3.7.1  Yériinge Egrisinin Kutupsal Atalet Momenti i¢in Ozel Durumlar

Ozel Durum 3.22 X,Y ve Z noktalarinin E -dizleminin birinci koordinat ekseni

Uzerinde oldugunu kabul edelim.
Bu durumda

d=y-x
a=y-z=Ad,
b=z—x=ud,
a+b=d

(3.51)

bagintilari gegerlidir. Boylece (3.50) esitliginden
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T, = AT, + uT, — 2 unvd?

LS LS LT
d d dd
veya
1
T, :a(aTX +bT, )—2abzv (3.52)

elde edilir. Eger X ve Y noktalari ayni kapali yoriinge egrisini ¢izerse T, =T,

olacagindan
T, —-T, =2abzv (3.53)

elde edilir.

Ozel Durum 3.23

i)S Steiner noktasinin E -hareketli dizleminin O baslangi¢c noktasi oldugunu

kabul edelim. Boylece (3.44) ve (3.48) denklemlerinden

Ty =Ts +2mv (X +x;) (3.54)
ve
Ty =Ts +27TV(X1Y1+X2Y2) (3.55)

bulunur. Buna gore v >0, X #S, X #Y icin asagidaki esitsizlikler elde edilir:

a. T, =27w(X12+X22)+TS ve 27zv(xf+X22)>O oldugundan T, >T, elde edilir.

Buna S Steiner noktasinin yoriinge egrisinin atalet momentinin minimallik

ozelligi denir.
b. T, —2T,, +T, ifadesinde; (3.54) ve (3.55) denklemlerindeki esitlikler yerlerine
yazilir ve d* = [(X1 )+ (%Y, )2} >0 oldugu gbz 6niine alinirsa
T, — 2T, +T, =27vd* >0 (3.56)

Burada d, X ile Y noktasi arasindaki uzakliktir.
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c. T, >0 oldugundan T, T, —T7 >0 bulunur. Gergekten,

T, =T, +27zv(X12 +x22) :
T, =To+2zv(y; +y;),
Ty =TS+27rv(x1y1+X2y2)

olmak Uzere

T, =Th =[2mv (¢ +3)+ T, ][ 2200 (2 + ¥2 )+ T |-[ 2 ()9 4 %%, )+ Ts |
=4z°v? (X1y2 _Xzyl)2 +27vTg [(X1 - Y1)2 +(Xz -Y, )2}

yazilabilir.

(lez _Xzyl)z >0,
v >0,
T, >0,

d2=(%-y) +(%—y,)" >0
oldugundan,

T,T,-T; >0

bulunur. Ayrica,

Ty —To =27v (X +x7),
T, -To=2mv(y; +y;),
T =T :Z”V(X1y1+xzy2)

oldugundan

(Te =T (T =T5) = (T = Ts)" =22v(x¢ + X3 ) 220v(y7 + Y3 ) =47V (XY, +%,Y, )

=4r*y? (X1y2 - )(23/1)2
elde edilir. O halde
o 2
XY, —%,¥; =0 oldugundan (T, —T¢)(T, =T )—(T,, —Ts )" =0 olup buradan

T, -T,T, -T,T, +T2 -T7 + 2T, T, -TZ >0
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veya
T,T, -T2 >T, (TX —2T,, +T, ) >0
yazilabilir. Burada esitlik hali X,Y ve S noktalarinin dogrudas olmasi ile mimkiindr.
O
ii) B =E/E’ kapal hareketiigin v =0 oldugunu kabul edelim:

(3.41) denkleminden

szgS

oldugunu biliyoruz. Ayrica

X!

2dgpz<_]5(uf +U3 ) do+(X] +x§)<j§d(p—2x1q5uldgo—2x2q5u2dgo

qiuldgo=€[5 pde=P,,
¢u2d§0=4> p,dp=P,

ve

quqo =2zv =0 oldugundan
Ty =To —2(XP, +%,P,) (3.57)

elde edilir. Benzer sekilde, v =0 igin (3.49) ve (3.57) denklemi kullanilirsa,

1
Ty = E(TX +TY)

= %[To _2(X1P1 + X2P2)+To —2(y1P1 +Y,P, )J

veya
Txv :To_[(xi+Y1)P1+(Xz+yz)P2:| (3.58)
elde edilir, [5].
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3.7.2  Yériinge Egrisinin Atalet Momenti ve Yoriinge Alani Arasindaki iliskiler

E -hareketli dizlemdeki sabit X,Y ve Z dogrudas noktalarinin sabit dizlemde

cizdikleri farkl yoringe egrilerinin alanlari arasindaki iliskiyi verelim:
2= X"+ uy'
olmak lzere
dz' = Adx' + pdy’ (3.59)
elde edilir. X’=Xx—u oldugundan
Z'=A(x—u)+u(y-u)
bulunur. (3.59) denkleminde (3.14) denklemi yerine yazilirsa
dz' = A[ (%, — p,)e, +(x — p)e, [do+u[ (Y, — p,)e, + (¥, — py)e, |de
elde edilir. z' ve dz’ nin esitlikleri ve (3.13), (3.16) ve (3.17) denklemleri
F, =1<.|.>det(z’,dz’)
2
esitliginde kullanilirsa
F, = A°F, +2AuF,, + 1°F, (3.60)
elde edilir. Burada F,,; X ve Y noktalarinin kanigik alan formiilii olmak lzere
Frr = Fo + v (XY, +%Y,) = (% + )8, — (% +Y,)S, | (3.61)
yazilabilir. Ayrica F,, = F, oldugu agiktir. o

(3.18) ve (3.61) denklemleri yardimiyla

Fy —2F +F, = Fo +v (X + X5 —2x,5, - 2X,5, )

_Z{Fo +7W[(X1y1+)(2)/2)_()(1+ Y1) — (%, +y2)32]}
HRo v (¥ +y; -2y8, - 2y,5,)

yazilabilir. Buradan
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F —2F, +F :”V[(X1 - yl)z +(X2 - Y2)Z}
bulunur. Bu son denklemde, d* = [(x1 —y,) (% - yz)z} denilirse

F, —2F,, +F, =72vd® (3.62)

bulunur. Buradan

Foo ==(F +F, )—%m/dz (3.63)

N[

elde edilir. Bu durumda
F, = AZFX +,u2FY +24uF,,
=(1-u)" Fy + 4°F, +2(1_ﬂ)ﬂB(FX +F —ﬂvdz)}

=(1—2,u+,uz)FX +,uZFY +(,u—,uz)(FX +F —m/dz)
=(1—,u) F, +uF, —(1—,u),u7rvd2

veya
F, = AF, +uF, — Aunvd? (3.64)
bulunur. o

(3.48) ve (3.61) denklemlerinden

Ty =To+2(Fy —F) (3.65)
elde edilir. Ayrica (3.18) ve (3.44) denklemlerinden

T, =T, +2(F - F) (3.66)

elde edilir, [5]. Buradan (3.49) denkleminde (3.66) denklemive T, =T, +2(FY -F)

ifadesi kullanilirsa
T, =K +F —2F +T, —zvd? (3.67)

bulunur, [5].
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3.8 Kutupsal Atalet Momenti igin Holditch Tipi Teoremin Genellestirilmeleri
|

Bu boélimde, Muller, H. R. [5] tarafindan verilen dogrudas li¢ noktanin kutupsal atalet
momentleri igin teorem 3.20 de verilen bagintiyi dogrudas olmayan ¢ nokta igin

genellestirelim, [7]:

B = E/E’ kapali hareketi esnasinda, sabit d uzunluklu bir dogru pargasinin X ve Y ug

noktalari, sirasiyla, k, ve k, kapal egrilerini gizsin. Simdi E -hareketli diizleminin a,

normal vektori yardimiyla

ozelligine sahip {a,,a,,a,} dik catisini olusturalim, (Sekil 3.9):
O zaman

gﬁ(dal,a2> :—<]5<da2,a1> =27v

elde edilir.

Sekil 3. 9 Dogrudas olmayan ¢ nokta

XY dogru pargasi Gzerinde olmayan sabit olan bir Z noktasi secelim. Bu durumda Z
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noktasinin XY dogru pargasi lizerine dik izdlisim noktasi Q olmak lzere

0Q = OX+XQ
ve
OY = OX + XY

yazilabilir, (Sekil 3.9). Buradan XQ = uXY olacak sekilde xR sayisi vardir. O halde,

bu son esitlik yardimiyla

OQ= OX+/¢(OY—OX)

veya

0Q =(1- u)OX+ uOY

bulunur. 1- =4 € R dersek

0OQ = 10X + uOY

elde edilir. Burada A+ =1 dir.

Benzer sekilde, (Sekil 3.9)

0Zz=0Q+QZ

veya

OZ = 10X+ uOY +c,a,

yazilabilir. Boylece A+ =1 ve A, u,Cc, e R olmak lizere
Z=AX+uy+ca, (3.68)
elde edilir.

X,Y ve Z noktalarinin O’ orijin noktasina gére konum vektorleri, sirasiyla, X',y’ ve

Z' olmak lzere (3.3) ve (3.68) denklemleri kullanilirsa
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X'+ py'+¢,a, = A(X—u)+u(y—u)+c,a,

:,1x+ﬂy+c2a2—U(ﬁ+,u), A+p=1 (3.69)
=Z-U
:Z'

elde edilir. Simdi, B=E/E’ kapali hareket esnasinda, Z noktasinin dg kutle elementi

ile 6rtllmus kapah k, yoriinge egrisinin T, kutupsal atalet momentini hesaplayalim:
"2

T, =[] do

olmak Uzere (3.69) esitligi yardimiyla

T, = ATy + 2Ty + 1T, +27vE; + 26, {((AX +uy') , ) dop (3.70)

elde edilir.

Burada, T,, (veya T,y ), ky ve k, egrilerinin karisik kutupsal atalet momentleri olup

Ty =T = 4)<X',y'>d(0
ile tanimlanir.

Simdi, (3.70) denklemindeki

¢<(Axﬂ+yyj,a2>d¢

integralini hesaplayalim:

XY dogrusu pargasinin denklemi

P =X COSy +X,Siny (3.71)

ile verilsin, (Sekil 3.9). Burada p; orijin noktasindan XY dogru pargasina inilen

dikmenin uzunlugu ve i de bu dikmenin X —ekseni ile pozitif yonde yaptigi acidir.
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a,

Sekil 3. 10 Baslangi¢ noktalari ayni koordinat sistemleri

a, ve a, vektorleri {O;e,,e,} koordinat sisteminde bulundugundan

{al =ae, +ae,
a, = :Blel + ,5292

yazilabilir, (Sekil 3.10). Yukaridaki denklemleri sirasiyla sagdan €, ve ¢, ile i¢ carparsak

a,,a,, B, ve f, bulunur. Bdylece y =sabit olmak lzere

. (3.72)
a, =cosye, +sinye,

{al =sinye, —cosye,
elde edilir. Q noktasi Z noktasinin XY dogrusu lzerine dik izdlisimi oldugundan

yazilabilir.

Sekil 3. 11 Dogrudas olmayan ¢ noktanin gizdigi farkli yoriinge egrileri

O halde
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0 =08, +0,e,, (g, =sabit) (3.74)
ve
u=ue, +u.e, (3.75)

olmak Uzere

elde edilir. O’ noktasinin XY dogrusuna olan uzakhgl p’ olmak tzere

Cﬁ((/lx’+,uy’),a2>d§o:<ﬁ p'de

bulunur. O halde XY dogru pargasinin E'-dizlemindeki zarf egrisinin uzunlugu L

olmak lzere (3.35) denkleminden

gS((ix’+uy'),a2>dgp: L (3.76)
bulunur. Boylece bu esitlik (3.70) denkleminde yerine yazilirsa

T, = A°Ty + 22T,y + 1T, +2¢, (7ve, + L) (3.77)

elde edilir. Eger (3.49) denklemi (3.77) denkleminde kullanilirsa asagidaki teorem

ispatsiz olarak verilebilir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 3):

Teorem 3.24 B=E/E’' 1-parametreli kapali dizlemsel hareket esnasinda sabit d
uzunluklu XY dogru pargasinin ug noktalari, sirasiyla, k, ve k, kapal egrileri boyunca
hareket ettirilirse, X ve Y noktalari ile dogrudas olmayan sabit bir Z noktasi, k,
kapali egrisini gizer. Bu durumda K, ,k, ve k, kapal yoriinge egrilerinin, sirasiyla,

Ty, T, ve T, kutupsal atalet momentleri arasinda
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T, = ATy + uT, —2Aunvd? + 2, (zve, + L) (3.78)

bagintisi mevcuttur. Yani, Kk, nin kutupsal atalet momenti sadece T, ve T, bagl

degildir, XY dogru parc¢asinin uzunluguna ve onun zarf egrisine baghdir, [7].

Ozel durum 3.25 ¢, =0 6zel durumunda X,Y ve Z dogrudas l¢ noktanin kutupsal
atalet momentleri arasinda

T, = AT, + 4T, — 2 unvd?

bagintisi mevcuttur, [5].

Bu bolimde, B=E/E’ 1-parametreli kapali diizlemsel hareketi esnasinda dogrudas

olmayan X,Y ve Z noktalarinin ayni yoriinge egrisi lizerinde hareketini inceleyecegiz:

E -diizleminde koseleri X,Y ve Z olan bir lggen alalim. AXYZ (ggeninin koseleri
E’-dizleminde ayni kapali egriyi gizerler. O halde T, =T, =T, =T ve AXYZ
Uggeninin ¢evrel merkezi S Steiner noktasidir. Hareketli catinin orijin noktasi yerine S

noktasi alirsak, X =(r,0), Q=(X,y) e E noktalari igin (3.44) denkleminden,
T=To+2mr%, Ty =T +2zv (X +y?)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 4):

Teorem 3.26 Eger B=E/E' kapali hareket esnasinda dogrudas olmayan X,Y,Z e E

noktalari T kutupsal atalet momente sahip ayni kapali egriyi cizerlerse herhangi bir

Q € E noktasi da T, kutupsal atalet momentli kapali kQ egrisini cizer. Boylece T ve

TQ arasinda
T -Ty =27v(r* —R?) (3.79)

bagintisi vardir. Burada r; ¢evrel ¢emberin yarigapi ve R; Q ve gevrel ¢gemberin

merkezi arasindaki uzakliktir, [7].
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Sekil 3. 12 Dogrudas olmayan ¢ noktanin gizdigi ayni yoriinge egrisi
B=E/E' 1l-parametreli kapali dizlemsel hareketi esnasinda, dogrudas olmayan
X =(0,0),Y=(h,0),Z=(c,d) ve Q=(x,y)eE noktalarinin farkli ybriinge

egrilerinin kutupsal atalet momentleri icin asagidaki en genel hal verilebilir, (Bakiniz,

Ek-A Ornek 5):

Teorem 3.27 B=E/E’ kapali hareket esnasinda X =(0,0),Y =(b,0), Z=(c,d)eE
noktalarinin kapali yoriinge egrilerinin kutupsal atalet momentleri, sirasiyla, T, ,T, ve

T, olmak tizere herhangi bir Q =(X, y) € E noktasinin kutupsal atalet momenti igin

X c-b X cy y
Too1- X4 SR L[ XYy Yy
Q ( b bd yj”(b bdeer :

3.80
c’+d* bc j (3.80)

y+—Y

+27v| X2+ y? —bx—
d d

elde edilir, [7].

ispat.

Q, X,Y ve Z noktalarinin ¢izmis oldugu yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentleri

icin (3.44) denkleminden
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Ty =T +27v (X% +y* = 2xs, - 2ys, ),
T, =T,,
T, =T, +27v(0* - 2bs,),

ve
T, =T, +27v(c? +d* - 2cs, - 2ds, )

yazilabilir. Buradan cebirsel islemler yardimiyla kolay bir sekilde (3.80) denklemi elde

edilir.

Sekil 3. 13 Dogrudas olmayan Ug¢ noktanin gizdigi farkh yoriinge egrilerinin genel hali

Bu bélumde E;/E’, (i=1, 2) farkh iki 1-parametreli kapal hareket esnasinda E, ve E,

dizlemlerindeki farkli dogrudas tg¢ noktanin ¢izdigi yoriinge egrisinin kutupsal atalet

momentleri arasindaki iliskiyi asagidaki teorem ile verebilir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 6):

Teorem 3.28 E /E',(i=12) ayni yénli ve v; donme sayili 1-parametreli kapali
dizlemsel hareketler olsunlar. Eger X.Y, dogru pargalarinin X, ve Y, noktalar,

sirasiyla, k, ve k, kapali yoriinge egrilerini gizerse X, ve Y, noktalari ile dogrudas
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Z, (|X;Z,|=4a,|Z,Y,| = 4b) noktalari da T, kutupsal atalet momente sahip k; kapal
yoriinge egrilerini belirler, k; egrilerinin T, kutupsal atalet momentleri igin
T,-T, =27ab(v,4; —v, A (3.81)

bagintisi vardir. Yani, bu fark k, ve k, egrilerinden bagimsizdir [7].

ispat.
(3.52) denklemini kullanarak

L AaT, DT,

I e GOk

ve

AaT, +AbT,
T, =2 :
A,(a+b)

—2(A4a)(4,b)7v,

elde edilir. X, ve X, ile Y, ve Y, ayni kapali yoriinge egrilerini cizdiklerinden T, =T,
ve TYl :TYz oldugundan yukaridaki ifadeler taraf tarafa cikarilirsa (3.81) denklemi

bulunur.

Sekil 3. 14 Farkh iki hareketteki farkli dogrudas li¢ noktanin cizdigi yoriinge egrileri
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Ozel durum 3.29

ke =k;,v,=1 ve 4 =0 (yani k, =k, ) olmasi durumunda kutupsal atalet momenti
icin
T,-T,=2zA’ab

elde edilir, [5].
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BOLUM 4

1-PARAMETRELI DUZLEMSEL HOMOTETIK HAREKET

E -diizleminde hareketli koordinat sistemi {O;e,,e,}] ve E -diizleminde sabit

koordinat sistemi {O';e;,e'z} olsun. E -diizleminde alinan bir X noktasinin herhangi

bir t aninda,
X' =hx—u=(hx —u,)e, +(hx,—u,)e, (4.1)

denklemi ile tanimlanan harekete 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket denir

ve H=E/E' ile gosterilir. Burada h,u,,u, t reel parametresinin sirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak lizere h ya hareketin homotetik orani denir.

Hareketli diizlemin baslangi¢ noktasindan, sabit dizlemin baslangi¢ noktasina giden

OQ' =u o6teleme vektori
u=uge, +u.e, (4.2)

seklindedir. Ayrica t=t, gibi bir an icin iki koordinat sistemini ¢akisacak sekilde
kaydirilmis olarak diistinelim. Bu durumda e, ve €] arasindaki donme agisi ¢ olmak

Uzere,

e, = Cosge;+sSingpe, (4.3)
e, '

=-Singpe; +CoSpe,
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yazilabilir. 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketin vektorel denklemi x'=hx—u

oldugundan ve X e E noktasinin E’-diizlemindeki koordinatlari (x;,X;) olmak iizere,

1A'

x.e] + %€, =(hx, —u, )e, +(hx, —u, )e,

esitligi yazilabilir. Bu esitligin €] ve e} ile ig¢-carpimi sonucunda,

X, = (hx,—u,)cosp—(hx, —u,)sing
X, =(hx, —u,)sing+(hx, —u,)cos¢

veya

X, =h(x, cosg—X,sing)+(—u, cosp+u,sinp)
X, =h(x,sing+X, cosg)+(—u,sinp—u, cosp)

elde edilir. Bu son esitlik,
X _h cosep —sing || X, . a,
x,| |sing  cose |l x| |b

veya

X'=hAX +C

seklinde matrisel olarak gosterilebilir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 7).

4.1 Tirev Denklemleri

(4.4)

X noktasinin hareketli ve sabit diizlemlere gbre hizlarini hesaplamak igcin 6nce H

hareketinin tiirev denklemlerini bulalim. Bunun i¢in (3.5) ve (3.6) denklemlerinden

é1:¢e2 , ézz_(bel

ve
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U=(U,—u,p)e, +(U, +u@)e,
oldugunu biliyoruz. iste bu denklemlere H hareketinin tiirev denklemleri denir.

4.2 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

X € E noktasinin hareketli sistemdeki koordinatlari ()<1,X2) olmak uzere,

X=Xge, +X,e, (4.5)
yazilabilir.

H hareketinin relatif hizi, (4.5) denkleminden tiirev alarak

V, =Xg, + X8, (4.6)
bulunur. Mutlak hiz ise (4.1) denkleminden tiirev alarak

dx’

V.= " Z{—U1+(u2—hX2)¢+HX1}el+{—u2+(—u1+hx1)gb+hx2}e2+h(>‘<1el+>'(2e2)
veya
V. = Og; Z{—U1 +(u, —hxz)¢+HX1}el +{—u2 +(—u1+hx1)¢'>+Hx2}e2 +hVv, (4.7)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlikte
V, = {—ul +(u, —hx, )@+ Hxl}el +{—u2 +(—u, +hx )@+ hxz}e2 (4.8)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir. Eger X noktasi E -de tesbit

edilmisise V, =0 olacaktir. Bu durumda mutlak hiz siiriiklenme hizina esit olur.
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Teorem 4.1 H = E/E' homotetik hareketinde bir X noktasinin hiz vektdrleri arasinda

V, =V, +hV, (4.9)
bagintisi vardir.o

Calismamiz boyunca, yalnizca 6teleme yada yalnizca donme durumlarindan kaginmak

icin @0 ve h=h(t) nin sabit olmadigini kabul edecegiz.

4.3 Pol Noktalari ve Pol Egrileri

Simdi strtiklenme hizinin sifir oldugu noktalari yani, pol noktalarini arastiralim:

Bu noktalar sadece hareketli diizlemde degil, ayni zamanda sabit dizlemde de sabit

noktalardir. Buna gore,
V; =0
ise (4.8) denkleminden,

—U, +(u, —hx, )@ +hx =0
U, +(-u, +hx )@+ hx, =0

yazilabilir. Bu denklemleri X, ve X, ye gore duizenlersek

hxi —hgx, =, —u,p
hgx, + hx, = 0, +U,¢

elde edilir. Bu sistemin cozimleri p, ve p, ile gosterilirse ve h?+h’p? =0

oldugundan,

_ h(u,—u,p)+he (U, +ug)
17 hz N h2¢2

_ h(UZ +ul¢)_h§b(u1_u2¢)
2 hz 4 h2¢2

(4.10)
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bulunur. Bu durumda,
OP = P=P€, + Pk,

yer vektorine karsilik gelen P =(p1, p2) noktasina H = E/E’ homotetik hareketinin

t anindaki pol noktasi denir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 8). Bu pol noktasindan faydalanarak
bir X noktasinin (4.8) de verilen suiriiklenme hiz vektori asagidaki sekilde ifade edilir.

Bunun icin (4.10) denkleminden U, ve U, nin degerleri hesaplanirsa

ul = plh - p2h¢+u2¢

. i . . (4.11)
U, = phg+ p,h—ue

bulunur. Bunlari (4.8) denkleminde yerine yazarsak

V; ={(x = P)h=(% - p.)hofe, +{(% = p.)he+(x, - p,)h}e, (4.12)

elde edilir, [6].

Siriklenme hizinin bu ifadesinden asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 4.2 P polinden X noktasina giden
PX= (Xl - pl)el +(Xz - pz)ez

polisintile V; nini¢-¢arpimi

(Vi PX) = (%= p,)(% =P )h=(% = p,)(x, = p,) hep
+(%, = P, ) (% — Py ) hep+ (%, — p, ) (X, — P, )

veya
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(Vi PX) =] (% = py) + (%~ p,)* |h
=[PX|Fh

seklinde elde edilir.

Ozel Durum 4.3 h=1 alinirsa,
(V;,PX) =0

bulunur, [3].

Sonug 4.4 V, vektoriniin uzunlugu igin

Vall= (52 +0%) (%= B+ (= R
= 2 +h%? [PX|

bulunur.

Ozel Durum 4.5 Bu son esitlikte h=1 olarak alinirsa,
[Vil=¢lPX

elde edilir, [3].

Simdi (P) ve (P’) pol egrilerini ¢cizen P pol noktasinin hizlarini arastiralim:

Pol noktasi V; =0 ile tanimlandigindan (4.9) esitliginden X =P icin
V, =hV,

a

bulunur.
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Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.6 H = E/E’; 1-parametreli dizlemsel homotetik hareket esnasinda sabit ve
hareketli dizlemlerdeki pol egrilerini cizen P doénme polliniin her t anindaki hizlari

birbirinden farklidir.

Teorem 4.7 H=E/E’; 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda E
diizleminin (P) hareketli pol egrisi E' diizleminin (P') sabit pol egrisi lizerinde

kayarak yuvarlanir.

ispat:

(P) nin t, ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu

ds =V

dir.(P') nin t, ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu
as' =V,

olur. P pol noktasii¢in V, =hV, oldugundan

ds’ =ds

dir. O halde (P) hareketli pol egrisi (P’) sabit pol egrisi iizerinde kayarak yuvarlanir,

[8].

Ozel Durum 4.8 h =1 olmasi durumunda ds’' =ds elde edilir. Bu durumda pol egrileri

birbiri tizerinde kaymaksizin yuvarlanir, [3].
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4.4 1- Parametreli Diizlemsel Kapali Homotetik Hareket

H = E/E' hareketi esnasinda, Vte |l < R igin

U (t+T) =u; (1), (1=1.2), (4.14)
p(t+T)=p(t)+27v (4.15)
h(t+T)=h(t), h(0)=h(T)=1 (4.16)

bagintilari saglanacak sekilde T >0 en kuguk sayisivarsa H=E/E' ye T periyotlu ve
v donme sayili 1-parametreli diizlemsel kapali homotetik hareket denir. Burada v
bir tam sayidir ve E'-ye gére E -diizleminin ilk durumuna gelinceye kadar ka¢ tam
devir yaptigini gosterir. Dolayisiyla v donme sayisi E -dizleminin T periyodu icinde

etrafinda dondugi 2zv tam donme agisina karsihk gelir.

H =E/E' kapal hareketi altinda, E -duzleminde tespit edilmis bir X noktasi E’-
diizleminde kapali bir yorlinge egrisi gizer. Ayrica E -dizleminin dogru veya egrilerinin

zarf yorungeleri de E’-duzleminde kapali egrilerdir, [6,8].
4.4.1 Kapali Homotetik Hareket Esnasinda Yoriinge Egrisinin Alani
H =E/E' 1-parametreli diizlemsel hareketler altinda, sabit X € E noktasinin E’-ye

gore dx’' degisimi X noktasinin siriklenme hizina karsilik gelir. O halde (4.13)

denkleminden
dx' ={(x — p,)dh—(x, — p,)hde}e, +{(x,— p,)hdp+(x, - p,)dh}e, (4.17)

yazilabilir. Simdi, kapali hareket esnasinda E diizleminde sabit bir X noktasinin

cevreledigi yorlinge yiizeyinin F, yoriinge alanini
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1 1
=9 =535(x1’dx; —x;dx{)zzcﬁdet(x',dx’) (4.18)

Gauss alan formulini kullanarak hesaplayacagiz [4]:
Buradaki egrisel integral; X noktasinin yoriinge egrisi Gzerinde alinacaktir.

(4.11) denklemi u, ve u, ye gore ¢oziiliirse

_ohsp 30 _du,
ul pl +p2 d¢ d¢
4.19
dh du, 14.19)
uzzpzh_p1£+d(p

elde edilir. (4.18) denkleminde (4.1), (4.17) ve (4.19) denklemlerindeki degerler

yazilirsa

hx, —u, xdh—p,dh—x,hdp+ p,hde

det(x',dx’") =
( ) hx, —u, xhde— p,hde+ x,dh— p,dh

= x’h’dp—x p,h’d e+ x x,hdh —hx, p,dp —u,x;hdp+u, phde (4.20)
—u,%,dh +u, p,dh—hx x,dh + hx, p,dh + x2h’dp — h*x, p,d
+u,x,dh—u, p,dh—u,x,hdp+u,p,de

bulunur. Bu ifade (4.18) denkleminde yerine yazilirsa

2F, = (X' + % )ph’dp—2x§ ph’dp—2x, p,n’de
+§(u,p.hdg+u, p,hd g+, p,dh —u, p,dh) + x,§(~2hp,dh + hdu, +u,dh)  (4.21)
+%,$(2hp,dh —hdu, —u,dh)

elde edilir. Burada,
1

F, :EqS(ul p.hdg+u, p,ndp+u, p,dh —u, p,dh) (4.22)

O= (0,0) orijin noktasinin yoriinge alanidir. Ayrica, (4.15) denkleminden
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@d(p:jd(p:(p(T)—q)(O):Zm/ (4.23)

bulunur.

Diger taraftan, integral hesabin Ortalama Deger Teoremi geregince*;

h?(t) ve ¢(t), [0,T] araliginda tanimli, h(t) ve h*(t)¢@(t) fonksiyonlari bu kapali
aralikta integrallenebilir fonksiyonlardir. [O,T] araliginda hz(t) fonksiyonu stirekli ve

bu aralikta (/')(t) her yerde ayni isaretli oldugundan

T T T

[h?(t)dgp= [ (t)p(t)dt =h? (t,) [ ¢(t)dt = 2h* (8, ) 2v (4.24)
0 0 0

olacak sekilde t, €[0,T ] noktasi vardir.

Bu durumda v #0 alarak dizlemsel kapali homotetik hareketler igin hareketli pol

egrilerinin S =(s,,s,) agirlik merkezi olan Steiner noktasi

c_dpde 1
Lofhde (g

)Wgﬁthjdgo, j=12 (4.25)

yazilabilir. (4.21) denkleminde (4.22), (4.24) ve (4.25) denklemlerindeki degerler

yazilirsa

*f ve g, [ab] araliginda tanimli ve g ile f.g bu aralikta integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar.

g, [a,b] lzerinde her yerde ayni isaretli ve f fonksiyonu [a,b] araliginda strekli ise,

b
f(x).g(x)dx= f(xo).Jg(x)dx olacak sekilde en az bir x, €[a,b] vardir, [15].

a

P S——
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F,=F,+h’ (to)m/(xf + X5 — 28X, — 232x2)+%x1<ﬁ(—2hp2dh +hdu, +u,dh)

. (4.26)
+Exqu(zhplolh—holu1 —u,dh)
bulunur. Bu son esitlikte
1 1
= E@(—thzdh +hdu, +u,dh) ve p,= 5 ch'f)(thldh —hdu, —u,dh) (4.27)
yazilirsa
Fy = Fo+0? (1) v (X + X5 =25, = 25,%, )+ X4 + X, 4, (4.28)

elde edilir. (4.28) denklemine diizlemsel kapali homotetik hareket icin Steiner Alan

Formiilii denir, [6], (Bakiniz, Ek-A Ornek 9).

Teorem 4.9 H =E/E' hareketi esnasinda, ayni F, kutupsal atalet momentine sahip
olan E-hareketli dizleminin bitin sabit X noktalari S:(sl,sz) Steiner noktasi

olmak Uzere E -duzleminde merkezi

H H,
M=|s_ 5 - 4.29
(Sl 2h? (t,) v %o (to)m/J 14.29)

olan bir cember lizerinde bulunurlar, [6].

Ozel Durum 4.10 h =1 olmasi durumunda, (3.18) denklemi elde edilir, [3].O

v=0 donme sayil kapah dizlemsel homotetik bir hareket icin (4.21) ve (4.24)

denklemlerinden
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Fo=F— X1<]5 ph*de— ngS p2h2d¢+%xiq'>(—2hp2dh +hdu, +u,dh)
(4.30)
1
+§x2<_f>(2hpldh—hdu1 —u,dh)

bulunur. Yoéringe alanlarinin hesaplanmasinda (4.30) denklemi (4.28) STEINER-

formuliiniin yerine geger.

Sonug olarak, butiin t degerleri igin agisal hiz ¢ #0 ise (4.21) denkleminden (4.30)

denklemine kadar olan denklemler gecerlidir. Bu durumda, (4.10) denkleminde
gorildugu gibi P déonme poll sonsuza yaklasmaz. Yani, batiin H = E/E’ hareketi igin

sonsuz uzak pol konumu yoktur.

4.4.2 Kapali Diizlemsel Homotetik Hareketler i¢cin Holditch Teoremi

Bu alt bolimde, Holditch, H. [1] tarafindan verilen Klasik Holditch Teoreminin

homotetik hareketlere genellestirilmesi verilecektir, [6]:

Teorem 4.11 H =E/E' 1-parametreli kapali dizlemsel homotetik hareketi esnasinda,

sabit a+b uzunluklu AB kirisinin A ve B ug noktalari E'-sabit dizlemindeki bir k

ovalini tam bir defa (v=1) kat ettiginde, (Sekil 3.5) AB kirisi tzerinde segilen
herhangi bir sabit X noktasi da (a=|AX|,b=|XB|) genellikle konveks olmayan kapali

bir k, egrisi gizer. X noktasinin gizdigi k, kapali egrisiile k ovali arasindaki bolgenin

(Holditch Halkasi) alani sadece X noktasinin dogru parcasi Uzerinde segilisine ve

hareketin h homotetik oranina bagli olup egrilerden ve hareketten bagimsizdir.
ispat.
{O,el,ez} dik koordinat sisteminin e, eksenini AB dogrultusunda ve A noktasini da

A=0 olacak sekilde segelim (Sekil 3.5). Bu durumda X =(a,0) ve B=(a+b,0)

yazilabilir.
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v =1 oldugundan (4.28) denkleminden X ve B noktalarinin yoriinge alanlariigin

Fy =F, +h°(t,) z(a® —2as, )+ 42

ve

Fo = Fo +1? (t,) 2] (a+b)’ ~ 25, (a+b) |+ 44 (a+b)

yazilabilir. Buradan, A=0 ve B noktalari ayni k ovalini kat ettiginden
F, = FO+h2(t0)7r[(a+b)2—251(a+b)]+ﬂl(a+b)

elde edilir. Buradan

_,ul+h2(t

> 2h20(

)z(a+b)
t

0)”
bulunur.

(4.32) denklemi (4.31) denkleminde yerine yazilirsa
F=F,—F =h2(t0)72'ab

elde edilir, [6].

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Ozel Durum 4.12 h =1 olmasi durumunda, Klasik Holditch Teoremi elde edilir, [1].

4.5 Kapali Homotetik Hareketlerde Dogru Zarf Egrilerinin Cevresi

H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik dizlemsel hareket olsun. E —hareketli

diizleminde sabit bir g dogrusu; dogru tizerindeki keyfi bir X =(x,,x,) € E icin

X, CoOsSy +X,siny=p, peR, ywel0,2r)

(4.34)

denklemine sahiptir. (Yani p, ye gore sabit olsun.) g dogrusunun E'-—sabit

diizleminin {O’;e},€,} koordinat sistemine gére denklemi igin
X, oSy’ + X, siny’ = p’
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yazilabilir. Burada p’, {O;e,,e,} dik koordinat sistemine gére koordinatlari (uj,u, )

olan O’ orijin noktasinin g dogrusuna olan uzakligidir.O ve O’ orijin noktalarinin g

dogrusuna inilen dikmelerinin, sirasiyla, e, ve €] ile yaptigi agilar v ve ' olmak tzere

y'=y+o
yazilabilir. Buradan ¢, E-dlzleminde sabit dogru oldugundan  =sabit olup
dy'=de
elde edilir.

O'noktasinin O ya gore koordinatlari (ul,uz) olmak Uzere (4.4) denklemi (4.35)

denkleminde yerine yazilirsa
X, COSy" + X, siny’ =hp—u, cosy —u,siny = p’ (4.36)

elde edilir. H=E/E' kapali hareketi esnasinda g cE sabit dogrusunun E'-

diizlemindeki (g’) zarf egrisinin gevresi (3.31) denklemi yardimiyla

L, :cﬁ p'de (4.37)
formli ile hesaplanir. O halde (4.36) denkleminden
L, = pgS hdgo—coswcﬁuldq)—sin y@uqu) (4.38)

elde edilir. Burada

A=Ghde

A =pude (4.39)
A, = Cﬁuzdgo

denilirse

L, = pA—A,cosy — 4, siny (4.40)
elde edilir.

Ayrica

r; C, =(4/A,4/4) noktasinin g dogrusuna olan uzakligi olmak iizere
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A A i
r=p—2tcosy —Zsin
p 2 4 2 4

yazilabilir. Buradan

Ar = pA—A, cosy — A, siny

olup ve (4.40) denkleminden

elde edilir, [13].

Teorem 4.13 H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareket esnasinda
E -hareketli diizlemindeki ayni L, uzunluguna sahip g dogrularinin (g) zarf egrileri
Cg noktasindan ayni r uzakhgindadirlar. Yani, bu 6zellige sahip tim g dogrular E -
diizleminde L, /A vyarigapli ve C, =(4/A,4,/A) noktasi merkezli gembere tegettir,

[13].

4.6 Kapali Homotetik Hareket Altinda Yoriinge Egrisinin Alani igin Holditch-Tipi

Teoremler

Hering, L. [9] tarafindan verilen H =E/E’ 1-parametreli kapali dizlemsel homotetik

hareket altinda dogrudas olmayan ug¢ nokta igin Klasik Holditch Teoremini M =C,

olmak lizere homotetik hareketlere genellestirelim, [13]:

Teorem 4.14 H =E/E’ 1-parametreli kapali dizlemsel homotetik hareket esnasinda

sabit a+b uzunluklu AB dogru pargasinin ug noktalar, sirasiyla, k, ve k; kapah

egrileri boyunca hareket ettirilirse, A=(0,0) ve B=(a+b,0) noktalari ile dogrudas
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olmayan sabit bir C =(a,c) noktasi, k. kapali egrisini gizer. Bu durumda k,,k; ve k¢

kapali yoriinge egrilerinin, sirasiyla, F,, F; ve F. yoériinge alanlari arasinda

2h? (t,) velyg
A

_aF, +bF, N

F
¢ a+b

(C2 — ab) h?(t,) v —

(4.41)

bagintisi mevcuttur. Yani, K. nin yoériinge alani sadece F, ve F; ye bagh degildir, AB

dogru pargasinin uzunluguna ve onun zarf egrisine baglhdir, [13].

ispat. A=(0,0), B=(a+b,0) veC =(a,c) noktalari igin (4.28) denkleminden

F.=F (4.42)
Fo = F,+ 1 () 7v] (a+b)" ~2(a+b)s, |+(a+b) s (4.43)
F. =F,+h? (to)m/(a2 +¢2 —2as, —2052)+a,ul +CLL, (4.44)
olmak lzere

aF; +bF
F. = ﬁﬂcz —ab)h? (t,) zv —2h? (t, ) mves, +Cp (4.45)

denklemi saglanir.

AB...x cosy +X,siny=p, peR, ye[0,27)

olmak lzere AB dogru pargasi X—ekseni lizerinde oldugundan p=0 ve 1//:3—” dir.

Buradan cosy =0 olup siny =—1 bulunur. O halde (4.40) denklemine gére AB dogru

parcasinin zarf egrisinin uzunlugu
Lag =4 (4.46)

elde edilir. M =Cg oldugundan ¢emberlerin merkez noktalarinin bilesenleri esittir.

Buradan
ﬁ s — H
At 2n? (t,) v
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olup

o _ Hy
Lye=4= /{S2 —th (to)m/} (4.47)

bulunur. (4.47) denklemi (4.45) denkleminde yerine yazilirsa (4.41) denklemi elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir. o

Ayrica, M =C, esitliginden

Ao
2T e (1)
olup
_ t
A = ;{ S+ o (tO)WJ (4.48)

yazilabilir. (4.42) ve (4.43) denklemlerini kullanarak

FB—ZFA _atb_ o, th (4.49)
2(a+b)h*(t)zv 2 2h*(t,) zv
elde edilir. Buradan (4.49) denklemi (4.48) denkleminde yerine yazilirsa
A=-2 Fs _zFA _a+b (4.50)
2(a+b)h2 () v 2

bulunur. O halde (4.40), (4.46) ve (4.50) denklemleri yardimiyla (g) zarf egrisinin

uzunlugu

Fs —F, _a+b
2(a+b)h?(t,)zv 2

L, = p/1+/1{ }COS{//—LABSinl// (4.51)

yazilabilir, [13].

Ozel Durum 4.15 ¢ =0 olmasi durumunda, (4.41) denkleminden Kuruoglu, N., ve Yiice,

S. [12] tarafindan verilen
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_aF; +bF,

F
X a+b

—h?(t,) zvab (4.52)

denklemi elde edilir, [13].

Ozel Durum 4.16 h=1 olmasi durumunda, (4.41) denkleminden Hering, L. [9]

tarafindan verilen

_ak; +bF,

F
X a+b

+(c? —ab) v —clLy, (4.53)

denklemi elde edilir, [13].

Bu bélimde, H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareket esnasinda
dogrudas olmayan A,B ve C noktalarinin ayni k kapal y6ringe egrisi Gzerinde

hareketini inceleyecegiz, [13]:

E -dizleminde koseleri A,B ve C olan bir tiggen alalim. AABC (ggeninin koseleri E'-

dizleminde ayni kapali egriyi ¢izerler. O halde F,=F, =F. =F ve AABC li¢geninin

. . Hy Hy
evrel merkezi Teorem 4.9 deki M =| s, — .S, — noktasidir.
‘ ( ' 2hn? (t,)zv 2 2h? (to)ﬂv)

Hareketli catinin orijin noktasi yerine M noktasi alirsak,

< M
to2h(t) v

S — Hy
P20 () v

ve A=(r,0), X =(x,y) € E noktalari igin (4.28) denkleminden,

F,=F, +h (to)m/(x2 + yz), F,=F, +h? (to)m/l’2
elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir, [13]:
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Teorem 4.17 Eger H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik dizlemsel hareket
esnasinda dogrudas olmayan A,B,C eE noktalari F yoéringe alanina sahip ayni
kapall egriyi cizerlerse herhangi bir X € E noktasi da F, yoriinge alanli kapali k,

egrisini gizer. Béylece F ve F, arasinda
F—F=h’(t,)zv(r* =R?) (4.54)

bagintisi vardir. Burada R; X ve O arasindaki uzaklik ve r; AABC Uggeninin gevrel

¢emberinin yarigapidir, [13].

Ozel Durum 4.18 h=1 olmasi durumunda, (4.54) denkleminden Pottmann, H., [10]

tarafindan verilen
F—F =mv(r’-R?) (4.55)

denklemi elde edilir, [10].

H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik dizlemsel hareket esnasinda, dogrudas
olmayan A=(0,0), B=(b,0), C=(c,d) ve X =(X,y)eE noktalarinin farkli yoriinge

egrilerinin alanlari igin asagidaki en genel hal verilebilir, [13]:

Teorem 4.19 H =E/E’' 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareket esnasinda
A=(0,0), B=(b,0), C=(c,d)eE noktalarinin kapali yéringe egrilerinin alanlari,

sirastyla, F,,F; ve F. olmak lzere herhangi bir X :(X, y)eE noktasinin yoriinge

alaniicin
X c-b X cy y
F,=|1-2+——vy|F+|=—-2L |[F,+2F
X ( b bdyjA(b bd)B d ©
c2+d?  bc (456
+h2(t0)7zv(x2+y2—bx— 5 y+ij

elde edilir, [13].
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Ozel Durum 4.20 h=1 olmasi durumunda, (4.56) denkleminden Pottmann, H., [10]

tarafindan verilen

X c—b X ¢y y ) c®+d*>  bc
Fo=|1-—+—y |F,+| === |F,+ 2 F. +| X’ +y* —bx— +—
X(bbdyjA(bbd]Bdc( y a T

denklemi elde edilir, [10].

4.7 Kapali Homotetik Hareket Altinda Yoriinge Egrisinin Kutupsal Atalet Momenti

H=E/E' 1-parametreli kapal dizlemsel homotetik hareket esnasinda, E'-sabit
diuzleminin O’ orijin noktasina gore, E -hareketli dizlemdeki sabit bir X noktasinin

yoringe egrisinin T, kutupsal atalet momenti

T =Ix[ do
seklinde tanimlanir.

(4.1) denkleminden

T, = gS(uf +U; )+ (X + x22)cﬁhzdgo—incﬁhuldgp—2x2<]5hu2dqo (4.57)
yazilabilir. Ayrica (4.19) ve (4.25) denklemleri (4.57) denkleminde yerlerine yazilirsa

T, =T, +2h° (to)m/(x12 + X5 —2X,S, — 2X,S, ) +2%,17, +2X,17, (4.58)

elde edilir, (Bakiniz, Ek-A Ornek 9). Burada

m =g5(— p,hdh+hdu,) ve 7, = 35( p;hdh —hdu, ) (4.59)
dir ve ayrica
To =P(u +u3)de (4.60)

O orijin noktasinin yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentidir, [8].
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Teorem 4.21 H = E/E' hareketi esnasinda, ayni T, kutupsal atalet momentine sahip
olan E-hareketli dizleminin bitiin sabit X noktalari S=(Sl,sz) Steiner noktasi

olmak Uzere E -duzleminde merkezi

T m
C=|s— 5, - 4.61
[sl o () 2h2(t0)7er a-61)

olan bir cember lizerinde bulunurlar, [8].

Ozel Durum 4.22 h=1 olmasi durumunda, (4.58) denkleminden Miiller, H.R. [5]
tarafindan verilen (3.44) denklemi elde edilir. Ayrica, (4.61) denkleminde verilen C

merkezi S, Steiner noktasi ile gakisir, [8].

4.8 Holditch-Tipi Teorem ile Kutupsal Atalet Momentinin Hesaplanmasi

H =E/E' kapali homotetik hareketi esnasinda, X ve Y, E -hareketli dizlemde sabit

iki nokta ve Z, XY dogru parcasi Gizerinde keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda
Z=AX+uy, A+u=1 (4.62)

yazilabilir.

Burada A ve u degerlerine z nin barisantrik koordinatlari denir. Benzer sekilde
dogrudas X,Y ve Z noktalarinin O orijin noktasina gore konum vektorleri, sirasiyla,
X',y" ve z' olmak lzere hareketin (4.1) denklemi ile verilen vektorel ifadesi ve (4.62)
denklemi kullanilirsa

AX'+ py' = A(hx—u)+ pu(hy —u)

=h(Ax+uy)-u(A+u)
=hz-u
=Z,
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elde edilir. Simdi Z nin E'-sabit diizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin kutupsal atalet

momentini

T, =[] do

bagintisini kullanarak hesaplayabiliriz. O halde z' = AX'+ pzy’ igin

T, = AT, +22uT,, + 47T, (4.63)

bulunur. Burada T,, ifadesine X veY noktalarinin yoériinge egrilerinin karigik

kutupsal atalet momenti denir ve
Ty :¢<X',y'>d§0
seklinde tanimlanir. Ayrica Ty, =T,y 6zelligi gecerlidir.

Simdi T,, ifadesini; X ve Y noktalarinin E -hareketli diizlemdeki koordinatlarina gére

ifade edelim:

Ta =p(Xy+Xy; Mo
:gg(uf +u§)d¢>+(x1yl+x2y2)sf>h2d(p+(x1+ yl)cﬁ(—hul)dgo+(x2 +y2)<j'>(—hu2)d(p

olmak lizere bu son esitlikte (4.19) ve (4.59) denklemleri kullanilirsa

Ty =To +2h? (to)ﬂV[X1y1+X2y2 _(X1+y1)sl_(X2 +y2)52]

(4.64)
+(X1+ Y1)771+(X2 + yz)772

elde edilir, [8].

Ozel Durum 4.23 h=1 olmasi durumunda, son esitlikten Mller, H.R. [5] tarafindan

verilen (3.48) denklemi elde edilir.o

(4.61) denklemiyle verilen C noktasini O orijin noktasina tasiyalim. Buradan

_ _ Ui 7,
S _(81’52)_[2h2 (to)m/’th (to)m/] (4.65)

yazilabilir. Bu durumda T, =T, dir. O halde (4.58) ve (4.64) denklemlerinden
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T, :TC+2h2(t0)7zv(xf+x§) } 2.66)
Ty =Tc +2h% (t) v (XY, + X, Y,)

elde edilir.

Bu son esitlikten X = C igin

T, >T. (4.67)

bulunur. Ayrica (4.58) ve (4.64) denklemleri yardimiyla
Ty = 2Ty +T, =To +20° () v (X7 + 3G —2X,8, = 2,5, )+ 2,77, + 2,17,
_Z{To +2h? (to)”vl:x1y1+xzy2 _(X1+ yl)sl_(xz + Y2)52]

+(X1+ Y1)771+(X2 + y2)772}+To +2h? (to)”v(ylz + )/22 _2y151_2y232)
+ 2471+ 2Y,17,

yazilabilir. Buradan
2 2 2
Ty = 2T +T, =20 (t) 7| (5=, + (% = 2’|

bulunur. Bu son denklemde, X ile Y noktasi arasindaki uzakliga

dy, =\/[(x1—yl)2 +(X, —yz)zJ denilirse X #Y igin
Ty — 2T, +T, =2h?(t,) Zvdy, (4.68)
elde edilir. Bu son esitlikten elde edilen

1 2 2
Ty ZE(TX +T,)—h*(t,) 7vdy, (4.69)
ifadesi (4.63) denkleminde yerine yazilirsa
T, = AT, +ul, —2h? (to)ﬂ'wl,udf(Y (4.70)

elde edilir. dy, =—d,, olmasi XY dogru pargasinin yonlendirilmesi ile ilgili bir

durumdur, [8].
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Ozel Durum 4.24 h=1 olmasi durumunda, son esitlikten Muller, H.R. [5] tarafindan

verilen (3.50) denklemi elde edilir.

Sonug 4.25 (4.67) denkleminden C noktasinin gizmis oldugu yoriinge egrisi, minimum

kutupsal atalet momentine sahip oldugu soylenebilir, [8].
Il

Teorem 4.26 H =E/E' 1-parametreli kapal dizlemsel homotetik hareket esnasinda

sabit d,, uzunluklu XY dogru pargasinin ug noktalari ayni k egrisi tizerinde bir defa
dolandiginda X ve Y ile dogrudas Z noktasi da kapal k, egrisini gizer. k ve Kk,

kapali yoriinge egrilerinin kutupsal atalet momentleri arasindaki fark, hareketin

homotetik oranina ve Z noktasinin u¢ noktalara olan uzakligina bagldir.

ispat.
X.,Y ve Z dogrudas olduklarindan
dxz +dzv = dXY

yazilabilir. Boylece,

denilirse (4.70) denkleminden v =1 alinarak

1
T, =d—(dszx +d,,T, )—2h*(t,) 7d,,d,y (4.71)

XY

elde edilir. X ve Y ayni kapali egriyi cizdiginden T, =T, dir. O halde (4.71)

denkleminden
T, —T, =2h?(t,) 7d,,d,, (4.72)

bulunur, [8].
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Ozel Durum 4.27 h=1 olmasi durumunda, Miiller, H.R. [5] tarafindan verilen sonug

elde edilir.
1]

Bu bélumde, H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik duzlemsel hareketi esnasinda
E -hareketli diizlemde dogrudas olmayan sabit X,, X, ve X, noktalarinin ve yine bu
noktalar ile dogrudas olmayan herhangi sabit bir Q noktasinin gizmis oldugu farkl

yoriinge egrilerinin kutupsal atalet momentleri arasindaki iliskiyi verelim:

X, ) X,

Sekil 4. 1 Dogrudas olmayan (g nokta ve farkli Q. (i =1, 2,3) noktalari
Sekil 4.1 e gore
q=AX +AX, +A4X;, 4L +A4+4, =1 (4.73)
yazilabilir.

Benzer sekilde X,,X,,X, ve Q noktalarinin O’ orijin noktasina gore konum

vektorleri, sirasiyla, Xi,X,,X; ve q olmak Uzere hareketin (4.1) denklemi ile verilen
vektorel ifadesi ve (4.73) denklemi kullanilirsa
21)(; +A2X'2 +23X,3 :%(hxl_u)"kﬂz(hxz —u)+23(hx3 _u)

=h(AX, + A%, + 2% ) —U(4 + 4, + 4g)

=hg-u

:q’
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elde edilir. Simdi Q noktasinin E’-sabit dizleminde ¢izdigi yoriinge egrisinin kutupsal

atalet momentini

To=¢

bagintisini kullanarak hesaplayabiliriz. O halde Q"= A4,X] + A4,X, + 4,X} i¢in

2d¢

ql

To = AT + 4Ty, + AT + 244 T x, + 24T x, + 22,475 x,
bulunur. (4.69) denklemi kullanilarak

To = ATy, + ATy, + 23T, =20 (t) v (A4 d5 x, + AAdix, + A5y, )
elde edilir.

Sekil 4.1 deki Q, noktasini g6z 6niine alalim. X,, X, ve Q, noktalari

O, = 44X, + X, 4+, =1, p4,14, €R

ve X,,Q, ve Q noktalari dogrudas oldugundan da

O=pmXy+ 40yt + 1y =1 5,1, €R

yazilabilir. Burada

d d
QX o XQ
= v My =
XoX3 XoX3
ve
d d
_ QQ _UXQ
ltl?) - - ’ﬂ4 - d -
X1Qq X1Qq

olmak Uzere (4.76) denklemi (4.77) denkleminde yerine yazilirsa
0= tgXy + py (16X + 1Xs ) = X +(Ha ) %o +(fatly ) X

elde edilir. Boylece
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d
QQ,
21 =H3 = d '
XlQl
d, .d
Ao = puply =B (4.78)
X1Q1 7 XX
d, .d
1Q 7 XQq
%=M%_de
X1Q; T X, X5
bulunur.

Benzer sekilde Q, noktasini gbz 6nine alalim. X,, X; ve Q, noktalari dogrudas

oldugundan,

O, = Xy + UXy, e+ =1 pie, 1, €R (4.79)
ve X,,Q, ve Q noktalari dogrudas oldugundan da

O= X+ 1Oy, g+ g =1 147, 13 €R (4.80)

yazilabilir. Burada

d d
QX X3Q
U = 2Xq M = ; 3Q2
X3Xy X3Xy
ve
d d
_ QQ _ X0
M = =y =
X3Q; X2Q2

olmak lizere (4.79) denklemi (4.80) denkleminde yerine yazilirsa
Q= X, + fig (:usxs +:”6Xl) = (:UBIUG)Xl + 15X, +(,L18,L15)X3

elde edilir. Boylece

dy o0y o
/’11:/13: 2 32’

X,Qz 7 XXy
d
%=MM=§&n (4.81)
XZQZ
d
XZQ QZX;L
Ao = Haply ==
XZQZ XBXl
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bulunur.

Simdi de Q, noktasini géz 6niine alalim. X, X, ve Q, noktalar dogrudas oldugundan,
O; = toXy + 140X,y Mo+ p4o =1 g, 14, €R (4.82)
ve X,,Q, ve Q noktalari dogrudas oldugundan da

Q=4 X5+ 4,03, phy + oy =1 pi;, 40, €R (4.83)

yazilabilir. Burada

d
_ QX X1Q3

Hg = 1 g d
XX, XX,

ve

d d
_ _QQg _ X0

My = 1My = q
X3Qs X3Q3

olmak Uzere (4.82) denklemi (4.83) denkleminde yerine yazilirsa
O =, X5+ 1 (ﬂ9X1 + ﬂmxz) = (ﬂlzﬂg )Xl + (/uloxz ) + X,

elde edilir. Buna gore

dy QdQ %
A = iyl —,
dXsQadX1X2
d, ~d
Ay = Moty = q 2 dX1Q3 ' (4.84)
X3Q3 X].XZ
A=ty = =
x3Q3

A= Aoo, _ dx,09x0, _ Oxodox, 1
d X,Q; d X,Q, d XXy d X3Q3 d XX,

A, = Oxolox, _ doo, _ Ox0dx0, ,
dXIQldX2X3 dX2Q2 dX3Q3dX1X2

A= Ox0dx,0, _ Ox,0d0,x, _ Ao,
d X1Qq d X, X3 d X,Q, d XXy d X3Q3
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yazilabilir. Bu esitlikler, kisaca

A dQQi _ dijkaQJ _ dkukoXJ (4.85)

XiQ; dedekai kadexixj

I, J,k=12,3123,1,2,3 seklinde de ifade edilebilir. O taktirde Q. noktalar;; X,Q ve
X;X, dogru parcalarinin kesisim noktalari olmak uzere (4.75) ve (4.85)

denklemlerinden (4.70) denkleminin bir genellestirilmesi olan

2
d
d X Q J kodeXiQk (486)

d
Ty = ZdQ—Q‘Txi —2h? (to)ﬂ'VZL

XiQ; X, Q«

Eger X,, X, ve X, noktalari ayni kapal egrileri cizerse, kutupsal atalet momentleri

arasindaki fark

2
d
d X Q J kodeXiQk (487)

T, —To = 2h? (to)ﬂvZ(

Xk Qk

bulunur.

O halde, asagidaki teoremi ispatsiz verebiliriz, [8]:

Teorem 4.28 H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareketi esnasinda
E -hareketli diuzlemde X,,X, ve X, kbse noktalarina sahip bir licggen g6z oniine

alalim. Uggenin kése noktalari E’-sabit diizlemde ayni kapali egriyi cizsin. Bu durumda

X, X, ve X, noktalarinin belirttigi diizlem tzerindeki herhangi bir Q noktasi da E’-

sabit dizlemde baska bir kapali egri cizer. Bu egrilerin kutupsal atalet momentleri

arasindaki fark, hareket eden ti¢cgenin uzakliklarina ve h homotetik oranina baghdir.

78



BOLUM 5

DUZLEMSEL HOMOTETIK HAREKETLER ALTINDA KAPALI YORUNGE
EGRISININ KUTUPSAL ATALET MOMENTI iCiN HOLDITCH-TIPi
TEOREMLER

Tezin orijinal kismi olan bu béliimde, Yiice, S., Dlldil, M. ve Kuruoglu, N. [7] tarafindan
verilen 1-parametreli kapali dizlemsel hareketler altinda elde edilen dogrudas
olmayan U¢ noktanin kutupsal atalet momentleri icin Holditch Tipi Teoremlerin, h
homotetik oranli homotetik hareketlerdeki karsiligini inceleyecegiz ve h=1 igin [7]
deki sonuclar ((3.77), (3.79), (3.80), (3.81) denklemleri) bir 6zel durum olarak elde

edecegiz:

Yice, S., Duldul, M. ve Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen dogrudas olmayan (g
noktanin kutupsal atalet momenti icin Holditch Tipi Teoremi homotetik hareketlere

genellestirelim:

X,Y ve Z dogrudas olmayan noktalarinin O’ orijin noktasina gére konum vektorleri,
sirastyla, X',y' ve z' olmak tizere hareketin (4.1) denklemi ile verilen vektorel ifadesi

ve (3.68) denklemi kullanilirsa
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Z’=hz-u
=h(Ax+uy+c,a,)-u

= A(hx)+ u(hy)+hc,a, —u (5.1)
=A(X"+u)+u(y'+u)+hca, —u |

= X"+ uy'+hc,a, +(A+u)u—u, A+u=1
= AX"+ uy'+hc,a,

elde edilir. Simdi, H= E/E' kapal hareket esnasinda, Z
(|zZM] =c,,|XM| = £d,[MY] = Ad,|OV| = hp,|[O'N| =hp’)  noktasinin  dg  kiitle

elementi ile ortilmis kapali k, yoriinge egrisinin T, kutupsal atalet momentini

hesaplayalim:

T, =] do

olmak Uzere (4.24) ve (5.1) denklemleri yardimiyla

T, = AT + 24Ty + 1T, +20% (t,) 7ve; + 26, ((AX + y') ,ha, ) dop (5.2)
elde edilir.

Burada, T,, (Veya Toy ), k, ve Kk, egrilerinin karisik kutupsal atalet momentleri olup

Ty =Ty = ¢<XI: y’> de

ile tanimlanir.

Sekil 5. 1 Kapal homotetik hareketlerde dogrunun zarf egrisi
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Simdi, (5.2) denklemindeki
g5<(/1x’+,uy'),ha2>d¢

integralini hesaplayalim:

(4.1) ve (3.73) denklemleri kullanilarak

yazilabilir. Ayrica (3.71), (3.72), (3.74) ve (3.75) denklemleri kullanilarak

ch((ﬁx'Jr,uy’),ha2>d¢):<ﬁh[h(ql COSY + 0, Siny ) —U, COsy —U, siny [de
:cﬁh(hp—ulcosz//—uzsinc//)dgo

elde edilir. E -diizlemindeki XY dogru pargasina paralel g, dogrusu

Xcosy + ysiny =hp

denklemiile verilsin. O halde O" noktasinin g, dogrusuna olan uzakhgr hp" olup

(2% + '), ha, ) dg= P hp' dp

yazilabilir, (Sekil 5.1). Bu durumda g, dogru pargasinin E’-diizlemindeki zarf egrisinin

uzunlugu Lgl olmak lizere (4.37) denkleminden

(JS((}LX’+,uy’),ha2>dgo: L,
yazilabilir. Béylece bu esitlik (5.2) denkleminde yerine yazilirsa

T, = ATy + 24Ty + 17T, + 26, (* (1)) zve, + L )

elde edilir. Eger (4.69) denklemi (5.4) denkleminde kullanilirsa asagidaki teorem

ispatsiz olarak verilebilir:
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Teorem 5.1 H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik dizlemsel hareket esnasinda
sabit d uzunluklu XY dogru pargasinin ug noktalari, sirasiyla, k, ve k, kapal egrileri

boyunca hareket ettirilirse, X ve Y noktalari ile dogrudas olmayan sabit bir Z
noktasi, k, kapal egrisini gizer. Bu durumda k,,k, ve k, kapali yoriinge egrilerinin,

sirastyla, T, , T, ve T, kutupsal atalet momentleri arasinda
T, = ATy + 4T, —20° (t,) Aprvd? +2¢, (7ve, + L, ) (5.5)

bagintisi mevcuttur. Yani, kK, nin kutupsal atalet momenti sadece T, ve T, bagli
degildir, XY dogru pargasinin uzunluguna ve ona paralel olan g, dogrusunun zarf

egrisine baghdir.

Ozel Durum 5.2 ¢, =0 olmasi durumunda, (5.1) denkleminden Diildiil, M. ve Kuruoglu,

N. [8] tarafindan verilen (4.70) denklemi elde edilir.

Ozel Durum 5.3 h=1 olmasi durumunda, (5.1) denkleminden Yiice, S., Dildil, M. ve

Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen (3.78) denklemi elde edilir.

Bu durumda (5.2) denklemindeki

$((Ax+py'),ha,)de

integrali; XY dogru parcasina paralel olan g, dogrusunun zarf egrisinin uzunluguna
degil, XY dogru parcasinin zarf egrisinin uzunluguna esittir. Yani,

Ly, = Lxy

elde edilir.

Bu bélimde, H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareket esnasinda
dogrudas olmayan X,Y ve Z noktalarinin ayni yoriinge egrisi tUzerinde hareketini

inceleyecegiz:
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E -diizleminde koseleri X,Y ve Z olan bir lGggen alalim. AXYZ (ggeninin koseleri

E’-dizleminde ayni kapali egriyi gizerler. O halde T, =T, =T, =T ve AXYZ

. . . . m 7,
Ucgeninin cevrel merkezi Teorem 4.21 deki C=|Ss, — ,S, —
© ¢ ( to2n(ty) vt 2n’ (to)m/J

noktasidir. Hareketli catinin orijin noktasi yerine C noktasi alirsak,

g = A
b0 (t)) v

S = 7,
L0 () v

ve X =(r,0), Q=(x,y) € E noktalari igin (4.58) denkleminden,
T =Te+20 () zvr®, Ty =T, +2h° (t,) 7v(x* +y°)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.4 Eger H=E/E’ 1-parametreli kapali homotetik diizlemsel hareket
esnasinda dogrudas olmayan X,Y,Z € E noktalari T kutupsal atalet momente sahip

ayni kapali egriyi cizerlerse herhangi bir Q € E noktasi da T, kutupsal atalet momentli

kapal kQ egrisini gizer. Bdylece T ve T, arasinda
T —To =2h* (t,) zv(r* —R?) (5.6)

bagintisi vardir. Burada r; ¢evrel ¢emberin yarigapi ve R; Q ve gevrel ¢gemberin

merkezi arasindaki uzakhktir.

Ozel Durum 5.5 h=1 olmasi durumunda, (5.6) denkleminden Yiice, S., Dildil, M. ve

Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen (3.79) denklemi elde edilir.

Not 5.6 Duldil, M., Kuruoglu, N., [8] tarafindan, H =E/E’ 1-parametreli kapali

homotetik diizlemsel hareket esnasinda dogrudas olmayan X,Y,Z € E noktalan T
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kutupsal atalet momente sahip ayni kapali egriyi gizerlerse herhangi bir Q € E noktasi

da T, kutupsal atalet momentli kapali Kk, egrisini ¢izmesi durumunda T ve T,
arasindaki fark (4.87) denklemi ile verilmisti. Bu caligmada ise T —T, farki; (4.87)
denkleminden farkli olarak (5.6) denklemi gevrel cemberin yarigapi ve Q nun gevrel
¢emberin merkezine olan uzakhigina bagl olarak daha sade bir bicimde elde edilmistir.

H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik duzlemsel hareket esnasinda, dogrudas
olmayan X =(0,0),Y =(b,0), Z=(c,d) ve Q=(x,y) € E noktalarinin farkli yériinge

egrilerinin kutupsal atalet momentleri igin asagidaki en genel hal verilebilir:

Teorem 5.7 H =E/E’ 1-parametreli kapali homotetik duzlemsel hareket esnasinda
X =(0,0),Y =(h,0), Z=(c,d)eE noktalarinin kapali yériinge egrilerinin kutupsal
atalet momentleri, sirasiyla, T,,T, ve T, olmak tzere herhangi bir Q=(x,y)eE
noktasinin kutupsal atalet momenti igin
T =(1—5+ﬂ y]TX +(5—ﬂju A S

b bd b bd d

5.7
c?+d? bc] 5.7)

y+—y

+2h2(t0)ﬂv(x2+y2—bx— 5 5

elde edilir, (Sekil 3.13).

ispat.

Q, X,Y ve Z noktalarinin ¢izmis oldugu yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentleri

icin (4.58) denkleminden

To =To +2h2 (t,) v (3% + y? — 25, — 28, ) + 217, + 2y7,,
TX :To)
T, =T, +2h? (t,) v (b® —2bs, ) + 2by,

ve

84



T, =T, +2h° (t,) v(c® +d* — 2cs, — 2ds, ) + 2cn, + 2d 7,
yazilabilir. Buradan cebirsel islemler yardimiyla kolay bir sekilde (5.7) denklemi elde
edilir.

Ozel Durum 5.8 h=1 olmasi durumunda, (5.7) denkleminden Yiice, S., Dildil, M. ve

Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen (3.80) denklemi elde edilir.

v

Bu bélimde E/E/, (i:1,2) farkh iki 1-parametreli kapali homotetik dizlemsel

hareket esnasinda E; ve E, duzlemlerindeki farkh dogrudas l¢ noktanin ¢izdigi

yoriinge egrisinin kutupsal atalet momentleri arasindaki iliskiyi asagidaki teorem ile

verilebilir:

Teorem 5.9 E//E’, (i:l,2) ayni yonli ve v, doénme sayili 1-parametreli kapali
dizlemsel hareketler olsunlar. Eger X.Y, dogru pargalarinin X, ve Y, noktalar,
sirasiyla, k, ve k, kapali yoriinge egrilerini gizerse X, ve Y, noktalar ile dogrudas
Z, (|X:Z,|=4a, |Z,Y,| = Ab, |X.Y,|= 4 (a+Db)) noktalari da T, kutupsal atalet momente
sahip k; kapal yoriinge egrilerini belirler. k; egrilerinin T, kutupsal atalet momentleri
icin

T, - T, =20 (t,) zab(v,4; —v, A7) (5.8)

bagintisi vardir. Yani, bu fark k, ve k, egrilerinden bagimsizdir.

ispat.
(4.71) denklemini kullanarak

_al, + AT,

L 7 (axh) —2h*(t,)(4a)(Ab) v,

ve
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28T, +2bT,
2 A, (a+b)

— 20 (t,)(4,a) (Ab) 7v,

elde edilir. X, ve X, ile Y, ve Y, ayni kapali yoriinge egrilerini ¢izdiklerinden T, =T,
ve TY1:TYz oldugundan yukaridaki ifadeler taraf tarafa cikarilirsa (5.8) denklemi

bulunur.

Ozel durum 5.10 k, =k,, v, =1 ve 4 =0 (yani k, =k, ) olmasi durumunda kutupsal

atalet momenti igin
T,-T, =2h*(t,) zA7ab

elde edilir, [8].

Ozel durum 5.11 h =1 olmasi durumunda, (5.8) denkleminden Yiice, S., Dildiil, M. ve

Kuruoglu, N. [7] tarafindan verilen (3.81) denklemi elde edilir.

Ozel durum 5.12 v, =1 4, =0, h=1 olmasi durumunda (5.8) denkleminden Miiller, H.

R. [5] tarafindan verilen Teorem 3.21 deki denklem elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, 1l-parametreli dizlemsel kapali homotetik hareketler altinda kapali
yoriinge egrisinin kutupsal atalet momenti icin Holditch-tipi teoremler verilmistir.
Hareketin “h” homotetik orani h=1 olmasi durumunda ise Yiice, S., Dildul, M. ve
Kuruoglu, N. (2005) tarafindan verilen sonuglar 6zel hal olarak elde edilmistir. Ayrica,
Maple 15 Programinda dizlemsel hareketler ile ilgili bazi 6rnekler verilmistir. Konuyla

ilgili bu 6rneklerde farkli girdiler alinarak érneklerin kullanishhgi gérilebilir.
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EK-A

DUZLEMSEL HAREKETLERIN MAPLE ORNEKLERI

Dizlemsel hareketler icin asagida bazi 6rnekler Maple kodlariyla birlikte verilmistir.

Ornek 1 (Klasik Holditch Teoremi)

u, (t)=cost,u, (t)=sint,p(t)=t olmak izere B=E/E', 1-parametreli kapall
diizlemsel hareketi esnasinda, sabit 12br uzunluklu XY kirisinin X :(—6,0) ve
Y =(6,0) ug noktalari E’—sabit diizlemindeki ovali tam bir defa (v =1) kat etsin. Bu
durumda XY kirisi Gizerinde secilen herhangi bir sabit Z =(—2,0) noktasi da kapali bir
k, egrisi gizer.

Hareketin kartezyen denklemi,

X, = (% —cost)cost —(x, —sint)sint
X, = (X, —cost)sint+(x, —sint)cost

dir. Asagida goruldugi gibi Z noktasinin ¢izdigi k, kapal egrisi (kahverengi renkli egri)

ile k ovali (kirmizi renkli kapali egri) arasindaki bolgenin (Holditch Halkasi) alani:

F—F, =|XZ|*|2Y|*7r=4*8*7 =32z ve bu iki kapali egrinin kutupsal atalet

momentleri arasindaki fark: T —T, = 2*|XZ|*||ZY|* 7 = 2*4*8* 7z =647~ dir.

>restart:
>with (plottools) :with (plots) :
>F:= proc(t)
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>plots[display] (plottools[line] ([-6*cos(t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-6*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [6*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,6*sin(t)+0*cos (t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos (t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:

>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi,background=plot([6*cos(t) -
O*sin(t) -cos(t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,6*sin(t)+0*cos(t) -
cos (t) *sin(t) -sin(t) *cos(t),

t=0..2*Pi] ,thickness=2,numpoints=1000,scaling=CONSTRAINED) )

>k2:=animate( textplot,[[6*cos(t)-0*sin(t)-
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,6*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), 'Y,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k3:=animate( textplot,[[-6*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,-6*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), ‘X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k4:=animate (plot, [[-2*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-2*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0. .A],color=brown] ,A=0..0+2*Pi,color=brown,
thickness=2) :

>k5:=animate( textplot,[[-2*cos(t)-0*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,-2*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Z°,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>

>display (k1,k2,k3,k4,k5) ;

91



>restart:
>Alan:=proc(x1l,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G;

>G:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (x1**2+4+x2**
2_

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F=G) ;
>end:
>Alan(6,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
F =387
>
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G;

>G:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-

(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (z1**2+z2%*
2_

2%z1*% (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2%z2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(F[Z]=G) ;
>end:
>Alan(-2,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
F, =6x
>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl,G2;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+(diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (x1**24+x2**
2-

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n) ) -2*x2* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G2:=(1/2) *int ( (ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t)))) *diff (b, t) ,t=c..d) +Pi*n* (z1**24+z2%*
2_

2%z1* (int ( (ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
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Pi*n))-2%z2* (int ( (u2-
(diff (ul,t) /diff (b,t)))*diff (b, t),t=c..d)/ (2*Pi*n))):

>print (F-F[Z2]=G1-G2) ;
>end:
>Alan(-6,0,-2,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F-F =327
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T,H;

>H:=int (ul**24+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (x1**24+x2**2-

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T=H) ;

>end:

>Atalet Momenti(-6,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
T=74r

>

>restart:

>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T,H;

>H:=int (ul**2+u2**2 , t=c..d) +2*Pi*n* (z1**24z2%*2—-
2%z1*% (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2%z2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(T[Z]=H) ;
>end:
>Atalet Momenti(-2,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =107
>
>restart:

>Atalet Momenti:=proc(xl,x2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d) local
T,H1,H2;

>H1l:=int (Ul**24u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2**2-
2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
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Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff (ul,t) /diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H2:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (z1**2+4+z2**2-

2*zl1l* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T-T[Z]=H1-H2) ;

>end:

>Atalet Momenti(-6,0,-2,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*%Pi);
T-T, =64~

Ornek 2 (Dogrudas Ug Nokta i¢in Holditch-Tipi Teoremi)
u, (t)=cost,u, (t)=sint,p(t)=t olmak tzere B=E/E’', 1-parametreli kapal
diizlemsel hareketi esnasinda, dogrudas XY pargasinin X =(2,0), Y =(5,0) ug

noktalari, sirasiyla, asagidaki sekilde oldugu gibi E'—sabit duzleminde kirmizi ve yesil

renkli kapali egrilerini gizdiginde X ve Y noktalari ile dogrudas bir Z :(3,0) noktasi

da (||XZ|| =a=1[2Y|=b= 2) mavi renkli kapali egriyi gizecektir.
Hareketin kartezyen denklemi,

X, = (X —cost)cost—(x, —sint)sint
X, = (X —cost)sint+(x, —sint)cost
dir. Asagida gorildigu gibi, 6ncelikle F,,F, ve F, tek tek hesaplandi ve daha sonra

asagidaki bagintinin varlig gosterildi,

_aF +bF, o _1*2Tw+2%6x

F
z a+b 1+2

—r*1*2=11x. Benzer sekilde T,,T, ve T,

tek tek hesaplandi ve daha sonra asagidaki bagintinin varligi gosterildi,

_ aT, +bT, o rvab - 1*527+2*10x
a+b 1+2

—-2*r*1*2=20r.

TZ

>restart:
>with (plottools) :with (plots) :
>F := proc(t)
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>plots[display] (plottools[line] ([2*cos (t)-0*sin (b) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -sin(t) *cos(t)], [5*cos(t)-0*sin(b) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,5*sin(t)+0*cos (t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos (t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi) :

>k2:=animate (plot, [[2*cos (t) -O*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos (t) ,t=0..A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,color=red, thic
kness=2,scaling=CONSTRAINED) :

>k3:=animate( textplot,[[2*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos (t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), "X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k4:=animate (plot, [[3*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,3*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=blue] ,A=0..0+2*Pi,color=blue, th
ickness=2) :

>k5:=animate( textplot, [[3*cos(t)-0*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,3*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Z°,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k6:=animate (plot, [[5*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,5*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,color=green,
thickness=2):

>k7:=animate( textplot,[[5*cos(t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,5*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Y,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi):

>display (k1l,k2,k3,k4,k5,k6,k7) ;
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>
>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (x1**2+x2**
2_

2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[X]=G1) ;
>end:
>Alan(2,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F,=6r
>
>restart:
>Alan:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G2;

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (yl*x*24y2%*
2-

2*yl* (int ((ul+(diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[Y]=G2) ;

>end:

>Alan(5,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
F =27
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>
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G3;

>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (zl**2+4+z2**
2_

2*zl1l* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(F[Z]=G3) ;
>end:
>Alan(3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>

F, =11
>
>restart:

>Alan:=proc(xl,x2,yl,y2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d) local
F,G1l,G2,G3;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (x1**24+x2**
2_

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>G2:=(1/2)*int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t), t=c..d)+Pi*n* (yl**24y2**
2-

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>G3:=(sqgrt((xl-zl) **24 (x2-2z2) **2) *G2+sqrt ((zl-yl) **2+ (z2-
y2) **2) *Gl) / (sqrt ((x1-z1) **2+ (x2-22) **2) +sqrt ((z1-

yl) **2+4 (22-y2) **2) ) -Pi*n*sqrt((x1l-z1) **2+ (x2-

2z2) **2) *sqgrt ((zl-yl) **2+ (z2-y2) **2) :

>print(F[Z]=G3) ;

>end:

>Alan(2,0,5,0,3,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
F, =11
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>restart:
>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6Hl;

>Hl:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (x1**24+x2**2-

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T [X]=H1) ;
>end:
>Atalet Momenti(2,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =107
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H2;

>H2:=int (ul**2+u2**2 t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-
2%yl* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Y]=H2) ;
>end:
>Atalet Momenti(5,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>
T, =527
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H3;

>H3:=int (ul**2+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (z1**24+z2**2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(T[Z]=H3) ;

>end:

>Atalet Momenti(3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>

T, =207
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>
>restart:

>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,yl,y2,2z1,z2,ul,u2,b,n,c,d)
local F,H1,H2,H3;

>H1:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-
2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff (b, t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H2:=int (ul**2+u2**2 ,t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-

2*yl* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H3:=(sqrt((x1l-zl) **24+ (x2-2z2) **2) *H2+sqrt ((zl-yl) **2+ (z2-
y2) **2) *H1) / (sqrt ((x1-2z1) **2+ (x2-22) **2) +sqrt ((z1-

yl) **24 (22-y2) **2) ) -2*Pi*n*sqrt ((x1-zl) **2+ (x2-

z2) **2) *sqrt ((zl-yl) **2+ (z2-y2) **2) :

>print(T[Z2]=H3) ;

>end:

>Atalet Momenti(2,0,5,0,3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);

>

T, =207

Ornek 3 (Dogrudas Olmayan Ug Nokta icin Holditch-Tipi Teoremler)

u, (t)=cost,u, (t)=sint,p(t)=t olmak izere B=E/E', 1-parametreli kapali
dizlemsel hareketi esnasinda, sabit d=10br uzunluklu XY pargasinin
X =(-6,0) ve Y =(4,0) ug noktalari, sirasiyla, asagidaki sekilde oldugu gibi E'—sabit
diizleminde kirmizi ve mavi renkli kapali egriler boyunca hareket ettirilirse, X ve Y

noktalari ile dogrudas olmayan Z = (O, 4) noktasi da yesil renkli kapali egriyi cizecektir.

Hareketin kartezyen denklemi,

X, = (% —cost)cost —(x, —sint)sint
X, = (X, —cost)sint+(x, —sint)cost

dir. Asagida gorildugu gibi, 6ncelikle F,,F, ve F, tek tek hesaplandi ve daha sonra

asagidaki bagintinin varligi gésterildi,
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6*187 +4*38x
6+4

_aF, +bF,

F
z a+b

+(c*—ab) v —clLy, =

+<42_6*4)7z*1—4*0=187z.

Benzer sekilde T,,T, ve T, tek tek hesaplandi ve daha sonra asagidaki bagintinin

varligi gosterildi,

atT, +bT
T, =—r—X%+2(c*-ab)zv-2cL
T ()t
* *
_STSATHATIAT | ox(47 —Gxa)*r¥1-2%4%0
6+4

=34r.

>restart:
>with (plottools) :with(plots):
>F := proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([0O*cos (t)-O*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [0*cos(t)-4*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+4*cos(t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos (t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi,6 scaling=CONSTRAINED) :
>G:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([-6*cos(t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-6*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -sin(t) *cos(t)], [4*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos(t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>k2:=animate (G, [t],t=0..2*Pi) :

>k3:=animate (plot, [[-6*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,-6*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,color=red, thic
kness=2) :

>k4:=animate( textplot,[[-6*cos(t)-0*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,-6*sin(t)+0*cos (t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*P3i) :

>k5:=animate (plot, [[4*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t) -
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sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=blue] ,A=0..0+2*Pi,color=blue, th
ickness=2) :

>k6:=animate( textplot,[[4*cos(t)-0*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Y,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*P3i) :

>k7:=animate (plot, [[0*cos (t)-4*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+4*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,color=green,
thickness=2) :

>k8:=animate( textplot,[[0O*cos(t)-4*sin(t)-

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+4*cos(t) -

cos(t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 2",
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>display (k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8) ;

>
>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (x1**2+x2%**
2_

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[X]=G1l) ;
>end:
>Alan(-6,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;

>
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F, =387
>
>restart:
>Alan:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G2;

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (yl*x*24+y2**
2_

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*Pi*n))):

>print (F[Y]=G2) ;
>end:
>Alan(4,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;

F =187
>
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G3;
>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (z1**24+z2%*
g*zl*(int((u1+(diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*
Pi*n))-2*z22* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>print(F[Z]=G3) ;
>end:
>Alan(0,4,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>

F, =18~
>

>restart:

>Alan:=proc(xl,x2,yl,y2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d) local
F,Gl1,G2,G3,k;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t)))) *diff (b, t) ,t=c..d) +Pi*n* (x1**2+x2**
2_

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
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>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (yl*x*24y2%*
2_

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>k:=abs ((((y2-x2) *zl+ (x1-yl) *z2-x1* (y2-x2) +x2* (y1l-
x1))/ (sqrt ((y2-x2) **2+ (x1-yl) **2)))) :

>G3:=(sqgrt((xl-zl) **2+ (x2-22) **2-k**2) *G2+sqrt ( (yl-

zl) **2+ (y2-22) ¥*2-k**2) *Gl) / (sqrt ( (x1-2z1) **2+ (x2-22) **2-
k**2)+sqrt((yl-zl) **2+ (y2-22) **2-k**2) ) -Pi*n*sqrt ( (x1-
zl) **24 (x2-22) **2-k**2) *sqrt ((yl-z1) **2+ (y2-2z2) **2-
k**2)+ (k**2) *Pi*n-k*int (ul,t=0..2*Pi) :

>print (F[Z2]=G3) ;
>end:
>Alan(-6,0,4,0,0,4,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F, =18~
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6Hl;

>H1:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T [X]=H1) ;
>end:
>Atalet Momenti(-6,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =74r
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H2;

>H2:=int (ul**2+u2**2 ,t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ((u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Y]=H2) ;
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>end:
>Atalet Momenti(4,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>
T, =34x
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H3;

>H3:=int (ul**2+4+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (z1**24+z2**2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(T[Z]=H3) ;
>end:
>Atalet Momenti(0,4,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>
T, =34n
>
>restart:

>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,yl,y2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d)
local F,H1,H2,H3,k;

>Hl:=int (ul**2+u2**2,t=c. .d) +2*Pi*n* (x1**24+x2**2-

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n) ) -2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>H2:=int (ul**2+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (yl**24+y2**2-

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>k:=abs ((((y2-x2) *zl+ (x1-yl) *z2-x1* (y2-x2) +x2* (y1l-

x1))/ (sqrt ((y2-x2) **2+ (x1-yl) **2)))):
>H3:=(sqrt((x1-zl) **24 (x2-2z2) **2-k**2) *H2+sqrt ((yl-

zl) **2+ (y2-22) **2-k**2) *H1) / (sqrt ((x1-2z1) **2+ (x2-22) **2-
k**2)+sqrt((yl-zl) **2+4 (y2-22) **2-k**2) ) -2*Pi*n*sqgrt ( (x1-
zl) **24 (x2-22) **2-k**2) *sqrt ((yl-zl) **2+ (y2-z2) **2-
k**2)+2% (k**2) *Pi*n-2*k*int (ul, t=0..2*%Pi) :

>print (T[Z]=H3) ;

>end:

>Atalet Momenti(-6,0,4,0,0,4,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
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T, =34r

Ornek 4 (Dogrudas Olmayan Ug¢ Nokta Ayni Kapali Egriyi Cizmesi Durumunda
Holditch-Tipi Teorem)

u, (t) =cost,u, (t)=sint,p(t)=t, S=(0,0) Steiner noktasi olmak iizere B=E/E’, 1-
parametreli  kapali  dizlemsel hareketi esnasinda, dogrudas olmayan

X =(4,0),Y =(4cos(74) . 4sin(74)),Z =(~4,0)<E noktalan asagidaki sekilde

oldugu gibi, sirasiyla, kirmizi, mavi, yesil renkli ayni F alanina sahip k egrisini

cizerlerse herhangi bir Q:(6, 2) noktasi da F, yoriinge alanina sahip sari renkli

kapal k, egrisini cizecektir.
Hareketin kartezyen denklemi,

X, =(x —cost)cost—(x, —sint)sint
X, = (X —cost)sint+(x, —sint)cost

dir. Asagida goruldugi gibi, oncelikle F,,F ,F, ve F, tek tek hesaplandi ve daha

sonra asagidaki bagintinin varligi gosterildi,

F, :‘m/(r2 —Rz)‘:

713 4 - ((6-2)" +(2-0) )}‘ —247.

Benzer sekilde T,,T,,T, ve T, tek tek hesaplandi ve daha sonra asagidaki bagintinin

varhig1 gosterildi,

T, =[erv(r*-R?) =

2% mr1n| 4 -((6-2) +(2—o)z)}‘ —487.

>restart:
>with (plottools) :with(plots):
>F:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([4*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -sin(t)*cos(t)], [4*cos (t+8*Pi/9) -
O*sin (t+8*Pi/9) -
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cos (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9) +sin (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) ,4*s
in(t+8*Pi/9)+0*cos (t+8*Pi/9) -cos (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) -
sin(t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9) ] ,color=black, thickness=2)):

>end proc:
>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi,scaling=CONSTRAINED) :
>G:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([4*cos (t+8*Pi/9) -

O*sin (t+8*Pi/9) -

cos (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9) +sin (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) ,4*s
in(t+8*Pi/9)+0*cos (t+8*Pi/9) -cos (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) -
sin(t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9)], [-4*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,-4*sin(t)+0*cos (t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos (t) ],color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>k2:=animate (G, [t], t=0..2*Pi) :
>H:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([-4*cos(t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-4*sin(t)+0*cos(t) -

cos(t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [4*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos (t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>k3:=animate(H, [t], t=0..2*Pi) :

>k4:=animate (plot, [[4*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,color=red, thic
kness=2) :

>k5:=animate( textplot,[[4*cos(t)-0*sin(t)-
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), ‘X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k6:=animate (plot, [[4*cos (t+8*Pi/9) -O*sin (t+8*Pi/9) -

cos (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9) +sin (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) ,4*s
in(t+8*Pi/9)+0*cos (t+8*Pi/9) -cos (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) -
sin (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9) ,t=0..A],color=magenta] ,A=0..0+2
*Pi,color=magenta, thickness=2) :

>k7:=animate( textplot, [[4*cos (t+8*Pi/9)-0*sin (t+8*Pi/9) -
cos (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9)+sin (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) ,4*s
in(t+8*Pi/9)+0*cos (t+8*Pi/9) -cos (t+8*Pi/9) *sin (t+8*Pi/9) -
sin (t+8*Pi/9) *cos (t+8*Pi/9), Y ,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :
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>k8:=animate (plot, [[-4*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-4*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,color=green,
thickness=2) :

>k9:=animate( textplot,[[-4*cos(t)-0*sin(t)-
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,-4*sin(t)+0*cos(t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Z°,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>
sl:=simplify (int(cos(t)+(diff(sin(t),t)/diff(t,t)),t=0..2*P
i)/ (2*Pi*1)):

>s2:=simplify(int(sin(t) -
(diff (cos(t) ,t)/diff(t,t)),t=0..2*%Pi)/ (2*Pi*1)):

>kl0:=animate (plot, [[sl*cos(t)-s2*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,sl*sin(t)+s2*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=brown] ,A=0..0+2*Pi,color=brown,
thickness=2) :

>kll:=animate( textplot,[[sl*cos(t)-s2*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,sl*sin(t)+s2*cos(t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'S,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>kl2:=animate (plot, [[6*cos(t)-2*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,6*sin(t)+2*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos (t) ,t=0..A],color=blue] ,A=0..0+2*Pi,color=blue, th
ickness=2) :

>kl3:=animate( textplot,[[6*cos(t)-2*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,6*sin(t)+2*cos(t) -
cos(t) *sin(t)-sin(t)*cos(t), 'Q°,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi):

>kl4:=circle([-1,0],4,color=grey) :
>
>

>display (k1l,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8,k9,k10,k11,k12,k13,k14);
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>
>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (x1**2+x2%**
2_

2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[X]=G1) ;
>end:
>Alan(4,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F, =187
>
>restart:
>Alan:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G2;

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (yl**2+y2**
2_

2%yl* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[Y]=simplify (G2)) ;

>end:
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>Alan (-
4*cos (1/9*Pi) ,4*sin(1/9*Pi) ,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;

F, =187
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G3;

>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (z1**2+z2%*
2_

2%z1* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2%z2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(F[Z]=G3) ;
>end:
>Alan(-4,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F, =18~
>
>restart:
>Alan:=proc(ql,q2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G4;

>G4:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b, t) ,t=c..d) +Pi*n* (qQl**2+q2**
2_

2%ql* (int ( (ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*q2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[Q]=G4) ;
>end:
>Alan(6,2,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F, =427
>
>restart:
>Alan:=proc(x1l,x2,ql,92,ul,u2,b,n,c,d) local F,sl,s2,G5;

>
sl:=simplify (int(cos(t)+(diff(sin(t),t)/diff(t,t)),t=0..2*P
i)/ (2*Pi*n)):

>s2:=simplify(int(sin(t) -
(diff (cos(t) ,t) /diff(t,t)) ,t=0..2*%Pi)/(2*Pi*n)):
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>G5:=abs (Pi*n* (((x1l-sl) **2+ (x2-s2) **2) - ((gl-sl) **2+ (g2-
s2)**2))):

>print (F-F[Q]=G5) ;
>end:
>Alan(-4,0,6,2,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F-F,=24r
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6Hl;

>HL:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T [X]=H1) ;
>end:
>Atalet Momenti(4,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>
T, =34rn
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H2;

>H2:=int (Ul**2+u2**2 t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-
2%yl* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Y]=simplify (H2)) ;
>end:

>Atalet Momenti (-
4*cos (1/9*Pi) ,4*sin(1/9*Pi) ,cos(t) ,sin(t) ,t,1,0,2*Pi) ;

T, =34rx
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H3;

>H3:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (z1**24+z2**2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
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>print (T[Z]=H3) ;
>end:
>Atalet Momenti(-4,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =34n
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(ql,q2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H4;

>H4 :=int (ul**2+u2**2 ,t=c..d) +2*Pi*n* (ql**2+gq2**2-

2*ql* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*g2* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Q]=H4) ;
>end:
>Atalet Momenti(6,2,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =827
>
>restart:

>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,ql,92,ul,u2,b,n,c,d) local
F,sl,s2,H5;

>
sl:=simplify(int(cos(t)+(diff (sin(t),t)/diff(t,t)), t=0..2*P
i)/ (2*Pi*n)) :

>s2:=simplify(int(sin(t) -
(diff (cos(t) ,t)/diff(t,t)) ,t=0..2*%Pi)/ (2*Pi*n)):

>H5:=abs (2*Pi*n* (((x1-sl) **2+ (x2-s2) **2) - ((gl-sl) **2+ (g2-
s2)**2))):

>print (T-T[Q]=HS5) ;

>end:

>Atalet Momenti(-4,0,6,2,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>

T-T,=48r7
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Ornek 5 (Dogrudas Olmayan Ug Nokta Farkli Kapal Egriler Cizmesi Durumunda
Holditch-Tipi Teorem)

u, (t)=cost,u, (t)=sint,p(t)=t, olmak Uzere B=E/E’', 1-parametreli kapall
diizlemsel hareketi esnasinda, dogrudas olmayan X =(0,0),Y =(7,0),Z=(2,4)eE
noktalari asagidaki sekilde oldugu gibi, sirasiyla, kirmizi, mavi, yesil renkli farkl egrileri

cizerlerse herhangi bir Q:(9,1) noktasi da FQ yoriinge alanina sahip kahve renkli

kapal kQ egrisini gizecektir.
Hareketin kartezyen denklemi,

X = (X —cost)cost—(x, —sint)sint
X, = (X —cost)sint+(x, —sint)cost
dir. Asagida goéruldugi gibi, oncelikle F,,F ,F, ve F, tek tek hesaplandi ve daha

sonra asagidaki bagintinin varligi gésterildi,

X c-b X C c’+d®> bc
FQ: 1—B+Wyj|:x +(E_%JFY +%FZ +(X2+y2—bx— q y+Ey]7Z'V

— *
(122,27 T o[22 g1, Loy
AETY T 4

22 +4% _ T*2

+| 9°+1P-7%9~ 1+ *ljﬂ'*l

4 4
=84r

Benzer sekilde T,,T,,T, ve T, tek tek hesaplandi ve daha sonra asagidaki bagintinin

varhg gosterildi,

X c—b X C c’+d®> bc
:(1—B+Hijx+(B—%jTY+dXTZ+2m/(x2+y2—bx— 5 y+ij

— *
(122,27 T )0 [ 222 1000 1 L a0
7 74 77 7%4 4

To

2 2 *
+2*71'*l(92 112 7% 2 14 *1+ 742*1j

=1667
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>restart:
>with (plottools) :with (plots) :
>F:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([0O*cos (t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [2*cos (t)-4*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+4*cos(t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos (t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi,scaling=CONSTRAINED) :
>G:=proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([2*cos (t) -4*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+4*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)],[7*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,7*sin(t)+0*cos(t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t) ],color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>k2:=animate (G, [t],t=0..2*Pi) :
>H:= proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([7*cos (t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,7*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [0*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+0*cos (t) -

cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t) ] ,color=black, thickness=2)) :

>end proc:
>k3:=animate (H, [t],t=0..2*Pi) :

>k4:=animate (plot, [[0*cos(t)-0O*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos (t) ,t=0..A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,color=red, thic
kness=2) :

>k5:=animate( textplot,[[0O*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,0*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), ‘X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k6:=animate (plot, [[7*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,7*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=blue] ,A=0..0+2*Pi,color=blue, th
ickness=2) :
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>k7:=animate( textplot,[[7*cos(t)-0*sin(t)-
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,7*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), 'Y,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*P3i) :

>k8:=animate (plot, [[2*cos (t) -4*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+4*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,color=green,
thickness=2) :

>k9:=animate( textplot,[[2*cos(t)-4*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+4*cos(t) -
cos(t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 2",
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k1l0:=animate (plot, [[9*cos(t)-1*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,9*sin(t)+1*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0. .A],color=brown] ,A=0..0+2*Pi,color=brown,
thickness=2) :

>kll:=animate( textplot,[[9*cos(t)-1*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,8*sin(t)+0*cos(t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t)*cos(t), 'Q,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>
>
>display(kl,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8,k9,k10,k11) ;

>
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>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (x1**2+4+x2**
2_

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[X]=Gl) ;
>end:
>Alan(0,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
F, =27
>
>restart:
>Alan:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G2;

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t)))) *diff (b, t),t=c..d) +Pi*n* (yl**2+y2%*
2_

2%yl* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[Y]=G2) ;
>end:
>Alan(7,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F =5lr
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G3;

>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (z1**2+z2%*
2_

2%z1* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2%z2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(F[Z]=G3) ;

>end:

>Alan(2,4,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
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F, =227
>
>restart:
>Alan:=proc(ql,q2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G4;

>G4:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (gql**2+g2**
2_

2*ql* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*g2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*Pi*n))):

>print (F[Q]=G4) ;

>end:

>Alan(9,1,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F,=84rx

>

>restart:

>Alan:=proc(xl,x2,yl,y2,z1,z2,q9q1,92,ul,u2,b,n,c,d) local
F,Gl,G2,G3,G5;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b,t),t=c..d)+Pi*n* (x1**2+x2%*
2_

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t)/diff(b,t)))) *diff (b, t),t=c..d)+Pi*n* (yl**x2+y2%*
2_

2%yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t)/diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (z1**24+z2**
2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G5:=(1-ql/yl+ ((zl-y1) / (yl*z2)) *q2) *G1l+ (ql/yl-
(z1*g2) / (y1*z2) ) *G2+(g2/2z2) *G3+ (ql**2+q2**2-yl*ql+ (-
Z1**2%xq2-z2**2%q2+yl*z1%q2) /z2) *Pi*n:

>print (F[Q]=GS5) ;
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>end:

>Alan(0,0,7,0,2,4,9,1,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F,=84rx

>

>restart:

>Atalet Momenti:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6Hl;

>Hl:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (x1**24+x2**2-

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T [X]=H1) ;
>end:
>Atalet Momenti(0,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);

>

>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H2;

>H2:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-

2%yl* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Y]=H2) ;
>end:
>Atalet Momenti(7,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
T, =1007
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H3;

>H3:=int (ul**2+u2**2,t=c. .d) +2*Pi*n* (z1**24+z2**2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Z]=H3) ;
>end:

>Atalet Momenti(2,4,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
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T, =42~
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(ql,q2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H4;

>H4:=int (ul**2+u2**2 ,t=c..d) +2*Pi*n* (ql**2+q2**2-

2*ql* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*g2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Q]=H4) ;
>end:
>Atalet Momenti(9,1,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =1667
>
>restart:

>
Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,yl,y2,z1,2z2,ql1,92,ul,u2,b,n,c,d)
local F,Hl1,H2,H3,H5;

>H1:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-

2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H2:=int (ul**2+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (yl**24+y2**2-

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):
>H3:=int (ul**2+u2**2,t=c. .d) +2*Pi*n* (z1**2+4+z2**2-

2*%z1* (int ((ul+(diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
>H5:=(1-ql/yl1+((z1l-yl)/(yl*z2))*g2) *H1+(ql/yl-

(z1*g2) / (yl*z2) ) *H2+ (q2/2z2) *H3+2*Pi*n* (ql**2+q2**2-yl*ql+ (-
z1**2%q2-2z2*%*2*q2+yl*zl*q2) /z2):

>print (T[Q]=HS) ;
>end:
>Atalet Momenti(0,0,7,0,2,4,9,1,cos(t),sin(t),t,1,0,2*%Pi);

>
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T, =166

Ornek 6 (Farkl Dogrudas Ug Noktanin Farkl Hareketleri icin Holditch-Tipi Teorem)

u, (t) =cost,u, (t) =sint,¢(t) =t, olmak iizere E;/E’,(i =1,2) ayni yénlii v; dénme 1-
parametreli kapali dizlemsel hareketler olsunlar.

Hareketin kartezyen denklemi,

X
X

dir. Eger XY dogru pargasinin X =(2,0),Y =(4,0) ug noktalari, sirasiyla, asagidaki

(x, —cost)cost—(x, —sint)sint

(x, —cost)sint +(x, —sint)cost

sekilde oldugu igin, kirmizi ve yesil renkli kapali egrilerini X ve Y noktalariile dogrudas

bir Z =(3,0) noktasi da

(||XZ||=21a ve ||ZY||:ﬂ1b) mavi renkli kapal egriyi cizecektir. Benzer sekilde, AB
dogru pargasinin A=(1,\/§), B=(2,2x/§) uc noktalari, sirasiyla, asagidaki gibi kirmizi
ve yesil renkli kapal egrileri cizdiginde A ve noktalari ile dogrudas C :(1.25,1.25\/5)

noktasi da (||AC||:/1?ave ||CB||:/12b) kahverengi egriyi cizecektir.

>restart:
>with (plottools) :with(plots):
>F := proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([2*cos (t)-0*sin(t) -
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t)], [4*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -sin(t) *cos(t)],color=black,thickness=2)):

>end proc:
>kl:=animate(F,[t],t=0..2*Pi,scaling=CONSTRAINED) :
>G := proc(t)

>plots[display] (plottools[line] ([2*cos (t+Pi/3) -

O*sin (t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,2*sin (t+Pi/
3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -

sin (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) ], [4*cos (t+Pi/3) -0*sin (t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,4*sin (t+Pi/
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3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -
sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3)],color=black, thickness=2)):

>end proc:
>k2:=animate (G, [t],t=0..2*Pi) :

>k3:=animate (plot, [[2*cos (t) -O0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,color=red, thic
kness=2) :

>k4:=animate( textplot,[[2*cos(t)-0*sin(t) -
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,2*sin(t)+0*cos (t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), X,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi):

>k5:=animate (plot, [[3*cos(t)-0*sin(t) -

cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,3*sin(t)+0*cos (t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos (t) ,t=0..A],color=blue] ,A=0..0+2*Pi,color=blue, th
ickness=2) :

>k6:=animate( textplot,[[3*cos(t)-0*sin(t)-
cos (t) *cos(t)+sin(t) *sin(t) ,3*sin(t)+0*cos (t) -
cos (t) *sin(t)-sin(t) *cos(t), 'Z°,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>k7:=animate (plot, [[4*cos(t)-0*sin(t) -

cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos(t) -

cos (t) *sin(t) -

sin(t) *cos(t) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,color=green,
thickness=2) :

>k8:=animate( textplot,[[4*cos(t)-0*sin(t)-
cos(t) *cos (t)+sin(t) *sin(t) ,4*sin(t)+0*cos(t) -
cos(t) *sin(t) -sin(t) *cos(t), 'Y,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi):

>k9:=animate (plot, [[2*cos (t+Pi/3) -0*sin (t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,2*sin (t+Pi/
3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -

sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) ,t=0. .A],color=red] ,A=0..0+2*Pi,colo
r=red, thickness=2) :

>kl0:=animate ( textplot, [[2*cos (t+Pi/3)-0*sin(t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,2*sin (t+Pi/
3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -
sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3), A",
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*P3i) :

>kll:=animate (plot, [[2.5*cos (t+Pi/3)-0*sin (t+Pi/3) -
cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,2.5*sin (t+P
i/3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -
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sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) ,t=0. .A],color=brown] ,A=0..0+2*Pi,co
lor=blue, thickness=2) :

>kl2:=animate( textplot,[[2.5*cos(t+Pi/3)-0*sin (t+Pi/3) -
cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,2.5*sin (t+P
i/3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -
sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3), " 'C",
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>kl3:=animate (plot, [[4*cos (t+Pi/3) -0*sin (t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,4*sin (t+Pi/
3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -

sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) ,t=0..A],color=green] ,A=0..0+2*Pi,co
lor=green, thickness=2) :

>kl4:=animate( textplot,[[4*cos (t+Pi/3)-0*sin(t+Pi/3) -

cos (t+Pi/3) *cos (t+Pi/3) +sin (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) ,4*sin (t+Pi/
3)+0*cos (t+Pi/3) -cos (t+Pi/3) *sin (t+Pi/3) -
sin(t+Pi/3) *cos (t+Pi/3), 'B’,
font=[TIMES,ROMAN,15]]],t=0..2*Pi) :

>display(k1l,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8,k9,k10,k11,k12,k13,k14) ;

>
>restart:
>Alan:=proc(x1l,x2,ul,u2,b,n,c,d) local F,Gl;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff (b, t),t=c..d) +Pi*n* (x1**2+x2%*
2_

2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))*diff (b,t),t=c..d)/ (2*
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Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff (ul,t) /diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[X]=Gl) ;
>end:
>Alan(2,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>
F, =6x
>
>restart:
>Alan:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G2;

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff (b, t)))) *diff (b, t) ,t=c..d) +Pi*n* (yl**2+y2%*
2_

2%yl* (int ( (ul+ (diff (u2,t) /diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[Y]=G2) ;
>end:
>Alan(4,0,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F =187
>
>restart:
>Alan:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local F,G3;

>G3:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (z1**24+z2**
2-

2*z1* (int ((ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t) , t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(F[Z]=G3) ;
>end:
>Alan(3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
>

F, =11
>

>restart:
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>Alan:=proc(xl,x2,yl,y2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d) local
F,Gl,G2,G3;

>Gl:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t) ,t=c..d)+Pi*n* (x1**2+4+x2**
2_

2*x1* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G2:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (yl*x*24y2%*
2_

2*yl* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2*Pi*n))):

>G3:=(sqgrt((xl-zl) **2+ (x2-22) **2) *G2+sqrt ((zl-yl) **2+ (z2-
y2) **2) *Gl) / (sqrt ((x1-2z1) **2+ (x2-22) **2) +sqrt ((z1-

yl) **2+ (22-y2) **2) ) -Pi*n*sqrt ((x1-zl1) **2+ (x2-

z2) **2) *sqrt ((zl-yl) **2+ (z2-y2) **2) :

>print(F[Z2]=G3) ;
>end:
>Alan(2,0,4,0,3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi) ;
F, =11
>
>restart:
>Alan:=proc(x1l1l,x22,ul,u2,b,n,c,d) local F,G1l1;

>G1ll:=(1/2) *int ((ul* (ul+(diff(u2,t)/diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (x11**2+x22
*%D_

2*x11* (int ( (ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2*x22* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[A]=G1l1) ;
>end:
>Alan(1l,sqrt(3) ,cos(t),sin(t) ,t,1,0,2*Pi);
>
F,=6x
>
>restart:

>Alan:=proc(yll,y22,ul,u2,b,n,c,d) local F,G22;
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>G22:=(1/2) *int ((ul* (ul+(diff(u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-

(diff (ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (yll**2+y22
**kD—

2*yll* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2
*Pi*n)) -2*y22* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[B]=G22) ;
>end:
>Alan(2,2*sqrt(3) ,cos(t),sin(t) ,t,1,0,2*Pi) ;
F, =187
>
>restart:
>Alan:=proc(zll,z22,ul,u2,b,n,c,d) local F,G33;

>G33:=(1/2) *int ( (ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff (b, t)))+u2* (u2-
(diff (ul,t)/diff(b,t))))*diff (b, t),t=c..d)+Pi*n* (z11**2+222
*kD_

2%z11* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2%z22* (int ( (u2-

(diff (ul,t)/diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (F[C]=G33) ;
>end:
>Alan(1.25,1.25*sqrt(3) ,cos(t) ,sin(t),t,1,0,2*Pi);
>

F. =8.257
>
>restart:

>Alan:=proc(x1l1l,x22,y11,y22,2z11,z22,ul,u2,b,n,c,d) local
F,Gl1l,G22,G33;

>Gll:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff (u2,t) /diff(b,t)))+u2* (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (x11**2+x22
*%D_

2*x11* (int ( (ul+ (diff(u2,t) /diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2*x22* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>G22:=(1/2) *int ((ul* (ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t))) +u2* (u2-
(diff (ul,t) /diff(b,t))))*diff(b,t),t=c..d)+Pi*n* (yl1l**24+y22
*%kD—

2*yll* (int((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/ (2
*Pi*n) ) -2*y22* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):
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>G33:=(sqrt((x11-z11) **2+ (x22-2z22) **2) *G22+sqrt ((z1ll-
yll) **2+4 (222-y22) **2) *G11l) / (sqrt((x11-z11) **2+ (x22-

222) **2)+sqrt ((zll-yll) **2+ (z22-y22) **2) ) -Pi*n*sqrt ((x11-
z1l) **2+4+ (x22-222) **2) *sqrt ((zll-yll) **2+ (222-y22) **2) :

>print (F[C]=G33) ;
>end:

>
Alan(1l,sqgrt(3) ,2,2*sqrt(3) ,1.25,1.25*sqgrt(3) ,cos(t),sin(t),
t,1,0,2*Pi) ;

F. =8.257

>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(xl,x2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6Hl;

>H1:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-
2%x1* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[X]=H1) ;
>end:
>Atalet Momenti(2,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>
T, =107
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yl,y2,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H2;

>H2:=int (ul**2+u2**2 t=c..d)+2*Pi*n* (yl**24+y2**2-

2*yl* (int ((ul+(diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t), t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t) ,t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[Y]=H2) ;

>end:

>Atalet Momenti(4,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2%Pi);
>

T, =34z
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>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zl,z2,ul,u2,b,n,c,d) local T, 6H3;

>H3:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (z1**2+4+z2**2-

2*zl1l* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2%
Pi*n))-2*z2* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print(T[Z]=H3) ;
>end:
>Atalet Momenti(3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =207
>
>restart:

>Atalet Momenti:=proc(x1l,x2,yl,y2,z1,z2,ul,u2,b,n,c,d)
local F,H1,H2,H3;

>H1:=int (Ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x1**2+x2%**2-

2%x1* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b, t)))*diff (b,t), t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*x2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H2:=int (Ul**2+u2**2 t=c..d) +2*Pi*n* (yl**2+y2**2-
2%yl* (int ( (ul+ (diff (u2,t)/diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2*
Pi*n))-2*y2* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H3:=(sqrt ((x1-z1) **2+ (x2-2z2) **2) *H2+sqrt ( (zl-yl) **2+ (z2-
y2) **2) *H1) / (sqrt ( (x1-z1) **2+ (x2-22) **2) +sqrt ((z1-

yl) **24 (z2-y2) **2) ) —2*Pi*n*sqrt ( (x1-z1) **2+ (x2-

z2) **2) *sqrt ( (zl-yl) **2+ (z2-y2) **2) :

>print(T[Z]=H3) ;
>end:
>Atalet Momenti(2,0,4,0,3,0,cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T, =20~
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(x1l1l,x22,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H1ll1;

>H11l:=int (ul**2+u2**2,t=c..d) +2*Pi*n* (x11**2+x22**2-
2%x11* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2
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*Pi*n))-2%x22%* (int ( (u2-
(diff (ul,t) /diff (b,t)))*diff (b, t),t=c..d)/ (2*Pi*n))):

>print (T[A]=H11) ;
>end:
>Atalet Momenti(1l,sqrt(3),cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);
>
T,=107
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(yll,y22,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H22;

>H22:=int (ul**2+u2**2, t=c. .d) +2*Pi*n* (yl1**2+y22**2—

2%y11* (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2%y22* (int ( (u2-

(diff (ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[B]=H22) ;
>end:
>Atalet Momenti (2,2*sqrt(3),cos(t),sin(t),t,1,0,2*%Pi);
>
T, =34n
>
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(zll,z22,ul,u2,b,n,c,d) local T,6H33;

>H33:=int (Ul**2+u2**2 , t=c..d) +2*Pi*n* (z11**2+z22%*2-

2%z11% (int ((ul+ (diff (u2,t)/diff(b,t)))*diff (b, t),t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2%2z22% (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff (b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>print (T[C]=H33) ;
>end:

>
Atalet Momenti(1.25,1.25*sqrt(3),cos(t),sin(t),t,1,0,2*Pi);

>
T. =1457
>

>
Atalet Momenti:=proc(x1l1l,x22,y11,y22,2z11,2z22,ul,u2,b,n,c,d)
local F,H11,H22,H33;
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>H11l:=int (ul**2+u2**2, t=c..d) +2*Pi*n* (x11**2+x22**2-
2%x11* (int ((ul+ (diff (u2,t) /diff(b,t)))*diff (b, t),t=c..d)/ (2
*Pi*n))-2%x22%* (int ( (u2-

(diff (ul,t) /diff(b,t)))*diff (b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H22:=int (ul**2+4+u2**2,t=c..d)+2*Pi*n* (yl1l**2+y22**2-
2*yll* (int ((ul+ (diff(u2,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/ (2
*Pi*n)) -2*y22* (int ( (u2-
(diff(ul,t)/diff(b,t)))*diff(b,t),t=c..d)/(2*Pi*n))):

>H33:=(sqrt((x11-z11) **2+ (x22-2z22) **2) *H22+sqrt ((z1ll-

yll) **2+4 (2z22-y22) **2) *H11) / (sqrt((x11-z11) **2+ (x22-

222) **2)+sqrt ((zll-yll) **2+ (2z22-y22) **2) ) -2*Pi*n*sqrt ( (x11-
z1l) **24 (x22-222) **2) *sqrt ((zll-yll) **2+ (222-y22) **2) :

>print (T[C]=H33) ;
>end:

>
Atalet Momenti (1,sqrt(3),2,2*sqrt(3),1.25,1.25*sqrt(3) ,cos(
t) ,sin(t) ,t,1,0,2*Pi);

>

T. =145z

Ornek 7 (1-Parametreli Diizlemsel Homotetik Hareket)
ul(t):t3,u2(t):tz,h(t):sint,q)(t):(%)t, olmak lizere B=E/E’, 1-parametreli

kapal dizlemsel hareketi esnasinda, (1,2) noktasinin ¢izmis oldugu kapali yoriinge

egrisinin grafigi asagidaki gibidir. Hareketin kartezyen denklemi

X! =(sintxl—t:*)cos(”%)—(sintx2 —tz)sin(”%)
X = (sint X —t3)sin (7r%)+(sintx2 —tz)cos(ﬂ%)

dir.

>restart:with(plottools) :with (plots):

>
Bir Parametreli Diizlemsel Homotetik Hareket:=proc(x1l,x2,ul,
u2,h,b,c,d);

>animate (plot, [ [h* (x1*cos (b) -x2*sin (b)) -

ul*cos (b)+u2*sin(b) ,h* (x1*sin (b) +x2*cos (b)) -ul*sin (b) -
u2*cos (b) ,t=c. .A] ,color=blue] ,A=c..0+d,color=blue
,Scaling=CONSTRAINED) ;
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>end proc:
>

>
Bir Parametreli Diizlemsel Homotetik Hareket(1l,2,t**3,t**2,s
in(t), (Pi/6)*t,0,5);

o200 40 BD a0 o 10

-10
=20
-30
=40

Ornek 8 (1-Parametreli Diizlemsel Homotetik Harekette Pol Noktalari, Pol Egrileri,

Mutlak Hiz, Relatif Hiz)

u (t)=t>u, (t):tz,h(t)z%,go(t):(%)t, olmak lzere B=E/E’, 1-parametreli
kapali diizlemsel hareketi esnasinda, P pol noktasinin koordinatlari, P’ pol noktasinin
koordinatlari, V, ve V, nin normlari, (P) ve (P’) pol egrilerinin grafikleri asagidaki

gibidir. Hareketin kartezyen denklemi

K =((5) %~ Jeos(75)~(( 45)x. ~t° sin(754)
6 =((¥5)% = Jsin(75) +(( 45) % ~t°)os 744

>restart:with(plottools) :with(plots):

>Pol Egrileri:=proc(ul,u2,h,b,c,d) global
11,12,p1,p2,pll1l,p22,vr,va;

>pl:=simplify(((diff(h,t)* (diff(ul,t)-
u2*diff(b,t))+h*diff(b,t) * (diff (u2,t)+ul*diff(b,t)))/ (diff(
h,t)**2+ (h*diff(b,t))**2))):
>p2:=simplify(((diff(h,t)* (diff (u2,t)+ul*diff(b,t)) -

h*diff (b,t) * (diff (ul,t) -
u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t)) **2))) :
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>pll:=simplify (h*(((diff(h,t)*(diff(ul,t)-
u2*diff(b,t))+h*diff(b,t) * (diff (u2,t)+ul*diff(b,t)))/ (diff(
h,t)**2+ (h*diff(b,t))**2)) *cos (b) -

((diff (h,t) *(diff (u2,t)+ul*diff(b,t)) -

h*diff(b,t)*(diff (ul,t)-
u2*diff(b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff(b,t)) **2)) *sin (b)) -
ul*cos (b)+u2*sin (b)) :

>p22:=simplify (h* (((diff(h,t)*(diff(ul,t)-
u2*diff(b,t))+h*diff(b,t) *(diff (u2,t)+ul*diff(b,t)))/ (diff(
h,t)**2+ (h*diff(b,t))**2))*sin(b)+((diff(h,t) * (diff (u2,t)+u
1*diff(b,t))-h*diff(b,t)*(diff (ul,t)-
u2*diff(b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff(b,t)) **2)) *cos (b)) -
ul*sin (b) -u2*cos (b)) :

>print(p[1]=pl);

>print(p[2]=p2) ;

>print(p[1]** ("' )=pll);

>print(p[2]** ("' )=p22);
>vr:=simplify(sqrt((diff(pl,t)) **2+(diff(p2,t))**2)):
>va:=simplify(sqrt((diff (pll,t)) **2+(diff(p22,t))**2)):
>print(V[r], nin normu =vr) ;

>print(V[a], nin normu =va) ;

>
1l:=animate (plot, [[pl,p2,t=c. .A],color=red] ,A=c..0+d,color=
red, scaling=CONSTRAINED) :

>
12:=animate (plot, [[pll,p22,t=c. .A],color=blue] ,A=c..0+d,col
or=blue,scaling=CONSTRAINED) :

>display(11,12);
>end proc:

>Pol Egrileri (t**3,t**2,t/2,(Pi/6)*t,0,5);

2t? (108+67r+t27z2)
b= 36 +t%72
2t(72—12t27r+t27z2)
b= 36 + %72
6t?| 12t cos (ﬂt] +t cos(ﬂtJ T —6sin (Mj +2sin (mjtzﬂ
o = 6 6 6 6
' 36+ 272
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6t%| —12tsin (”tj —tsin (ﬂtjﬂ' - GCOS(M] + Zcos(ﬁtjtzﬁ
, 6 6 6 6

P2 =~ 36+

487 +t4 7t — 24t % + 432t* 1% + 46656t% + 5184
(36+t222 )

V. nin normu = 2\/

t2 (4t67r4 St — 24t + 432t 1 + 46656t + 5184)
2 2)\?2
(36+t i )

V, nin normu =

80+

G0+

404

204

=20

Ornek 9 (1-Parametreli Diizlemsel Kapali Homotetik Harekette Bir Noktanin Gizmis

Oldugu Yoriinge Egrisi, Yoriinge Egrisinin Alani ve Kutupsal Atalet Momenti)
u, (t)=cost,u, (t) =sint,h(t)=cost,p(t)=t, olmak izere B=E/E’, 1-parametreli
kapal diizlemsel hareketi esnasinda, (2,4) noktasinin ¢izmis oldugu kapal yoriinge

egrisinin alani ve kutupsal atalet momenti asagidaki gibidir. Hareketin kartezyen

denklemi

X, = (costx, —cost)cost—(costx, —sint)sint
X, =(costx, —cost)sint+(costx, —sint)cost
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dir.

>restart:with(plottools) :with(plots):

>
Bir Parametreli Diizlemsel kapali Homotetik Hareket:=proc(xl
,X2,ul,u2,h,b,c,d) local kl1;

>kl:=animate (plot, [ [h* (x1*cos (b) -x2*sin (b)) -

ul*cos (b)+u2*sin(b) ,h* (x1*sin (b)+x2*cos (b)) -ul*sin(b) -
u2*cos (b) ,t=c. .A] ,color=red] ,A=c..0+d,color=red, scaling=CON
STRAINED) ;

>end proc:
>

>
Bir Parametreli Diizlemsel kapali Homotetik Hareket (2,4, cos(
t) ,sin(t) ,cos(t) ,t,0,2*Pi) ;

>
A = F.283185308
<y
T -‘E\\-\-\_‘_\_I T 1
1 Up 1 2 3
>

>restart:
>Alan:=proc(xl,x2,ul,u2,h,b,n,c,d) local F,G;

>G:=(1/2)* (int (ul* (((diff (h,t))* (diff (ul,t)-

u2*diff (b,t))+h*diff (b, t)* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)))/ (diff (
h,t)**2+ (h*diff (b, t)) **2)) *h*diff (b, t) , t=c..d)+int (u2* ( ( (di
f££(h,t))* (diff (u2,t)+ul*diff (b, t))-h*diff (b, t)* (diff (ul,t)-
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u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t))**2) ) *h*diff (b, t)
,t=c..d)+int (ul* (((diff (h,t))* (diff (u2,t)+ul*diff(b,t))-
h*diff (b,t) * (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t))**2))*diff (h,t),t
=c..d)-int (u2* (((diff (h,t))* (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t))+h*diff (b, t)* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)))/ (diff (
h,t)**2+ (h*diff (b, t)) **2)) *diff (h,t),t=c..d) )+ (int (h**2*dif
£(b,t),t=c..d)/ (2*Pi*n))* (Pi*n) * (x1**24+x2**2-

2%x1* (int ((((diff (h,t)) * (diff (ul,t)-

u2*diff (b, t))+h*diff (b, t)* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)))/ (diff (
h,t)**2+ (h*diff (b, t)) **2)) *h**2*diff (b, t) ,t=c..d)/ (int (h**2
*diff (b, t),t=c..d))-

2%x2%int ((((diff (h,t))* (diff (u2,t)+ul*diff(b,t))-

h*diff (b,t) * (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t)) **2)) *h**2*diff (b
,t) ,t=c..d)/int (h**2*diff (b,t),t=c..d) )+ (x1/2) * (int (-

2%h* (((diff (h,t)) * (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)) -

h*diff (b,t) * (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t))**2)),t=c..d)+int
(h*diff (u2,t),t=c..d)+int (u2*diff (h,t),t=c..d))+(x2/2)* (int
(2%h* (((diff (h,t))* (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t))+h*diff (b, t)* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)))/ (diff(
h,t)**2+ (h*diff (b,t))**2)) *diff (h,t),t=c..d)-

int (h*diff (ul,t),t=c..d)-int (ul*diff (h,t), t=c..d))):

>print (F[X]=G) ;
>end:
>Alan(2,4,cos(t) ,sin(t) ,cos(t),t,1,0,2*Pi);
F, =8
>restart:
>Atalet Momenti:=proc(xl,x2,ul,u2,h,b,n,c,d) local T,H;

>

H:=int ((ul**2+u2**2) *diff (b, t) , t=c..d)+2* (int (h**2*diff (b, t
), t=c..d)/ (2*Pi*n) ) * (Pi*n) * (x1**2+x2**2-

2%x1* (int ((((diff (h,t))* (diff (ul,t)-

u2*diff (b,t))+h*diff (b, t)* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t)))/ (diff (
h,t)**2+ (h*diff (b, t) ) **2)) *h**2*diff (b, t) ,t=c..d)/ (int (h**2
*diff (b,t),t=c..d))-

2%x2%int ((((diff (h,t))* (diff (u2,t)+ul*diff (b,t))-

h*diff (b,t) * (diff (ul,t) -

u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t)) **2)) *h**2*diff (b
,t) ,t=c..d)/int (h**2*diff (b, t),t=c..d)))+2*x1* (int (-
(((diff(h,t))* (diff (u2,t)+ul*diff(b,t))-

h*diff (b,t) * (diff (ul,t)-

u2*diff (b,t)))/ (diff (h,t) **2+ (h*diff (b, t)) **2)) *h*diff (h,t)
,t=c..d)+int (h*diff (u2,t),t=c..d))+2*x2* (int ((((diff (h,t))*
(diff (ul,t)-
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u2*diff(b,t))+h*diff(b,t) *(diff (u2,t)+ul*diff(b,t)))/ (diff (
h,t)**2+ (h*diff(b,t)) **2) ) *h*diff (h,t) ,t=c..d)+int (-
h*diff (ul,t) ,t=c..d)):

>print (T [X]=H) ;

>end:

>Atalet Momenti(2,4,cos(t),sin(t),cos(t),t,1,0,2*Pi);
T, =187
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