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OZET

KUANTUM UZAYLAR UZERINDE HOPF CEBIRLERi VE DIFERANSIYEL HESAP

Muttalip OZAVSAR

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Son vyillarda Lie grup teorisi ve diferansiyel geometrinin degismeli olmayan
genellemelerinde 6nemli Olclide basarilar elde edildi ve matematiksel fizigin bircok
onemli yeni dallari, degismeli olmayan yapilarin en somut 6rnekleri olan kuantum
uzaylar ve kuantum gruplarin catisi altinda sekillendi. Kuantum grup kavrami bir Lie
grubuna karsilik gelen Hopf cebirinin deformasyonu olarak bilinmektedir. Diger
taraftan bir cebirin Hopf cebirinden faydalanmak o cebir lizerinde diferansiyel hesap
olusturmanin en etkili ydntemlerinden biridir.

Biz bu calismada oOnce polinomlarin degismeli cebirleri icin verilen Hopf cebirleri
yardimiyla deformasyonlu cebirlerin nasil elde edilebilecegini tartistik. Elde edilen
bulgular yardimiyla Hopf cebirine sahip iki parametreli, homojen degistirme bagintili
bir kuantum uzay olusturduk. Bu kuantum uzayin Hopf cebirini kullanarak bir
diferansiyel hesap elde edildi. Bu diferansiyel hesaba karsilik gelen bazi deformasyonlu
tlrev operatorleri ve ilgili Weyl cebiri verildi. Ayrica bu kuantum uzay lizerinde Cartan-
Maurer formlar ve bu formlara karsilik gelen vektor alanlari calisildi.

Bu tez calismasinda ayrica, homojen degistirme bagintili bir kuantum uzaydan homojen
olmayan degistirme bagintili yeni bir deformasyonlu uzayin nasil elde edilebilecegi
calisildi. Yapilan degerlendirmeler 1siginda elde ettigimiz iki parametreli, homojen
degistirme bagintili kuantum uzaydan homojen olmayan degistirme bagintili yeni bir
uzay elde edildi ve elde edilen bu uzay lzerinde diferansiyel hesap ve ilgili sonuclar
verildi.

Son olarak da iki parametreli, homojen degistirme bagintili kuantum uzay icin bir dual
Hopf cebiri elde edildi.
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Anahtar Kelimeler: Kuantum uzay, Kuantum grup, Hopf cebiri, Diferansiyel Hesap,
Weyl cebiri, Dual Hopf cebiri.
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ABSTRACT

HOPF ALGEBRAS ON QUANTUM SPACES AND DIFFERENTIAL CALCULUS

Muttalip OZAVSAR

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Giirsel YESILOT

During the last decades a spectacular development of noncommutative generalizations
of differential geometry and Lie group theory has been achieved, and the respective
new chapters of mathematical physics are known under the frames of quantum spaces
and quantum groups which are the most concrete examples of noncommutative
structures. The concept of quantum group is known as a deformation of Hopf algebra
corresponding to a Lie group. On the other hand, constructing Hopf algebra for an
algebra has recently been an effective method to obtain differential calculus over the
algebra.

In this thesis we first investigate construction of some noncommutative algebra of
polynomial functions by using structures of Hopf algebra on the usual commutative
algebra of polynomials. Using the main result of this investigation, we obtain a
guantum space with two deformation parameters. A differential calculus is obtained
for this quantum space due to its Hopf algebra structure. Thus some deformed
derivations and the corresponding Weyl algebra are given. Morever, the Cartan
Maurer forms and the relevant vector fields are obtained for the quantum space.

In this work we also study how to derive quantum spaces with nonhomogeneous
relations from a quantum space with homogeneous relations. Based on our discussions
a quantum space with nonhomogeneous relations is obtained from the two-parameter
guantum space with homogeneous relations, and a differential calculus and some
related results on this space are given.
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Finally a dual Hopf algebra is given for the two-parameter quantum space with
homogeneous relations.

Key words: Quantum space, Quantum group, Hopf algebra, Differential calculus, Weyl
algebra, Dual Hopf algebra.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Drinfeld tarafindan kavramlastirilan kuantum gruplar ilk defa kuantum alan teorisi ve
istatistiksel fizikle alakali calismalarda ortaya cikmistir, [1-8 ]. Drinfeld, kuantum group
kavramini bir Lie grubuna karsilik gelen Hopf cebirinin bazi deformasyonlari olarak

tanimladi, [1].

Son yillarda degismeli olmayan cebirler Gzerindeki diferansiyel geometri, matematiksel
ve fiziksel acidan bircok calismalarin ana kaynagi olarak goriilmeye baslandi, [9-11].
Ayrica, degismeli olmayan cebirlerin somut bir 6rnegi olan kuantum gruplar Ulzerinde
diferansiyel hesabin Woronowicz tarafindan calisiimasiyla, degismeli olmayan
diferansiyel geometri calismalari blylk bir ivme kazandi. Woronowicz, calismasinda
kuantum gruplarin Hopf cebiri olma 06zelliginden hareketle kuantum gruplar (izerinde

diferansiyel hesap ve diferansiyel cebir yapilarini olusturdu, [12].

Diger taraftan, kuantum gruplarin Gizerine etki ettigi kuantum uzaylar ( deformasyonlu
koordinatlarin uzayi) bircok arastirmacinin calisma konusu olarak ortaya ¢ikti [13-36].
Ornegin, Wess ve Zumino bu tiir deformasyonlu koordinatlarin cebirine somut bir
ornek olan kuantum diizlem lzerinde diferansiyel hesabi olusturdular, [13]. Wess ve
Zumino olusturduklar bu diferansiyel hesabi, kuantum dizlemin Gzerinde Hopf cebiri
olusturmadan gerceklestirdiler. Aslinda, bu kuantum dizlemin sadece iki tane
degismeli olmayan koordinata sahip olmasi ile alakali bir durum oldugundan,

diferansiyel hesabi ¢cok fazla cebirsel aletlere ihtiyac duymadan gerceklestirdiler.



Fakat koordinatlarin nasil deforme edildigi, yani degismeli olmayan bir yapiya
donisturialdigt de diferansiyel hesabi degistireceginden, (izerinde c¢alisilan
koordinatlar cebirinin Hopf cebiri yapilari ve deformasyonlari arasindaki iliskiye ihtiyac

dogacaktir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda once bir cebirin deformasyon yapisi ile ayni cebirin Hopf cebiri
yapilari arasinda var olan iliskiyi daha somut hale getirecek sekilde inceleyecegiz. Yani
degismeli bir cebir lzerinde verilen bir Hopf cebirinden faydalanarak, Hopf cebiri
yapilarini bozmadan cebirin olasi deformasyonlarinin nasil elde edilebilecegini

irdeleyecegiz.

Daha sonra yukarida kisaca bahsedilen bu yaklasimin, ileriye doénik yeni calisma
alanlari olusturabilecegini gostermek icin, (¢ degiskenli polinomlar cebirinin bir
deformasyonu olusturulacak ve bu deformayonlu uzayin diferansiyel geometrisini
calismaya imkan taniyan bir diferansiyel hesap elde edecegiz. Elde edilecek bu
degismeli olmayan diferansiyel hesaba sahip olan uzay lzerine etki eden tirev
operatorlerine karsilik gelen Weyl cebirini insa edecegiz. Bu Weyl cebirinden ve
deformasyonlu uzayin Hopf cebiri yapisindan faydalanarak Cartan-Maurer formlari ve
bu formlara karsilik gelen Lie cebirini insa edecegiz. Ek olarak bu uzayin bir dualini elde

edecegiz.

Diger taraftan, verilen bir homojen deformasyonlu cebiri formal serilerle
genisletecegiz ve 0Ozel olarak bu genislemeden faydalanarak homojen olmayan
deformasyonlu bir baska uzayi elde edecegiz. Ayrica bu tiirli genislemelerin izerindeki
diferansiyel hesabin rahat bir sekilde kurulmasina olanak saglayan bir yaklasimi ele

alacagiz.

1.3 Hipotez

Degismeli bir cebir icin verilen Hopf cebiri yapisindan faydalanarak, Hopf cebiri
korunacak sekilde bir degismeli olmayan cebir elde edilebilecegini acikliga kavusturan
bir yontemi kullanacagiz.  Bu yontem yardimiyla elde edilen iki deformasyon

parametreli kuantum uzayin izerinde bazi diferansiyel yapilar olusturacagiz.

2



Ayrica en az bir grubumsu(group-like) elemana sahip homojen degistirme bagintili bir
cebirin nasil homojen olmayan degistirme bagintih bir cebire donistirilecegi
incelenecek ve bu vyaklasimi iki deformasyon parametreli kuantum uzaya
uygulayacagiz. Elde edilen sonuclarla homojen olmayan deformasyon parametreli yeni
uzayin Uzerinde, mevcut yontemlere gore cok daha az islem gerektiren bir yontemle

diferansiyel hesabi olusturacagiz.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 Uzerinde toplama ve carpma tanimlanmis bir bostan farkli R kiimesine

asagidaki 6zellikler saglanirsa bir birimli halka denir:

1. (R,+) bir degismeli gruptur.

2.Her a,b,c e R igin a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c.
3.Hera €R i¢in a-1,=1,-a olacak sekilde 1, € R elemani mevcuttur.
4. Her a,b,ce R igin a-(b-c)=(a-b)-c dir.

Eger her a,b € R igin a-b=>5b-a oluyorsa R halkasi degismelidir denir.
Tanim 2.2 (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger
@:RxM —> M, (a,x)—a-x, (go:MxR—>M, (x,a)l—)x-a)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlari saglarsa, M ye bir sol (sag) R-modiil,

kisaca sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R -modiil M nin yapi tasviri adi verilir:
Va,be R ve Vx,y e M igin,

() a-(x+y)=a-x+a-y, ((x+y)-a=x-a+y-a)

(i) (a+b)-x=a-x+b-x, (x-(a+b)=x-a+x-b)

(iii) (a-b)-x=a-(b-x), (x-(a-b)=(x-a)-b)

(iv) 1, -x=x, (x-1; =x)



Eger M hem sag hem sol R-modiil ise M ye kisaca modiil denir. Ek olarak R halkasi

bir cisim ise, M modiliine vektor uzayi veya bir lineer uzay denir.
Tanim 2.3 R ve S iki halka ve M, bir degismeli toplamsal grup olsun.
(i) M bir sol R- modil ve sag S- moddl

(ii)Her re R, s€S veme M igin (rm)s = r(ms)

sartlari saglanirsa M bir R-S bimoduldiir ve bir R-R bimodiile, kisaca R-bimodildiir

denir.

Ornek 2.4 R halkasi, nxn tipindeki reel matrislerin halkasi ve S halkasi da mx m tipin-
deki reel matrislerin halkasi olsun. Bu durumda M, nxmtipindeki bitin reel

matrislerin toplamsal grubu olarak distintliirse, M bir R-S bimoddldiir.
Tanim 2.5 V ve W bir K cismi Gzerinde vektor uzaylari olmak lzere,

T View

tasviri her v,,v, eV ve a,be K igin

T(avi+b-v)=a-T(v)+b-T(v,)

sartini saglarsa bir lineer tasvir adini alir.

Tanim 2.6 U,V ve W bir K cismi Uzerinde vektdr uzaylari olmak lGzere ¢ :UxV —>W
tasviri agagidaki iki sarti sagliyorsa ¢ ye bir iki-lineer tasvir denir.

Her u,u' eU;v,v' eV ve A, ueK igin,

() (A u+p-u',v)=2A-@u,v)+p-o',v)

(i) @, A-v+u-v)=2-@,v)+u-o,v)

Kabul edelim ki U, m -boyutlu ve V, n-boyutlu birer vektor uzayi olmak lizere

—\m - " . .. . .
{ul.}H, U nun ve {vj}l ],V nin taban elemanlarinin kiimesi olsun. Bu takdirde
- i

1<i<m ve 1< j<n olmak GUzere mn tane (i,j) indisi mevcut oldugundan bu indis

ciftleri W daki bir {w

ij}’.ﬂ’lnll tabanini indislemek icin kullanilabilir. Boyle yapinca,
i=l,j=

@:UxV — W tasvirini x=x'u, ve y=y’v; olmak Gzere

5



P(x, ) =x"y"w;
seklinde yazabiliriz. Asikar olarak ¢, bir iki-lineer tasvirdir ve (U xV)c W uzayi,
{@U}tabanlnl ihtiva eder. Dolayisiyla ¢, W uzayini gerer.

Sonug olarak, U ve V' iki vektor uzayi olmak Gzere bir W vektor uzayi icin asagidaki iki

sart saglaniyorsa W uzayina, U ve V' uzaylarinin tensér carpimi denir ve sembolik

olarak U ®V ile gosterilir.
(i) U xV), W yigerer.
(i) W:U xV = W herhangi bir iki-lineer tasvir ise ¥ =®o¢ olacak sekilde bir
@ :W W lineer tasvir mevcuttur.
Tanm 2.7 7,:U, =V, T,:U, =V, lineer tasvirler olsun. Bu takdirde u, €U, ve
u, e U, igin,
O:UQU,=»V,QV,, Ou, Qu,) =T (u,)®T,(u,)
seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki ®ye 7, ve 7,nin tensor
carpimi denirve ® =7, ®T, ile gosterilir.
Tanim 2.8 L vektor uzayi olmak lizere, eger
[,]:LxL+— L
iki-lineer tasviri asagidaki iki sarti saglarsa L ye bir Lie cebiri denir:
(i) Vx,yeLigin[x,y]=-]y, x]
(i) Vx,y,ze L i¢in, [x,[y,z]]+[z.[x, y]]1+[y.[z,x]]=0

Tanim 2.9 A4, bir K cismi lzerinde vektor uzayive m: A®A—> A, a®br+>a-b ile
tanimlanan bir K -lineer dénisim olsun. Eger hera,b,c € Aigin asagidaki sartlar

saglanirsa A vektor uzayina cebir denir:
ma®(b+c))=ma®b)+m(a®c)

m((a+b)®c))=m(a®c)+m(b®c)



Ek olarak asagidaki sart saglanirsa A cebirine birlesmeli cebir denir:
mo(id®m)=mo(m®id) (Birlesme 6zelligi)

Ayrica,

mo(id®n)=mo(n®id)  (Birimli olma 6zelligi)

kosulunu saglayacak sekilde bir 1, € 4 ve bir n: K — A4, k+—1,-k dénlsimi varsa 4
cebirine birimli cebir adi verilir. Burada id birim fonksiyonu gostermektedir.

Ornek 2.10 G bir grup ve K bir cisim olsun. 4 ile G den K ya tiim fonksiyonlarin

kiimesini gdsterelim. Yani,

A=Map(G,K)={f|f:G— K}

olsun. Bu durumda, her f,g e A vexe Gigin asagida tanimlanan skalerle ¢arpma,
toplama islemi ve ¢carpim tasvirine gore 4 bir K -cebiridir:

(i) (e f)x)=0a-f(x)

(ii) (f +8)(x) = f(x)+g(x)

(iii) (f-)(x)=f(x)-g(x), a €K

Tanim 2.11 A bir K -cebiri olsun. Eger ek olarak bu K -cebiri lizerinde
A:A—>A®A, ¢,: A— K seklinde sirasiyla es-¢arpim (coproduct) ve egs-birim
(counit) olarak adlandirilan ve

(A, ®id)eA, =A,o(A,®id) (2.1)
m((e ,®1d)A ,(a)) =id(a) =m(id® & ,)A ,(a)) (2.2)
sartlarini saglayan K -lineer homomorfizmalar tanimlanabilirse 4 cebirine bir es-cebir
(coalgebra) denir, [37].

Diger taraftan hem birimli birlesmeli, hem es-cebir olan bir K cebirine bir iki-cebir

(bialgebra) denir. Burada A ,(1,)=1,®1,, ¢,(1,) =1, olmahdir.

En son olarak bir iki-cebir Gzerinde,

m((S, ®id)A (@) =¢,(a)l, =m((id® S )A ,(a)) (2.3)



sartini saglayan bir S,:4—> A, K-lineer antihomomorfizma tanimlanabilirse, bu iki-

cebire bir Hopf cebiri adi verilir ve yukaridaki dénistimlerin sagladigi ozelliklere de

Hopf cebiri aksiyomlari denir, [37]. Kisaca bir Hopf cebirini (4, A,,&,,S,) dortlisi ile

gOsterecegiz.

Ornek 2.12 G bir grup ve 4 da Ornek 2.10 da verilen uzay olsun. 4A® A, GxG den
bir K cismine giden batin donlisimlerin kiimesi olmak Uzere, G deki islemi

kullanarak asagidaki lineer homomorfizmalari tanimlayabiliriz. Her x,y € G igin
AiA—> AR A, Af (x®y)=f(x-y)
e:A—->K, e(f)=f(e)

Burada e, G nin birim elemanidir. Bu durumda (A4,A,¢&) Uglusi bir iki-cebir yapisina

sahiptir. Ek olarak
S:A—> A4, SfF(x)=f(x)

dondstimi ile birlikte (4,A,¢&,S) dortlust bir Hopf cebiri yapisina sahiptir.



BOLUM 3

POLINOMLAR CEBiRiNiN DEFORMASYONU

Daha 6nce belirttigimiz gibi bir cebirin deformasyonu ile bu cebirin Hopf cebiri yapilari
arasinda direk bir baglanti mevcuttur. Bu baglanti Hopf cebiri aksiyomlarini saglayan
doénistmlerin lineer homomorfizma olma ozellikleri ile alakalidir. Biz bu baglantidan
hareket ederek cebirin Hopf cebiri yapisini bozmadan, yani direk Hopf cebiri yapisini
kullanarak cebir Gzerinde ne tir deformasyonlarin mevcut oldugunu inceleyecegiz. Bu
yaklasimi, ileride hem fiziksel acidan hem de diferansiyel geometri acisindan bircok
uygulamasi olabilecegini dislindigiimiz, kompleks sayilar cismi Uzerindeki (¢
degiskenli polinomlarin degismeli cebirine uygulayacagiz. Kompleks sayilar cismi

Uzerindeki bu degismeli polinomlar cebirini, yani deforme edilmemis halini

Clx, y, 2] = CW’Z%

(3.1)
Xy — VX, XZ — ZX, VZ — Z)')

seklinde ifade edebiliriz. Burada C{x,y,z), x,y,z ile Uretilen bir serbest cebir ve
(xy—yx,xz—zx,yz—zy) de bir idealdir. Yani C[x,y,z] bildigimiz degismeli koor-
dinatlar Uzerinde polinomlar cebiridir. Bir an icin koordinatlarin degismeli olmadigini
kabul edelim, yani 6rnegin xy # yx olsun. O zaman bu tir degismeli olmayan yapilari
kolay bir sekilde calisilabilir ve bircok alana uygulanabilir hale getirmek icin polinomlar
cebiri Gzerinde deformasyon(deformation) veya degistirme(commutation) bagintilar

kavramina ihtiyac duyulur.

Tanim 3.1 A4, herhangi bir K -cebiri olsun. Carpimlari degismeli olmayan herhangi iki
elemanin  farkli sirada carpimlariyla elde edilen elemanlar arasindaki

(ab ve ba elemanlar1), K nin bazi elemanlarina bagh olarak ifade edilen, esitlige



degistirme bagintisi adi verilir, [38]. Eger bir cebirin carpimlari degismeli olmayan her
bir Uretec cifti icin bir degistirme bagintisi mevcut ise bu cebire deformasyonlu cebir

adi verilir.

Ornek 3.2
Caler1= C<x’%y—qu>’ g0

ile ifade edilen deformasyonlu polinomlar cebiri, ilk defa Manin tarafindan calisiimistir

ve kuantum dizlem olarak adlandirilir, [4]. Burada gorildugu, gibix ve y arasindaki
degistirme bagintisi xy = gyx seklindedir. Eger buradaki g kompleks deformasyon
parametresi g nun, ¢ — 1 limit durumu disindlirse bildigimiz kompleks sayilar cismi
uzerinde polinomlarin degismeli cebirini elde ederiz. Elbette x veyarasinda keyfi

olarak farkh degistirme bagintilari tanimlayarak farklh deformasyonlu, degismeli
olmayan polinomlar cebiri elde edilebilir. Fakat elde edilen deformasyonlu cebirin,
ileriye donik uygulamalari olabilmesi icin bazi Hopf cebiri gibi cebirsel yapilara sahip
olmasi gerekir. Bu ylizden deformasyonlu cebir ile bu cebirin deforme edilmeden

onceki halinin Hopf cebiri arasindaki iliskiyi genel anlamda ifade edecegiz.

Calismanin devam eden kisimlarindaki tanim ve teoremlerin daha iyi ifade edilebilmesi
ve anlasilabilmesi icin deformasyon kavramina iliskin bazi genel tanimlamalar

yapiimalidir.

Tanim 3.3 K(x,,....x,), x,X,,....x, ile Uretilen bir birlesmeli serbest cebir olmak tzere

en genel anlamda deformasyonlu polinomlar cebiri
Ky[xonx ] =K<xl""’xn% (3.2)
ile tanimlanir. Burada /7,

1

Xx, = A.XX+ Y B fi(x,..x,), 4, K—{0},B, €K, i# (3.3)
k

degistirme bagintilar ile Gretilen bir ideal ve f,, XX, den farkli monomial(tek terim)
dir. Burada 4; ve B, katsayilarina deformasyon parametreleri adi verilir. Bitiin

B, larin sifir oldugu degistirme bagintisina homojen degistirme bagintisi adi verilir.

10



Homojen degistirme bagintili bir polinomlar cebirini K, [x,,...,x,] ile gésterelim. Butin
4; degistirme parametreleri 6zel olarak 1, alinirsa homojen degistirme bagintili
K, [x,,...,x,], polinomlarin degismeli cebiri K[x,,...,x, ] olur. Biz bu tez boyunca

genellikle homojen degistirme bagintili deformasyonlu cebirleri ele alacagiz ve
6.Boliimde de homojen deformasyonlu cebirler ile homojen olmayan deformasyonlu

cebirler arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

Simdi degismeli koordinatlar (zerindeki polinomlar cebirinin Hopf cebiri yapisinin
yardimi ile nasil homojen deformasyonlu bir polinomlar cebiri elde edilebilecegini ifade
eden teoremi verelim.

Teorem 3.4 Kabul edelim ki K[x,,...,x,] Uzerinde bir Hopf cebiri yapisi verilsin. Eger

verilen bu Hopf cebiri yapisi, K,[x,,....x,] Uzerinde de mevcut ise K,[x,...,x,]

(n-1
cebirinin deformasyon parametre sayisi en fazla % kadardir.

ispat: Kabul edelim ki K[x,,....,x,] polinomlarin degismeli cebiri, Hopf cebiri aksiyom-
larini saglayan (A, ¢&,S) dénusimler Gglisa ile donatilsin. Diger taraftan K, [x,,...,x, ]

nin koordinatlari arasinda x,x; =¢q,x;x,, g, € K-{0} seklinde homojen deformasyonlu

degistirme bagintilari mevcut olsun. Bu durumda (ql.j)" :qﬁ.olduéu aciktir. Boylelikle

birinci koordinat diger koordinatlarla eslestirildiginde (n—1) farkh parametre, ikinci

koordinat (n—2) farkl deformasyon parametresi Uretir. Boyle devam edilirse toplam

n_ n.(n-1)

farkli parametre sayisi (2] dir. Diger taraftan K, [x,,...,x,] deformasyonlu

cebirin de, yukarida ki Hopf cebiri yapisina sahip oldugu gercegi g6z 6niinde bulun-
durulur ise escarpim donisimi Anin deformasyonlu cebir izerinde homomorfizma

x.x,)=0=0&®0 oldugu gorilir. Bu ise, bazi deformasyon

olma o6zelliginden A(xx; —g,x;x,

parametrelerinin digerleri cinsinden yazilmasini gerektirebilir. Yani, parametre sayisi

en fazla @ dir.

Sonug: Yukaridaki teoremin sonucu olarak, cebirin Hopf cebiri yapisini degistir-

digimizde farkli deformasyon parametreleri ve bunun sonucu olarak farkli defor-
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masyonlu cebirlerin elde edilebilecegi gorilir. Buna goére bir degismeli polinomlar
cebirinin, lzerinde tanimlanabilecek butin Hopf cebiri yapilarinin siniflandiriimasi
ihtiyaci dogar. Eger bu siniflandirma verilen bir cebir icin en genel anlamda
yapilabilirse, ileriye dénik olarak bu cebirin deformasyonlari icin hem fiziksel hem
diferansiyel geometri acisindan cesitli calismalara yol agilabilir. Simdi bu yaklasimi (g

koordinatli polinomlar cebirine uygulayalim.

3.1 Ug Degiskenli Polinomlar Cebirinin Hopf Cebiri ve Deformasyonu

Teorem 3.5 Degismeli U¢ adet x,y,zkoordinatlari Uretilen, kompleks sayilar cismi
Uzerindeki polinomlar cebiri C[x, y,z] asagidaki lineer- cebir homomorfizmasi

(escarpim) ile birlikte bir iki-cebir yapisina sahiptir fakat Hopf cebiri yapisina sahip
degildir.

Ax)=x®x, A()=y®z+1Qy+y®x, A (2)=zQx+x®z

ispat: Bir es-cebirin Hopf cebiri oldugunu géstermek icin, gerekli olan aksiyomlardan
faydalanarak esbirim ve esters dontsiimlerinin koordinatlar Gizerine nasil etki ettigini
irdelemek yeterlidir:

m((e ,®1d)A ,(x)) =1d(x) =m(id ® ¢ A ,(x))

m((e,®id)(x®x))=x=m(id®¢ ) (x ®x))

m((&,(x)®x) =x=m((x®&,(x))

g,(x)x=x=xg,(x)

=¢&,x)=1

m((e, ®id)A,(v) =id(y) = m(id ® e ,)A , (1)
m((e, ®id)(y Oz +1® y+x®y) = y=m(id®¢, XA ()

m((e,(y)®z+1®y+¢e,(y)®x)=y=m(id®¢,)(A,(»)))
eMz+y+e,()x=y
=¢&,(»)=0

Benzer sekilde &,(z)=0 bulunur. Boylelikle cebirimiz bir iki-cebir yapisina sahiptir.

Diger taraftan benzer bir sekilde esters donisimii ile alakali aksiyomdan faydalanarak,

y koordinatina etki eden bir esters donlisiminiin mevcut olmadigi gorulebilir. Dolayisi
ile yukaridaki donusim Clx, y,z] Uzerinde sadece bir iki-cebir yapisi doguracaktir.

Sonug olarak yukarida verilen escarpim yardimi ile elde edilecek olan deformasyonlu
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cebir de sadece iki-cebir yapisina sahip olur ve bu deformasyonlu cebir tizerinde Hopf
cebiri yapisina sahip bir diferansiyel Hopf cebir elde edilemez. Bu ise cebirsel yénden
zayifligi gosterdiginden istemedigimiz bir durumdur.

Teorem 3.6 Degismeli U¢ adet x,y,z koordinatlari ile Gretilen, kompleks sayilar cismi
Uzerindeki, xin tersi ile genisletilmis, polinomlar cebiri C[x, y,z] asagida tanimlanan
lineer homomorfizmalar A, ¢, ve lineer antihomomorfizma S, ile birlikte bir Hopf

cebiri yapisina sahiptir:

AXx)=x®x, A, () =x"Qy+y®x", A (z2)=x"Qz+z®X", m,neZ (3.4)
g,(x)=1, ¢,(¥)=0, ¢,(2)=0 (3.5)
S,(x)=x", S,(»)=—x"yx", S,(z)=—x"zx" (3.6)

ispat: A,, &, veS, dénustmleri i¢in Hopf cebiri aksiyomlarinin saglandigini gés-

terelim: (2.1) in saglandigi asikardir. (2.2) nin saglandigini asagida gosterelim:

m((e, ®id)A ,(x)) =id(x) =m(id®¢ ,)A ,(x))
m((e,®id)(x®x))=x=m(id®¢ ,)(x ® x))
m((e,(x)®x)=x=m(x®¢,(x))

&,(xX)x=x=x¢,(x)

m((e, ®id)A () =id(y) =m(id Qe )A ,(y))

m((e,®1d)(x" ®y+y®@x"))=y=m(id®e ) (x" @y +y®x")
m((e,(x")®y+&,(y)®x")=y=m(x" ®¢&,(y)+y®s,(x")
g,(x")y+e,(x" =y=x"¢,(y)+ye,(x")

(2.3) Un saglandigini gosterelim:

m((S, ®id)A ,(x))=¢e(x)=m(Id® S ,)A ,(x))

m((S, ®id)(x®x))=1=m(d® S ,)(x ®x))
m((S,(x)®x)=1=m(x®S,(x))

S,(x)x=1=x5,(x)

m((S, ®id)A ,(y)) =&(y) =m(id®S)A ()

m((S, ®id)(x" ®y+y®x")=0=m(id®¢ )(x" Qy+y®x™)
m((S,(x")®y+S,(1®x")=0=m(x" ®S,(y)+y®S,(x")
S,(x")y+S8,(y)x" =0=x"S,(y)+yS,(x")
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Su halde s6z konusu polinomlar cebiri C[x,y,z], A,, &, ve S, donustimleri ile birlikte
bir Hopf cebiridir.

Teorem 3.7 Kabul edelimki homojen deformasyonlu polinomlar cebiri C,[x,y,z]
yukarida verilen A, ¢, ve S, donistimleri ile birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahip

olsun. Bu durumda her bir koordinat cifti icin sadece asagidaki degistirme bagintilari
mevcuttur:

Xy = pyx, xz=qzx, yz=p "q"zy, p,q € C-{0} (3.7)
ispat: Kabul edelim ki p,q,rler birbirinden bagimsiz kompleks parametreler ve
Xy = pyx,xz = qzx, yz = rzy seklinde koordinatlar arasinda degistirme bagintilari mevcut
olsun. C,[x,y,z] cebiri yukarida verilen A ,, &, ve §, donugtimleri ile birlikte bir Hopf

cebiri olusturdugundan, A, bir cebir homomorfizmasidir. Buradan
A(xy—pyx) =0, A(xz—qzx) =0, A(yz—rzy)=0
bagintilari mevcuttur. Boylece

A(yz—rzy)=0
SX"Oy+y®x")(x"®z+z®Xx")—r(x"®z+z®x")(x" ®y+y®x")=0
=(q" —rp")zx" @ yx" + yx" ®(q" —rp")zx" =0

: r — ql’ﬂp—n

olup r=p"q" esitligini elde ederiz. Sonu¢ olarak bu es-¢arpima karsilik gelen

asagidaki es-birim ve es-ters donlisimlerini Hopf cebiri aksiyomlarindan elde ederiz:
e(x)=1 &(y)=0, &(z) =0, (3.8)
Sx)=x",S»)=—-x"x", S(z)=—x"2x" (3.9)

Not: Yukarida elde edilen degismeli olmayan, yani deformasyonlu Hopf cebirini tez

boyunca 4, (3)ile gosterecegiz. Simdi 4, (3) Uzerindeki bazi temel diferansiyel cebir

yapilarini inceleyelim.
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BOLUM 4

DIFERANSIYEL CEBIR
Tanim 4.1 4, bir K-cebirve QQ, A cebiri Gzerinde bir bimodl olsun.
d:4—->Q (4.1)
bir lineer donisim olmak lzere eger d
d(ab)=d(a)b+ad(b) (4.2)
Leibniz kuralini saglarsa, (Q,d) ikilisine 4 cebiri Uzerinde birinci dereceden

diferansiyel cebir veya diferansiyel hesap denir, [39].

Ornek 4.2 C*(R",R), R" den R ye kendisi ve biitiin tirevleri siirekli olan fonksi-

yonlarin cebiri olsun. {x,,...,xn}, R" icin bir koordinat fonksiyonlari olmak tzere,

d:dxli+---+d ni
OX, ox,

seklinde tanimlanan toplam diferansiyel operatori ile

n

Y fdx, f,eC”(R",R)

k=1

seklinde diferansiyellerle iretilen elemanlarin olusturdugu uzay(kotanjant uzay), bir

diferansiyel cebir olusturur.

4.1 Hopf Cebirleri Uzerinde Diferansiyel Hesap

Tanim 4.3 (4,A,&,S) bir Hopf cebiri ve Q, A-bimodiil olsun. A*:Q—>Q®4

doénisimdi lineer olmak lizere, eger
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A*(a.p+a'p")=Aa)A" (p)+A(a)A*(p'), a,a'e A,p,p'€Q (4.3)
(A" ®id)oA" =(id®A)o A" (4.4)
mo(id®z)o A" =id (4.5)

kosullari saglaniyorsa (Q, AR) ikilisine bir sag kovaryant(covariant) bimodil denir,
[12].

Tanim 4.4 (A4,A,¢,S) bir Hopf cebiri ve Q, 4-bimodil olsun. A":Q— ARQ

doénisimdi lineer olmak lizere, eger

At (a.p+a'p')=Aa)A (p)+A@)A (p'), a,a'e A,p,p'eQ (4.6)
(i[d®A")oA" =(A®id)oA" (4.7)
mo(e®id)o AL =id (4.8)

kosullari saglaniyorsa (Q, AL) ikilisine bir sol kovaryant(covariant) bimodil denir, [12].

Simdi Hopf cebirleri Uzerinde diferansiyel geometri calismaya olanak saglayacak,
diferansiyel hesap olusturmayla alakali, Woronowicz tarafindan verilen temel yaklasimi

bir yardimci teorem olarak ifade edelim.
Yardimci Teorem 4.5 (A4, A, ¢,S), bir Hopf cebirive Q, A4-bimodiil olsun. Eger (Q,d),

A tzerinde bir diferansiyel cebir ise,

A*(da)=(d ®id)oA(a),a € 4 (4.9)
A" (da)=(id®d)oA(a),ae A (4.10)

seklinde tanimlanan A®,A* dénusiimleri ile birlikte Q, sirasiyla sag ve sol

kovaryant(covariant) bimoduldir, [12].

Tanim 4.6 (4,A,¢,S), bir Hopf cebiri ve Q, 4-bimodiil olsun. (Q,d), A iizerinde bir

diferansiyel cebir ve Q yukaridaki yardimci teoremde tanimlanan sag ve sol kovaryant

doénistmlerle donatilmis olsun. Eger
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(id®A%)o A" = (A" ®id)o A"
sarti da saglanirsa (€2,d) diferansiyel cebirine bikovaryant(bicovariant) diferansiyel

hesap denir, [12].

Yardimci Teorem 4.7 F ={a,dxb, + a,dyb, + a,dzb, 1 a,,b, € 4, (3)} seklinde tanimlanan

dx,dy,dz  elemanlari ile Uretilen serbest 4 (3)-bimodulu ele alalim.

X,y,z ve dx,dy,dz elemanlari arasinda

xdx = Adxx, xdy = Bdyx + Cdxy, xdz = Ddzx + Edxz (4.11)
vdx = Fdxy + Gdyx, ydy = Hdyy, ydz = Ildzy + Jdyz (4.12)
zdx = Kdxz + Ldzx, zdy = Mdyz + Ndzy, zdz = Odzz (4.13)

,buylk harflerle verilen degistirme katsayilari kompleks sayilar olacak sekilde,

degistirme bagintilari mevcut olsun ve N de, x,y,z ile yukarida verilen degistirme
bagintilarina sahip olan dx,dy,dz ile uretilen F nin bir alt bimodili olsun. Bu

durumda, sirasiyla x, y,z Ureteglerini dx,dy,dz seklinde elemanlara goétlren ve Leibniz
kosulunu saglayan d:qu(3)—>Q]:% bir lineer dontsimi igin (Q,,d) ikilisi,

deformasyonlu 4, (3) cebiri izerinde birinci dereceden diferansiyel cebirdir.

ispat: F' serbest modiil, Q, bélim uzayi ve d nin tanimlarindan (Q,,d) nin 4,,(3)

Uzerinde birinci dereceden diferansiyel hesap oldugu asikardir.

Not: Eger qu(3) deformasyonlu cebirin deformasyon parametreleri olan p ve ¢ yu

Ozel olarak 1 secersek; yani deformasyon ortadan kaldirilirsa, bildigimiz ¢ degiskenli
polinomlar cebirini elde ederiz. Dolayisiyla deformasyonlu cebir Gzerindeki diferansiyel

hesabi veren yukardaki bagintilardaki katsayilarin p ve g parametrelerine bagh

oldugunu rahatlikla soyleyebiliriz.

Teorem 4.8 qu(3) icin yukarida verilen birinci dereceden diferansiyel hesap (Q,,d)

Uzerinde asagidaki bagintilarla birlikte bikovaryant diferansiyel hesap olusturulur:

xdx = dxx, xdy = pdyx, xdz = qdzx (4.14)
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ydx = p"]dxy, vdy =dyy, ydz = p"q"dzy (4.15)

zdx = q 'dxz, zdy = p"q "dyz, zdz = dzz (4.16)
ispat: Bikovaryant diferansiyel hesabin tanimindan ve qu(3) Un Hopf cebiri olmasi
gerceginden, sag ve sol kovaryant bimodiillere karsilik gelen A® ve A* déniistimlerinin
dx,dy,dz Ureteglerine etkisini

A*(dx)=(d®id)(x®x)=dx® x

m—1

AR(dy) Akdxxm_]]®y+dy®x"’

(d®id)(xm®y+y®xm)=(

k=0

=0

n—l
A*(dz)=(d ®id) (x" ®z+z®x")z(ZAldxx"']]®z+dz®x"
A (dx)=(1d®d)(x®x) = x @ dx

m—1
A" (dy)z(id@d)(xm Ry+y®x")=x" ®dy+y®(zj4kdxxm_]]
k=0

n—1
A (dz)=(i[d®d)(x" ®z+2z®x") = x" ®dz+z®(2Akdxx"_]]
k=0

seklinde elde ederiz. Buna gore A®,A* donusimlerinin Q), Uzerindeki etkisi, genel

olarak
AR (frdx+ frdy+ fydz) = AC/)AR (dx)+A(f)A" (dy)+A(f;)A" (dz)
A" (fidx+ fody + fidz) = A(H)A" (dx)+A(f,)A" (dy)+A(f;)A" (dz)
seklindedir. Dolayisiyla, A* ve A" nin bu sekilde verilen etkisi ve (Q,,d) diferansiyel
hesabindaki degistirme bagintilari disiniliirse,
A* (xdx — Adxx) = 0, A" (xdy — Bdyx — Cdxy) = 0, A (xdz — Ddzx — Edxz) =0
A* (ydx — Fdxy — Gdyx) = 0,A" (ydy — Hdyy) =0, A* (ydz — Idzy — Jdyz) =0
A* (zdx — Kdxz — Ldzx) = 0, A" (zdy — Mdyz — Ndzy ) = 0, A* (zdz — Odzz) = 0

A" (xdx — Adxx) = 0, A" (xdy — Bdyx — Cdxy ) = 0, A" (xdz — Ddzx — Edxz) =0
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A" (ydx — Fdxy — Gdyx) = 0,A" (ydy — Hdyy) = 0, A" (ydz - ldzy — Jdyz) = 0
A* (zdx— Kdxz —Ldzx) =0,A" (zdy —Mdyz - Ndzy) =0,A" (Zdz - Odzz) =0

sonucunu elde ederiz. Elde ettigimiz bu sonucu, A*® ve A’ nin tanimlarindan
faydalanarak daha sade bir sekilde yazarsak, blyik harflerle verilen degistirme

katsayilari arasinda bazi bagintilar elde edilir. Diger taraftan, x,y,z arasindaki

degistirme bagintilarindan faydalanarak

—n m

d(xy—pyx)zO,d(xz—qzx)zO,d(yz—p q zy)zO

—n m

(xy—pyx)dsz, d(xz—qzx)dsz, (yz—p q zy)dsz

—-n m

(xy—pyx)dyzO, d(xz—qzx)dyzO, (yz—p q zy)dyzO

—-n m

(xy—pyx)dz:O, d(xz—qzx)dz:O, (yz—p q zy)dz:O

sonucunu rahatlikla gorebiliriz. Yukaridaki ifadeler, d nin Leibniz kuralini sagladig
gercegi ve (4.11-4.13) kullanilarak acik bir sekilde yazilirsa, (4.11-4.13) deki degistirme
katsayilarindan olusan bazi bagintilar elde edilir. Bu bagintilar yukarida A* ve A*
yardimiyla elde edilen bagintilarla birlikte ¢ozillrse, aradigimiz degistirme katsayilari,

(4.14-4.16) de verilen sekilde olur. Yukarida bahsedilen yollarla elde edilen degistirme

katsayilarinin dogrulugunu teyit etmek icin A* ve A* dénusiimlerinin (4.14-4.16) ile
verilen bagintilar korudugunu gostermek yeterlidir.

Simdi (4.14-4.16) bagintilari ile verilen, birinci dereceden diferansiyel cebir( diferansiyel

1-formlarin uzayi), (Q,,d) yi yiksek mertebeden diferansiyel cebire( diferansiyel

n-formlarin uzayi) genellestirebiliriz. Bunun igin d vyi dis diferansiyel operatériine

genellestirmemiz lazim, yani;

4,320, — 50— .—5Q —..

n

seklinde, d bir diferansiyel k-formu, diferansiyel(k+1)-forma donustlrsiin ve

asagidaki dereceli Leibniz ve nilpotentlik sartlarini saglasin:
dunrv)y=du)rv+(=D)"'undv),uec,

dod:=d’>=0
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Burada, diferansiyel n-formlarin uzayi € , agagidaki sekilde tanimlanir:

Q = { z aedxe(]) /\dxe(z) /\.../\dxe(n) a,e QO}
eeM,

M, = {e|e HAL2,...,n} —> {1,2,3},bir fonksiyon}

Burada x, :=x, x, := y, x, :=z olarak tanimlaniyor. Simdi, carpma islemi “A” nin iki
1 2 3

elemanin carpimi arasinda nasil bir degistirme bagintisi getirdigini acikliga

kavusturacak teoremi verelim.
Teorem 4.9 dx,dy,dz elemanlar arasinda asagidaki deformasyonlu anti-simetrik
bagintilar mevcuttur:

dxndy =—pdy ndx, dx ndz =—qdz Ndx, dy ndz =—p"q"dz Ady (4.17)
dxndx=0,dyrndy=0,dzndz=0 (4.18)

ispat: Dis diferansiyel operatérii d nin tanimini gdz éniinde bulundurarak, d i birinci
dereceden diferansiyel hesaptaki x,y,z ve dx,dy,dz arasindaki degistirme
bagintilarina uygularsak istenilen sonug cikar. Ornegin,
xdy = pdyx = d(xdy) =d(pdyx)

= dxndy+xd’y = pd*yx— pdy A dx

= dxAndy=—pdy Adx
Dikkat edersek bu bagintilardan, deformasyon parametreleri p ve g nun 6zel olarak 1

olmasi durumunda, diferansiyeller arasindaki bildigimiz anti-simetrik bagintilar elde

ederiz. Elde ettigimiz bu bagintilara gére =0, n >4 sonucunu rahatlikla gérebiliriz.

Buna gore, sag ve sol bikovaryant donlsiimlerden faydalanarak diferansiyel cebir
Uzerinde bir Hopf cebiri olusturulabilir, [40]. Bu durum asagidaki teoremde

aciklanmaktadir.

Teorem4.10 Q=Q ®Q DQ, DO, DO0... dersek Q, asagidaki sekilde tanimlanan bir

donidsim A:Q— Q®Q ile birlikte Z -dereceli bir Hopf cebiri olusturur.

A(dx)=dx®@x+x®dx (4.19)
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A(dy) =dxmx""' @y +dy @ x" +x" ®dy + y ® dxmx"" (4.20)
A(dz)=dxnx"" @z +dz®x" +x" @dz +z ® dxnx"" (4.21)

ispat: Once Q nin Z -dereceli bir cebir oldugunu géstermeliyiz. Gercekten,

QingQ i,jeZ

i+j°

oldugu Teorem 4.9 ile verilen bagintilardan rahatlikla gérilmektedir. Diger taraftan, A

nin tanimina bakarsak A =A® +A" oldugunu gorebiliriz. Buna gére A ve A“ nin
ozelliklerinden ve Hopf cebiri olma aksiyomlarindan A nin, bir Hopf cebiri olusturmak
icin gerekli olan es-carpim oldugu gorilir. Es-birim ve es-ters donlsimlerinin

diferansiyeller Gzerindeki etkileri Hopf cebiri aksiyomlarindan rahatlikla gosterilebilir.

Simdi qu(3) Uzerinde olusturdugumuz deformasyonlu diferansiyel hesaba karsilik
gelen qu(3) Uzerine etki eden kismi tlirev operatorlerini ( deformasyonlu tanjant

vektorleri) belirleyelim.
Teorem 4.11
0,:4,,3)—>4,03)
0,:4,,03)—>4,03)
0.:4,,3)—>4,(03)

olmak uzere d =dxd, +dyd, +dz0_ seklinde yazilabilen 0,,0 ,0_ lineer dénusimleri

her zaman mevcuttur.

ispat: 4 nin Leibniz kuralini sagladigi gercegi ve Teorem 4.8 deki degistirme

bagintilarindan, her /€ 4, (3) icin

d(f)=dxf,+dyf, +dzf. € Q,

olacak sekilde £, f,, f. € 4,,(3) elemanlar mevcuttur. Buna gére donustimleri
0.(f)=1 0,(f)=1,,0.(f)= 1.

seklinde distinebiliriz. Sonug olarak bu donlslimler bir xiyjzkequ(3) elemanina

asagidaki sekilde etki ederler:
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0, (xiyjzk ) =ix'"'y/ 2* (4.22)
0, (xiyjzk ) = jp'x'y’' (4.23)
0, (xiyjzk ) =kp g x y M (4.24)

Not: Bu donilsimler bildigimiz kismi tirev operatorlerinin deformasyonlu halidir, yani;

p-q —> 1 durumunda 0,,0,, 0, déntgtimleri klasik kismi turev operatérleri halini alir.

Yukarida elde ettigimiz deformasyonlu kismi tlrev operatérlerine karsilik gelen Weyl

cebirini olusturabiliriz. Bunu yapmak icin oncelikle 0,,0,,0. operatérlerinin x,y,z

elemanlariyla ve kendi aralarindaki degistirme bagintilarina ihtiyac duyulacaktir.

Mesela, bir f € 4, (3) elemaniigin Leibniz kuralindan,

(dx.0, +dyo, +dz0, ) (xf) = dxf +xd(f) = dxf +x(dxd, +dyd, +dz0. ) (f)

:[dx(l+x§x ) +dy(px6y)+dz(qx52)](f)

elde edilir. Bu esitlik ise x ile kismi tlrev operatorleri arasindaki degistirme

bagintilarini asagidaki gibi verir:

0.x=1+x0,,0 x=px0d,, 0_x=gx0, (4.25)
Benzer sekilde y ve z elemanlarinin kismi tiirev operatorleri ile degistirme bagintilan
0,y=p 'y0,,0,y=1+y0,,8.y=p"q")0, (4.26)
0z=q'z0,, 0,z=p"q"z0,,0.z=1+z0, (4.27)

bicimindedir. Simdi de en son olarak kismi tlirev operatorlerinin kendi aralarindaki
degistirme bagintilarini arastiralim. Bunun icin dis diferansiyel operatorinin,

dod=d* =0 seklinde verilen nilpotentlik 6zelliginde, d = dxd, +dyo , +dz0, esitligini

asagidaki gibi kullanmamiz gerekir:

do(dxd, +dyd, +dz0,)=d’x0, —dx A(dx0,0, +dyd 0, +dz0.0, )
+d’y0, —dy A(dx0,0, +dyd,0,+dz0.0,)
+d’z0, —dz A(dxD,0, +dyd 0, +dz0.0, )
=0
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Teorem 4.9 ile verilen diferansiyeller arasindaki degistirme bagintilarini yukarida elde

ettigimiz esitlikte uygun bir sekilde kullanirsak

dy ndx(pd,0,-0,0,)+dz ndx(qd,0,-8,0,)+dyndz(pq"0.0,-8,0,)=0
seklinde diferansiyellerin ikiser ikiser dis carpimlarinin lineer kombinasyonunu elde
ederiz. Yukaridaki dis carpimlarin lineer bagimsiz olmalari gerceginden faydalanarak
0,0,=p0,0,,0,0.=40.0,,00.=p"q"0.0, (4.28)

y - x? z7x?

sonucuna ulasiriz. Sonug olarak 4, (3) kuantum uzayina karsilik gelen Weyl cebiri

chuJJﬁﬂ@ﬁg{

biciminde tanimlanir. Burada I, (3.7) ve (4.25-4.28) ile verilen bagintilarla olusturulan

bir ideal olarak tanimlaniyor.
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BOLUM 5

CARTAN MAURER FORMLARI

Klasik diferansiyel geometride herhangi bir Lie grubu G icin sag invaryant 1-form veya

Cartan-Maurer form

d(g)g”, geG (5.1)

olarak tanimlanir. Daha 6nce belirttigimiz gibi Kuantum gruplar tzerindeki diferansiyel
hesap, kuantum gruplarin Hopf cebiri yapisindan faydalanilarak olusturulabilmektedir.
Ayrica bilinen tim kuantum grup ornekleri, klasik diferansiyel geometride
diferansiyellenebilir manifold olarak tanimlanan Lie gruplarin “deformasyonu” olarak
adlandiriimaktadir. Kuantum gruplar ve Lie gruplar arasindaki bu iliskiyi géz oniinde
bulunduran Woronowicz, herhangi bir Hopf cebiri H icin sag invaryant Cartan-Maurer

formunu
w(h)=w, = m((d ® S)A(h)) (5.2)

olarak formile etmistir, [12]. (5.2) formiill, klasik diferansiyel geometride yapilan
calismalari degismeli olmayan uzaylara uyarlamak icin anahtar bir rol oynamaktadir.
Fakat formulden goraldigia gibi, bu gecisin saglanmasi icin, verilen degismeli olmayan

uzaylar tGzerinde Hopf cebir yapisi olusturmak hayati bir 5neme sahiptir.

Buna gére 4, (3) Un Hopf cebiri yapisi dislinilirse koordinatlara karsilik gelen

Cartan-Maurer form elemanlari

w, =m((d ®S)A(x))=m((d @) (x®x)=m((d(x)®S(x))=dxx”" (5.3)
w, =m((d ®S)A(x))=m((d @) (x" @y +y®x")=dyx" —mdxx ' yx ™" (5.4)
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w, =m((d ® HA2))=m((d ®S)(x" ®z+z®x")=dzx" —ndxx 'zx" (5.5)
bicimindedir. 4, (3) deki tim elemanlara karsilik gelen Cartan Maurer formlarin
kiimesi

w={w,:fed,(3)} (5.6)

seklindedir. Ayrica her bir w, elemaninin,

Wy = fxwx +fywy +szZ’fX’fy’fz € qu (3)
olarak yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. Buna gore W, uretecleri w_,w ,w_ olan,

4, (3) Uzerinde bir modil yapisina sahiptir. Cartan-Maurer formlarinin cebirini acgik

bir sekilde gérmek icin bazi degistirme bagintilarina ihtiyac duyariz.

Yardimci Teorem 5.1 W nin Uretegleri W, W, W, ile x,y,z arasindaki degistirme

bagintilar

XW, = WX, XW, = DW X, XW, = gW_X (5.7)
YW, =W, Y, YW, = PIW,y, yw, = q W,y (5.8)
IW, =Wz, ZW, = p'W,Z, ZW, =q"ZW, (5.9)
seklindedir.

ispat: (3.7), (4.14-4.16) degistirme bagintilari ve (5.3-5.5) birlikte ele alinirsa, érnegin

y ile w, arasindaki degistirme bagintisi

w, = y(dyx_m —mdxx_]yx_'”) =p"dyx"y— p"mdxx"'yx"y = p'wy

seklinde bulunur. Diger bagintilar da benzer sekilde kontrol edilebilir.

Yardimci Teorem 5.2 J¥/ nin uretecleri w_,w ,w_ ler arasindaki degistirme bagintilar
W AW, =W AW, W AW, =W AW, W AW, =—W, AW, (5.10)
seklindedir.

ispat: Gergekten (3.7), (4.14-4.18) degistirme bagintilari diistiniliirse,
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W AW, = dxx™ A (dyx"m — mdxx™" yx"'")
=—dyx™" Adxx” + mdxx yx" A dxx”!

=W, AW,

seklinde bulunur. Diger bagintilarda benzer bicimde kontrol edilebilir.

Teorem 5.3 Yukarida elde edilen degistirme bagintilarina sahip olan Cartan-Maurer
formlarin cebiri W nin Ureteglerinin sahip oldugu degistirme bagintilari, asagidaki

sekilde tanimlanan donlisiim altinda invaryant kalir:

Ay W >WOW

Ay (w,)=w, ®1+1®w, (5.11)
Ay (w,)=w, ®1+1®w, (5.12)
Ay (w)=w. ®1+1®w,. (5.13)

ispat: A, dénisgiminin (5.10) da verilen anti-simetrik degistirme bagintilarini

korudugu asikardir.

Teorem 5.4 A, ile donatilan W, asagida tanimlanan dénisim ile birlikte bir iki-cebir

yapisina sahiptir.

&y W —>C
&y (w,)=0, &, (w,)=0, &, (w,)=0 (5.14)

ispat: Es-cebir olma aksiyomu goz éniine alinirsa bu donisim ile birlikte W nin bir es-
cebir yapisina sahip oldugu gorilir. Ayrica bu cebir birlesmeli ve birimli oldugundan

ayni zaman da bir iki-cebirdir.

Teorem 5.5 iki-cebir W nin asagida tanimlanan déniisiim ile birlikte bir Hopf cebiri

oldugu goraldr.

Sy W —->w

Sy (w,)=-w, S, (W ):—W Sy (w,)=-w (5.15)

X y y? z z
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ispat: Hopf cebiri aksiyomlarindan es-ters dénisiimi ile alakali olani distiniliirse,

yukarida verildigi gibi tanimlanan S, nin W ya bir Hopf cebiri yapisi sagladigi gorulir.

5.1 Cartan-Maurer forma karsilik gelen vektor alanlari
Teorem 4.11 de dig turev operatérid dnin d=dxd +dyd, +dz0. seklinde
yazilabilecegini gormiustiik. Simdi kabul edelim ki ayni dis tlirev operatori

d=wTl +wT +wT. (5.16)

seklinde Cartan-Maurer form uretecleri ve bazi 7,,7T,,T. vektor alanlari cinsinden
yazilsin. Aslinda rahatlikla, T.T,T. vektor alanlarinin 6X,8y ve 0_cinsinden
yazilabilecegini gorebiliriz. Gergekten, (5.3-5.5) deki esitlikleri, dx,dy ve dz vyalniz
kalacak sekilde yeniden duzenleyelim:

dx=wx,dy=wx" +mw.y,dz=wx" +nwz (5.17)

d =dx0_+ dy@y +dz0_ de kullanilacak olursa,

dx0, +dy0, +dz0, =wx0_ + (wyxm + mwxy)ﬁy + (sz" + nwxz) 0,

=W, (x@x +my0, +nz0, ) +w,x"0, +w.x"0,
gordlur ve buradan d =w, T +w T, +w.T, oldugu da distinulirse
T.,=x0,+my0, +nz0_,T,=x"0,,T. =x"0, (5.18)

biciminde elde edilir. Bu elde ettigimiz vektér alanlarinin olusturdugu cebiri
inceleyelim. Oncelikle bunlar arasindaki degistirme bagintilarini  olusturalim.

T, ve T, arasindaki degistirme bagintisini (3.7), (4.25-4-28) deki degistirme bagintilarini

kullanarak bulabiliriz:
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T, = (x@x +my0, +nzo, )(xmﬁy)
= x0,x"0,+ myo x"0, +nz0.x"0,
= x(mx"’_] + x’"@x)ﬁy +p"p"mx"y0,0,+q"q "nx"z0.0,
=mx"0,+x"x0,0, +mx"y0 0, +nx"z0.0,
=mx"0, + px"x0,0, +mx" (8yy —1)ay +p"q"nx"z0 0,
=mx"0, + pp"]x”’ﬁyxﬁx +mx"0,y0, —mx"0 + p"q™" p~"q"nx"0,20,
=x"0, (x@x +myo, + nz@z)
=TT,

T ve T, arasindaki degistirme bagintisinin

I'T = (x@x +my0 , +nzo, )(x"@z )
= x0,x"0_+ myd x"0, +nz0_x"0,
= x(nx"_] + x"@x)ﬁz +p"p'mx"y0 0. +q"q "nx"z0.0,
=nx"0, +x"x0,0, +mx"y0 0. +nx"z0.0,
=nx"0, +¢gx"x0.0, + p"q"mx"y0.0, + nx" (622 - 1)82
=nx"0,+qq 'x"0,x0, + p'q"p"q "mx"0.y0, —nx"0, +nx"0.z0,
=x"0, (x@x +my0 , +nzo, )
=TT,

esitliginden degismeli oldugu goralur. T, ve T icin degistirme bagintis

Ty]; — xmayxnﬁz — pnxmxnéyaz — pnp—nqﬂlxnxnlazay — pnp—nqmq—mxnazxmay — 7’;]’;7
olarak elde edilir. Sonuc olarak

IT,-TI.=0,TT.-TT =0,T T -TT,=0 (5.19)
esitliklerinden degismeli bir yapi bulunmus oldu.

Simdi 7,7, ve T, vektor alanlarinin 4, (3) uzerine nasil etki ettigini bulahm. Bunun
icin  (4.22-4.24) deki 9,,0, ve 0, nin x'y’z" tek terimlisi izerindeki etkisinden

faydalanarak
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T. (xiyjzk) = (x@x +myd, + nz@z)(xiyjzk)
= (x@x)(xiyjzk)+(my6y)(xiyjzk)+(n262)(xiyjzk)
= x(ixi"]yjzk)+ my(jpixiyj"]zk ) +nz (kp‘”’q"”“x’y Pl )
:i(xiyjzk)+mj(xiyjzk)+nk(xiyjzk)
:(i+mj+nk)(xiyjzk)
bulunur. Dikkat edecek olursak 7', tek terimlinin kuvvetlerinde herhangi bir degisiklige

neden olmuyor, sadece katsayiyr yeniden olgeklendiriyor. Bu durumun, bu vektor
alanlari icin es-carpim, es-birim ve es-ters donlsimleri tanimlamamiza vyeterli
derecede bir kolaylk sagladigini birka¢ adim sonra gorecegiz. Simdi benzer sekilde

diger vektor alanlarinin tek terimli Gzerindeki etkisine bakalim

j-1_k

Ty (xiyjzk):(xmﬁy)(xiyjzk):x'"jpix"y z —jp’x”’"y z
seklindedir. 7, nin etkisi

Tz(xiyjzk):(xnaz)(xiyjz )_ "kp Vqumj+l lyj k-1 kp—nj mj+i l+l1yj k-1 olur.

Sonug olarak,

Tx(xiyjzk):(i+mj+nk)(xiyjzk)

T, (xiyjz ) Jpixtm eyl (5.20)
TZ(Xiij ) kp nj m]+1 1+nijk—l

biciminde bulunur.

Teorem 5.6 (5.19) ile verilen aralarinda degismeli bagintilara sahip olan 7,7, ve T_ ler

ile Uretilen cebiri Zile gosterelim. =, asagida tanimlanan es-carpim donlsimu ile

birlikte bir es-cebir yapisina sahiptir:

— o
- - -
A ESERE

[l

A (T)=T.®1+1®T,

A.(T,)=T, @1+ p" @1,

A.(T)=T.®1+4" ®T,
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ispat: Once, yukarida tanimlanan A_nin, T..T, ve T, vektor alanlarinin (5.20) de
verilen etkileriyle uyumlu oldugunu géstermeliyiz. Bunun icin, bir f =x'y/z* seklinde
bir tek terimli ile herhangi bir g € 4, (3) dislinelim. Dis diferansiyel operatori d nin
(5.16) daki temsili goz 6nline alinirsa

d(fg)=d(f)g+rd(g)

=(w.T 4w T, 4w L) (/) g+ f (wT+wT, +wT)(g) (5:21)

Simdi bu son esitlikteki ifadeleri w_, w vew_ ye gore dizenlemek icin f ile bu
Cartan-Maurer formlar arasindaki degistirme bagintilarini bulmamiz gerekir: w_ ile

bitlin koordinatlar degismeli oldugundan ( (5.7-5.9) daki bagintilardan)
wo=w.f (5.22)
bulunur. f ile w arasindaki degistirme bagintisi

nk __mj nk+mj+i

x'y'zw, = p"x'y'w 2" = p"p"x'w y'z" = p w,x'y'z" (5.23)

seklindedir. Benzer sekilde f ile w, arasindaki degistirme bagintis

fw, =q""w_ f (5.24)

bulunur. Simdi bu elde ettigimiz degistirme bagintilarini (5.21) de kullanarak gerekli

diizenlemeleri yaparsak

d(fg)=(wI +w,T,+w.T.)(f)g+f(wI+wT,+w.I.)(g)
- (wax +w,T, +w.T)(f) g +(w ST+ p" " w, (T, + 4" "w,fT. )(g)
w (T.(f) g+ 1T (8))+w, (T, (f)g+p™"" 1T, (g))
( (f)g+an+m]+1 (g))

olur. Bu son elde ettigimiz esitlikten, 7, 7, ve T, vektdr alanlarinin fg uzerindeki

etkileri deformasyonlu Leibniz kurali olarak

T.(f2)=T.(f)g+/T.(g)

T.(fg)=T,(f)g+p"""" /T, (g) (5.25)
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T.(fg)=T.(f)g+q""" fT.(g)

bulunur. Diger taraftan, A (7,)eE®E, ae{x,y,z} seklindeki bir elemanin

4, (3)®A4, (3)dekibir f®g ye etkisinin

AT )(f ©2)=T, (2) (5.26

seklinde oldugu, donlisimlerin tensor carpimi ve yukaridaki deformasyonlu Leibniz

kurali birlikte distintlirse ispat gorulir.
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BOLUM 6

HOMOJEN OLMAYAN DEGiSTIRME BAGINTILI UZAYLAR

Degismeli olmayan uzaylarin bazi 6zel érnekleri, uzayin degistirme bagintisinin ¢esidine
gére bircok yazar tarafindan incelenmistir, [41-44]. Ozetle, degismeli olmayan bu

uzaylar asagidaki gibi siniflandirilir:

[x,x,]=0", (Kanonik) (6.1)
[x,x,1=0]x,, (Lie Cebir) (6.2)
[x,, x,1= 0, x,x,, (Kuantum) (6.3)
Burada,

- _ i gi Qi
[x,x;]=x.x,—x,x ve 0",6/,0,€C

olarak veriliyor. Bu tezin Ucglncli bolimiinde en genel anlamda deformasyonlu bir
cebirin tanimindan kisaca bahsetmistik. Diger bir soylemle; (3.3) ile verilen ifade, (6.1),
(6.2) ve (6.3) ile yapilan siniflandirmayi en genel anlamda tek c¢ati altinda ifade eder.
Avyrica, ikinci bolimde degismeli bir cebir lizerine kurulan bir Hopf cebiri yardimi ile

homojen degistirme katsayili bir cebir elde edebilecegimizi belirtmistik.

Simdi bu boélimde homojen degistirme bagintilarindan homojen olmayan baska
bagintilarin nasil elde edilebileceginden bahsedecegiz. Bunun icin gerekli bazi temel

tanimlari ve 6nermeleri verelim.

Tanim 6.1 (H,A,g) Ucllsu bir es-cebir olsun. Bu durumda bir 2 e H igin

A(h)=h®h (6.4)
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ise h elemanina grubumsu(group-like) eleman denir, [37].

Tanim 6.2: (U, A,g) UclUsl bir es-cebir olsun. Bu durumda bir u €U igin
Alu)=u®1+1®u (6.5)
ise u elemaninailkel eleman denir, [37].

Onerme 6.3 (H,A,¢) ve (U,A,¢) uglileri sirasiyla es-cebir olsunlar. Ayrica, H ve U
cebirlerinin

k
Zakx , a,€C,xeH veyaxeU

keN

seklinde sonsuz toplam olarak verilebilen serilerle genellestirilmis durumlarini

dustinelim.
Simdi

0

k
u
f:U—H, qu(u)_;F_
seklindeki Ustel donldsimi ele alalim. Boylece literatiirde c¢ok iyi bilinen asagidaki
onermeye sahip oluruz, [45].
f(u) grubumsu elemandir < u ilkel elemandir
ispat: u bir ilkel eleman olsun. Bu durumda,

A(“)=u®1+l®u @A(f(u)):A(e”):eA(”) — pt®1®u
u®l+l®u)




Bu Onerme homojen degistirme katsayili bir cebirden homojen olmayan degistirme

katsayili bir cebir olusturmak icin kilit rol oynar, [45,46]. Buna gbére homojen

degistirme katsayih 4, (3) den homojen olmayan degistirme katsayili bir cebir elde

edelim. Bunun icin, grubumsu eleman x igin

a:=Inx veyax:=e’ (6.6)
tanimlamasini ele alalim. y ve z elemanlari igin

b=x"yvec=x"'z (6.7)

esitliklerini distnelim.  Simdi tanimladigimiz bu a,b,c elemanlar arasindaki

degistirme bagintilarini arastiralim. Once aile b arasindaki degistirme bagintisini

bulalim:

n

st L oy S (S o)

Boylece a ile b arasindaki degistirme bagintisi

ab=ba+blnp

seklinde homojen olmayacak bigimde bulunur. «a ile ¢ arasindaki degistirme katsayisi

nxxy :x-lg(‘l)" (-1 2= 3 Y (z("]x (-1) .z]

n n=l N i=0 \ !

NN

n =\

olup, buradan



ac=ca+clng

sonucunu elde ederiz. b ile ¢ arasindaki degistirme bagintisi ise

x—]yx—]Z — px—]x—lyz — pp—nqu—lx—lz); — pp—nqmq—lx—lzx—ly
esitliginden
bC — p]—nqm—]cb

seklindeki homojen degistirme bagintisidir. Boylelikle

[a,b]=hb (6.8)
[a,c] =hec (6.9)
[b,c], =0 (6.10)

elde ederiz. Burada

[a,b]zab—ba (6.112)

[b, c]h3 =bc—hich (6.12)

ve by =In(p),h, =In(q).h, = p™'q"" dir.

(6.8), (6.9) ve (6.10) degistirme bagintilarinin yapilarina bakacak olursak ilk iki baginti
Lie cebiri anlaminda bir baginti, sonuncu baginti ise kuantum uzayi anlaminda bir
bagintidir. Sonug olarak, bir kuantum uzaydan hem Lie cebiri anlaminda degistirme
bagintih hem de kuantum uzayi anlaminda degistirme bagintili bir baska uzay elde

edilebilecegini gostermis olduk.

Yardimci Teorem 6.4 k,/ €N icin asagidaki bagintilar mevcuttur.

a'b' =b' (a+1h) (6.13)
atc :cl(a +1h, )k (6.14)
bie! = hie'bt (6.15)
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ispat: Once a"b:b(a+h1)k oldugunu gosterelim. ispat icin timevarim yéntemini

kullanalim. & =1icin dogrulugunu biliyoruz. k£ —1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim:
ab=b(a+h)" (6.16)

olsun. kicin dogru oldugunu gosterelim: Bunun icin (6.16) esitliginin her iki tarafini a

ile sol taraftan carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa:

adb=ab(a+h) " =(ba+hb)(a+h)"

(a+h,)(a+h1)k']
(a+h])k

b
b

bulunur. Boylece kigin dogrulugu gosterilmis oldu. Simdi /Uzerinden timevarimla
(6.13) Un dogrulugunu gosterelim. /=1 igin (6.13) lGn dogrulugunu hemen yukarida

gosterdik. /—1 igin dogru olsun:

d'b ™ =" (at(1-1)h) (6.17)
Simdi /icin dogru oldugunu gosterelim: Bunun icin (6.17) sag taraftan b ile carpilirsa
d'b b =b"(a+(1-1)h) b

kY .., ;

R (G

k
I
k

@ b((1-1)h)

>\ [plath )7 ((1-1)h,Y

a'b' =b'(a+h+(1-1)h)
a‘v' =b' (a+1h)"

sonucu elde edilir. (6.14) de ayni sekilde gosterilebilir. (6.15) in dogrulugu asikardir.

Simdi, bu elemanlarla lretilen cebiri

‘P::C(a’b’c% (6.18)
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(burada 1, (6.8), (6.9) ve (6.10) bagintilari ile Gretilen bir ideal olmak Gzere ) seklinde

tanimlayalim. Simdi 4, (3) Uzerinde verilen es-carpimin ¥ (zerinde nasil bir etkiye
sahip olacagini irdeleyelim. Once a icin A(a) yi belirleyelim: xin bir grubumsu

eleman oldugunu biliyoruz. Béylece Onerme 6.3 den kolaylikla

A(a)=a®1+1®a (6.19)
oldugunu gorebiliriz. Diger taraftan A(x) = x ® x oldugundan kolaylikla
A(x_]):x_] ®x” (6.20)

gercegine sahip oldugumuzu goruriz. Dolayisiyla, b ve ¢ igin,

A(b):A(x_]y)ZA(x_])A(y) :(x‘1 ®x_l)(x”’ ®y+y®x'")

m—1

T Rxy+xy®x

=" " @b+b®e" N

A(c)= A(x“z) = A(x‘])A(z) = (x‘1 ®x"l)(x" ®z+z®x")
=x"" @x'z+x"z@x""

=" @b+b®e"
olup, sonug olarak

A(b) =" @b+b®e" (6.21)
Alc)=e"""@c+c®e" " (6.22)

elde ederiz. Boylece buradan asagidaki teoremi ifade edebiliriz

Teorem 6.5 ¥, (6.19), (6.21) ve (6.22) seklinde tanimlanan bir donisim ile birlikte bir
es-cebir yapisina sahiptir.

ispat: Yukarida bahsedilen déniisiim 4, (3) Uzerindeki es-carpim donisimiinden

turetildigi icin onun sagladigi tiim oOzellikleri saglar: Gergcekten once (6.19), (6.21) ve
(6.22) ile verilen A nin (6.8), (6.9) ve (6.10) ile verilen degistirme bagintilarini

korudugunu gosterelim. Bunun igin

[A(a),A(b)]=mA(D) (6.23)
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[A(a),A(c)]:th(c) (6.24)
[A(b).A(c)], =0 (6.25)

oldugunu gostermeliyiz: (6.23) icin

[A(a).A(b)]=[a®1+1@a, " @b+b@ "]
=(ae" " ®b+ab® " + " ®@ab+b@ac" ")
~(e"Ma®b+e" " @ba+ba®e” NV +b@e" a)
=(ab—ba)®@e" " + " ®(ab~ba)

=hb®@e" " 1"V @b

=hA(D)

bulunur. (6.24) de benzer sekilde gosterilebilir. (6.25) icin

[A(5).A(c)], =[¢" " @b+b®™ M, " @ctc@e ]

h?s
= (e(m_l)“ Rb+b®" )(e(”_l)“ Rc+e®@e" )
(" @ct @) (" @b+ b @)

=" Ve @b +he" N @ " e - h3e("_l)“b ® ce" ) - h3ce(m_l)a ® " p (6.26)

bulunur. Diger taraftan bu son esitlikteki ifadeleri daha sade hale getirebilmek icin

(m-1)a

e ile ¢ ve bile "™ arasindaki degistirme bagintilarina ihtiya¢ duyariz. Bunun

icin (6.13) ve (6.14) kullanilarak

(m-1)a i ((m _;? a)k ¢
>

e Cc=

k=0 k!
_gel(m=1)(a+h))
-y -

k=0 .

— ce(m—])(a+hz)
— qm—]ce(m—])a
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ve

=0 k!
_i("—l)k(a—fﬁ)kb
=0 k!
:i«n—l)(a—fa»kb
pary k!
— e(n—])(a—hl)b
— p]—ne(n—])ab

(n-1)a

bulunur. Bu elde ettigimiz e "c=¢g" Vce" ™ ve be =p'""e" b degistirme

bagintilar (6.26) da kullanilirsa, [A(b),A(c)]h =0 oldugu kolayca gériliir. Sonug
olarak A:¥ > ¥ ® Y donislimui bir cebir homomorfizmasidir.

Buna gore bu donilsime karsilik gelen es-birim, Hopf cebiri aksiyomlarindan (2.2) ve

(6.19), (6.21) ve (6.22) birlikte distnilirse

e(a)=0
e(b)=0
g(c)=0

olarak bulunur.

Teorem 6.6 Y asagidaki doniisiim ile birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahiptir.

S (C) _ _e(]—n)ace(l—n)a

ispat: Hopf cebiri aksiyomlarindan es-ters ile alakali olan aksiyom ele alinirsa ispat

kolaylikla gortlebilir.
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6.1 ¥ Uzerinde Diferansiyel Cebir

Klasik diferansiyel geometriden biliyoruz ki bir diferansiyel form bir fonksiyonla sagdan

ve soldan carpilabilir. Degismeli olmayan cebirlerde bu durum farklh olabilir; degismeli

bir 4 cebiri  ([f, g]=/g—gf =0, Vf.geA)iizerine etki eden dis diferansiyel

operatori d: A— Q'icin
d([f.2])=0, f.ge4

sartl saglanir. Ayrica dis tirev operatorii d nin g¢ekirdegi sadece A cebirinin Uzerine
kuruldugu K cismidir. Eger 4 degismeli degil ise (mesela bizim olusturdugumuz ¥ gibi)

meydana gelebilecek farkhlik

d([f,g]);tO, f,ged

seklinde olup, dolayisiyla bir diferansiyel formu sagdan ve soldan bir fonksiyonla
carpma ile elde edilen sonuglar ayni olmayabilir. Bir degismeli olmayan uzayda d nin
cekirdegini yine degismeli durumda oldugu gibi K cismi olarak ele almaliyiz. Bunu
degismeli uzaydaki baglantiilik sartini degismeli olmayan uzaya tasiyabilmek icin

yapariz, [47].

Yardimci Teorem 6.7 a,b ve ¢ elemanlarinin diferansiyelleri x,y ve z koordinatlari

cinsinden
da=dxx”', db=pdyx" — p~'dxx"'yx7", de=q ' dzx ' — g7 dex 7 zx ™! (6.27)
seklindedir.

ispat: (4.22-4.24) ile verilen kismi tiirev operatérleri gdz dniine alinirsa

n

n=1

a= i (=) (x=1)" = da = (dxd, +dyo, + dzﬁz)[i CY (x— l)n}

= da=dx0, [i (1) (x—l)"}

n=1 n

=da= dx(i(—l)” (x—l)"_]]

n=1
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bulunur. Diger taraftan 0, kismi tiirev operatord, 4, (3) Un sadece xe bagh bir

elemanina, klasik tiirev operatérii gibi etki ettiginden da=dxx"' oldugunu

duslinebiliriz.

b=x"y= dbzd(x"])y+x"ldy
=—x"dxy+x"'dy
= p"]dyx"] —p"]dxx"lyx"1

Benzer sekilde dc =¢q 'dzx' —q 'dxx'zx™" oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 6.8 a,bvec ile bunlarin diferansiyelleri arasinda asagidaki degistirme

bagintilari vardir.

ada—daa =0, adb-dba=hdb, adc—dca = h,dca

bda—dab =0, bdb—dbb=0,  bdc—h,dcb=0 (6.28)
cda—dac=0, cdb- h;'dbc =0, cdc—dcc=0

ispat: xdx=dxx oldugundan ada=daa oldugu asikardir. ailedb arasindaki

degistirme bagintisi i¢in

adb = [ } Ty = p Tl Ty )

n=1

L [z IS ] d[Z () “’y]

= (p“x“dy —p ldex ' yx”! ) In( px)
=db(In p+Inx)
—dbh +dba

Diger degistirme bagintilarinin dogrulugu da benzer sekilde gosterilebilir.
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Yardimci Teorem 6.9 Diferansiyellerin kendi aralarindaki degistirme bagintilari

asagidaki gibidir.

danda=0, dbAadb=0, dendc=0
(6.29)
dandb=—dbnda, dandc=—dcnda, dbndc=—hdcndb

ispat: Dis tiirev operatorii d, (6.28) de verilen degistirme bagintilarina uygulanirsa

istenilen sonuglar elde edilir. Ornegin,

adb = dba + hdb = d (adb) = d (dba+ hdb)

=dandb+ad’b=d*b—db rda+hd*b
=dandb=-dbnda

bulunur. Diger bagintilar da dis tlirev operatorinin Leibniz ve nilpotentlik 6zelligi

kullanilarak benzer sekilde elde edilebilir.

Sonug olarak diferansiyel formlarin cebirinin ( diferansiyel formlarin dis cebiri)

A=A OGN OA, OA,D0D... seklinde oldugu gorulir. Burada A,,keN

diferansiyel k-formlarin cebiri olarak tanimlanir.

Teorem 6.10 Diferansiyel formlarin cebiri A, asagida verilen donlisiimlere gore bir es-

cebir yapisina sahiptir:
A:A—>ARA

A(da)=da®1+1®da

A(db)=db®1+1®db

A(de)=de®e™ —e“da®c+e™ ®de—c ® e da
e:A—>C

¢(da)=0, £(db)=0, &(dc)=0

ispat: Teoremi ispatlamak icin ©nce diferansiyellere etkisi yukarida verilen

A ve g donlslimlerinin cebir homomorfizmasi olduklarini géstermemiz gerekir. Yani,
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A ve ¢ donlstimleri altinda (6.28) ve (6.29) da verilen degistirme bagintilarinin

korundugunu gostermek yeterli olacaktir. Mesela,

[A(a),A(db)]=(a®1+1®a)(db®1+1®db)—(db®1+1®db)(a®1+1®a)
=(adb®1+a®db+db®a+1®adb)—(dba®1+db®a+a®db+1®dba)
:(adb—dba)®1+1®(adb—dba)
=hdb®1+h1®db
=hA(db)

ve

da/\db)®1+da®db+db®a+1®(da/\db))
((db/\da)®1+db®da+da®db+1®(db/\da))
:(da/\db+db/\da)®1+1®(da/\db+db/\da)
=0

{A(da),A(db)}=(da®1+1®da)(db®1+1®db)+(db®1+1®db)(da®1+1®da)
:((
+

oldugundan A dénisimi [adb,dba) = hdba ve {da,db} =0 degistirme bagintilarini
korur. Burada, 4 herhangi bir cebir olmak zere, {,}:AxA—)A operatori

{x,y}:xy+yx seklinde tanimlanir. Ayrica & donisimiinin de (6.28) ve (6.29) da

verilen degistirme bagintilarini korudugu gosterilebilir. Simdi bu donistmlerin (2.2) ve
(2.1) ile verilen sartlarin sagladigini gosterelim. (2.1) ile verilen sartin saglandigini

gostermek kolaydir. (2.2) ile verilen sart i¢in

m((e ®id)(A(da)))=m((id®¢)(A(da)))

m((¢ ®id)(da®1+1®da))=m((id®¢)(da®1+1®da))
m(e(da)®id(1))+m(e(1) ®id(da)) = m(id(da) ® (1)) +m(id(1) ® &(da))
0.1+1.da =1d(da) =da.1+1.0

esitliginin saglandigini goriiriz. Benzer sekilde db ve dcicin de sartin saglandigini
gosterebiliriz. Sonug olarak (A,A,g) UclisU bir es-cebir yapisina sahiptir. Ayrica iki-

cebir oldugu da aciktir. Benzer sekilde diger bagintilarin da A doénidsimiiniin etkisi

altinda korundugu gosterilebilir.
Teorem 6.11 (A,A,g) Uglisine ilaveten asagida tanimlanan S donlsimi
distintlurse (A,A,g,S) dortlish bir Hopf cebiri yapisina sahiptir.
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S:A—>A
S(da)=—da, S(db)=—db, S (dc)=—-2e"dace" —e"dce"

ispat: S doénlsimi icin (2.3) de verilen kosulun saglandigini gdstermek ispat icin

yeterlidir; mesela
m((S®id)A(da))=m((S®id)(da®1+1®da))
=m(S(da)®id(1))+m(S(1)®id(da))
=S (da)id(1)+S(1)id(da)
~5(da)1
m((id®S)A(da))=m((id®S)(da®1+1®da))
=m(id(da)®S(1))+m(id(1)® S(da))
—id(da) S (1)+id(1)S (da)
=¢(da)l
olur. Diger db vedc diferansiyelleri icin de (2.3) ile verilen kosulun saglandig
gosterilebilir.

Simdi a,b,c {Ureteclerine gore, W uzerine etki eden kismi tlirev operatorlerini

olusturalim.

Yardimca Teorem 6.12 f eV ve d(f) daf, +dbf, +dcf,, f.,f,.f. €Y olsun. Bu

durumda

8,:¥ >Y,0,(f)=1,

8,: ¥ >W¥,9,(f)=1, (6.30)
.Y >%,0.(f)=1.

olacak sekilde 67,67% a lineer dénlsumleri vardir.

ispat: d diferansiyel operatoriiniin Leibniz kuralini sagladigi ve (6.28) ile verilen

degistirme bagintilari diglndlirse, tek tarli olarak f,f,,f. €Y elemanlarini

bulmamiz mimkinddr. Boylece diferansiyel operatorii d
d =dad, +dbd, +dco, (6.31)
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olarak temsil edilebilir. Clinkd, d nin lineer olma 6zelligi hesap edilirse, (6.31) ile verilen
temsilde lineerligi garanti etmek icin 67,67 ve a gibi bazi lineer dénisimlerin

varligindan bahsetmek zorunda kaliriz. Dolayisiyla

d(f)=(dad, +dbd, +dcd.)(f) = dad, (f)+dbd, (f)+dcd.(f)
= daf, + dbf, + dcf,

yazilabilir.
Bu lineer donistumlere, sol taraftan etki eden lineer donisimler adini verelim.

Yardimci Teorem 6.13 ge V¥ ve d(g)=g,da+g,db+g.dc,g,.g,.8. €V olsun. Bu

durumda

—

aa:\P_)\P’b_a(g):g

a

—

6,:¥>V¥,9,(g)=g, (6.32)
E:W%T,gc(g):gc
olacak sekilde a,ave 6_L lineer dontglimleri vardir. Ayrica diferansiyel operatori d

d =0 da+0,db+0 dc (6.33)

olarak da temsil edilebilir. Bu donilisimlere de sag taraftan etki eden lineer donisimler

adini verelim.

ispat: ispat yukarida yapilan aciklamalara benzer bir yaklasimla yapilabilir.

Teorem 6.14 Sol taraftan etki eden lineer donustimlerin bir a'b’c* tek terimlisine etkisi
G—G(aibjck) =ia"'b'c*

6—b(aibjck) = j(a +h, )i a'b’'c* (6.34)
a(aibjck) =kh{ (a+h, )i a'b’c"!

seklindedir. Ayrica, h,,h, = 0 ve h; =1 durumunda bu operatérler klasik kismi tiirev

operatorlerine dondsdr.
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ispat: Diferansiyel operatérii d nin Leibniz kuralini sagladigi gerceginden,
d(aibjck) = d(aibj )ck + aibjd(ck)
= da(ia”'b'c* )+ db(j(a+h) b"c" ) +de(khf (a+h,) b
yazabiliriz. Bununla birlikte, Yardimci Teorem 6.12 da dustnilirse (6.34) ile verilenler
kolaylikla gorulir.

Teorem 6.15 Sag taraftan etki eden lineer doéniistimlerin bir a'b’c* tek terimlisine

etkisi
G_G(aibjck) =ia"'b'c*
G_b(aibjck):j fa'b' (6.35)
gc(aibjck): ka'b’c"™!
seklindedir. Ayrica, &, —1 durumunda bu operatdrler klasik kismi tiirev operatérlerine
donusdr.
ispat: Diferansiyel operatdrii d nin Leibniz kuralini sagladigi gerceginden,
d(aibjck) = d(aibj)ck +a'b’d (ck)
= (iai"]bjck )da + (j “a'b’'ct )db + (ka’.bjck"1 ) dc

yazabiliriz. Sonuc¢ olarak, Yardimci Teorem 6.13 ele alinirsa, (6.35) ile verilenler

kolaylikla gorulir.
Bundan sonra biz sadece sol taraftan etki eden operatérleri géz 6niine alarak

devam edecegiz. Simdi bu operatorler icin Weyl cebirini veren bagintilari verelim:

d,a=1+ad,,0,b=b0,, 0,c=co,

0,a=ad, +ho,,0,b=>b0,+1,0,c=h;'co, (6.36)
0,a=ad.+ho,,0b=hbo.0.c=1+c0,

Yukarida verilen bu bagintilar Leibniz kurali ve (6.28) ile verilen diferansiyel hesap
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kullanilarak gorilebilir. Ek olarak d* = 0 nilpotentlik kullanilarak
6aab = 69b69a’ éﬁaéac = éacéaa’ éabéac = }6éacéab (65'3.7)

bagintilari elde edilir. Sonug olarak Weyl cebiri C{a,b,c,0,,0,,0,), (6.8-6.10 ), (6.36)

ve (6.37 ) bagintilari ile tanimlanir.

6.2 VY lizerinde Cartan-Maurer Formlar

WY nin Hopf cebiri yapisi ve (5.2) birlikte dislnulirse koordinatlara karsilik gelen
Cartan-Maurer form elemanlari

w, =da

w, =dbe"™™" + (1—m)dabe" ™" (6.38)
(1-n)a

w, =dce"™" +(1-n)dace

biciminde elde edilir. ¥ deki tim elemanlara karsilik gelen Cartan Maurer formlarin

kiimesi W, :{wf :fe‘P} seklindedir ve her bir w, elemaninin

W= oW+ Wy + fWes foo fpp fo €Y

olarak yazilabilecegi kolaylikla gérulir. Buna goére W,,, lretecleri w,,w,,w. olan, ¥

Uzerinde bir modul yapisina sahiptir. Cartan-Maurerlerin cebirini olusturmak icin

w,,w,,w, Ureteclerinin kendi aralarindaki ve Y nin Uretegleri a,b,cler ile olan
degistirme bagintilarina ihtiya¢c duyulur. Bu bagintilar (6.28), (6.29) ve a,b,c ler

arasindaki degistirme bagintilarindan faydalanarak

aw, =w,a, aw, =w,a+hw,, aw, =w.a+hw,

bw, =wb, bw, =w,b, bw, =w.,b, (6.39)
cw, =w,c, cw, = h'we, ew, =w.c

ve

WW, =—W,W,, WW, =—WW,, WW, =—hLww, (6.40)

c’la’
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olur. Simdi bu Cartan-Maurer formlara karsilik gelen vektér alanlarini 7, 7, ve T, ile

gosterelim. Budurumda 7, 7, ve I, lan 0,,0, ve 0, ler cinsinden belirlemek igin

d =dad,+dbo, +dco. =w,T +wT +wT,
esitligi ve
da=w,

db=w,e" ™" +(m-1)wb

(n-1)a

dc=w,e +(n-Dw,ec

bagintilar birlikte ele alinirsa
T =0,+(m-1)0,+(n-1)0,
T,=¢""9,
T, =e""p,

esitlikleri elde edilir.
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BOLUM 7

DUAL HOPF CEBIRI

Bu bolimde, Hopf cebiri 4, (3) icin bir dual uzay ve bu dual uzay icin bir Hopf cebiri

tanimlamaya calisacagiz. Bunun icin, Sudbery ve Dobrev tarafindan yapilan ¢alisma-

lardan faydalanacagiz, [48, 49]. Once bazi temel tanimlari verelim.

U ve A gibi iki vektor uzayi arasindaki ikililere etki eden bir iki-lineer tasviri,
(,Y:UxA->C, (u,a)>{u ,a)

seklinde gosterelim. Eger

(u,ay=0, (Vae A)=u=0

(u,ay=0,(VuelU)=a=0,

sartlari saglanirsa, bu esleme dejenere degildir denir. Bu sekildeki bir esleme,
u®v,a®by=u ,a){v,b)

seklinde bir tanimlama ile U®U ve A® A nin elemanlari arasindaki bir eslemeye

genisletilebilir.
U ve A iki-cebirleri ve bu iki-cebirler arasinda dejenere olmayan bir

(,Y:UxA->C, (u,a)—>{u ,a), VvueU,Vae A4,

esleme verilsin. Eger asagidaki 6zellikler var ise, U ve A iki-cebirleri birbirine dualdir

denir, [50]:
(uv,a) = (u®v,A (a)) (7.2)
(u,ab) = (A, (u),a®b) (7.2)
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1,,a) =¢,(a) (7.3)
(u,1,)=¢,(u), VvueU,Vae 4 (7.4)

Ek olarak ,U ve A iki-cebirleri, S es-ters tasviri ile birlikte bir Hopf cebiri yapisina
sahip olsunlar. Bu takdirde

VueU,VaeA,{S,(u),a) =u,S,(a)) (7.5)
sarti saglaniyorsa U ve A Hopf cebirleri birbirine dualdir denir, [50].

Simdi 4, (3) Hopf cebirinin cebirsel 6zelliklerinden faydalanarak, bu cebirin duali olan
qu(3) Hopf cebirinin cebirsel yapisini belirlemeye calisalim. Bunu da yukaridaki
tanimlamalara gore, qu(3) ved, (3) Un Uretecleri arasindaki eslemeleri kullanarak
yapacagiz. Cunki U, (3) ved, (3) Un diger elemanlari arasindaki eslemeleri (7.1-7.4)

bagintilari yardimiyla belirleyebiliriz. Ornegin, U, (3) cebirinin herhangi bir u elemani

Uzerine, A nin etkisi

A(u) = Z“'k ®““k’

seklinde ise,

(u,ab) = {(A(u),a®b)y= Z(u'k,a><uk",b>

olur.

Bir Hopf cebiri olarak 4, (3) , X, ¥,z elemanlariyla olusturulmustur ve 4, (3) icin bir
taban

f=x'yz50jkeN

seklindeki butin tek terimlerle verilir. Diger taraftan, dual cebiri qu(3) ve onun

Ureteclerini de X,Y,Z ile gosterelim. Dual cebirin X,Y,Z uretecleri ve qu (3) an bir

f elemani arasindaki eslemeyi tanjant vektorleri ve es-birim yardimi ile

0 0 0
X.f) = e(l], . =el Lz - e(i]
ox oy oz
seklinde verebiliriz. Gergekten, bu sekil bir esleme dual olma sartlarini saglar.
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Es-birimin x, y,0 elemanlarina etkisinden faydalanarak

<X,f>=1i6,,9

0Yk,0
<Y,f>= pich,,cSk,o
<Z,f>=q 5,00,

buluruz. Gergekten, érnegin
<X f>_ af _ . i-1 ] k o ] k _ 5 5
s J)=¢ a =e(ix"y'z")=ie(y')e(z") =i 7,09%,0

dir.

Dual cebirin birim elemaniyla f* monomiali arasindaki esleme,
<luaf> =e(f)= 5],05k,0

seklinde tanimlanmustir. (7.1-7.4) bagintilarini kullanarak,

<XY3 f> = <X®YaA(f)> = (i+m)'pi5j,15k,0
(YX, f) =(Y®X,A(f)) = (i+m).p'5,,5,,

elde ederiz. Gergekten,

(XY, [)=(X®Y,A(f))
:<X®Yg(xi ®xi)[5j,0 +5j,] (xm ®y+y®xm)][5k,o +5k’] (xn ®Z+Z®xn)]>
=(X®Y,5,,5,,(x' ®x)x" ® y))
=(X®Y,5,,0,, (" ®x'y))
:51,]51n,0<X’xi+m><Y’xiy>
=(i+m)p's, 6, ,
X, [)=Y®X,A(f))
:<Y®X,(xi ®xi)[5j,0 +5j,] (xm ®y+y®xm)][5k,o +5k,1 (xn ®Z+Z®xn)]>
=Y ®X,5,,5, ,(x' ®x")(y ®x"))
=(Y ®X,8,,6,,(x'y®x""))
= 5],]5n1,0<Y’ xiy><X: xi+m>
=(i+m)p's, 6, ,
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elde edilir. Boylece U, (3) dual cebirinin Uretecleri arasindaki degistirme bagintilar
XY=YX,XZ=7X ,YZ=7Y

seklinde bulunur.

Bu dual cebirin Hopf cebir yapisi, dual olma 6zelliklerinden faydalanilarak bulunabilir:

Bunun igin, 6nce qu(3) e etki eden bir es-carpim donlsimu belirleyelim. Bu es

carpimin X,Y,® Ureteclerine etkisinin

AX)=X®B+(C®X

AY)=Y®D+E®Y

ANZ)=Z®F+G®Z, B,C,D,E,GeU, (3)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada B,C,D, E,G bulunacak elemanlardir. Eger
f,=x" denirse,

Xl=x"=1x,
= (X, x)Y=i=(X,x']) = (A(X),x ®I)
=(X®B+C®X ,x'®1)
=(X,x"Y(B,])
=i (B,1)
=B=1,

(X, xy=i=(X,1x") =(A(X),1®x")
=(X®B+C®X,1®x")
=(C,IXX,x")
=i (C,1)

=C=],

elde edilir. Eger £, = x'y denirse
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xiy:piyxl"
= (¥, x'y) =¥, p'yx') = p'
=, x'y)=(AY), ¥ @) =(Y®D+E®Y, X' ®y)

=(E,x")(Y,y)=p'

= E=p*

Y, ¢ yx"y=(AY), py@xY=(Y®D+EQY,p'y®x")
=p(D,x')=p'

= (D,x")=1

= D=1,

Benzer sekilde f, =x'z alinarak
F=1,,G=¢"

elde edilir. Sonug itibariyle,
AX)=X®1,+1,®X
AY)=Y®1,+p*®Y
ANZ)=Z®l,+q*"®Z

buluruz. Hopf cebiri olma aksiyomlarindan, kolay bir sekilde es-birim ve es-ters

tasvirlerinin dual lireteclere etkisini belirleyebiliriz.
Es-birim tasvirinin etkisi,

e(X)=0, ¢(Y)=0, ¢(£)=0

ve es-ters tasvirinin etkisi,

S(X)=-X, SY)=-p 'Y, S(Z)=—q *Z

dir.

Boylelikle kolaylikla asagidaki denkligi gorebiliriz:

=X, TyEY,TZ =7
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda degismeli bir cebir lzerindeki Hopf cebiri yapisi yardimiyla
degismeli olmayan, deformasyonlu bir Hopf cebirinin nasil elde edilebilecegi tartisild
ve ele alinan yaklasim Uc¢ degiskenli polinomlarin cebirine uygulanarak iki parametreli
bir kuantum uzay olusturuldu. Olusturulan bu kuantum uzay Uzerinde diferansiyel
hesap, Weyl cebiri, Cartan-Maurer formlar ve bu formlara karsilik gelen vektor alanlari
verildi. Daha sonra bu iki parametreli kuantum uzayin bir logaritmik genislemesi ve ilgili
bazi 6zellikleri calisildi. En son olarak da iki parametreli kuantum uzay icin bir dual Hopf

cebiri olusturuldu.
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