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OZET

IKi SEVIYELi STOKASTiIK TASIMA PROBLEMLERINE COZUM ONERILERI
Hande GUNAY AKDEMIR

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Fatma TiRYAKI

Tasima bir tedarik zincirinin 6nemli bir bilesenidir. Tedarik zinciri; rekabette UGstlinlik
saglamak igin Urln gelistirme, pazarlama, dagitim ve depolama gibi faaliyetleri
esglidimli  bir bicimde gerceklestiren, tedarikgiler, {Ureticiler, dagiticilar,
perakendeciler ve tasimacilardan olusan bir sistemdir. Tedarik zinciri yonetimi ile ilgili
problemler, lretim hattinda yasanabilecek fiziksel aksakliklardan, talepler ve birim
fiyatlardaki dalgalanmalardan dolayi belirsiz parametreler icerir. Ge¢mis verilerden
yararlanilarak istatistiksel tekniklerle hesaplanan olasilik dagilim fonksiyonlari ile
degiskenligin etkisi yansitilabilir. Stokastik programlama, belirsizlik altindaki karmasik
gercek hayat problemleriyle ilgilenen, istatistiksel karar teorisine dayall bir tekniktir.
Tlim olasi senaryolari goz 6niine alarak belirsizligi temsil edebilmek icin esas stokastik
(belirsiz) problem deterministik (belirli) esdegerine donusturalir.

Stokastik programlamanin ilk uygulamalarindan biri stokastik tasima problemidir. Bu
problem, herbir misterinin talebi birer rassal degisken olmak Uizere, talebin lizerinde
veya altinda mal génderiminin cezalandirilmasiyla misterilere génderilecek optimal
mal miktarlarini belirleme problemidir. Amag, tasima maliyetleri ile ceza maliyetlerinin
beklenen degerinin toplaminin minimize edilmesidir.

Bir dagitim sebekesinde yerel yonetim, bir iletisim pazarinda servis saglayicisi veya bir
tedarik zincirinde tedarikgi lider olarak hareket eder ve ilk 6nce kararini verir. Takipgiler
olarak, bu sebekelerin kullanicilari, rakipler veya bu tedarik zincirindeki perakendeciler
bu karari, kendi stratejilerini sekillendirmek icin girdi olarak kullanirlar. Cok seviyeli

Xi



programlama ve oyun teorisi bu tir hiyerarsik karar problemlerini ele alir ve
Stackelberg (denge) ¢6zimlerini arar.

Bu calismada, hiyerarsik yapidaki tedarik zincirlerinin dagitim kararlari belirsizlik altinda
gdz 6niine alinmistir. Onerilen stokastik modellerin deterministik esdegerlerinin elde
edilmesinden sonra problemler, iki seviyeli programlama problemlerinin ¢6zim igin
verilmis etkin yontemlerle ¢oziilmistiir. Ozellikle, depolama ve tasima siirecinde
bozularak ¢ope gidebilen dayaniksiz bir malin taginmasi igin merkezi olmayan bir
tedarik zinciri gz online alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Optimizasyon, stokastik programlama, stokastik tasima problemi,
iki seviyeli programlama, denge kisith matematik programlama, denge kisitli stokastik
matematik programlama, talep belirsizligi, tedarik zinciri yonetimi, dayaniksiz mallar.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

SOLUTION PROPOSALS FOR BILEVEL STOCHASTIC TRANSPORTATION
PROBLEMS

Hande GUNAY AKDEMIR

Department of Mathematics

Ph.D Thesis

Advisor: Prof. Dr. Fatma TIRYAKI

Transportation is an important component of the supply chain. Supply chain is a
system consists of suppliers, manufacturers, distributors, retailers, transporters who
act in a coordinated manner to accomplish product development, marketing,
distribution and warehousing tasks and wish to provide a competitive advantage.
Supply chain management related problems include uncertain parameters due to
possible failures in production line, fluctuations in unit prices and demands. The
impact of volatility can be captured by using probability distribution functions which
are statistically calculated from historical data. Stochastic programming is a technique
based on statistical decision theory and concerned with computationally difficult
problems under uncertainty. The original stochastic problem is transformed into
equivalent deterministic problem to introduce randomness by taking into account all
possible scenarios.

Early applications of stochastic programming include stochastic transportation
problem. With each customer demand a random variable, the problem is to determine
optimal quantities to be sent to customers via linear penalties for any shortage and
surplus. The objective is to minimize the sum of transportation costs and expected
penalty costs.
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A government in a distribution network, a service provider in a communication market
or a supplier in a supply chain acts as a leader and makes his decision first. As
followers, users of those networks, competitors or retailers use that decision as an
input to form their strategy. Multi-level programming and game theory address that
kind of hierarchical decision making problems and tries to find Stackelberg
(equilibrium) solutions.

In this thesis, we restrict ourselves into distribution plans of hierarchical supply chains
under stochastic environments. After obtaining deterministic equivalents of original
two level stochastic transportation problems, we use efficient methods proposed for
bilevel programming. In particular, a decentralized supply chain is considered to
transport a perishable product which can be deteriorated during storage or
transportation.

Key words: Optimization, stochastic programming, stochastic transportation problem,
bilevel programming, mathematical programming with equilibrium constraints,
stochastic mathematical programming with equilibrium constraints, demand
uncertainty, supply chain management, perishables.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
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BOLUM 1

GIRIS
Finans, isletme yonetimi ve mihendislik gibi bircok disiplinde karsilasilan karar verme,

optimizasyon veya matematik programlama probleminin genel formu:

min f(x)

KX (1.1)

seklinde verilebilir. Burada minimize edilmesi istenilen reel degerli f:R" >R

fonksiyonu, amacg veya maliyet fonksiyonu adini alir.
T n
X=[x;,X%,...,Xx,] €R

olacak sekilde bilesenleri karar degiskenleri olarak adlandirilan bir vektérdir. X cR"”

kiimesine ise kisit kiimesi veya uygun bélge denir. X =R" olarak disinildigiinde,

(1.1) problemi kisitsiz optimizasyon problemi adini alir.
Elbette ki, amag¢ fonksiyonunun maksimize edilmesini gerektiren bir problem de
disundlebilir.  Ancak, f fonksiyonunun maksimizasyonu, —f fonksiyonunun

minimizasyonuna denktir, dolayisiyla basitlik acgisindan sadece minimizasyon

problemine odaklanilabilir [1].

i=1,..,m igin g:R" >R reel degerli fonksiyonlar olmak iizere, (1.1) problemi

esdeger olarak:
min f(x)

g,(x)<0i=1,....m (1.2)
xeX



seklinde alinirsa, problemi tanimlayan fonksiyonlarin ve XcR"” kiimesinin sahip

oldugu bazi 6zelliklere bagli olarak (1.2) problemi:

e Eger f ve g; fonksiyonlari lineer ve X kimesi konveks cokylzll ise lineer

programlama problemi,

e Eger f ve g; fonksiyonlarindan en az biri lineer degil veya X kimesi konveks

cokytzlU degil ise nonlineer programlama problemi

isimlerini alir. Amag fonksiyonu ve uygun bolgesi konveks olan bir nonlineer
programlama problemi konveks programlama problemi, aksi halde konveks olmayan

programlama problemi veya global optimizasyon problemi adini alir.

Bir baska o0zel sinif ise tamsayili programlama problemi olarak adlandirilir. Bu
problemde karar degiskenlerinden bazilari (karma tamsayili) veya timu (pdir tamsayili)
bollinemez cokluktur, yani sadece tamsayi degerleri alabilir [2]. Tamsayili programlama
problemi gibi uygun bolgesi sirekli olmayan problemler, kombinatoryal (kesikli)

problemler adini alir.

Optimizasyon problemi, fonksiyon katsayilari kesin olarak bilinmekte ise deterministik
optimizasyon problemi adini alir. Ancak, pratikte optimizasyon problemleri genellikle,
planlama asamasinda sabit miktarlar olarak verilemeyen yani kontrol edilemeyen cok
saylda model parametresine ve rassallik faktériine bagldir. Belirsizligin (uncertainty)
ornekleri; fiziksel belirsizlik (materyal, agirhk ve boyut gibi fiziksel niceliklerin tam
olarak o6lctilememesi), ekonomik belirsizlik (piyasa kosullarindaki degiskenlikten dolayi
birim fiyatlardaki dalgalanmalar ve talebin disebilmesi), istatistiksel belirsizlik (sinirli
sayida 6rnek veri olmasindan dolayi gerceklesen kestirim hatalari) ve model belirsizligi

(modelleme hatalari) olarak verilebilir [3].

Stokastik programlamada, belirsizliklerle basa cikabilmek lzere parametrelerin rassal
oldugu, fakat istatistiksel uygunluk testleriyle gecmis verilerden vyararlanilarak
kestirilebilen olasilik dagilimlarina sahip oldugu kabul edilir [4]. Model kurucu,
optimizasyon probleminin parametreleriyle ilgili ge¢mis verilere ulasamiyorsa veya

sirec hakkinda ¢ok az bilgiye sahip ise belirsizlik, olasilik dagilimlari vasitasiyla temsil



edilemeyeceginden stokastik programlama vyerine bulanik programlama tercih

edilir [5].

Birbirini takip eden ve dolayisiyla birbiriyle iligkili kararlar dizisinin sistematik bir
yontemle optimal kombinasyonunu bulmaya ise ¢ok asamali veya dinamik
programlama denir. En basit dinamik sistemde iki asama vardir. Belirsizlik altinda karar
vermede olduk¢a sik kullanilan, dinamik programlamayla vyakindan iliskili
tekniklerinden biri iki asamali stokastik programlamadir [6]. Birinci asamada rassal olay
sonuglanmadan alinan kararlara hemen simdi (here-and-now) kararlari, rassal olay
sonuglandiktan sonra artan kaynaklarin yeniden tahsisi kararlarina ise bekle de gér
(wait-and-see) kararlari denir. Boylece, iki asamali stokastik programlama probleminin
amag fonksiyonu, birinci asama kararlarinin maliyetleri ile ikinci asama tepkilerinin

beklenen maliyetlerinin toplamini igerir [7].

Stokastik programlama problemlerinde bazen amag¢ fonksiyonunda beklenen deger
yerine varyans (degiskenlik) minimize edilmeye calisilir. Bazen de hem beklenen deger
hem de varyans minimizasyonu yapilmasi daha gercgekgcidir. Bu sekildeki, bir yerine
birden fazla amag fonksiyonunun optimize edilmeye galisildigi durumlar bizi cok amagl
stokastik programlama problemlerine gotiiriir. Aralarinda hiyerarsik bir iliskinin s6z
konusu oldugu birden fazla karar seviyesi de mevcut ise problem, ¢cok seviyeli stokastik
programlama (multi-level stochastic programming, stochastic decentralized decision
making, distributed/hierarchical decision making under uncertainty [8]) problemi adini

alir.

Planlama, yonetim ve politika belirleme gibi alanlarda karsilasilan ¢ok seviyeli
programlamanin en basit hali olan iki seviyeli programlamada, lider ve takipgi adi
verilen iki oyuncudan lider, kararini agiklamada 6ncelige sahiptir. Bireysel faydalarini
maksimize etmeye calisan karar vericiler, diger seviyedeki karar vericinin kararina gore
hareket eder. iki seviyeli problemde, birinci seviyedeki problemin kisitlarinda baska bir
optimizasyon problemi (ikinci seviye problem) vardir. ikinci seviyenin optimallik
sartlari, birinci seviye problemin kisitlarina eklendiginde tek seviyeli esdeger bir
problem elde edilir. Boylece, iki seviyeli programlamanin bir genellestirmesi olarak,

kisitlarinda baska bir problemin optimallik sartlarini iceren optimizasyon problemine,



denge kisith matematik programlama (DKMP, mathematical programming with

equilibrium constraints) problemi denir [9].

Fiyat, maliyet ve taleplerdeki dalgalanmalar, dis etkenler, ol¢clim veya (lretim hatalari,
bu tir hiyerarsik karar verme problemlerine belirsizligi getirir. DKMP probleminin
stokastik uzantisina, yani bazi parametrelerin rassal olarak dusinildigu iki seviyeli
programlama problemine denge kisitli stokastik matematik programlama problemi

(DKSMP) adi verilir [10].

1.1 Literatiir Ozeti

Bu béliimde, ¢alismamizla ilgili literatiir (ic asamada verilecektir. ilk olarak, stokastik
programlama ve stokastik tasima problemiyle, daha sonra, iki seviyeli programlama ve
DKMP ilgili literatlir 6zetlenecektir. Son olarak, stokastik programlama ile iki seviyeli

programlamanin birlikte kullanildigi calismalara yer verilecektir.

Stokastik programlamanin uygulama alanlari, matematik programlamaninki kadar
genistir. ilk uygulamalardan biri Ferguson ve Dantzig tarafindan [11]’de verilmis
ucaklari rotalara tahsis etme (filo atamasi) modelidir. Bu problemde, her bir rota igin
verilen yolcu talebi dagilimlarindan yararlanilarak yolcu kaybi maliyetlerinin beklenen
degerini minimize edecek sekilde ucaklar rotalara tahsis edilmektedir. Bu calisma
literatlirde 6nemli bir yere sahiptir, ¢linkli modelin kurulmasinda genellestirilmis bir
sebeke vyapisi kullanilmis ve yontemle birlikte 6nerilmistir. Ayrica, bu problem igin
belirsizligi dikkate alarak deterministik yerine stokastik modelden gelen ¢oziimleri
kullanmanin katkisi (stokastik ¢6zimin degeri) oldukga yulksek ¢ikmigtir. CoziUm
yontemi tasima simpleks metoduna benzemektedir. Bu modelle baslayan stokastik
ara¢ rotalama gibi tasima modelleri, stokastik programlamanin gbdze c¢arpan

uygulamalarindandir.

Stokastik programlama problemleri, 6zel bir yapida oldugundan ayrisim ve/veya
rahatlatma yontemleriyle c¢o6ziilmektedir. Ayrisim yontemi, esas problemi alt
problemlere ayirip, alt problemlerin ¢oziimlerinden esas problemin ¢6ziimine
ulasmayi iceren iteratif bir yontemdir. Rahatlatma yontemi ise, problemin ¢6zimuni

zorlastiran kisitlarin problemden cikartilmasiyla baslar. Rahatlatiimis minimizasyon



probleminin ¢6zimu esas probleme bir alt sinir verir. Esas problemin herhangi uygun
bir ¢c6ziimi ise esas probleme bir st sinir verir. Ust sinir ile alt sinir arasindaki géreceli
farkin 6nceden belirlenmis bir degerden daha kiiciik kalmasi saglanana kadar

iterasyonlar tekrarlanir.

Gikis noktasini istatistiksel karar teorisinden alan alternatif bir model, Charnes ve
Cooper tarafindan [12]'de verilmis, belirli bir olasilikla saglanmasi gereken sans
kisitlarini iceren olasiliksal programlamadir. Problemin sans kisitlarinin yerine onlarin
nonlineer deterministik esdegerleri alinir ve elde edilen deterministik esdeger problem

bilinen nonlineer programlama teknikleriyle ¢6zlir.

En iyi yatirnm portféylinin segimi gibi finansal problemler de belirsizlik ve risk
(degiskenlik) iceren kararlari barindirir. Stokastik programlamanin portfoy analizinde
basarili uygulamalari, minimum varyansh portféy segimi ile 1952 ve 1959 yillarinda
Harry Markowitz ile baslamistir [13], [14]. Takip eden senelerde bu ¢alismalariyla yazar,

Nobel ddilline layik gorilmustir.

Elektrik dagitim ve iletisim sistemlerinin planlamasinda ve ydnetiminde hat trafigi,
performans ve givenilirlik gibi konularda dogal olarak belirsizlikler ortaya ¢ikmaktadir.
Tedarik ve talep miktarlarindaki belirsizliklerden dolayi lretim ve kapasite planlama

gibi alanlarda da stokastik programlama ile karli sonuglar elde edilebilmektedir [15].

Tedarik zinciri yonetimi kapsaminda alinmasi gereken énemli kararlardan biri dagitim
planidir. Ozel yapidaki bir lineer programlama problemi olan klasik tasima probleminde
tedarikgilerden miusterilere minimum tasima maliyetiyle, tedarikgilerin kapasitelerini
asmamalari ve her bir misterinin talebinin karsilanmasi sartiyla belirli bir malin
dagitimi planlanir. Rassal musteri taleplerine karsilik, fazla veya eksik mal gondermenin
cezalandirildigr durumda problem, stokastik tasima problemi (STP) adini alir. Tasima

maliyetleri ile beklenen ceza maliyetlerinin toplami minimize edilmeye calisilir.

STP igin literatlirde oldukca etkin yontemler mevcuttur. Bunlardan bazilari, Frank-
Wolfe algoritmasi [16], [17], ayrilabilir programlama [18], c¢apraz ayrisim
algoritmalari [19], [20], orman iterasyonu metodudur [21], [22]. ElImaghraby, [23]'te
kaynak tahsisi problemini belirsizlik altinda ele almis ve problemin optimallik sartlarini

vermistir. STP bu problemin 6zel bir halidir. Onerilen ydontemde, baslangi¢c tahsisi
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olarak mdugsteri taleplerinin beklenen degerlerinin alinmasinin rasyonel oldugu
belirtilmistir ve bir sonraki iterasyon noktasi kismi tiirevler yardimiyla belirlenmistir.
Kesikli musteri talepleri ile [11]'de verilmis filo atamasi problemindeki talepler, strekli
hale getirilmis ve yontem uygulanmistir. Williams, [24]'te ¢6ziim teknigi olarak ayrisim
teknigini kullanmis, ortak dagilima sahip talepleri g6z 6niine almig ve ayrica bolinemez
mal durumunu da tartismistir. Szwarc, [25]’te slirekli talepler igin histogram sekilli
olasilik  yogunluk fonksiyonlarini almis ve nonlineer amag¢ fonksiyonunun
lineerlestiriimesine dayali bir ¢c6zim yontemi 6nermistir. Holmberg, [26]'da mevcut
bircok yontemi taramis ve bulylk 6lcekli test problemleri kullanarak bu yéntemleri
karsilastirmistir. Holmberg ve Tuy, [27]’de STP’nin 6zel bir durum oldugu liretim-tasima
problemini géz 6niine almis ve problemin ¢6zimu icin rahatlatma teknigi kullanmistir.
Daneva vd., [28]'de Frank-Wolfe algoritmasinin da icinde bulundugu uygun yon
metotlarini incelemis ve literatlrdeki test problemlerini ¢ozerek metotlarin etkinligini

karsilastirmistir.

Tasima yapilan bir sebekenin yoneticisi (merkezi otorite) ¢ok yiiksek bir gegis Ucreti
belirlerse, sebeke kullanicilari seyahat maliyetlerini minimize etmek lGizere kendileri igin
en iyi rotayi sectiklerinden mevcut yapiyi kullanmaktan vazgecerler ki, bu tepki yiksek
maliyetlere neden olur. Bu sekildeki gibi, bir karar vericinin izledigi politika baska bir
karar vericinin tepkisine yol agiyorsa, bu iki karar seviyesi arasinda hiyerarsik bir iliski

s6z konusudur [29].

iki seviyeli programlama fikri ilk kez, gercek piyasa kosullarini tanimlayan hiyerarsik
yapidaki bir modelle Stackelberg tarafindan [30]'da ortaya atildi. Bireysel faydalarini
maksimize etmek Uzere bagimsiz olarak, ancak belirli bir hiyerarsiye gére hareket eden
karar vericilerin oldugu ardisik yapidaki optimizasyon problemi Stackelberg oyunu
olarak adlandirilir. En basit yapidaki Stackelberg oyunu iki oyuncunun bulundugu lider-
takipci oyunudur. Lider, fiyatlari ve stoklari kontrol ederek bagimsiz olarak piyasayi
yonetirken, takipci ise lidere bagh olarak hareket etmelidir. Ancak, lider takipg¢inin tim
olasi tepkilerini kestirebilmelidir, ciinki kari yalnizca kendi kararina degil ayni zamanda
takipcinin verdigi tepkiye de bagldir. Diger taraftan, liderin secimi takipciyi etkiler,

¢link® takipci sadece liderin secimine karsilik verebilir. Ortaksiz iki oyuncu olarak lider



ve takipginin aralarinda bilgi paylasiminin s6z konusu olmadigi distnilir. iki seviyeli

problemin (ortaksiz oyunun) ¢6ziimiine Stackelberg (denge) ¢c6zimu denir.

Bracken ve McGill, [31] ve [32]'de savunma, Uretim ve pazarlama alanlarinda hiyerarsik
yapidaki optimizasyon problemlerini modellemistir. Bu uygulamalar sonrasinda birgok
arastirmaci tarafindan gelistirilen iki seviyeli programlama ve DKMP igin kapsaml

literatlir taramasi, Dempe tarafindan [33]’te verilmistir.

Patriksson ve Wynter’a gore iki seviyeli programlama uygulamalarinin neredeyse
tamaminda problem verilerinde belirsizlikler vardir ve tim varyasyonlari g6z 6niine
almamak veya parametre degerleri icin onlarin beklenen degerlerini (tim mimkin
degerlerin ortalamasini) almak maliyetli olabilir. Genellikle ¢ok sayida senaryo
olmasindan dolayi buylk boyutlu olan bu tir problemler, hem nonlineerdir hem de
konveks degildir. Bu nedenle, iki agamali stokastik programlama igin gelistirilen ayrisim

gibi geleneksel yontemlerle ¢oziilemeyebilirler [34].

Patriksson ve Wynter, [10]'da hem iki asamali programlamanin hem de iki seviyeli

programlamanin DKSMP’nin 6zel halleri oldugunu géstermistir.

Ryu vd., [35]'de birinci seviyenin dagitimi yonettigi, ikinci seviyenin tretimden sorumlu
oldugu bir tedarik zincirinde belirsizlik altinda iki seviyeli karar verme problemini
incelemistir. Yazarlar, parametrik programlama teknigine dayali bir ¢6zim yéntemi
Onermistir. Roghanian vd., [36]'da ayni problemi tartismistir, ancak yazarlar sans kisith

programlama teknigi ile belirsizligin Gstesinden gelmistir.

Cheng vd., [37]'de uniform dagilimli talebe sahip bir {irlin icin birinci seviye karar verici
Uretici ve ikinci seviye karar verici perakendeci arasindaki iki seviyeli klasik gazete
saticisi modelinde perakendecinin amacini kosullu (ortalama) riske maruz degerin

(CVaR) minimizasyonu olarak almistir.

Sakawa ve Katagiri, [38]'de kisitlarinda ve amag fonksiyonlarinda rassal degiskenler
iceren iki seviyeli lineer programlama problemlerine odaklanmistir. Yazarlar, sans kisitli
programlama yaklasimi ile etkilesimli bulanik programlama teknigini bir arada

kullanmistir.



Cromvik ve Patriksson, [39]'da radyasyon tedavisinde kanserli hiicrelerin etrafindaki
doku ve organlarin maruz kaldigi riski en aza indirmek lzere (CVaR minimizasyonu,
minimum komplikasyon riski) en uygun dozun bulunmasi icin birinci seviyede tliimorin
yerinin, ikinci seviyede ise makine parametrelerinin belirsiz oldugu (biyolojik
parametrelerdeki belirsizlik ve pozisyon belirsizligi) kabuliiyle DKSMP problemini

modellemistir.

Kalashnikov vd., [40]’ta bir dogalgaz tedarik zincirinde iki seviyeli cok asamali stokastik
optimizasyon modelini dnermislerdir. Bu modelde, dogalgaz yikleme sirketi lider,

dogalgaz hatti yonetim sirketi takipgi olarak dustinilmustur.

Ozaltin vd., [41])’ de sag taraf sabitlerinin rassal olarak diisiiniildigi stokastik iki seviyeli
sirt cantasl (stochastic bilevel knapsack) problemini tanimlamistir. Sonlu sayida
senaryonun gbéz onine alindig iki asamali modelde, liderin sadece 0-1 degerlerini
alabilen karar degiskenleri takipcinin kapasite kisitlari Uzerinde belirsizlige yol

acmaktadir.

Charles vd., [42]'de talep belirsizligi iceren, sans kisitl ve kesirli (fractional) tasima
problemi icin beklenen deger ve varyans modellerini tanimlamistir. Beklenen deger
modelinde degiskenlik Gnemsenmeden iki lineer maliyet fonksiyonunun orani, varyans
modelinde iki nonlineer fonksiyonun orani optimize edilmektedir. Kesirli programlama,
ornegin kar/maliyet gibi bir oranin maksimize edildigi durumlarda uygulanmaktadir

(Cetin [43]).

Birbil vd., [44]'te uzun vadede takipginin maliyetlerinin (gelirlerinin) veya lretim (talep)
dizeyi gerekliliklerinin beklenen degerini iceren dinamik yapidaki stokastik iki seviyeli
optimizasyon problemini g6z oOntne almistir. Similasyon ve gradyent kestirim
tekniklerine dayali ¢6zim yontemini, gecis lcreti belirleme (toll pricing) problemine

uygulamistir.

Literatlrde, 6zellikle konaklama, araba kiralama, konser organizasyonu gibi kapasitenin
kisa omurli (perishable) ve kisith oldugu hizmet sektorlerinde karsilasilan gelir
yonetimi (revenue (yield) management) problemleriyle sikca karsilasiimaktadir.
Ozellikle, talebin fiyat degisikliklerine duyarli oldugu havayolu sektériinde gelir

yonetimi problemi, talep kestirimi, mevcut kapasitenin (izerinde rezevasyon alma
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politikasinin belirlenmesi, kapasite tahsisi (koltuk stok kontrolii) ve ugak bileti
fiyatlandirma adi verilen dért alt probleme ayristirilarak ele alinmaktadir. istatistik,
optimizasyon, yonetim, pazarlama ve finans disiplinleriyle ele alinan kapsamli bir
fiyatlandirma modeli, stokastik, dinamik ve oyun teorisiyle ilgili 6geleri barindirir.
Rakiplerin bilet fiyatlari, talep kestirimleri ve ge¢mis satis verileri bir veri tabaninda

toplanmalidir (Cote vd. [45]).

Fiyatlandirma problemine baska bir 6rnek Kosuch vd. tarafindan [46]'da verilmistir.
Verilen sebekede servis saglayicisinin lider, musterilerin ise takip¢i oldugu kabul
edilerek stokastik iki seviyeli bir problem g6z 6nline almistir. Talepler fiyata baghdir,
fiyatlar yiksek ise rakip servis saglayicilardan biri tercih edilebilir. Lineer, birinci
seviyede sans kisitlari olan ve sonlu sayida senaryo olmasi durumlarinda hizmet

fiyatlandirma igin verilen problemin ¢6ziim{ Lagrange rahatlatmasi ile yapiimistir.

Uretici veya tedarikgi ile perakendeci arasindaki rassal parametreler iceren iki seviyeli
veya iki asamali problemlere diger ornekler, optimal fiyatlandirma, siparis ve stok
kontroli modelleri, iade ve gelir paylasimi anlagsmalarini iceren gazete saticisi
probleminin uzantilari [47], [48], ara¢ rotalama, Uretim ve dagitim cizelgeleme

problemleridir [49], [50], [51].

Stackelberg oyunlarinda oyuncularin kararlarini alirken iletisimde olmadigi ve ortaklik
kurmadigi disunalir. Belirsizlik igeren ortaksiz oyunlar [52] ve [53]’'te verilmistir. Bir
tedarik zincirinde oyuncularin genel faydayi, dolayisiyla bireysel faydalarini arttirmak
Uzere koalisyonlar kurmasi da olagandir. Ortaklik imkanlarinin oldugu belirsizlik iceren

bu tlr karar verme problemleri [54]’te incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Literatirde genellikle fiyatlandirma problemlerinde karsilasilan belirsizlik altinda
hiyerarsik karar vermenin, tedarik zincirlerinde de karar vericiler arasinda hiyerarsik
bir iliskinin var olabilmesi ve uzun vadeli kararlarda belirsizliklerin ortaya cikabilmesi
nedenleriyle uygulanabilirligi calismamizin motivasyonunu olusturmaktadir. Ornegin,
hammadde tedarikgisinin aldigi bir karar (reticinin Uretim cizelgeleme ve arag rotalama

stratejilerini degistirebilir, ayrica istikrarsiz piyasa kosullari fiyatlarda dalgalanmalara,



misteri beklentilerinin stirekli artmasi ise taleplerde degiskenlige yol agabilir (Gupta ve

Maranas [7]).

Gahsmamizda belirsizlik iceren, hiyerarsik iliskideki karar vericilerin tasima planlama
problemleri ele alinmistir. Onerdigimiz tic modelde de, STP’de oldugu gibi birim elde
bulundurma ve bulundurmama maliyetlerini kullanan iki asamali basit dizelticili

durumlar tizerinde durulmustur.

1.3 Orijinal Katki

Bildigimiz kadariyla g¢alismamizla ilgili literatir g¢ogunlukla sans kisith programlama
teknigine dayalidir. Calismamizin orijinal kismi, hiyerarsik iliskideki karar vericilere
sahip tedarik zinciri seviyeleri arasindaki tasima planlarinin iki asamali stokastik

programlama teknigi ile belirlenmesidir.

Bu cercevede, BOlim 2’de sans kisitli programlama, iki asamali stokastik programlama
ve stokastik tasima problemi gibi stokastik programlama ile ilgili genel bilgiler, 6rnekler
ve ¢6zim yaklasimlari verilmistir. Bolim 3’te iki seviyeli programlama ve onun bir
genellestiriimesi olan DKMP, Bolim 4’te DKMP’nin stokastik uzantisi olan DKSMP

problemleri tanitiimigtir.

Galismamizin orijinal boélimi olan B6lim 5’de lG¢ model tanimlanmistir. Kesikli talep
durumunda, misteri taleplerini karsilamak lizere anlasmis lider ve takip¢inin optimal
tasima planini bulmak icin birinci model énerilmistir. ikinci model, ilk modelin siirekli
talep durumu igin dizenlenmis halidir. DKMP ve DKSMP problemleri icin 6nerilen
Fischer-Burmeister fonksiyonu yardimiyla diizgiinlestirme (smoothing) teknigi ile tek
seviyeli esdeger problem elde edilmistir. Son modelde, kisa raf dmrine sahip bir
Urndn tasinmasinda Uretici lider, perakendeci ise takipci olarak kabul edilmistir.
Takipci slrekli bozulmaya maruz kalan malin, miusteriye ulastigl anda mimkin
oldugunca taze olmasini istemektedir. Malin yasam siiresi stokastik kabul edilmis ve

ceza maliyetleri birim bozulma maliyetleri olarak alinmistir.

Bolim 6, Sonu¢ ve Oneriler bélimidir. Calismada faydalanilan temel olasiliksal

kavramlar Ek-A’da verilmistir.
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BOLUM 2

STOKASTIK MATEMATiIK PROGRAMLAMA

Stokastik programlama, optimizasyon problem parametrelerinin bazisinin ya da
timiinin deterministik (belirli) miktarlar yerine stokastik (rassal) degiskenler olarak

tanimlandigl durumlarla ilgilenir.

Belirsizligin etkisinin yansitilabilmesi igin, stokastik programlama problemi genellikle
olasiliksal programlama ya da iki asamali stokastik programlama ydntemleri
kullanilarak lineer olmayan esdeger deterministik programlama problemine
donusturdlir. Sonrasinda standart ¢6zim yontemlerinden biri kullanilarak lineer

olmayan programlama problemi ¢ozilir (Werner, [55]).

Stokastik lineer programlama problemi, c;, a; ve b, parametreleri bilinen olasilik
dagihmlarina sahip rassal degigkenler olmak UGzere, x; karar degigkenlerinin

deterministik oldugu kabuli ile asagidaki gibi tanimlanir:

. T _ <
max(min) C X-chxj
j=1
Za,jxjgb,. i=1,...,m (2.1)
j=1
x;20 j=1,...,n

Burada en c¢ok kullanilan yontem:
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max (min) E[C"X] = Zn:E[cj]xj

j=1
> Ela,)x; <E[b] i=1,...,m
j=1

x;20 j=1,...,n

olarak, amag¢ fonksiyonunun beklenen degerini maksimize (minimize) etmek ve
kisitlarda da parametrelerin yerine beklenen degerlerini almaktir. Bu problem,

beklenen deger problemi veya ortalama deger problemi adini alir.

Bagka bir yaklagim ise olasi tum senaryolari distinerek, rassal a; parametresinin
mimkin en blyuk degeri max(a;) ve rassal b, parametresinin mimkin en kigik

degeri min(b;) olmak (izere, (2.1) probleminin esas kisitlari yerine onun en kisitlayici

hali olan

Zn:max(aij)xj <min(b,)

j=1

kisitlarini yazmaktir. Bu yeni kisit, rassal parametrelerin tim mimkin kombinasyonlari
icin esas kisitlarin saglanmasini garantilemektedir. Ancak, bu yaklasim uygun ¢oziimler
bolgesini gerektiginden fazla kisitlamaya neden olabilir (Hillier ve Lieberman [56]). Bu
tlr yaklasimlarin kimi zaman optimale yakin veya tamamen gecersiz olup olmadigi

sorulari dogal olarak akla gelebilir (Birge ve Louveaux [57], Sayfa 137).

Rassal parametrelerin tim mimkin kombinasyonlari igin orijinal kisitlarin belirli bir
derecede saglanmasi yeterli ise (2.1) problemi icin alternatif bir yaklasim Sans Kisith
Programlamadir (Chance-Constrained Programming). Bu yaklasim bir sonraki boliimde

actklanmistir.

2.1 Sans Kisith (Olasiliksal) Lineer Programlama

C

j» 0; ve b, parametreleri bilinen ortalama ve standart sapmalara sahip, normal

dagilim gosteren rassal degiskenler olmak (zere, sans kisith lineer programlama

problemi:
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min C'X :chxj
j=1
{Zauxl<b } i=1,....m (2.2)
x].ZO j=1,...,n

olarak tanimlanir. Burada, i. kisit en az 0<p, <1 olasilikla saglanmig olmalidir. Bagka
bir deyigle, Kisitin ihlal edilme olasiligi ya da kabul edilen risk en ¢ok (1—p,) kadardir.

Ek A’daki Teorem A-2.1’den c; parametreleri normal dagiliml oldugundan

T n
CX= ch.xj
j=1
de normal dagilim gésterir. Fonksiyonun beklenen degeri Sonug A-2.1’den:
E[Zc X, ]—ZE[cj]xj
=1
ve varyansl Tanim A-2.5 ile verilen 6. kovaryans ozelliginden:

Var(Zcx)—ZVar(c )+222Cov(cl /,cx,)

i=1 j<i
—Zx Var(c, )+222xxCov(c
i=1 j<i
seklindedir. Bu esitlik,
var(c,) Cov(c,,c,) ... Cov(c,c,)
Cov(c,,c,) Var(c,) ... Cov(c,,c,)
Cov(c,,c,) Cov(c,c,) ... Var(c,)

olmak tzere,

Var(C'™X)=X" VX
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olarak da yazilabilir. Tanim A-2.5 ile verilen 2. kovaryans 6zelliginden simetrik oldugu

gortlebilen V matrisine c,lerin kovaryans matrisi denir.

Eger c,’ler bagimsiz ise (A.5)'den Cov(c;,c;)=0 olacagindan

Var(C'X)=>"xVar(c,)

j=1
olur.

(2.2) probleminin deterministik esdeger amag fonksiyonu:

klif[c/.]xj +kZJVar(cTX) (2.3)

j=1

seklinde tanimlanmak istensin. Burada k; ve k,, sirasiyla beklenen deger ve standart
sapma igin negatif olmayan géreli 6nem agirliklaridir. Ornegin, k, =0 alinmasi amag
fonksiyonunun standart sapmasinin yani degiskenliginin 0nemsenmedigi sadece
beklenen degerinin minimize edildigi anlamina gelir. Tersine k, =0 alinirsa amag
fonksiyonunun degiskenligi minimize edilir, beklenen degeri ile ilgilenilmez. k, =k, =1
alinirsa amag fonksiyonunun standart sapmasinin oldugu kadar beklenen degerinin de

minimize edilmek istendigi soylenebilir (esit 6nem).

Karar teorisine gore, karar verici karakteri t¢ tirlidir: riskten kaginan (risk averse), risk
Ustlenen (risk pro, risk seeker, risk lover) ve riske nétr (risk neutral). Riskten kaginan
karar verici kétimserdir, yani bir belirsizlikle karsi karsiya kaldiginda belirsizligin en
kotu sekilde sonuglanacagini varsayar ve buna goére planlama yapar. Kétlimser bakis
acisina ornek olarak; ekim, bliyiime ve hasat sezonunda havalar ¢ok soguk gececek,
talep c¢ok az olur vb. verilebilir. Tersine, risk Ustlenen (iyimser) karar verici ise
belirsizligin en iyi sekilde sonucglanacagini varsayar. (2.3)'teki 6nem agirliklari karar
vericinin karar davranisini ortaya koyar. O halde, rassal olayin nasil sonuglanacaginin
onceden bilinmesi karar vericinin optimal karari alabilmesi agisindan 6énemlidir. Karar
vericinin rassal olayin nasil sonuglanacag ile ilgili bilgi karsiliginda 6demeye hazir

oldugu en biyik miktara tam bilginin beklenen degeri (the expected value of perfect
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information) adi verilir. Tam bilginin beklenen degeri bliylik oldugunda rassallik faktori

problemde 6nemli bir rol oynamaktadir denilebilir (Birge ve Louveaux [57]).

Sans kisith lineer stokastik programlama probleminin deterministik esdegerinin amac
fonksiyonunda Var(C'X) ifadesi karekdk icinde oldugundan amac fonksiyonu nonlineer

yapidadir. Probleminin kisitlari ise
h =Y a;x;—b, (2.4)
j=1

dénuisiumleriyle P{h,.SO}Zp,. sekline donustr. a; ve b, parametreleri normal
dagilimh oldugundan Teorem A-2.1’den bunlarin lineer kombinasyonlari olan h,’ler de

normal dagilhm gosterir. Sonug A-2.1’den h,’lerin beklenen degerleri:
E[h]=> Ela,lx; —E[b]
j=1

olur.
j=1,..,ni¢in a;=q;, x; =y, ve b, =q,,,, dontsimleriyapilirsave y,, =—1 alinirsa

n n+l

hy =2 0,%,—b;=3 49,
j=1

j=1

olarak yeni rassal degigkenler g, lerdir. Buradan,

Yi=[y, ¥ - Voul
ve
Var(q,,) Cov(q,1,q,) - Cov(Gy,qyn.)
- COV(fI,-zrqn) Var(q,,) cor CoVv(Gy5, G040
COV(q,-(n;l,,q,l) Cov(Gyni1y,G,) - Var(Gy,.)

olmak tizere, h;’lerin varyanslari da
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Var(h)=Y"VY
seklinde hesaplanir.

P{h.<0}>p, kisitlari

h—Elh] _ —Elh]
P{\/Var(h,) : Jvar(h) }Z & (2:2)

seklinde yazilarak, Sonug¢ A-1.2’den beklenen degeri 0, varyansi 1 olan

h —Elh]

\ /Var(hi)

standart normal degiskeni olusturularak (2.5) kisitlari

—£lh] )

d Jvar(h) =P

seklinde dagilim fonksiyonu kullanilarak yazilabilir. F(s;)=p, olacak sekilde s, degeri

standart normal dagilim tablosundan okunarak,

FE0d ) s

\ /Var(hi)

elde edilir.

Dagilim fonksiyonu F, azalmayan bir fonksiyon oldugundan, bu esitsizlik ancak ve

ancak

—E[h]

Wvar(h)

olmasiyla saglanir. Boylece, kisitlar

E[h,.]+s,ﬂjVar(hi) <0 (2.6)
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sekline donusur.

Ozetle, (2.3), (2.4) ve (2.6)dan sans kisith programlama probleminin deterministik

esdegeri:

min kY Elc;1x; +k,\X VX (k;,k, >0)

j=1

h=> a,;x,—b, i=1,..,m
j=1

E[h,.]+s,../Var(h,.)£0 i=1,....m

x;20 j=1,...,n

olur.

Burada 06zel olarak, tim a; parametrelerinin sabit, c, ve b, bilinen ortalama ve

standart sapmalara sahip, normal dagilim gosteren rassal degiskenler oldugu kabul

edilirse, Z standart normal rassal degisken ve K, , P{Z=K  }=p, olacak sekilde bir

sabit sayi olmak lizere, (2.2) probleminin kisitlari:

3 X, —E[b,
gauxj (5] _b-£lb)
Jvar(b)  \Var(b)

P{Z%Xj <b, }:P
j=1

olur ve buradan

> a;x,—E[b]
j=1 <

\ /Var(b,.) =Ky

elde edilir ve bu esitsizlik dizenlenirse

Zn:aijxj <K, ,\fVar(b,.) +E[b] (2.7)

olur (Rao [58]).
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Ornek 2.1 Sans Kisith Stokastik Tasima Problemi

i=1,...,m olmak uzere, i. tedarik¢inin elinde (kaynakta) tek tip bir maldan b, kadar
bulunur. Ayrica j=1,...,n olmak Uzere, j. musteri (vang yeri) d, kadar talep
etmektedir. Bir birim mal j. kaynaktan j. varis yerine gonderme maliyeti ci/.’dir.

Problem, kaynak kapasiteleri asilmadan miusteri gereksinimlerini karsilayan, toplam
tagima maliyetini minimize edecek sekildeki dagitim planini bulma problemidir. x;, i.
kaynaktan j. varis yerine génderilen mal miktari olmak tzere, problemin matematiksel

modeli:

m n
min z =ZZ%XU

i=1 j=1

DX, <b  Vi=1,..,m
= (2.8)

seklindedir.

Sans-kisitli stokastik tasima problemi, klasik tasima probleminin sans kisitli versiyonu

olarak dusunulebilir. Basitlik agisindan, b;, d; ve c; parametrelerinin normal dagiliml,
bagimsiz rassal degiskenler oldugu kabul edilirse, p, €(0,1)ve g, (0,1) olmak Gzere,

(2.8) probleminin sans kisitlari sirasiyla;

PO x;<b}zp, Vi=1,...m (2.9)
j=1

PO x,2d}>q, Vj=1,..,n (2.10)
i=1

seklindedir. (2.7) ve (2.6)'dan (2.9) ve (2.10) kisitlari sirasiyla;

Zn:xij <K, JVar(b,) +E[b,]

j=1
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D x;=s;\|Var(d)) +E[d,]
i=1

sekline donlstr. Burada, K, ves; degerleri, P{ZZKp/_ }=p, ve F(s;)=gq; olacak sekilde

standart normal dagilim tablosundan okunur. Problemin amag¢ fonksiyonu ise
(2.3)'den,

minz = ii(E[cij] +, fVar(c,j))x,j

i=1 j=1

seklindedir. Boylece, parametreleri bagimsiz rassal degiskenler olan sans kisitl

stokastik tagima probleminin deterministik esdegeri:

m n

minz = ZZ<E[CU] + fVar(cij))x,j

i=1 j=1

ZXUSKMVar(b,HE[b,], i=1,...,m

j=1

> x, 25, [Varld) +Eld)],  j=1,..,n
i=1

X,.jZO

olarak ifade edilir (Kataoka [59]).

2.2 iki Asamali Stokastik Programlama

iki asamali stokastik programlamanin temelinde yatan fikir, telafi etme (recourse)
kavramidir. Belirli kararlar iki asamali olabilir; bazen ilk asamada kararlar alinir, ancak
elde edilecek ek bilgiler ile gelecekteki belirsizligin ortadan kalkmasiyla alinan bu
kararlarin sonraki asamada diizeltilmesi gerekebilir. Rassal bir olay gerceklesmeden

once alinan kararlarin sonraki asamada dengelenmesine diizeltme faaliyetleri denir.

iki asamali problem olarak adlandirilan bu problemde, énce baslangi¢ tahsisleri yapilr,
sonrasinda stokastik olaylar gézlemlenir ve ardindan ilk tahsislerin ya da stokastik
olayin sart kostugu kisitlar cercevesinde kalan kaynaklar yeniden tahsis edilir.
Goraldagu gibi burada, bazi kararlar stokastik olay gerceklesmeden alinir, bazi kararlar

ise ilk asamada alinan kararlara ve stokastik olaylara bagh olarak ikinci asamada alinir.
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Ornek 2.2’de bir matematik programlama probleminin iki asamali olmasi fikri basit bir

tarimsal planlama ornegi tizerinde agiklanmustir.
Ornek 2.2 Tarimsal Planlama (Birge ve Louveaux [57], Sayfa 4)

500 donlim arazisinde bugday, misir ve seker pancari yetistirmekte uzmanlasmis bir
ciftciyi gbz 6nline alalim. Bu giftgi, gelecek kis sezonu igin her bir Urline arazisinden ne

kadar ayiracagina karar vermek istemektedir.

Cift¢i blylkbas hayvanlarin beslenmesi icin en az 200 ton bugday ve 240 ton misira
ihtiyag duyacagini bilmektedir. Bu tahillar arazide yetistirilebilir veya arazide
yetistirilenler eksik kalirsa toptancidan alinabilir. Hayvanlarin besini icin gerekli
miktarlar ayrildiktan sonra artan tahillar, ciftci tarafindan piyasada satilabilir. Ton
basina bugday ve misirin piyasa satis fiyati sirasiyla, 170 ve 150 para birimidir.
Toptancinin kari ve tasima masraflarindan dolayi giftginin toptancidan alis fiyatlari ise

%40 daha fazla olup sirasiyla 238 ve 210 para birimidir.

Seker pancari ise ton basina 36 para birimine satilmakta olan karl bir Grindir. Ancak
hiikiimet seker pancari Uretimine kota getirmistir. Kotanin lizerinde Uretilen her bir ton
seker pancari, ancak 10 para birimine satilabilmektedir. Ciftcinin gelecek yil igin Giretim

kotasi 6000 tondur.

Ciftci gecmis tecriibelerinden bugday, misir ve seker pancarina ayrilan donim basina
sirastyla, 2.5 ton, 3 ton ve 20 ton irin elde edildigini bilmektedir. Uriinlerin ekim
maliyetleri donim basina sirasiyla, 150, 230 ve 260 para birimidir. Cift¢inin karar

vermesine yardimci olmak igin kurulan modelde karar degiskenleri:
X, = bugdaya ayrilan arazi (d6nim)

X, = misira ayrilan arazi (d6niim)

X3 = seker pancarina ayrilan arazi (dénim)

@, = bugday fazlalig (piyasaya satilan bugday) (ton)

y; = bugday eksikligi (toptancidan alinan bugday) (ton)

@, = misir fazlaligi (piyasaya satilan misir) (ton)
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y, = musir eksikligi (toptancidan alinan misir) (ton)
@, = ylksek fiyattan satilan seker pancari (ton)
w, = dusuk fiyattan satilan seker pancari (ton)

olmak lzere, problemin lineer programlama modeli:

min {150x; +230x, +260x; +238y, —170w, +210y, — 1500, —36, — 10w, |
X, + X, + x5 <500,
2.5x; +y; —w; 2200, 3x, +y, —w, 2240,
w;+w, <20x;, w;<6000,

X1, X5,X3,Y1,Y2,0,,05,05,0, 20
seklindedir.

Problem bir paket programla ¢oziildiigiinde elde edilen optimal ¢6ziimler 6zetlenirse:

ciftci arazisini Grlinlere sirasiyla,
X, =120, x, =80, x; =300

doénim olarak paylastirmalidir. Bu sekilde paylastirdiginda elde edecegi Grlin miktarlar
sirasiyla, 300, 240 ve 6000 ton olacaktir. Gegcmis tecriibelerine dayanarak, ciftci 200 ton

bugdayi hayvanlari icin ayirirsa geriye kalan
w, =100

ton bugday! satmalidir. Benzer sekilde, yine gecmis tecriibelerinden 240 ton misiri

hayvanlarina ayiracagindan, piyasaya satmasi gereken misir miktari:

@, =0

olmahdir. Elde ettigi bugday ve misir miktarlari hayvanlarina yeteceginden,

yl* =0, yz* =0

olmalidir ve cift¢inin toptancidan bugday ve misir almasina gerek yoktur.

a)3* =6000 olarak elde ettigi seker pancarinin tamamini ylksek fiyattan satmalidir ve
seker pancari icin kota degeri asilmamistir. a)4* =0 degeriyle de ciftci distk fiyattan

seker pancari satmamalidir.
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Maliyet minimizasyonu problemi ¢6zimu ile optimal maliyet -118600 para birimi,
dolayisiyla optimal kar 118600 para birimi olarak bulunmustur. Optimal ¢6zimin
neden bu sekilde elde edildigini anlamak oldukga kolaydir. Ciftci, ekimi en karl Grin
olan seker pancari kotasina ulasabilecek kadar arazi miktarini seker pancarina ayirir.
Daha sonra, hayvanlarinin beslenmesine yetecek tahili elde edebilecek sekilde bugday
ve misir eker. Sonrasinda kalan araziyi, piyasaya satildiginda daha ¢ok gelir saglayacak
bugdayin ekimine ayirir. Burada, “Déniim basina karin gittikce azaldigi bir siralamayla

araziyi Urlnlere tahsis et.” seklinde basit bir sezgisel kural gelistirilebilir.

Ancak, ¢iftcinin ge¢mis tecriibelerine gore, ayni urin igin farkh yillarda, farkh hava
kosullarinda farkli miktarlar elde edildiginden cift¢ci bu kararindan endise duymaya
baslayacaktir. Ekim ya da dikim asamasinda yagmura, blylime ve hasat zamaninda ise
glinese gereksinim duyulmaktadir. Fazla yagmur tohumlarin ¢lirimesine, fazla giines
de kurakliga neden olabilir. Hava sartlarindaki yagmur ya da glinese bagl tim bu
degisiklikler, ortalamanin %20’si ile %25’i arasinda degisen bir deger ile ortalamanin

altinda veya Uzerinde bir aralikta deger alan Grlinlerin elde edilmesine yol agacaktir.

Farkli Grinler de olsalar hava sartlarina bagl olarak elde edilecek (riin miktarlari
arasinda bir korelasyon oldugu kabul edilsin. Bu korelasyon basitce, tim Grlnler icin
hava sartlarinin kétii, ortalama veya iyi olmasi durumlarinda elde edilecek (rin
miktarlari sirasiyla, ortalamanin altinda, ortalama veya ortalamanin lizerinde olarak
ifade edilebilir. Yukaridaki ortalamanin altinda ve ortalamanin lizerinde dilsel
ifadelerinin sabitlenmesi icin ortalamanin sirasiyla, %20 altinda ve %20 lzerinde oldugu
dislindlsiin. Hava sartlarina gore, ortalamanin altinda, ortalama ve ortalamanin

tzerinde elde edilecek Grlin miktarlari doniim basina sirasiyla, bugday igin (2.5F %20)
2, 2.5 ya da 3 ton; misirigin (3F%20) 2.4, 3 ya da 3.6 ton; seker pancari igin (20 F%20)
16, 20 ya da 24 ton olarak gerceklesecektir. Basitlik acisindan, hava sartlarinin fiyatlar

Uzerinde etkisi olmadigi farz edilsin.

Hava sartlarinin ortalama gitmesi senaryosuna karsilik gelen durum icin olusturulan
modelin sonuclari zaten elde edilmisti. Simdi, hava sartlarinin kéti ve iyi gitmesi

senaryolarina karsilik gelen modelleri ve sonuclarini elde edelim:
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Hava sartlarinin kétii gitmesi senaryosuna karsilik ortalamanin altinda Grinler

elde edilmesi durumu igin olusturulacak model:

min {150x; +230x, +260x; + 238y, —170w, + 210y, — 1500, — 36, — 10w, |
X, + X, + X3 <500,
2x, +y, —@, 2200, 2.4x,+y,—w, 2240,
w3 +w, <16x;, @, <6000,

X1,X2,X3,Y1,Y2, 01,0 ,03,0, 20

Hava sartlarinin jyi gitmesi senaryosuna karsilik ortalamanin (izerinde Urinler

elde edilmesi durumu igin olusturulacak model:

min {150x; +230x, +260x; + 238y, —170w, + 210y, — 1500, — 360, — 10w, |
X, + X, + X3 <500,
3x; +y; —w; 2200, 3.6x, +y, —®, 2240,
w;+w, <24x5, w3 <6000,

X1,X3,X3,Y1,Y2,01,0, 03,0, 20
olur.
Havalarin kétii gitmesi senaryosuna karsilik, giftci arazisini Grlnlere sirasiyla,
* * *
x;, =100, x, =25, x3 =375

donim olarak paylastirmalidir. Bu durumda elde edecegi Grin miktarlari

bugday, misir ve seker pancari icin sirasiyla, 200, 60 ve 6000 tondur.
oldugundan piyasaya bugday ve misir satmamalidir.

Elde ettigi bugday hayvanlarina yetecektir, ancak misirin yetmedigi goérilir.

Toptancidan alacagi bugday ve misir miktarlari, sirasiyla:
y, =0,y, =180
olmalidir.

a); =6000 oldugundan ciftci elde ettigi 6000 ton seker pancarinin tamamini

yiksek fiyattan satabilir, kota asilmadigi icin duslik fiyattan seker pancari

satmayacaktir ve
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o, =0

dir. Bu senaryoya gore, optimal kar 59950 para birimi olarak bulunmustur.
Havalarin iyi gitmesi senaryosuna karsilik, ciftci arazisini trtinlere sirasiyla,
X, =183.33, X, =66.67, x; =250

donim olarak paylastirmahldir. Bu durumda elde edecegi Urin miktarlari
bugday, misir ve seker pancari igin sirasiyla, 550, 240 ve 6000 tondur.
Hayvanlardan artan bugday piyasaya satilir ve elde edilen misir ancak

hayvanlara yeter:

@, =350, @, =0.

Ciftcinin toptancidan bugday ve misir almasina gerek yoktur:
yi =y, =0.

Elde ettigi 6000 ton seker pancarinin tamamini yiksek fiyattan satar, kota

asilmadig icin duslik fiyattan seker pancari satmaz:
w; =6000, @, =0.
Bu senaryoya gore, optimal kar 167667 para birimi olarak elde edilmistir.

Optimal ¢dziimler, hava sartlarina oldukca duyarlidir. Uriinlere ayrilacak araziler
bugday, misir ve seker pancari igin sirasiyla, 100 ile 183.33, 25 ile 80 ve 250 ile

375 arasinda degismektedir.

Uzun donem igin yapilan hava tahminleri ciftci icin 6nemlidir. Ancak, meterologlar alti

ay oncesinden havanin dogru tahmin edilemeyecegi konusunda hemfikirdir. Cift¢i hava

sartlarinin nasil olacagi konusunda tam bir bilgiye sahip olmadan kararini vermelidir.

Bu problemde en 6nemli mesele, seker pancarina ne kadar arazi ayrilmasi gerektigidir.

Gereginden fazla arazi ayrilirsa, kotanin lzerinde elde edilen seker pancarinin tercih

edilmeyen, dislk bir fiyattan satilmasi olasiligi vardir. Olmasi gerekenden daha az arazi

ayrilmasi durumunda ise, kotanin altinda kalinmasi ve kotanin altinda kalan miktarin

yuksek fiyattan satilmasi firsatinin kacirilmasi s6z konusudur.
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Burada, hava kosullari hakkinda tam bir bilgiye sahip olunmadan hemen alinmasi
gereken kararlar, yani ilk asama kararlari her bir Griine ayrilacak dénim cinsinden arazi
miktarlaridir. ikinci asama kararlari ise piyasaya satilacak ve toptancidan alinacak tahil
miktarlaridir ve bu miktarlara hava sartlarina bagh olarak sonradan karar verilebilir.
Urlin miktarlar hava sartlarina bagl olarak {ic senaryo —Senaryo 1: ortalamanin
altinda miktar (kéti hava sartlari), Senaryo 2: ortalama miktar (ortalama hava sartlari),
ve Senaryo 3: ortalamanin lizerinde miktar (iyi hava sartlar)— ile temsil edilebilir.

Senaryo indisi, sirasiyla:

s=1,2,3

olarak alinirsa, karar degiskenleri:

x, = bugdaya ayrilan arazi (d6niim)

X, = misira ayrilan arazi (déniim)

X3 = seker pancarina ayrilan arazi (dénim)

@, = S senaryosu gerceklesirse piyasaya satilan bugday (ton)

Y1s = § senaryosu gerceklegirse toptancidan alinan bugday (ton)

®,, = s senaryosu gerceklesirse piyasaya satilan misir (ton)

Y,s = § senaryosu gerceklegirse toptancidan alinan misir (ton)

w;, = s senaryosu gergeklesirse ylksek fiyattan satilan seker pancari (ton)
w,, = s senaryosu gerceklesirse duglk fiyattan satilan seker pancari (ton)

olacaktir.

Her bir senaryonun esit olasilikla gerceklesebilecegi, ciftcinin riske karsi nétr oldugu ve

beklenen karini maksimize etmek istedigi farz edilirse problem:
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150x; +230x, +260x;,
1

min< 1

1

X, + X, +x3 <500,

2X; +yq1 — @y 2200, 2.5%; +y1, — @, 2200, 3x; +y,3 — w53 2200,
24X, +Y, — @y 2240, 3X, +Y,, —@,, 2240, 3.6X, +Y,;3 —1y3 2240,
W31 + Wy S16X5, W3y +Wyy S20X3, O35+ Wy3 <24X5,

w3, <6000, w3, <6000, ;3 <6000,

Xl'X2'X3'yls'yZS'a)ls'a)Zs'w3s'a)4s 20s :1'2'3
seklini alir.
Tlim senaryolar i¢in ideal olan optimal ¢6ziim:

Birinci asama kararlari, ciftci arazisini bugday, misir ve seker pancarina sirasiyla,
X, =170, x, =80, x; =250

donim olarak paylastirmalidir. Senaryo 1’e gore, ciftcinin elde ettigi tahil miktarlan
sirasiyla, 340, 192 ve 4000 tondur. Senaryo 2’ye ve Senaryo 3’e gore, bu miktarlar
sirasiyla, 425, 240 ve 5000 ton; 510, 288 ve 6000 ton olarak bulunur. Buradan, ikinci

asama kararlar:

Piyasaya satilan miktarlar: (a)ls*)=(140 225 310) (bugday),

(aJZS* ) =(0 0 48)(misir),

Toptancidan alinan miktarlar: (yls*)=(0 0 0) (bugday),

(yzS*):(48 0 0) (misir),

Seker pancari satis miktarlari: (a)35*)=(4000 5000 6000) (yuksek fiyattan satilacak

miktarlar), (a)45*):(0 0 0)(disuk fiyattan satilacak

miktarlar)
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olarak hesaplanir. Beklenen kar ise 108390 para birimidir.

Simdi, ciftcinin gelecek Ug yil icin hava tahminlerini dogru olarak kestirebilecek yeni bir
meteroloji teknolojisine yatirrm yapmak istedigi distnilstiin. Bu yatirinm sonucunda
ciftci, gelecek Ug¢ yil icin tam bilgiye sahip olacaktir. Bu tam bilginin sirasiyla, iyi,
ortalama ve koéti seklinde olacagl kabul edilsin. Bu durumda, ilgili modeller igin
senaryolardaki optimal ¢ozlimler kullanilarak, optimal karlar gelecek g yil igin sirasiyla,
167667, 118600 ve 59950 para birimi olarak gerceklesir. Ortalama kar ise 115406
seklinde hesaplanir. Teknoloji yatirimi yapilmazsa, g yil igin de iki agsamali modelden
elde edilen sonuglar kullanilir ve bu durumda ortalama kar 108390 para birimi olarak
bulunur. O halde, tam bilginin beklenen degeri, yani ortalama karlar arasindaki fark

olan 7016 para birimi, bu teknolojiye yapilabilecek yatirimin Gst siniridir.

2.2.1 Kararlar ve Asamalar

Rassal olayin nasil sonuglandigi ile ilgili tam bir bilgiye sahip olunmadan alinan kararlara
1. asama kararlari denir ve genellikle x vektori ile gosterilir. Daha sonra rassal olayin
gerceklesmesiyle tam bilgiye sahip olunur ve 2. asama kararlari ya da dizeltici kararlar

alinir. Bu kararlar ise y vektori ile gosterilir. Q olasilik uzayi, @weQ rassal olayinin
mimkin sonuglarinin kiimesi ve @ rassal olayina bagli olarak ortaya ¢ikan §(w) rassal

vektori olmak lizere, olaylar ve kararlarin dizilisi:
x — §(0) —> y(@,x)
olarak oOzetlenebilir (Birge ve Louveaux [57], Sayfa 52). Ec[.], § vektorine gore

beklenen deger olmak Uzere, iki asamali diizelticili stokastik programlama modeli:

min ¢’x+E[Q(x,§(@)]
Ax=b
x>0

weQ)
seklindedir. Burada,

Qlx,§(@)) =min{q"y|Tx + Wy =h,y >0}
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fonksiyonu ikinci asamanin optimal degerini verir. §w), @ Q vektori, q’, h" ve T

bilesenlerinden olugsmustur.

Ornek 2.2’ye doniilurse, t;(s), s=1,2,3 ve i=1,2,3 igin, s senaryosu gerceklestiginde
i. iriinden elde edilecek miktari gostermek Uzere, ikinci asama problemi:
Q(x,s) =min {238y, —170w, +210y, — 150, —36@; — 100, }

t,(s)x, +y, —m, =240,

5 + @, <ty(s)x;,

w5 <6000,

yllyZIa)]_ra)ZIa)3ra)4 Zo

seklinde yazilabilir. & =(t,(s),t,(s),t5(s)) olmak lzere,

gz(é:l' é:zr §3)

rassal vektori sadece U farkli deger alabilir.

2.2.2 Ozel Haller: Sabit Diizelticili (Fixed Recourse), Goreceli Tam (Relatively
Complete) Diizelticili, Tam Diizelticili ve Basit Duzelticili Stokastik

Programlama

iki asamali stokastik programlama problemlerinde bazi &zelliklerin  varlig

hesaplamalarda kolaylik saglamaktadir.

Sabit diizelticili adi verilen durumda, ikinci asamaya ait Tx+ Wy =h,y >0 kisitlarinda T

matrisinin rassal bir matris, W duzeltici matrisinin ise bilinen sabit bir matris oldugu
kabul edilir. Rassal olay @ gerceklestikten sonra, artik diizeltici faaliyetlerin maliyetleri

q, sag taraf sabitleri h ve katsayilar matrisi T deterministik hale gelir. Bundan sonra,
dizeltici ikinci asama kararlari y alinir. Birinci ve ikinci asama kararlarini ayni anda

hesaplattiran iki asamall sabit duzelticili stokastik programlama probleminin

deterministik esdegeri:
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min ¢’ x+E[min q(w) y()]
Ax=b
T(w)x + Wy(®) = h(w)
x>0
y(®w)>0
weQ)

(2.11)

olur.

ilk asamada karar alirken bu kararlarin gelecekteki etkileri géz éniine alinir. Bu etki, x

kararini almanin beklenen degerini hesaplayan
I(x) = Eg[Qlx, §(w))]

dizeltici fonksiyonu vasitasiyla 6lcgllir. Stokastik programlamanin zor yani, 6zellikle
senaryo sayisi c¢ok fazla oldugunda her bir x icin dizeltici fonksiyonun
hesaplanmasindaki islem yukidr.

Ozel olarak, rassal olayin sonlu sayida sonuclanabildigi durum géz éniine alinirsa,
sirasiyla  birinci ve ikinci asama uygunluk kimeleri K :{x|Ax=b, x>0} ve
K, ={x|9(x) <} olmak izere, W matrisi sabit ise her xeKk,NK, icin dizeltici
fonkisyon 9(x) pargali lineer konveks fonksiyondur. Hem kesikli hem de surekli rassal
degiskenler icin, W diizeltici matrisinin sabit yerine rassal oldugu durumda uygunluk
gibi bazi konularda zorluklarla karsilagilmaktadir (Birge ve Louveaux [57], Sayfa 85).
xeK, icin, & senaryosu gerceklestiginde T x+W,y=h, ikinci asama kisitlarini
saglayan y >0 bulunamiyorsa, yani ikinci asama uygun ¢oziimler bélgesi bos kiime ise
Q(x,&,)=co alinarak bu durum modele yansitilabilir. Bu durumda uygun olmayan ikinci
asama ¢ozlmleri Gretecek x ¢dziimdu, sinirsiz cezalandirilacak ve birinci asama optimal
¢6zUmu olamayacaktir.

Hicbir senaryoda boyle bir uygun olmama durumu gerceklesmiyorsa, yani birinci asama
icin uygun olan her bir ¢6zim, iki agama icin de uygunsa, baska bir deyisle, K, K, ise
bu 6zel duruma goreceli tam diizelticili stokastik programlama denir. ikinci asamanin

uygunlugu, sabit bir >0 parametresi vasitasiyla amag ve kisitlardaki
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min{q'y + 7t|Tx+ Wy —te=h, e=(1,...,1)", t>0, y>0}

seklindeki bir degisiklikle kontrol edilebilir. Géreceli tam dizelticili durumun 6zel bir
hali olan bu duruma tam duzelticili adi verilir. Tam duzelticili durumda rassal olayin
hicbir olasi sonucu uygun olmayan ¢oziimler (iretmez. Baska bir deyisle, her h—Tx igin

Wy =h—Tx olacak sekilde en az bir y >0 mevcuttur.

Tam duzelticili durumun 6zel bir hali ise basit duzeticili durumudur. Basit dizelticili
stokastik programlama probleminde, q" +q >0 olmak lzere, q vektéri q=(q°,q),
y vektori y=(y',y) ve W matrisi W=(l,—-1) seklinde boéliunmistir (Birge ve
Louveaux [57]).

Ornek 2.3 Stokastik programlamanin en basit formlarindan biri gazete saticisi (news
vendor veya newsboy) modelidir. Bu problemde, Bir gazete saticisi glinlik talep &’nin
F dagilimina ve f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir sirekli rassal degisken
oldugunu gozlemler. Satici adet basina ¢ alis, p satis fiyatindan karini maksimize

edecek sekilde ka¢ adet gazete satin almasi gerektigini bulmalidir. Saticinin elindeki
gazete sayisi, talepten fazla oldugunda satilamayan fazla gazeteler iade edilemez.

Gunlik alinan gazete sayisi x 'in optimal degeri, saticinin beklenen karinin

max z(x)=—cx+ Iptf(t)dt + Ipr(t)dt
x>0 0 X

seklinde maksimize edilmesiyle bulunur. Amac fonksiyonunda yapilan dizenlemelerle

problem,

max z(x) = —cx + pE[S] +pj(x—t)f(t)dt =—cx+ pE[E]+ p(x —E[E])"

>
x>0 X

sekline donuslr ve
E=—c+p(1—F(x))=0
dx

denkleminden ¢6zimi
X* :F_l(p—c)
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olarak bulunur (Birge [15]).
Ornek 2.4 (Dantzig, [60]) Belirsiz Talebi Karsilamak Uzere bir Magazaya Mal Tasima

iki asamali basit diizelticili bir durumu ele alalim: Bir fabrikanin elinde belirli bir maldan

100 parga vardir. Bu mal, tanesi 1 para birimi maliyetle belirsiz d, talebini karsilamak

Uzere bir magazaya vyollanabilir. Eger talep, tedarik miktarindan fazla ise
karsilanamayan talep bolgedeki piyasadan tanesi 2 para biriminden satin alinabilir.

Bilinmeyen d, talebi 70 ile 80 arasinda uniform dagihm géstermektedir.

Problemin iki asamali stokastik tasima modelini kuralim ve asamalarda verilecek

kararlari belirleyelim.
Karar degiskenleri:

=0

Fabrikadan yollanan miktar: x,, >

Fabrikada depolanan miktar: x,, >0

Piyasadan satin alinan miktar: x,, >0

Talebin ustlinde gerceklesen arz fazlasi: x,, >0
Toplam maliyet: C

olmak lizere, sistemin saglamasi gereken denklemler;

X, +x, =100
dz =Xy T X =Xy

C=x,, +2x,,

seklindedir.

d, talebi belirsiz oldugundan toplam maliyetin beklenen degerini bulalim. Bu degerin
minimum olmasi icin, x,, >d, ise x,, =0, x;; <d, ise x,, =d, —x,, dir. Bylece, toplam

maliyet fonksiyonu;

X X,, >d X X, >d
minC:{ 117 11 2_{ 11/ 11 2

X, +2(d, —x,), X, <d, -x, +2d,, x,, <d,

olur. d, talebi 70 ile 80 arasinda uniform dagilim gésterdiginden; Ornek A-1.2’den
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Eger x;; <70 ise

EC)= T C f,(x) dx= [ C f, (X)ax+[C £, (x) dx+ Tc f, (x) dx :%j(xﬂ +2(x — X)) dx

R ——
=0 =0

=150-x,,
seklinde hesaplanir.
Eger 70<x,, <80 ise

2

1 1% X,
E[C]—E;[)Xll dx+EX_[ (2x—x,))dx == ~15x,, +640
ve eger x;, =80 ise, benzer sekilde

80 1 80
E[C]= IC f; (x) dx:—J.xlldx:x11
70 : 10 70
olur. Ozetle,
150 -x,,, x,, <70

2

E[C]= Xll—(l) ~15x,+640,  70<x,, <80

X 80<x,,

117

yapisindadir. Beklenen degerin minimum olabilmesi igin, x;; <70 ise x;; =70 ve
x;, 280 ise x;; =80 olmalidir. Her iki durumda da beklenen deger 80 olarak bulunur.

Eger 70 < x;, <80 ise beklenen degerin tiirevi 0 olmalidir, yani

2

X X
E[C] =(Z2- —15x,, +640) =212 —15=0
(10 " ) 5

dan
X, =75

olarak bulunur. Bu durumda, beklenen deger 77.5 olur ve aciktir ki bu deger 80’den

daha iyi olup minimumdaur.
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Sonucu yorumlarsak, birinci asamaya ait karar degiskeni x,,, ikinci asamaya ait karar
degiskeni x,, 'dir. Misteri talebi belirli olmadan magazaya birinci asamada x,, =75

adet mal gonderilmelidir. Bu ¢6ziim, rassal olay ya da miusteri talebinin her tirla
durumunu karsilayacak sekildeki en iyi ¢c6zimdiir. Rassal olay gerceklestikten sonra,
yani miusteri talebinin belirli hale gelmesinden sonra, talep 75 birimin Ustlinde
gerceklesirse eksik miktar (tanimlanmis dagilima gore en fazla 5 birim) piyasadan alinip
misteriye gonderilerek eksiklik telafi edilir. Magazaya mal génderme maliyeti ile
dizeltme (1 para birimi yerine 2 para birimi 6deme ile ceza) maliyetinin toplaminin

beklenen degeri 77.5 olarak gerceklesir.

2.2.3 Benders Ayrisim (Dual Decomposition) Algoritmasi

ilk kez karma tamsayili lineer programlama problemleri icin énerilen ve iki asamali
stokastik programlama problemlerine de uygulanabilen Benders ayrisim
algoritmasi [61], Dantzig-Wolfe ayrisim algoritmasinin [62] dual probleme uygulanmis
halidir. Ayrisim algoritmalari temelde orijinal problemi kiiglik alt problemlere ayirarak
bu problemleri ardarda veya paralel olarak ¢ézerek orijinal problemi cdzmeye dayali bir
yaklasimdir. Ayrilabilir yapida karar degiskenleri kiimesine sahip oldugundan problemin
modeline bakildiginda blok kdsegen yapisi (hem x hem de y degiskenlerini iceren

kisitlar, sadece x degiskenlerini iceren kisitlar ve sadece y degiskenlerini iceren

kisitlar) gorilir. Bu yapidan dolayr alt problemler birbirinden bagimsiz olarak

¢Ozllebilir.

Dual ayrisim yonteminin temel fikrini anlatabilmek Gzere, basitlik acisindan stokastik
olayin tek tirli sonuglanabildigi varsayilsin. iki asamali problemin deterministik

esdegeri olan (2.11) problemi:

min ¢’x+q'y

Ax =b

(2.12)
Tx+Wy=h
X,y=0

problemine indirgensin. Burada ayrica, {x|Ax=b,x >0} sinirli bir kiime olsun. x’in bir

an icin bilindigi kabul edilirse diizeltici fonksiyon;
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9(x) =min {qu‘Wy= h—-Tx, y>0}
seklinde parcali lineer olarak ifade edilebilir.
Bu durumda, (2.12) problemine esdeger ve ana problem olarak adlandirilacak problem;

min ¢’ x+ 3(x)
Ax=b
x>0

veya

min ¢x+6
Ax=b
0-9(x)>0
x>0

seklindedir. Benders ayrisim algoritmasi séyle 6zetlenebilir:

Adim 1. §,, min {qu‘Ax=b, Tx+Wy=h, x>0 y>0} probleminin bir alt sinirt olmak
lzere, min{ch+6?‘Ax=b,¢92490,x20} ana problemi ¢o6zilar. Problemin
cdzimii (x,6) olsun.

Adim 2. 9(x)=min {qu‘Wy= h—Tx, y>0} probleminin duali alinir, dual problem;
max {(h—Tx) u ‘Wrus q}

seklindedir. Burada iki tlir durumla karsilasilabilir;

Durum 1. Dual problem sinirsiz ise primal problemin ¢6zimi uygun degildir. O

halde, ana probleme uygunluk keseni eklenir. Dualite teoreminden;

wa<o
(h—TX)i>0

esitsizliklerini saglayacak U simpleks carpanlari bulunur. @' (h—Tx)<0

uygunluk keseni ana probleme eklenir ve Adim 3’e gegilir.
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Durum 2. Dual problemin sonlu ¢6zimi varsa, y primal ve G dual ¢ézimleri
bulunur. Bu durumda, ana probleme optimallik keseni eklenir. Herhangi bir
X igin;

0> 9(x)> 9(x)=(h—Tx)a>(h—Tx)a

esitsizligi saglanir. @>(h—Tx)a optimallik keseni ana probleme eklenir.
Boylece optimal olmayan ()“(,é) ¢6zimi uygun ¢oziimler bolgesinden atilarak
bolge glncellenir ve Adim 3’e gegilir. Ana problemde gilincelleme
yapilamiyorsa, yani 9(x)<8 ise, algoritma sonlanir, X birinci asama optimal

¢OzUimuddar.

Adim 3. Giincellenmis ana problem ¢éziiliir, problemin optimal ¢ézimii (%,6) olsun.

(%,0):=(x,0) ile Addim 2’ye déniilir.

K farkl senaryoya karsihk ve ke{1,...,K} olmak lzere, k. senaryonun gerceklesme

K
olasiliginin p,(=0) ve Zpk =1 oldugu kabul edilsin. iki asamali yapidaki

k=1

K
min €'x+Y_p,acy,

k=1
Ax =b (2.13)
Tx+Wy, =h, k=1,...,K
x20, y, 20 k=1,...,K

problemi de ayrilabilir yapidadir. Sabit bir x icin, birbirinden bagimsiz K farkl alt
problem elde edilir. Birinci asama kararlari x, rassal olay gerceklemeden alinmalidir.

Rassal olay gerceklesmeden 6nce T,,q, ve h, matrisleri bilinmektedir, ancak hangi

rassal olayin gerceklesecegi bilinmemektedir. Rassal olay gerceklestikten sonra artik

tim parametreler belirlidir. Ana problem;
min{ z|z=c"x, Ax=b,x >0}

seklindedir. Ana problemin optimal ¢6zima X,
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min gy,
Wy, =h, —Tx
Y. 20

alt problemlerinde yerine yazilir. ilk adimda, alt problem k igin, dual problem sinirsiz

ise Ust sinir z,=oo olarak belirlenir ve uygunluk keseni eklenerek ana problem

gincellenir ve ¢ozalur. Aciktir ki,

z*—zu‘ farki 6nceden belirlenmis bir tolerans

degerinden daha blyik olacaktir. Bu nedenle, giincellenen x icin alt problemler

yaratilir ve ¢6zulir. Dual problemlerin timi sonlu ise Ust sinir:
K
_ T TS
Z,=¢ x+zpquyk
k=1

olarak gilincellenir. Optimallik keseni eklenerek ana problem giincellenir. Bir sonraki
adimda alt problemlerin timi uygun ¢6ziime sahipse ve bir dnceki adimdakinden daha
iyi bir tst sinir degeri elde ediliyorsa ust sinir giincellenir. Onceden belirli bir tolerans
degeri kadar yakinhkta bir ¢6ziim elde edinceye kadar uygunluk keseni ya da optimallik

keseni ekleyerek adimlar tekrarlanir.

Optimallik kesenleri asagidaki sekilde olusturulur; ﬂ'kT dual degiskenlerin optimal
degerleri (simpleks ¢arpanlar) olmak tzere, Tx+Wy, =h, esitliginin her iki tarafi pkﬂkT

ile garpilir ve sol tarafa pkq;yk eklenip, gikartilir ve esitlik diizenlenirse;

P T )X =, (A — 7 W)Y, +PAcYy = Pch,
—_—

>0

elde edilir, bu esitlik k=1’den K ’ya toplanirsa;

K K K
Zpk(”kTTk)x + Zpkquk 2 zpkﬂkrhk
k=1 k=1 k=1

K
olur, ayrica Zpkquk =@ alinirsa kesen;
k=1

K K
02> pih =D p (7T )x
k=1 k=1
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seklini alr. Dikkat edilirse, bu kesen yontemin 2. adimin Durum 2’sinde verilen

optimallik kesenine benzerdir. Benzer sekilde, uygunluk keseni de;
K . K .

> ph =D p (T X <0

k=1 k=1

olarak yazilabilir (Kall ve Wallace [2], Dantzig ve Thapa [6]).

2.2.4 Stokastik Tagima Problemi

Belirli bir mal igin musteri talepleri kesin olarak bilinmiyorsa, tedarik noktalarindan
talep noktalarina tasinan optimal mal miktarini belirleme problemine stokastik tasima

problemi denir.

Burada i=1,...,m olmak Uzere, i. tedarik¢inin elinde (kaynakta) tek tip bir maldan b,
kadar bulunur. Ayrica j=1,...,n olmak Uzere, j. misteri (varis yeri) c7j kadar talep

etmektedir. Talep miktarlari bilinen olasilik dagilimlarina sahip rassal degiskenlerdir. Bu
rassal degiskenler kesikli veya sirekli yapida olabilir. Calismamizda STP, bu iki durum

icin ayri ayri incelenecektir.

i. kaynaktan j. varig yerine gonderilen mal miktari x; ve bir birim mali génderme
maliyeti ¢;, j muUsterisine gonderilen toplam mal miktari y; olsun. Eger j. misterinin

talebi karsilanmazsa karsilanmayan her bir birim talebe karsilik elde bulundurmama

maliyeti (cezasi) s;'dir. Eger j. musterinin talebinin Uzerinde mal gonderilirse her bir

birim fazla mala karsilik elde bulundurma maliyeti h;’dir.

2.2.4.1 STP’nin Kesikli Durumu

Miusteri taleplerinin bilinen kesikli dagilimlara sahip rassal degiskenler oldugu kabul

edildigi durum STP’nin kesikli versiyonudur. j. musterinin kesikli talep sayisi k; ve
k=1,...,k; icin j musterisinin kesikli talebi d; ya karsilik gelen olasilik p, olmak

J

Uzere, kesikli STP modeli:
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m n n
min Y c;x; + > (hiEly; —d, 1" +5,ld; ~y, 1"

i=1 j=1 j=1

n
ZXUSb,, i=1,2,....m
= (2.14)

m
Y x;=y;, i=12,...,n
i=1

X; 20, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n

seklinde verilebilir (Ferguson ve Dantzig [11]).

Kesikli d; rassal talepleri igin, (2.14) modelinin amag fonksiyonundaki beklenen eksiklik
ve beklenen fazlalik fonksiyonlarinin genellestirilmesi, sirasiyla:

t-1

Eld,—y,]"=>tP{d, -y, =t} =D > P{d,—y,=t}=>_ > P{d, -y, =t}

t=1 t=1 k=0 k=0t=k+1

=Y Pld,—y,>ki=D (1-P{d, —y; <k})= Y (1-Fly, +k)),
=0 k=0 ngyl-

t-1

E[yj_dj]+:ZtP{yj_dj:t}:Z P{yj_dj:t}:z Z P{yj_dj:t}
t=1 t=1 k=0 k=0 t=k+1

o0

Pid, <y, —k}= > Fly,—k)

0 k=0
yj>dj

NgE

==
Il

seklinde verilebilir (Louveaux ve van der Vlerk [63]).

(2.14) modelini daha agik yazmak igin, 77, ve njk+, sirastyla j musterisinin kesikli d

talebinin Uzerinde ve altinda gonderilen miktarlar olmak tzere,

V= 1 =dy
77jk_77jk+:0 j=1,...,n; k=1,...,k
Nik » 77ijr =0

dontsimleri (2.14) probleminin kisitlarina eklenirse, (2.14)’e esdeger olan
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m n n kj kf
minZZcijx,j +Z(hj (P{dj Zdjk}njk_)+st(P{dj dek}njk+)}
i=1 j=1 =1\ k= k=1
n
x,jsb,, i=1,...,m
j=1
X; 20, i=1,....m; j=1,...,n (2.15)
lej—ﬂjk_+77jk+:djk, j=1,..,n; k=1,...k;
i=1
77jk_77jk+:0' j=1,...,n; k=1,...,kj
qjk_,njk+20 j=1,...,n; k:1,...,kj

problemi elde edilir.

Teorem 2.1 77, ve 77]-,(+ degiskenleri ayni tabanda olamaz.

Ispat: Aksini varsayalim, yani ikisi birden sifirdan farkli degerle ayni tabanda olsunlar.

Ancak g7, q" >0, gn=max{q (17, —7,"), q (1, —1; )} olmak lizere,
qam +q'n 2an

olmasi fonksiyonun minimum olmasiyla gelisir. Degiskenlerden birinin sifir, digerinin

n :‘77,-/; —77,-k+ olmasi daha iyi bir fonksiyon degeri verir. Dolayisiyla kabul yanlistir.

Sonug 2.1 77, ve njk+ degiskenlerinin ayni anda tabanda olmasi, sadece birinin
tabanda olmasina gére daha biylk bir amacg fonksiyonu degeri vereceginden, bu iki
degisken ayni anda tabanda olamaz, dolayisiyla njk_njk+:o kisiti gereksiz olur,
atilabilir.

Boylece, (2.15)'de elde edilen kesikli STP, lineer amag fonksiyonuna sahip ve uygun
¢Ozlimler bolgesi lineer kisitlarla belirli oldugundan bir konveks programlama

problemidir. Dizeltici fonksiyon parcali lineer konveks fonksiyondur ve problem lineer

programlama problemlerini ¢c6zen herhangi bir paket programla ¢ozilebilir.

Ornek 2.5 (Bricker [64]) Bir kiiciik drnek lizerinde basit diizelticili stokastik tasima
problemini ele alalim. Bu problemde her biri 10 birim mal tedarik edebilecek iki firma

ve her biri rassal talepli ¢ varis yeri olsun.
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Cizelge 2. 1 Ornek 2.5 icin birim maliyetler

VarnigYeril | VanigYeri 2 | Vang Yeri 3
Firma 1 3 5 6
Firma 2 2 4 7
h; 3 3 6
S; 6 7 8

Cizelge 2. 2 Ornek 2.5’de taleplerin miimkiin degerleri ve olasiliklari

Varisg Yeri 1 Varis Yeri 2 Varis Yeri 3
Talep (dj ) 5 7 9 4 8 4 6 8 10
Olasilik (pj ) 0.25 0.50 0.25 0.50 0.50 0.1 0.4 0.4 0.1

Cizelge 2.1’de, birim tagsima maliyetleri, birim elde bulundurma ve elde bulundurmama
maliyetleri; Cizelge 2.2’de de varis yerlerinin kesikli taleplerinin olasilik agirlik
fonksiyonlari verilmistir. Bu problemde, (¢ bolgede musteri talepleri sirasiyla, 3, 2 ve 4

farkli sekilde gerceklesebilecegi icin olasi senaryo sayisi, 3.2.4 =24 tanedir.

(2.14) problemine karsilik gelen STP’nin matematik modeli:

3
min {3)(11 +5X,, +6X5 +2X,, +4X,, +7X,5 + Zczj(y,)}

j=1
Xt X0 =Y,
Xy X5 =Y,
X3t X3 =3

X, + X, +Xx,53<10
X1 + Xy, + X, <10
x; 20 i=1,2;j=1,2,3

seklindedir.
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Birinci varis yeri talebinin Gzerinde ve altinda génderilen mal miktarlarinin beklenen

degerini ve buradan diizeltme maliyetini hesaplayalim. Oncelikle,

Y1=5=n, -1,
Vi=7=1, 1
Yy, —9=1; _771+3
M Thas o s Thas T Ths 20

olarak alalim. Taleplerin izerinde gonderilen miktarlar:

P{d, >5}=P{d, =5}+P{d, =7}+P{d, =9}=0.25+0.50+0.25=1
olasilikla 7, ,

P{d, 27} =P{d, =7}+P{d, =9}=0.50+0.25=0.75

olasilikla 77, ,

P{d, =9} =P{d, =9}=0.25

olasilikla 7,; olur.

Talebin lzerinde gonderilen bir birim mal 3 para birimi maliyetle cezalandinldigina

gore beklenen maliyet:
3(n,, +0.75n,, +0.257,,)

olarak elde edilir. Benzer sekilde, birinci varis yerinin talebinin altinda génderilen mala

karsilik beklenen maliyet:

6(0.257,; +0.75n,, +1,5)

olur. Bu durumda, birinci varis yeri icin toplam beklenen diizeltme maliyeti ise
Q,(n,)=3n,, +2.25n,, +0.75n,, + 1.5, +4.51,, + 617,;

seklindedir.

Benzer hesaplamalar ikinci ve tg¢ilnci varis yerleri icin de tekrarlanirsa:
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Vo =4 =15~ 15
Y, —8=1y — 15,
Vs —4=105 15
Vs =6=15 -1,
Y3 —8=15 11
ys—10=1,, - 173,
Mors Tho1s Toar T Tts Maas Tl s 1330 Tlszs s Thaa s Tl 20

olmak lzere, beklenen diizeltme maliyetleri, sirasiyla:

Q,(n,) =31, +1.51,, +3.51,, + 71,

ve

Q,(n,) =6m;, +5.41;, +3n,, +0.617,, +0.87;, +4n,, +7.2n,, + 8,
seklindedir. Buradan, (2.15)’e karsilik gelen kesikli STP modeli:

min f(x,n) =3x,, +5x,, +6x,; +2X,; +4x,, +7X,,

+31,, +2.25n,, +0.751,, +1.51,, + 4.5n,, + 6n,, +3n,, +1.51,, +3.51n,, + 7n,,
+617);, +5.41,, + 315, +0.617,, +0.8n;, +4n,, +7.21,, +8n,,

L, <10

<10

23 —

Xy, + X, + X
Xy, + Xy, + X
Xyy + Xyy =Ty 77, =5

Xy + Xy ~ Ty +10;, =7

Xyy + Xyy =T33 + 175, =9

Xpp X =Ty 17, =4

Xpp +Xp =Ty 175, =8

Xi3 X3 =Ty +1775; =4

Xi3 + X3 =113, +775, =6

Xi3 X3 — T3 +7753 =8

Xy3+ Xp3 =113, + 173, =10

n, x; 20 i=1,2;j=1,2,3

olur. Problemin optimal ¢o6zimii ise,
X11* xlz* XB* 1 0 6
XZl* XZZ* )(23)k 6 4 O ’
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(yl* yz* ys*):(7 4 6),

e Th Ms Ma Mm Ma M MmN
0 02 0 4 00 2 4

[2 0000200 oj
My Mh s My M T s Ms Ty

olarak bulunur.

Birinci varis yerine 7 birim mal yollanmaldir. Bu durumda, olasi taleplere gore 0.25
olasilikla 2 birim fazla yikleme, 0.50 olasilikla tam ylkleme ve 0.25 olasilikla 2 birim
eksik yikleme gerceklesecektir. Birinci varis yerinde birim elde bulundurma ve
bulundurmama maliyetleri, sirasiyla 3 ve 6 para birimi oldugundan, beklenen diizeltme

maliyeti:
Q(7)=0.25x2x3+0.50x0+0.25x2x6=4.5

para birimi olacaktir. Benzer sekilde, ikinci ve Uglinci varis yerlerindeki beklenen

diizeltme maliyetleri, sirasiyla:

Q,(4)=0.5x0+0.50x4x7=14

ve

Q,(6)=0.1x2x6+0.4x0+0.4x2x8+0.1x4x8=10.8

olarak hesaplanir. Bu durumda, toplam diizeltme maliyeti 29.3 para birimi olurken, 67

para birimi tasima maliyeti ile birlikte toplam maliyet 96.3 para birimi olacaktir.

Bu ornekte ikinci asamada yeniden yikleme yapma, aninda teslimat icin civardaki
pazardan satin alma ve bir sonraki teslimata kadar depoda saklama gibi bir takim acil
durum eylemleri gerceklestirilebilir. Ancak, Ornek 2.6’daki Filo atamasi 6rneginde
gorilecegi gibi bazi basit dilizeltici modellerde beklenen ceza maliyetleri amag
fonksiyonuna eklense de rassal olayin sonuglanmasindan sonra gercekte bir diizeltme

eylemi yapilmamaktadir.
Ornek 2.6 Filo atamasi (Ferguson ve Dantzig [11])

Bir havayolu firmasinin bes farkli rotaya atanacak dort tipte ucaklari vardir. Rotalara

atanabilecek ugak tiplerinin mevcut miktarlari (b;,i=1,...,4) sirasiyla 10, 19, 25 ve
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15’dir. Rotalardaki yolcu basina elde edilecek gelirler, yani bilet fiyatlari sirasiyla 130,

130, 70, 70 ve 10 para birimi (p.b.) dir.

Cizelge 2. 3 Ornek 2.6 icin aylik yolcu kapasiteleri ve faaliyet giderleri

(t;,¢; R1 R2 R3 R4 R5

Ul | (16, 18) | (15,21) | (28, 18) | (23, 16) | (81, 10)

U2 | (0,M) |(10,15) | (14, 16) | (15, 14) | (57,9)

u3 (0,M) | (5,10) | (O, M) (7,9) | (29,6)

ua | (9,17) | (11, 16) | (22, 17) | (17, 15) | (55, 10)

Belirli bir rotaya atanan ugak sayisi ile dogru orantili olarak yolcu kapasitesi

degismektedir. Cizelge 2.3'de, t;’ler (x100 Olgegiyle) her bir ucak-rota ikilisi i¢in ucak
basina aylik yolcu kapasitelerini, c;'ler (x1000 p.b.) bir ucagin belirli bir rotaya

atanmasindan dogan maliyetleri gosteren faaliyet giderlerini, (0, M) ikilisi ise ucak
tiplerinin rotalara atanamamasi durumunda 0 yolcu kapasitesi ve M>0 yiiksek faaliyet

giderini gdstermektedir.

Cizelge 2. 4 Olasi aylik talepler ve gerceklesme olasiliklari (Ornek 2.6)

d (Pj) 1 2 3 4 5

R1 [200(0.2) | 220 (0.05) | 250 (0.35) | 270 (0.2) | 300 (0.2)

R2 50(0.3) | 150(0.7) ; ] _

R3 [140(0.1) | 160(0.2) | 180(0.4) | 200 (0.2) | 220 (0.1)

R4 10(0.2) | 50(0.2) | 80(0.3) |100(0.2) | 340(0.1)

RS |580(0.1) | 600(0.8) | 620 (0.1) ; ;
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Her bir rota igin yolcu sayilari (talepler) belirsizdir, ancak x100 oOlgegi ile verilen
taleplerin kesikli dagilimlari bilinmektedir (Cizelge 2.4). Talepler belirli olmadan 6nce
ucaklar rotalara tahsis edilmelidir. Yolcu talepleri belirli hale geldiginde talep fazlalig
denebilecek atanan kapasitenin yolcu talebini karsilayamamasi durumu ortaya gikabilir.
Bu durumda, yolcu geri cevrileceginden yolcu basina bir bilet fiyati kadar miktar
kaybedilecektir. Yolcu kaybi durumunda bilet satma firsati kagirildigindan, bu durum
bir ceza maliyetini gerektirir. 100 yolcu basina ve 1000 p.b. 6lcekleri kullanildigindan

birim ceza maliyetleri (rj, j=1,...,5) sirasiyla 13, 13,7, 7 ve 1 p.b.dir.

J rotasi icin olasi talep sayisi k; ve atanan toplam yolcu kapasitesi yj(><100) olmak

Uzere, ke{l,...,kj} icin olasi yolcu talebi djk(><100) olsun (Cizelge 2.4).

0=<Vjuy <djuy ~ ;1)

olmak Uzere,

kj
Yi= Zyjk
k=1

seklinde pargalanirsa, kapasitenin d; mimkin talep degerlerinden buylk veya esit

olma olasiligr y; olmak tzere, j rotasindan saglanacak beklenen gelir:

k/'
G-ijk
k=1

ile hesaplanir. Oncelikle, sadece birinci rotaya odaklanilirsa, aylk yolcu talebi 20000,
22000, 25000, 27000, 30000 sayilarindan sadece biri olabilir. Birinci rotaya atanan
yolcu kapasitesinin ilk 20000’lik kismi kesinlikle kullanilacaktir ve yolcu basina 130 p.b.

gelir veya —130 p.b. maliyet saglanacaktir. Talep
1-0.20=0.80

olasilikla 20000’den buyiik olacagindan, sonraki
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22000 —20000 =2000
kisilik kapasite 0.80 olasilikla kullanilacaktir, o halde gelir:
130x0.80=104

para birimine disecektir. Bu sekilde devam edilirse, birinci rota icin 7 ik degerleri:

711 =1,71, =0.80, %5 =0.75, 53, =0.40, 7,5 =0.20
olur ve birinci rotadan saglanacak beklenen gelir:
13(1.00x y,; +0.80x y;, +0.75x y;3 +0.40x y,, +0.20x y,<)
olarak hesaplanir. Ornegin, birinci rotaya atanmis toplam kapasite y, =210 bulunursa
Y11 =200, y3, =10, y13=0, 14, =0, y35=0
seklinde bir parcalanis s6z konusudur.
J rotasinda kullanilacak i. tipteki ucak sayisi x; bilinmeyenler olmak Gzere, rotalara
ucak tahsis etme probleminin basit diizeltici modeli:
4 5 5 ki
min {chu’(u ‘ZZ’]VJijk}
i=1 j=1 j=1k=1

ngbi, i=1,...,4

-
1l
N

v

>0, i=1,...,4;j=1,...,5

)

4
2% =Yy
i=1

k;j
yj:zyjki

k=1
O0<y; <dj,

0<yj, dez —djl,

x
=

0=V <dji;) ~%jk;-1)

seklindedir.

Problemin birinci asama optimal ¢6zimu:
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100 O 0O O 0

* 0 128 09 53 O
0 43 0 0 207

7.4 0 76 O 0

olarak bulunur. Bu durumda, rotalara tahsis edilen toplam kapasiteler sirasiyla, 22660,

15000, 18000, 8000 ve 60000 olmaktadir.

Daha oOnceden belirtildigi gibi, bu modelde gercekte bir dizeltme eylemi
yapilmamaktadir. Ornegin, liclincii rotaya 18000 yolcu kapasitesi atanmis oldugundan
musteri talebi 20000 veya 22000 olarak gerceklesirse, 0.2 olasilikla 2000 yolcu veya 0.1
olasilikla 4000 yolcu kaybedilecektir. Kayip yolcu sayisinin beklenen degeri 800 olarak
hesaplanir. Modelde tiim olasi sonuglar géz 6niine alinir ve yolcu kayiplari en aza

indirilmeye calisilir.

2.2.4.2 STP’nin Surekli Durumu

Musteri taleplerinin bilinen sirekli dagilimlara sahip rassal degiskenler oldugu kabul

edildigi durum STP’nin siirekli versiyonudur. j. misteri talebi igin olasilik yogunluk
fonksiyonu f;(t) ve dagilm fonksiyonu F;(t) olmak lzere, toplam tasima maliyeti ile

toplam ceza maliyetlerinin beklenen degerinin toplamini minimize eden sirekli STP

modeli:

o0

m n n Vj
minz'(x,y) = ZZCUXU +Z th.(yj —t)fj-(t)dt+sjJ-(t—yj)fj(t)dt
j=1 0

i=1 j=1 vj

D> x;<b,  Vi=1.2,...,m (2.16)
j=1

m
j=

ZXU =Yy, Vji=1,2,...,n
1

X; 20 Vivej

yapisindadir. Goéruldigi gibi elde edilen modelin kisitlari lineer, amag fonksiyonu ise
nonlineerdir ve konveks programlama problemi oldugu Teorem 2.2’de gosterilecektir.

Bu problemin amacg fonksiyonunda
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Yj 0

Q(y,)=h, [y, ~t)f, ()t +s, [ (t -y, ) ()t (2.17)
0 ]

diyerek integraller hesaplanirsa:

Za(y)— j(y t)f(t)dt+sj(t y)f(t)dtJ

n

-
1l
N

h].yj}if].(t)dt—hj]itfj(t)dt +sztfj(t)dt s].yj]gf].(t)dt}

>

hyy Fi(t)s

y —hjftj;(t)dt+sj(E[dj]—ftﬁ(t)dt)—s,yjﬁ(t)\iJ

-
Il
JUN

S

-
]
N

hyF( ) (h +s)jtf(t)dt+sE[d] sy(l F(y))J

>

[(hj +sj)ijj(yj)—(hj +sj)ftfj(t)dt+5jE[dj]—sjij

=1

-

3>

(hj +5,-)y,~/:j(y,-)—(hj +sj)(yj'cj(yj)_IFj(t)dt)—i_sjE[dj]_sl'ny

-
Il
N

>

-
Il
N

(hj + S,-)Ij’:j(t)dt + SiE[dj] - Sjyj]

elde edilir. Son satirda bulunan

ZH:S/E[d/]

sabit teriminin optimal ¢6ziim lzerinde etkisi yoktur, bu nedenle bu terim esitligin sol
tarafina gecirilebilir (kaldirilabilir). Ancak, optimal ¢6zim bulunduktan sonra amag
fonksiyon degeri bu sabit terim kadar 6telenerek esas optimal amag fonksiyon degeri

bulunur. Béylece, STP’nin amag fonksiyonu, sabit terim olmaksizin:

i=1 j=1

min z(x,y) = ZZCUXU +Z[(h +s. )IF(t)dt s ij (2.18)
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formundadir.

m
(2.18)'de j=1,...,nigin y; =ZXU alinirsa, (2.16) problemi:
i=1

ixu
min z(x) = ZZCUXU—I—Z (h +s) .[ F(t)dt S; Z
=1

i=1 j=1 Jj=1

n
D ox;<b  i=12,.,m
j=1

XI]ZO i=1'2,...,m;j=1,2,~--;n

sekline dondsur.

(2.19)

Surekli d; rassal talepleri icin, (2.16)'daki beklenen eksiklik ve beklenen fazlalik

fonksiyonlarinin genellestirilmesi kismi integrasyon yontemi kullanilarak, sirasiyla;

ju—mvmmzu—mwm\ anm—way)erijw

-1 yj

= j dt — j F(t)dt = j (1—F(t))dt

Yj Yj

ve

¥ yj
[ v, —t)fdt = [ Fit)at
seklinde verilebilir (Louveaux ve van der Vlerk [63]).

2.2.4.3 Siirekli STP icin Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Sartlari
(2.19) probleminde i=1,...,m ve j=1,...,n igin u,ve v, Lagrange carpanlari ve

m

2%
L(x,u v)-ZZcqujLZ (h;+s)) J. F(t)dt —s, ZXU +Zu (ZXU b,) - ZVUXU

i=1 j=1 i=
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Lagrange fonksiyonu ise KKT gerek sartlari:

Vi igin u; >0, u,(> X, —b)=0,

j=1
Vi, j igin v; 20,

v.x, =0 (2.20)

%
ve

L m m
aa—zc,, +(h,+5)F (D %) —s,+u,—v, =0=>¢, +(h,+5)F, (O x,)—s,+u, =0 (2.21)
k=1 k=1

i

seklindedir.
(2.21)'den v,j:c,j+(hj+sj)Fj(Zxkj)—sj+u, oldugundan v, degiskenlerinin elimine
k=1
edilmesiyle (2.20) kisiti:
x,.j(c,.].+(hj.+sj)Fj(Zxkj)—sj+u,):O
k=1

seklinde yazilir (Franga ve Luna [65]).

Teorem 2.2 (2.18) ile verilen z(x,y) bir konveks fonksiyondur (Elmaghraby, [23]).

Ispat: (2.19) probleminin amag fonksiyonunun kismi tiirevleri:

oz L
if k=1
ve

o’z _ (hj+sj)fj(zxkj)r j=s
k=1

OX 5 OX;;

0, j#£s

seklinde hesaplanir. mnxmn boyutlu Hessian matris yari-pozitif definit olacagindan

z(x,y) konveks bir fonksiyondur.
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Sonug 2.2 z(x,y) fonksiyonu ve uygun ¢oziimler boélgesi konveks oldugundan STP bir
konveks programlama problemidir. KKT gerek sartlari ayni zamanda yeter sartlardir,
yani yerel minimum ayni zamanda bir global minimumdur (Elmaghraby, [23]).

Sonug 2.3 x>0 ve u>0 olmak tzere, (x,u) ikilisinin (2.19) probleminin KKT sartlarinin

saglamasi igin

¢, +(h, +Sj)Fj(Zij)_Sj +u, 20 i=1,...m;j=1,...,n
k=1

D x,<b, i=1,2,...,m

j=1

N (2.23)
XU(CU +(h, +sj)l-'j(2xkj)—sj +u,)=0 i=1,....m; j=1,...,n
k=1

u,(Zx,j—b,)zo i=1,2,...,m
j=1

olmasi gerekir ve yeter.

Sirekli STP igin literatlirde 6nerilmis yéntemleri inceleyelim.

2.2.4.4 Frank-Wolfe Algoritmasi

Bu algoritma Frank ve Wolfe [16] tarafindan 1956’da ilk olarak kuadratik programlama
problemlerinin ¢6zimdi icin Onerilmis, lineer kisith konveks programlama igin de
uygulanabilecegi belirtilmistir. STP de lineer kisitli, nonlineer bir konveks programlama

problemi oldugundan Frank-Wolfe algoritmasi STP probleminde de kullanilabilir.

z:R" - R surekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon, ScR" sinirh bir ¢okyizli

olmak tzere,
min {z(x):x € S}
problemini ele alalim.

x €S noktasinin yerel minimum olmasi icin gerek kosul, her y icin Vz(x)' (y—x)=>0
olmasidir. z(y)=z(x)+ Vz(x)" (y —x) oldugundan Vz(x)" (y —x) <0 olursa z(y) < z(x) olur

ki bu xS noktasinin yerel minimum olmasi ile celisir. Dolayisiyla, algoritmanin her
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iterasyonunda amag fonksiyonu lineerlestirilir ve bu yolla esas amag fonksiyonuna iyi

bir yaklasim saglamaya calisilir.
Frank-Wolfe Algoritmasi:

Adim 0. x, €S baglangi¢ ¢6zimiini se¢ ve k=0 al.

Bu ¢6zim herhangi bir uygun taban ¢oziimdir, yani bir u¢ noktadir. Problemin

herhangi bir uygun ¢6ziimd, problem igin bir Gst sinir verir.

Adim 1. Y6n bulma problemi:
miSnzk (%) =z(x, )+ Vz(x,)" (x—x,)

¢6z. Burada, yon bulma probleminin amag fonksiyonu esas problemin amag

fonksiyonunun x, civarinda birinci mertebeden Taylor agilimi, baska bir deyisle,

esas problemin amag fonksiyonunun lineerlestirilmis halidir. Problemin ¢6zimu
X=X ug noktasi olsun. Bu ¢6zim, lineerlestirilmis amag¢ fonksiyonunda yerine

yazilir ve nonlineer amag fonksiyonunun optimal degeri igin
z, (%)= z(x, )+ Vz(x, )" (X —x,)
olarak bir alt sinir verir. Ayrica, uygun x, noktasindan X ug noktasina dogru olan

ilerleme yonu vektoru p, :=x—x, belirlenmis olur. Hem x, hem de X, S ye ait

ve S konveks kiime oldugundan bu ilerleme yéni uygun bir yondir.

Adim 2. ¢, adim uzunlugunu
z(x, +o,p,) < z(x,)
olacak sekilde belirlemek lizere

min z(x, +oap,)
a€[0,1]

adim uzunlugu problemini ¢6z. a en fazla 1 olabilir, ¢iinkii & >1 olursa ¢dziim

uygun degildir.
Adim 3. Yeni iterasyon noktasi

Xie1 =X TPy

52



dir.

Adim 4. Durdurma kriteri saglaniyorsa DUR, x,,, optimal ¢éziime bir yaklagim olarak

alinabilir. Aksi halde, k:=k+1 al ve Adim 1’e don.

Yeni iterasyon noktasinda nonlineer amag¢ fonksiyonunun degerinin
hesaplanmasiyla z(x,,,) st siniri elde edilir. Her iterasyonda giincellenen st
sinir ile alt sinir arasindaki goreceli fark, dnceden belirlenmis bir degerden kigik

kaldiginda algoritma sonlanir.

Onceden belirlenmis kabul edilebilir géreceli hata degeri olan durdurma kriteri

ise £ >0 olmak Uzere,

Z(x,,,)— 2z, (X) <
z )]

dur.
Frank-Wolfe algoritmasi Cooper ve LeBlanc [17] tarafindan 1977 yilinda stokastik
tasima problemine uyarlanmistir. Bu uyarlamada (2.19) probleminin amag
fonksiyonunun x =x, noktasindaki lineerlestiriimesinden elde edilen

", 0z(x
v, =min Z%XU
j=1 Xij

n
> x;<b, i=12,...m
j=1

XUZO' i=12,....m; j=1,2,...,n

alt problemi (yon bulma problemi) her i icin ¢6zilmektedir. (2.22)'den lineerlestirilmis

maliyetler:

0z(x, ) & n

aTk:C’f_Sf+(hf+sf')Ff(Zl:X”(k)):C” (2.24)
ij i=

olarak alinirsa, ¢, =min 6,/. olmak lizere, problemin optimal ¢6zim{i
j

X i

. |b, j=Ilvec,<0ise
o, aksi halde

53



seklinde elde edilir, yani her | kaynagi igin kaynaktaki tim mal, en kuglk negatif

lineerlestirilmis maliyete sahip bolgeye gonderilir (Holmberg [26]).

Uygun yén metotlari sinifinda yer alan Frank-Wolfe algoritmasi baslangi¢ noktasinin
secimine de bagl olarak ilk birkag iterasyonda optimal ¢6ziime hizla yakinsar, ancak
optimale yaklasildikca bu yakinsama yavaslar. Bunun nedeni sonraki iterasyonlarda

gradyente dik (zigzag) ilerleme egiliminin olusmasidir (Daneva vd. [28]).

Frank-Wolfe algoritmasi basitligi acisindan uygulamalarda siklikla kullanilmasina
regmen bahsedilen dezavantajindan dolaylr bu algoritmada bazi modifikasyonlar
yapilmistir. Bunlardan sezgisel Frank-Wolfe algoritmasinda, i. kaynaktaki tim mali en
kiicik lineerlestirilmis 6,7 maliyetine sahip j. musteri bolgesine gondermektense,
negatif E,j’ye sahip bolgeler arasinda esit sekilde paylastirmaktir. (Holmberg [26],
Daneva vd. [28]).

Amag fonksiyonunu lineerlestiren Frank-Wolfe algoritmasinin baska bir modifikasyonu

olan kosegenlestiriimis Newton metodunda ise her adimda fonksiyona lineer yerine

kuadratik yaklasim saglanir (Daneva vd. [28]).

2.2.4.5 Ayrnilabilir (Seperable) Programlama

Nonlineer programlamada kullanilan bu yontem, amag¢ ve kisit fonksiyonlarinin

ayrilabilir yapida oldugu problemlere uygulanir. Amag ve kisit fonksiyonlari sirasiyla
F01=2 1)
=
ve
g,(x)=znl:g,j(xj) i=1,....m
=

seklinde olmalidir, gorildigi gibi fonksiyonlardaki her terim sadece bir degiskeni

icermektedir.

Amac fonksiyonundaki lineer olmayan kisim, belirli sayida kirilma noktasi vasitasiyla
parcali lineer bir fonksiyonla degistirilerek esas fonksiyona iyi bir yaklasim saglanmaya

cahisilir. Lineerlestirilmis problem, simpleks yontemin bir uzantisiyla ¢ozilebilir. Kirllma
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noktalarinin sayisi arttirildikga nonlineer fonksiyona daha iyi bir yaklasim saglanir

(Holmberg [18]).

STP’de sonlu sayida rassal talebin var olmasi durumunda dizeltici fonksiyonlar pargal
lineer yapida oldugundan, STP ayrilabilir programlama yardimiyla ¢ozilebilir. Olasilik
dagihimlari sirekli oldugunda ise ayrilabilir programlama yodntemi duzeltici

fonksiyonlarin pargali lineer yaklasimlari olusturularak uygulanabilir.

Ornek 2.7 Ornek 2.5’e déniiliirse, birinci varis yerine yollanan toplam mal miktari A

olmak Uzere, birinci varis yeri igin pargali lineer dizeltici fonksiyon:

Q,(y,)=0.25[6(5-y,)" +3(y, —=5)"1+0.50[6(7 - y,)" +3(y, = 7)"]
+025[6(9 _yl)+ +3(y1 _9)+]

426y, 0<y, <5
30.75-3.75y,, 5<y, <7

~0.75y, —0.75, 7<y, <9
3y, —21, 9<y,

olarak hesaplanir (Sekil 2.1). Buradan,

Q (0)=42, Q(5=12, Q(7)=4.5, Q(9)=6 ve Q,(18)=33
oldugu g6z online alinirsa,

A Ay Az Ags As €10,1] ve Ay + A, + A+ A4, + 4 =1
olmak Gzere,

y, =04, +54,+74,+94, +184,

donisimi yapilirsa

Qly,)=424, +124, +4.54, +64, +33/4;

olur.
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Sekil 2. 1 Birinci varis yeri icin diizeltici fonksiyon (Ornek 2.7)

Benzer hesaplamalar diger bdlgeler icinde tekrarlanirsa, parcali lineer dizeltici

fonksiyonlar, sirasiyla:

Q,(y,)=0.5[7(4—y,)" +3(y, —4)" 1+ 0.5[7(8 —y,)" +3(y, —8)’]

42-7y,, 0<y,<4
=422-2y,, 4<y <8
3y, —18, 8<y,

ve

Q,(y,)=0.1[8(4 —y,)" +6(y, —4)"]+0.4[8(6 —y,)" +6(y, —6)']
+0.4[8(8—y,)" +6(y, —8)"]1+0.1[8(10—y,)" +6(y, —10)']

56-8y,, 0<y,<4
50.4-6.6y,, 4<y,<6

=¢16.8—-y,, 6<y,<8
4.6y, —28, 8<y,<10
by, —42, 10<y,

olarak bulunur (Sekil 2.2 ve Sekil 2.3).
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8 16

a4

Sekil 2. 3 Ugtincii varis yeri icin diizeltici fonksiyon (Ornek 2.7)
4 6
ﬂ,ﬂ,ﬂ,zz,223,224,231,132,233,234,235,/136 €[0,1], Zﬂ?k =1 ve Zﬂ% =1
k=1 k=1

olmak tzere,

y, =04, +44,,+84,, +164,,

ve

y, =04, +44,, +64,, +84,, +104,, +204,,

donisiumleriyle elde edilen parcali lineer diizeltici fonksiyonlar:
Q,(y,) =424, +141,, +61,, +304,,

ve

Q,(y,) =564, +24,, +10.81,, +8.84,, + 184, + 78,
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olarak bulunur. Ozetle, problemin modeli:

+424,, +144,,+64,, +304,, + 564, +241,, +10.84,, +8.84,, + 184, + 781,
Xy + Xy =54, +74,;,+94, +184,
Xy, + Xy =44, +84,; +164,,
Xi3 +Xy3 =44, +64,, +84,, +104,, +204,,
X+ X, +Xx53<10
Xy, + X, +X,3, <10
A+ Ay + A+ A, + 45 =1
Ay + Ay + s + 45, =1
Ay + Aoy + Agy + Ay + Ay + Ay =1
x; 20 i=1,2;j=1,2,3
A>0

_ {3)(11 +5X,, +6X,5 +2X,, +8X,, +TX,, +822, +120, +4.54, +61, +331, }
|

olarak alinir.

Problemin optimal ¢6zimi simpleks yontemle bulunursa, konveks kombinasyonlardaki

pozitif carpanlar:
Ay =24, =4, =1

seklinde hesaplanir, diger ¢arpanlar ise 0’dir. Buradan,

« (1 0 6
X =
6 4 0
ve

y, =7, Q(7)=4.5,
y, =4, Q(4)=14,
y, =6, Q,(6)=10.8

olurken optimal amac fonksiyon degeri onceki ile ayni sekilde 96.3 bulunmustur.

Ornek 2.8 (Szwarch [25]) Ug tedarikciden dért misteriye tasimanin yapildigi bir

durumda tasima maliyetleri matrisi ve tedarikci kapasiteleri sirasiyla:

15 18 24 25 16
c=[19 23 16 18|, b= 9
21 22 19 15 15
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olarak verilsin. Musteri talepleri, Cizelge 2.5’de verilen araliklarda uniform dagilimh

olarak tim reel degerleri alabilmektedir.

Cizelge 2. 5 Olasilik dagilimlari (Ornek 2.8)

Miisteriler Jj=1 j=2 Jj=3 j=4
E Aralik | Olasilik | Aralik | Olasilik | Arahk | Olasihk | Aralik | Olasihk
3
1 [4,6] 0.5 (3,5] 0.1 (6,8] 0.3 [4,6] 0.1
2 (6,8] 0.1 (5,7] 0.2 [8,10] 0.5 (6,8] 0.2
3 (8,10] 0.1 (7,9] 0.6 | [10,12] 0.2 |[810]| 0.7
4 [10,12] | 03 |[9,11] | o1 — — — —

Tim mdlsteri bolgeleri i¢cin birim elde bulundurma ve bulundurmama maliyetleri

sirasiyla, 20 ve 40 para birimidir.

Amac fonksiyonu (2.18)’teki gibi alinirsa, (2.16)’'ya gére model:

15x,, +18x,, +24x,, +25x,, +19x,, +23x,, +16x,, +18x,,

minz =

Xy T Xy T X3+ X
Xy T X5 T X553 +X

X3 T X5, + X33 + X

14 —

24 —

34 —

X1t X T X5 =Y,

Xy ¥ Xt X35, =Y,

X3 T X3+ X353 =Y;

Xig T X T X34 =V,
X,-j;yj ZO I:112/3/ j=1'2'3'4

4
+21X,, +22x,, +19x,, +15x,, + Z[
j=1

<16
<9
<15

0

Vi
eoij(t)dt —40ij

(2.25)

olur. Burada, j=1,2,3,4 icin j. misteri bolgesine yollanacak toplam mal miktari olan

yj'nin ast siniri:
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3
y; <D b=16+9+15=40
i=1

dir.

Problemin ayrilabilir programlama ile ¢ozilebilmesi icin, 6ncelikle amag fonksiyonunun

nonlineer terimi olan
Yj

ij(t)dt

0

integralleri dizenlenmelidir.
Birinci musteri bolgesi igin, Cizelge 2.5’den dagihm fonksiyonu:

o, 0<t<4
0.25t -1, 4<t<6
0.05t +0.2, 6<t<8
0.05t +0.2, 8<t<10
0.15t-0.8, 10<t<12
1, 12<t

Fl(t):

seklinde pargali lineer yapidadir. Bu fonksiyonun integrali,

0, 0<y, <4
0.125y,° —y; +2, 4<y <6
" 0.025y.2+0.2y, —1.6, 6<y,<8
jFl(t)dt: ylz & &

5 0.025y,> +0.2y, -1.6, 8<y, <10

0.075y,> 0.8y, +3.4, 10<y, <12
y1—7.4, 12<y, <40

fonksiyon egrisinin altinda kalan alan olarak parcali yapidadir. Bu fonksiyona iyi bir

yaklasim saglamak icin, 4;,,...,4¢ >0 ve A4; +...+ 4 =1 olmak Uzere,

y, =44, +64,, +84,5 +104,, +124, +404;¢

olarak alinirsa

Yy
[Fi(t)dt =04, +0.50, +1.613+2.94,, +4.615+32.615¢
0
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seklinde bulunur.

Benzer hesaplamalar ikinci muisteri bolgesi icin de yapilirsa, dagilim fonksiyonu:

0, 0<t<3
0.05t-0.15, 3<t<5
0.1t-0.4, 55t<7

F,(t) =
2(0) 0.3t—1.8, 7<t<9

0.05t+0.45, 9<t<11
1, 11<t

olurken, fonksiyonun integrali:

0, 0<y,<3
0.025y,” —0.15y, +0.225, 3<y, <5
0.05y,> —0.4y, +0.85, 5<y,<7
0.15y,” —1.8y, +5.75, 7<y,<9

0.025y,> +0.45y, —4.375, 9<y, <11
y,— 7.4, 11<y, <40

s
[ R (t)dt=
0

olarak hesaplanir. 4,,,...,4, 20 ve A, +...+ 4, =1 olmak lzere,

Yy =34, +54,, + 74,3 +94,, +114,5 + 404,

alinirsa

¥,

J.Fz(t)dt =04,, +0.14,, +0.54,5 +1.74,, +3.64,c +32.6 4,
0

seklinde elde edilir.
Uglincli miisteri bolgesi icin dagilim fonksiyonu:

o, 0<t<6b
0.15t-0.9, 6<t<8
F3(t): 0.25t-1.7, 8<t<10

0.1t -0.2, 10<t<12
1, 12<t
ve integrali:
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0, 0<y;<6
, 0.075y,> —0.9y; +2.7, 6<y,<8
[R(dt={0.125y% ~1.7y;+5.9,  8<y;<10
° 0.05y,2 —0.2y, —1.6, 10<y, <12

y;—8.8, 12<y, <40

olarak hesaplanir. Buradan, A;;,...,435 =0 ve A3, +

Y3 =645, +84;, +1043; +124,, + 4045

alinirsa

Y

[ F(t)dt =025, +0.325, +1.4455 +3.245 +31. 25
0

bulunur.

Dordincl musteri bolgesi igin dagilim fonksiyonu:

0, 0<t<4
0.05t-0.2, 4<t<6
F,(t)=40.1t - 0.5, 6<t<8
0.35t-2.5, 8<t<10
1, 10<t
ve integrali:
0, 0<y,<4
. 0.025y,> —0.2y, +0.4, 4<y,<6
[ Fat)dt =40.05y,” —0.5y, +13, 6<y,<8
° 0.175y,> —2.5y,+9.3,  8<y, <10
Vs —8.2, 10<y, <40

seklinde bulunur. Buradan, 4,,,...,4,5 20 ve A4,; +
Y, =44, +64,, +84,3 +104,, +404,

alinirsa
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Ya
[ Fa(t)dt =y4 =044y +0.124, +0.5415 +1.8y +31.845
0

olur.
Y, J=1,2,3,4 degiskenlerine karsilik gelen yeni A, degiskenleri ve ilgili kisitlari (2.25)

problemine eklenir ve lineer programlama problemlerini ¢6zen bir paket programla

problem ¢oziillirse optimal ¢o6zim:

6 700
x =008 0|, y=(6 7 8 8)
000 8

ve konveks kombinasyonlardaki pozitif ¢carpanlar:
ﬂiz* :ﬂzs* = /132* = 143* =1,

diger carpanlar 0, amag fonksiyon degeri ise -588 olarak bulunur. (2.18)’de atilan

D s,E[d,1=40(7.4+7.4+8.8+8.2)=1272

j=1

sabit terimi de eklenerek optimal (minimal) amac¢ fonksiyon degeri (toplam tasima

maliyeti ve toplam ceza maliyetinin beklenen degeri) 684 olur.

Ancak, burada parcali nonlineer fonksiyonlara lineer yaklasim saglandigindan elde
edilen optimal sonucu alternatif olarak Frank-Wolfe algoritmasi ile de kontrol edelim.

Frank-Wolfe algoritmasinin érnek bir adimi (2.25) problemi igin soyle 6zetlenebilir:

Ayrilabilir programlama ile bulunan

0

0, yo=(6 7 8 8)

8

optimal ¢6ziimi, Frank-Wolfe algoritmasinin baslangic ¢6zimi olarak alinirsa,

F,(6)=0.5, F(7)=0.3, F(8) =03 ve F,(8)=0.3 degerleriyle (2.24) ile verilen

lineerlestirilmis maliyetler:
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5 -4 2 3
c=|9 1 -6 -4
11 0o -3 -7
dir. ¢’nin bilesenleri arasinda negatif modifiye edilmis maliyetler oldugundan, yani

aday ilerleme yonleri bulundugundan mevcut (xg,y,) ¢6zimi optimal degildir.

Lineerlestirilmis problemin optimal ¢6zim:

0 16 0 O
x={0 0 9 0],
0 0 0 15
ilerleme yonu
-6 9 0 O
Po=X—-x,=| 0 0 1 0},
0O 00 7

yeni iterasyon noktasi, adim boyu « €[0,1] olarak,

6-6a 7+9%a O 0
x,=| O 0 8+a 0 | y,=(6-6a 7+9%a 8+a 8+7a)
0 0 0 8+7a

ile algoritmanin 2. adimindaki a optimal adim boyunu bulma probleminde

kullaniimak tzere hesaplanir. Ornekte, 0< @ <1 oldugu igin 0<y, <6, 7<y,<16,

8<y,;<9 ve 8<y, <15 seklindedir.

(2.25) probleminin amag fonksiyonundaki nonlineer terim, parg¢ali yapidaki

Vi

[F(t)at

0

integrallerinin toplamindan olugmaktadir. 0<y, <6 ve y, =6—6«a oldugundan,

1
v o, 0<y, <4, (§<a31)
IFl(t)dt:
0 0.125y,° -y, +2, 4<y, <6, (0<a<
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seklinde y,’e karsilik iki « alt araligi s6z konusudur. Benzer bir analiz diger integraller
icin de yapilirsa,

2
0.15y,° —1.8y, +5.75, 7<y, <9, (O£a<§)

Y,

2 4
| Fy(t)dt =10.025y, +0.45y, 4375, 9<y, <11, (G<a<y)
0

4
y, —7.4, 11<y, <16, (ESagl)

Y3
j F,(t)dt =0.125y,% —1.7y, +5.9
0

ve

2 2
e 0.175y,2 2.5y, +9.3, 8<y, <10, (0Sa<;)
IF4(t)dt - ,
0 Y, —8.2, 10<y, <15, (;Saél)

seklinde hesaplanir. Boylece, y,’ye karsilik g, y;’e karsilik tek ve y, e karsilik iki « alt

araligi mevcuttur. Bu durumda, «a igin bes farkli senaryo (adim boyunu bulma

problemi) s6z konusudur. Boylece, [0,1] aralig::

2
e Senaryo 1: OSa<§

2 2
e Senaryo2: —<a<—
9 7

[EEN

2
e Senaryo3: —<ag<-—
7 3

1
e Senaryod: —<a<—
3 9

4
e Senaryo 5: 530{S1

seklinde bes alt araliga ayrilmistir.
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2
Senaryo 1’e gore, 0£a<§;0.222 ise 4<y, <6, 7<y,<9, 8<y;<9 ve 8<y,<10
seklinde olur ve buradan integrallerin toplami:

(0.125y,* —y, +2)+(0.15y,> —1.8y, +5.75)
+(0.125y,> —1.7y; +5.9)+(0.175y,> — 2.5y, +9.3)

olarak hesaplanir.

Benzer sekilde, diger senaryolara gore integrallerin toplami, sirasiyla:

(0.125y,> —y, +2)+(0.025y,> +0.45y, —4.375)
Senaryo 2:
+(0.125y,> —1.7y; +5.9)+(0.175y,> — 2.5y, +9.3)

Senaryo 3: (0.125y,% —y; +2)+(0.025y,” +0.45y, —4.375)

+(0.125y,> —1.7y; +5.9) +(y, —8.2)
Senaryo 4: (0.025y,” +0.45y, —4.375)+(0.125y,> —1.7y; +5.9) +(y, —8.2)

Senaryo 5: (y, —7.4)+(0.125y;* —1.7y; +5.9) +(y, —8.2)
olarak elde edilir.

(X;,¥,) ¢6zimi (2.25) probleminde yerine yazilirsa, Senaryo 1, yani birinci alt aralik
icin adim boyunu bulma problemi:

15(6 —6cr) +18(7 + 9x) + 16(8 + ) + 15(8 + 7cx) + 60[(0.125y,* — y, +2)
minz =4 +(0.15y,” —1.8y, +5.75)+(0.125y,> —=1.7y, +5.9)+(0.175y,” — 2.5y, +9.3)]

a>0
_40[y1+y2+y3 +y4]
y, =6-6q, y,=7+9%, y;=8+a, y,=8+7a,

a<—
9

elde edilir. Bu problem « adim boyuna gére minimize edilirse & =0.04 ve

5761 7358 O 0
x,=| 0 0O 8040 0 |, y,=(5.761 7.358 8.040 8.278)
0 0 0 8278
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seklinde bulunur. Diger senaryolar igin ¢éziimler Cizelge 2.6’da verilmistir. Géruldugu
gibi, bu o6rnek icin alt aralklarda a degerleri arttikca z ve dolayisiyla " amag
degerleri de artmaktadir. Frank-Wolfe algoritmasinin 2. adimina gore hesaplanan
optimal adim boyu & =0.04 olarak senaryolar icinde Z" amacini minimum yapan

Senaryo 1’deki, yani birinci alt araliktaki bir noktadaki degerdir.

Cizelge 2. 6 Ornek 2.8’de alt araliklara karsilik olusturulan adim boyu problemlerinin
optimal ¢o6zimleri

Senaryol | @ =0.040 | z* =-590.406 | 2" =681.594
Senaryo2 | @ =0.222 | 2 =-539.778 | " =732.222
Senaryo3 | o =0.286 | z =-500.857 | 2" =771.143
Senaryo4 | @ =0.333 | z =—468.000 | 2" =804.000
Senaryo5 | o =0.444 | z° =-387.630 | " =884.370

2.2.4.6 GCapraz Ayrisim Algoritmasi

Capraz ayrisim algoritmasi (Holmberg ve Jornsten [19]) Benders ayrisim algoritmasiyla
ve Lagrange rahatlatmasini birlikte kullanir. STP’nin Benders ayrisim algoritmasiyla
¢Ozebilmesi icin kurulan ana problemin ¢6zimi zor oldugundan ana problemde
Lagrange rahatlatmasi yapilir. Algoritma asagidaki gibi 6zetlenebilir:
Oncelikle (2.16) probleminde j=1,...,n icin y; =y, seklinde sabit alinir. Bu islem
sonucu elde edilen klasik tasima probleminin bu baslangi¢ ¢6ziminin uygun olmasi
icin
S7<3h

i=1

J=1

sarti saglanmalidir.

m
2% =V,
i=1
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kisitina karsilik gelen dual degisken «; ve

n
inj <b,

j=1

kisitina karsilik gelen dual degisken S, olmak lizere, Benders ayrisim algoritmasinin ana

problemine eklenecek kesenlerin olusturulmasinda dual degiskenlerin optimal

degerleri kullanilir. Ancak, (2.17)’'den

min{iaj(yjhmax{zn:aj*y/ _iﬂ"*b’ﬂ

seklinde yazilan ana problemin ¢6zimi olduk¢a zor oldugundan Benders ayrisim
algoritmasinin ana problemi yerine, Lagrange rahatlatiimasi yapilmis, daha basit

¢ozulebilen problem alinir.

y; =y, seklinde sabit alinarak elde edilen klasik tagima probleminin ¢6zimuinden

hesaplanabilen dual degiskenler

aj:aj

seklinde sabit alinarak (2.16) probleminin

m
2% =Y,
i=1

kisitlarinda yapilan Lagrange rahatlatmasi sonucu problem:

min[iicﬁxﬁ +in(y,)+i&/(iXU _yf)}

i=1 j=1
Dx;<b  i=1,...m
j=1
x; 20 Vi, j
sekline dénusur. Bu rahatlatma, problemi x; ve y, degiskenlerine gére ¢6zimu kolay,

iki ayri alt probleme ayristirir. Alt problemler:
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m n
minZZ(cU +a,)x;
i=1 j=1
n
D x,<b, i=1,..,m
j=1
x; 20 Vj

ve
minZn:(Qj(yj)—&jyj)
j=1

2V <2b
j=1 i=1

y;20 Vj

seklindedir.

(2.26)

(2.27)

Esas STP igin, Lagrange rahatlatmasi sonucunda elde edilen problemin amacg degeri

((2.26) ve (2.27) problemlerinin amag degerlerinin toplami) bir alt sinirdir, problemin

herhangi bir uygun ¢6zimi ise Ust sinirdir. Her bir iterasyonda alt sinir gittikce

artarken, Ust sinir azalir. Alt sinir ile Gst sinir arasindaki fark istenen bir degerden kigik

oldugunda optimal deger bulunmus olur. Ust siniri belirlemek {izere baslangicta alinan

uygun ¢o6ziimiin iyi segilmesi, algoritmanin adim sayisini azaltir.

~

U}

]

. |b, j=Ilvec,<0ise
o, aksi halde

seklindedir.

«; dual degiskenlerinin baslangic degerleri:

seklinde her bolgeye ulasmak i¢in en ucuz fiyati kullanarak belirlenmektedir.
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(2.27) probleminin ¢éziimiinde ise sadece Zyj SZb, kisitinda Lagrange rahatlatmasi

j=1 i=1
yapilir, rahatlatma sonucu problem:

f*;foX{fvip{i(QAvﬂ-@yf)-5<in-ibﬁ}}

j=1

seklini alir. Bir an icin 0 'nin sabit oldugu disunilirse, icteki minimizasyon problemi
tek degiskenli amag¢ fonksiyonuna sahip n tane alt probleme ayrilir. Amag

fonksiyonunun (2.22)’den y;’ye gére kismi tiirevi

aQ(y))
oy,

J

_&j_g:—5j+(hj+5j)l:j(yj)_§j_g

0’a esitlenerek, minimum noktasinda

*_F4s,u@+5
y, =F (-+—F"—
hj+sj

olmahdir. Burada, olasilik degeri

S +a.+o0
< ! <

hj+sj

seklinde olmasi gerektiginden,

+O<h,

—s;sq j
esitsizligi saglanmalidir. 0<6<h,—¢&; kapall araligindan segilecek 5 degeri, ikiye

bolme yontemi ile bulunabilir. Ancak, bazi durumlarda algoritmanin adim sayisini

kisaltmak icin ikiye bélme yontemini kullanmak yerine problem, yaklasik olarak

¢ozulmelidir. Burada, 5 =0 ctkmasi

ny Szbi
i=1

j=1

kisitinin ihlal edilmesine yol acabilir. Bu gibi bir durumda, 5 yerine kisiti ihlal

etmeyecek yaklasik bir deger kullaniimalidir.
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iterasyon sayaci k:=k+1 olmak lzere, (2.26) ve (2.27) problemleri ¢éziildiikten sonra

sirasiyla elde edilen

(k)

x® ve y®

¢oziimleri icin optimallik ve yakinsaklk testi yapilir. Ozellikle, y(k) ¢6zimilniln daha iyi

bir ¢6ziime ulastirip ulastirmayacagi test edilir.

Ornek 2.9 Ornek 2.8’e déniiliirse, baslangi¢ ¢éziimi:
Yo=(6 7 8 8)

seklinde sabit alinir ve elde edilen tasima problemi ¢oziillrse,

olarak bulunur ve simpleks ¢arpanlar:

o,? =-15, 0, =-18, ;¥ =-16, &,'” =-15,

0 0 0
ﬂ1( ):ﬂz( ):ﬂ3( '=0

seklinde elde edilir. Bu durumda, (2.26) probleminin optimal ¢6zimu:

0000
x,=|0 0 0 0
0000

olur. (2.27) probleminde, 6 =0 segilirse;

*—F*l(sf+&f+g
yj -
hj+sj

formilinden,

Y1 =5.6, Yy =7.§, y;=8.4 vey, =8.3 olarak hesaplanir. Buradan,

4 _ 3

D y;=29.12<) b =40

j=1 i=1

olarak, kisitin ihlal edilmedigi gorilur. & degeri daha buyik alinirsa amag degeri artar.
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Virgulden sonra lg basamak duyarhlikla,

y, =(5.667 7.222 8.400 8.333)

seklinde alindiginda tasima probleminin optimal ¢6zimu:

5.667 7.222 O 0
x,=| 0 0 8400 O
0 0 0 8333

olarak elde edilir. Tasima probleminin optimal ¢6ziiminden simpleks ¢arpanlar:

oM =-15, &, =-18, ;" =-16, o,V =-15,
1 1 1
ﬂ1( ) :ﬂz( ) ::B3( '=0

olarak degismez. O halde, elde edilen ¢6zim optimaldir. Gercekten de, (2.24)'den

lineerlestirilmis maliyetler:

0 0 8 10
c=|4 5 0 3|>0
6 4 3 O

oldugundan, Frank-Wolfe algoritmasina goére ilerleme yonli bulunamadigindan ve
(2.23) ile verilen KKT sartlari da saglandigindan ¢6zim optimaldir. Ayrica, -591.640
(6telenmis degeriyle 680.360) olarak hesaplanan amacg fonksiyon degeri, diger
yontemler (ayrilabilir programlama ve Frank-Wolfe algoritmasinin bir adim

uygulanmasi) ile bulunan degerlerden daha iyidir.
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BOLUM 3

IKi SEVIYELi PROGRAMLAMA

iki seviyeli programlama problemleri lider ve takipci denilen, muhtemelen celisen iki
amag fonksiyonuna sahip iki 6zerk karar verici arasindaki hiyerarsik iliskiyi modeller.

Karar degiskenleri kiimesi ayrik x ve y vektérlerine ayristinlmistir. ilk seviyedeki karar

verici, yani lider, x vektoriine ait karar degiskenlerini kontrol ederken, ikinci seviyedeki

karar verici, yani takipgi, y vektériine ait karar degiskenlerini kontrol eder. Oncelikle

liderin karar verdigi ve bundan sonra takipcinin liderin stratejisine bagl olarak kendi

kararini aldigi, yani en rasyonel tepkiyi verdigi varsayilir.

xeXCRP, yeYCR', F,f:RPxR >R, G:RPxR —>R* ve g:R°xR" >R*

olmak Uzere, iki seviyeli programlama problemi:

min F(x,y)
xly

G(x,y)<0 (3.1)
{min f(x,y)
Yy

g(x,y)<0
seklinde modellenebilir.

Gordaldagi gibi, iki seviyeli programlama problemleri kisitlarinda ikinci bir optimizasyon

problemi olan bir optimizasyon problemidir.

iki seviyeli programlama ile ilgili temel tanimlar su sekilde ézetlenebilir:
Q:{(x,y): G(x,y)<0,g(x,y)<0 }
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kiimesine rahatlatilmis uygun bélge denir. ikinci seviye problemin uygun ¢éziimler

kiimesi, sabit bir X vektori igin;
5(3)={y:0(xy)<0)

ile gosterilir. ikinci seviyenin optimal ¢dziim kiimesi
R(X) = {y ye argmin{f(i,?) ye S(i)}}

seklindedir. Bu kiimeye rasyonel reaksiyon kiimesi (rational reaction set) denir. Yine

verilen bir x igin,
IR:{(x,y):G(x,y)SO, yeR(x)}

kiimesine indirgenmis bolge (induced region) adi verilir. Bu kiime genellikle konveks

degildir, hatta baglantisiz ya da bos kiime olabilir.

En basit yapidaki ve en g¢ok Uizerinde galigilan iki seviyeli programlama problemi, amag
fonksiyonlarinin ve kisitlarin lineer oldugu lineer iki seviyeli programlama problemidir

(Colson vd. [29]).

3.1 ki Seviyeli Programlama igin Coziim Yontemleri

Literatlirde iki seviyeli programlama problemleri igin bir¢ok ¢ozim yontemi vardir.

3.1.1 K. En lyi Algoritmasi

Bu algoritma Bialas ve Karwan tarafindan [66]'da lineer iki seviyeli programlama
problemi icin &nerilmistir. Oncelikle, sinirli oldugu kabul edilen Q rahatlatiimis uygun
bolgesi lizerinde ilk seviye problem simpleks yontemle ¢ozilir. Optimal ¢6zim Q’nin
bir u¢c noktasinda ortaya cikar. Cozim bolgesinin tim uc noktalar taranarak ilk
seviyenin amag degerine (minimizasyon problemine) gore kigikten biylge bitlin ug

noktalar siralanir. Bu sirali uygun taban ¢ozimler;
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ile gosterilsin. Burada en iyi ¢6zim (X, ¥,,,), ikinci en iyi ¢ézim (X, Y,), vb sekilde

siralanmistir. Amag,
K" =min {i|i {1,...,N}, (%, Vi) € Q)
olacak sekildeki minimal indeksi bulmaktir. Boylece, ()A([K‘],\“/[K*]) global optimal ¢6ziim

olacaktir.

ik seviye karar degiskenleri x ve ikinci seviye karar degiskenleri y olmak iizere,

X= X[1]

seklinde sabit alinarak ikinci seviye problem ¢o6zillr. Eger problemin ¢éziimiinden

Y ="Vy

olarak bulunursa algoritma sonlanir, (X,,y,,) ¢6zimi optimaldir. Degilse bu ug
noktadan bir sonraki sirada en iyi ¢6zimi veren komsu u¢ noktaya gecilerek, yani

X=X

[2]

sabit alinarak ve bu sekilde devam edilerek K inci adimdaki en iyi ¢céziimii veren ug

noktada global optimal ¢6ziim bulunur.

3.1.2 Dal-Sinir Teknigi

iki seviyeli programlama problemleri icin ¢dziim yéntemlerinin ¢ogu,

{min f(x,y)
Yy
g(x,y)<0

ikinci seviye probleminin yerine, i Lagrange ¢arpanlari vektorii olmak lizere,
glx,y)<0
V, f(y)+1'V g(x,y)=0

149;(x,y)=0, i=1,...,s
/J,-ZO, i=1,...,8
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KKT optimallik sartlariyla yer degistiriimesine dayanir. Boylelikle, tim degiskenlerin (x

ve y’nin) kontrolli kendisinde olan liderin problemi ¢oziliirken takipginin probleminin

de optimal olmasi saglanir. Boylece, (3.1) probleminin esdeger tek seviyeli

formiilasyonu:

min F(x,y)
XY,H

G(x,y)<0
g(x,y)<0
V,f(x,y)+1'V g(x,y)=0
1g;(x,y)=0,  i=1,..,s
H; =20, i=1,...,s

(3.2)

yapisinda olur.

KKT optimallik sartlari, ikinci seviye problem igin gerek sartlardir. Eger, ikinci seviye
problem, herhangi bir sabit x icin, y’ye gore konveks optimizasyon problemi ise bu
sartlar ayni zamanda yeter sartlardir. Boylece, ikinci seviye problem icin herhangi bir
yerel minimum, ayni zamanda global minimum olacaktir. Ancak, (3.2)’ deki esdeger tek

seviyeli problemin ¢6zimu zordur, ¢linki bu problem
ug;(x,y)=0, i=1,...,s (3.3)

nonlineer tamamlayici kisitlarini icermektedir. Dal-Sinir algoritmasinda, o6ncelikle
tamamlayici kisitlar problemden gikartilir ve elde edilen rahatlatiimis problem ¢ézulir.
Algoritmanin her iterasyonunda problemin ¢6ziminin (3.3) kisitlarini saglayip

saglamadigi kontrol edilir.

Dal-sinir yonteminin temelinde yatan kavramlar dallandirma ve budamadir.
Dallandirma uygun ¢ozimler kiimesini gittikce kiictilen altkiimelere bélme islemidir.
Budama ise mevcut altkiimedeki en iyi ¢c6zUm icin bir sinir bulma ve bu sinir bilgisiyle
esas problemin ¢o6ziminiin bulunamayacaginin anlasilmasiyla mevcut altkiimenin
elimine edilmesi islemidir. Boylelikle, bir ¢6ziim icin énce uygunluk, sonra optimallik

kontrol edilmektedir (Ahlatcioglu ve Tiryaki [67], Sayfa 87).
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Rahatlatilmis problemin ¢ézimiiniin en az bir tamamlayici kisiti saglamadigi varsayilirsa

rahatlatiimis probleme
;=0 ve g;(x,y)=0

kisitlari ayri ayri eklenir ve boylece rahatlatiimis problem, iki alt probleme dallandirilir.
Bu alt problemlerin optimal degerleri karsilik gelen dal icin alt sinir Gretir. Burada adim

sayisini azaltmak igin i,
| 14,5 (%, )
en buyik olacak sekilde segilir.

Tum tamamlayici kisitlar saglanana kadar ya da uygun olmayan bir ¢6ziim elde edilene
kadar dallanma islemine devam edilir. Tim tamamlayici kisitlari saglayan uygun ¢6zim,
aday ¢6zim olarak etiketlenir. Aday ¢6ziimler probleme Ust sinir verir. Daha iyi bir st
sinir bulundugunda st sinir glincellenir. Aday ¢6zimler arasindan en iyi ¢ozim global

optimumdur (minimumdur).

Algoritma verilmeden 6nce bazi ek notasyonlar verilmelidir. Tamamlayici kisitlar igin

indis kiimesi Wz{l,...,s} ve liderin amag¢ fonksiyonu icin o ana kadar bulunup

kaydedilen en iyi Ust sinir (incumbent upper bound) F ile gdsterilsin. Dal-sinir agacinin

k. seviyedeki indis altkiimesi W, cW olsun. Ayrica,

Sy ={i: ieW,,u; =0}
Se ={i: ieW,,g;(x,y)=0}
Se={itigW,}

olarak tanimlansin.

Dal-sinir algoritmasi:

Adim 0. (Baslangig) k=0, S; =S, =&, S =W ve F = al.
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Adim 1. (k.iterasyon) ies,j icin 4,=0 ve ieS, i¢in g;(x,y)=0 olarak al. (3.2)
problemini (3.3) kisitlari olmadan ¢6z. Elde edilen ¢6zim uygun degilse Adim 5’e

git. Aksi halde, cozami (x,y*,u¥) olarak etiketle ve k:=k+1 al.
Bu adim, potansiyel uygun ¢6zimi bulmak icin uygulanir.
Adim 2. (Budama (Fathoming)) Eger F(x,y*)>F ise Adim 5’e git.

Adim 3. (Dallandirma (Branching)) Eger VieW igin ,u,kg,(xk,yk)zo ise Adim 4’e git.

. SO=S7Ufiy} ve Si=S0—{i,} al ve

Aksi halde, i; :argmax‘y,kg,-(xk,yk)
1
Adim 1’e git.

Bu adimda tamamlayici kisitlarin saglanip saglanmadigi kontrol edilir. Dallanma ilk 6nce
Lagrange c¢arpani Uzerinden yapilir. Tamamlayici kisitlar saglanmadiginda en buyuk

carpima sahip tamamlayici kisit dallanan degisken olarak kullanilir.
Adim 4. (Giincelleme) F =F(x*,y*) al.

Bu adim, iki seviyeli problem icin uygun bir ¢6zim bulundugunu goésterir ve liderin

amac fonksiyonu icin elde edilen (st sinir glincellenir.

Adim 5. (Gelinen yoldan geri donme (Backtracking)) Canli digiim kalmazsa Adim 6’ya
git. Aksi halde, en yeni canli diiglime geg, S,j,S,:ve S,? kiimelerini glincelle ve
Adim 1’e git.

Adim 2’de daha iyi bir ¢6zim bulunamazsa bu adima gegilir.

Adim 6. (Cikis) F =oo ise (3.1) probleminin uygun ¢dziimii yoktur. Aksi halde, F ile

iliskili g6ziim optimal ¢6zimddr (Bard ve Moore [68]).

3.1.3 En Hizh Diislis Metodu

iki seviyeli programlama probleminde ikinci seviye karar, birinci seviye karar x'in bir
fonksiyonu olarak y(x) seklinde tek tlrli yazilabilir. Dolayisiyla, (3.1) problemi sadece

X cinsinden ifade edilebilir.
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Diger yonlere oranla, gradyent yoniinde ilerlemek amag fonksiyonunda en biyik artisa

yol acar. Boylece, amag fonksiyonunun minimumunu bulmak icin negatif gradyent

ydni iyi bir arama yénidir. Bu algorita ile uygun bir x e R” noktasindan baslayarak,

iki seviyeli problemin uygunlugu surdurilirken, birinci seviyenin amag fonksiyonunda
makul bir azalmayi garantilemek tizere uygun bir d € R” yoni bulunmaya calisilir. Bu
nedenle, amag fonksiyonunda iyi bir azalma saglayan adim boyu « €[0,1] olmak lzere

uygun bdlgede yeni bir x+ad, noktasina atlanir. Burada esas sorun, bu uygun

noktada Ust seviye amacin V _F(x,y(x)) gradyentini elde edebilmektir. Uygunluk

korunacak sekilde y*(x+adx) hesaplamasi yapilir. Oncelikle zincir kuralinin

uygulanmasiyla, birinci seviye amag fonksiyonunun gradyenti;
V. Fix,y(x)) =V Fx,y)+V F(x,y) V,y(x)
seklinde hesaplanir.

Bu algoritma Ust seviye kisitlarinin bulunmadigi iki seviyeli bir problemde yerel
minimumu bulmak icin 6nerilmistir. Bu problemde alt seviyeye ait esitsizlik ve esitlik

kisitlar,
g;(x,y)<0 iel ve g;(x,y)=0 ielJ
sirasiyla /| ve J indis kiimeleriyle gdsterilmistir.

d,(x,d,) yénli tirev olmak iizere, optimal (x",y(x)) ¢dziimii igin;
V,FX,y(x))d, +V F(x,y(x')d, (x",d,) >0

iliskisi gecerlidir. Yerel minimum elde edildikten sonra amag¢ fonksiyonunda azalma

saglayacak bagka bir uygun yon bulunamaz ve algoritma sonlanir. d=(d,,d ) en hizh

dislis yoninid bulmak icin,

min V,F(x,y’)d, +V F(x,y') d,(x,d,)
o (3.4)
o]l <2
problemi ¢ozilur.

Burada d, (x,d,),
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min (d,”,d," V2 Ly ,u)(d,,d,)

V,g,(x,y)d, <-V,g,(x,y )d,, iel(x)={iel:g,(x,y’)=0}

V,9,06y)d, ==V, g,(x,y)d,  jeJ

V. fxy)d, ==V, f (xy)d, +V,Lxy ,ud,
probleminin ¢éziiminden elde edilir. /(x) kimesi ise aktif, yani baglayici esitsizlik
kisitlarinin kimesidir. Bu problemin kisitlari saglandiginda d=(d,,d, ) yonu uygun bir

yonddr, yani ilerlenebilir yonler kiimesindendir.

Ayrica, L(x,y,u) ikinci seviyenin aktif kisitlara gére Lagrange fonksiyonudur ve

LY, W =Fxy)+ D pgxy) .

iel(x)uJ

(3.4) probleminin amag fonksiyonu pozitif oldugunda yerel minimum elde edilmis

demektir. Aksi halde, & adim uzunlugu
F(x+ad,,y(x+ad,)) < F(x,y(x))

olacak sekilde hesaplanir, yeni bir noktaya atlanir ve uygun bir yon bulmak Uzere

islemler tekrarlanir (Colson vd. [29]).

3.1.4 Ceza Fonksiyonu Yaklasimi

Ceza fonksiyonlari lineer olmayan optimizasyonda yaygin olarak kullaniimaktadir.

Ancak, bu yontem yerel minimum elde etmekle sinirlidir (Colson vd. [29]).

min f(x)
xeRP

g,(x)<0 i=1,....m (3.5)
h(x)=0 j=1,...,n

seklindeki bir nonlineer progralama problemi, M >0 cok biiylik bir sayi olmak Uzere,

bir ceza fonksiyonu 6rnegin

I

alx) =Y (max{0,g,(x)})’ +Z(hj(x))2

araciligiyla
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min{ f(x) +Ma(x)}

yapisinda bir kisitsiz probleme indirgenebilir. (3.5)'in kisitlari saglanmadiginda «a(x)>0

olmasi nedeniyle blyik bir ceza degeri olusur, M — o iken (3.5) probleminin optimal

¢O0zUmd ile kisitsiz problemin ¢6zimu birbirine yaklasir.

a(x) ceza fonksiyonu asagidaki sartlari saglamalidir;
1. «a(x) sirekli fonksiyondur.
2. VxeR? icin a(x)>0'dr.
3. «a(x)=0 olmasi icin gerek ve yeter sart x’in (3.5) probleminin uygun ¢ézim,
yani g,(x)<0,...,g,(x)<0, h,(x)=0,...,h (x)=0 olmasidir.

Ceza fonksiyonu uygun kiimenin disindaki noktalara cezalar atamaktadir, dolayisiyla
problemin kisitlari cinsinden tanimlanmaktadir. Ceza fonksiyonu dogru secildiginde

esas probleme iyi bir yaklasim saglanir (Chong ve Zak [1]).
Ceza fonksiyonu yaklasimi iki seviyeli problemlere uygulanirsa
p(x,y,M)=f(x,y)+Malg(x,y))
donidsimiyle (3.1) problemi:
min F(x,y*(x,M))
Xl y
G(x,y"(x,M))<0 (3.6)

p(x,y (x,M),M) =min p(x,y, M)

seklinde yazilir. Her adimda x birinci seviye karar degiskenleri glincellenir ve boylece

(3.6) probleminin optimal ¢6ziim olan
k ok agk
(v o m9)]

dizisi (3.1) probleminin optimal ¢céziimiine yakinsar. Bu yontemin ana eksikligi, sabit bir
M degeri icin birinci seviye karar degiskenlerinin her giincellenmesinde (3.6)

probleminin global ¢o6ziminli bulmayl gerektirmesidir. Alt problemlerin ¢6zimi
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orijinal iki seviyeli (3.1) probleminin ¢6ziimi kadar zordur. Bu durumda (3.6)

probleminin tek seviyeli esdegeri:
min F(x,y)
X,y

G(x,y)<0

a(x,y)<0
vV, plx,y,M)=0

(3.7)

alinir. Dikkat edilirse (3.6)'nin ikinci seviyedeki ceza fonksiyonunu iceren

min p(x,y,M)
y

probleminin yerine, onun birinci mertebe optimallik kosulu:

v, plx,y,M)=0

alinmistir. g(x,y) <0 kisitinin da probleme eklenmesi p(x,y,M) fonksiyonunun tanim

kiimesini kisitlamaktadir. (3.7) problemi ikinci kez uygulanacak ceza yaklagimi ile

¢ozulur (Ishizuka ve Aiyoshi [69], Colson vd. [29]).

3.2 Denge Kisith Matematik Programlama

iki seviyeli programlama sahasinda temel gelismeler incelendiginde bu konuyla
baglantil olarak bir baska 6nemli sinifi, yani DKMP problemlerini gérmekteyiz. Esasen,
bu iki sinif arasindaki iliskiler ylesine kuvvetlidir ki bazi yazarlar her iki sinif icin de ayni
terminolojiyi kullandigindan bu durum bazen karmasaya yol agmaktadir (Colson

vd. [29]).

DKMP problemi, kisitlarinda bazi parametrik varyasyonel esitsizlikler igeren bir kisith
optimizasyon problemidir. Diger bir deyisle, kisitlarinda baska bir programlama
probleminin birinci mertebeden optimallik kosullarini  barindiran  nonlineer
programlama problemine DKMP problemi adi verilir. Bu problem iki seviyeli
programlama probleminin bir genellestirilmesi olarak da gorilebilir ve Stackelberg

oyunu ile de yakindan iliskilidir.

DKMP problemleri mihendislikte dizayn, ekonomik denge, cok seviyeli oyun ve

matematik programlama gibi bircok alanda dnemli rol oynamaktadir. Ancak, geometrik
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olarak bakildiginda, problemin uygun bdlgesi konveks olmadigindan ve genellikle
baglantisiz oldugundan bu problemlerin ¢6zimi oldukga zordur. Bu nedenle, nonlineer
programlama teorisi direkt olarak bu problemlere uygulanamayabilir. Dogal ve popliler
bircok yaklasim, bir dizi adi nonlineer programlama problemlerini ¢6zerek, DKMP

problemine uygun bir sekilde yaklasmaya calismaktadir. (Fukushima ve Lin [70]).

XcR" ve f:R™ SR, F:R™™ >R", C:R"—>2%" seklindeki fonksiyonlar,

(F(x,.),C(x)) ikilisiyle tanimli
VE(F(x,.),C(x)) (3.8)

varyasyonal esitsizlik problemi ve y de (3.8)'in ¢6zimi olmak tizere, DKMP problemi:

min f(x,y)
xeX (3.9)
y, { VE(F(x,.),C(x)) probleminin ¢dziimiidr.

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse, 6rnegin C(x) fonksiyonu verilen bir x noktasi igin
Cx)={yeR™: c(x,y)<0} (3.10)
veya

C(x)=R"

seklinde alinirsa noktayi kiimeye esleyen (point-to-set) bir fonksiyon olur.

Teorem 3.1 yeC(x) noktasinin diferansiyellenebilir g(x,y) fonksiyonunun yerel

minimumu olmasi igin gerek kosul: Vv e C(x) igin

(v-y)'V g(x,y)>0
olmasidir.

ispat: Herhangi iki degiskenli bir g(x,y) fonksiyonunda, x noktasi veriliyorsa fonksiyon

sadece y’ye baghdir.
g(x,v)=g(x,y)+(v-y)" V. g(x,y)

acithmindan, aksini kabul ederek, yani
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(v—y)' V,g(x,y)<0

alarak

glx,v)<g(x,y)

olur ki bu da yeC(x) noktasinin g(x,y) fonksiyonunun yerel minimumu olmasi ile
celisir.

Sonug 3.1 Diferansiyellenebilir c(x,y) fonksiyonu icin V g(x,y)=F(x,y) alinirsa, y 'nin

min g(x,y) } (3.11)

c(x,y)<0
probleminin ¢6zim olabilmesi icin gerek ve yeter sart: y e C(x) ve Vv eC(x) icin
(v—y)" F(x,y)=0 (varyasyonal esitsizlik)
esitsizliginin saglanmasidir.

Sonug 3.2 C(x) fonksiyonu (3.10)'daki gibi alinirsa (3.8) varyasyonal esitsizlik problemi,

(3.11) probleminin KKT sartlariyla esdeger olur ve bdylece, (3.9) problemine karsilik

kurulan tek seviyeli esdeger problem, A Lagrange carpanlari vektori olmak Gzere,

min f(x,y)
xeX
F(x,y)+V c(x,y)A=0
A>0
c(x,y)<0
Ac(x,y)=0

(3.12)

olur.

3.2.1 (Cozim Yontemleri

Literatiirde DKMP problemlerini ¢c6zmek Uzere, rahatlatma yaklasimi, ceza fonksiyonu
yaklasimi, aktif kiime belirleme yaklasimi, ardisik kuadratik programlama yaklasimi, i¢

nokta yaklasimi gibi bircok yontem onerilmistir [70].
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DKMP problemlerini ¢ozmedeki esas gliglik problemin tamamlayici kisitlarindadir. Bu
kisitlari rahatlatmak veya dizglnlestirmek igin bazi parametreleri probleme katmak

gerekir.

(3.2) veya (3.12) probleminin tamamlayici kisitlariyla bas edebilmek igin, bu kisitlar
nonlineer tamamlayici problem (nonlinear complementarity problem) fonksiyonlari adi
verilen dizgin (smooth), yani her mertebeden tirevleri mevcut fonksiyonlar

vasitasiyla diizglinlestirilir.

Duzgiin fonksiyona bir ornek olarak, &(>0) kiiglik bir sapma (perturbation)

parametresine bagli olarak tanimlanmis
¢.(a,b)=a+b— a* +b* +2&*

Fischer-Burmeister fonksiyonu verilebilir. Burada, ¢.(a,b) =0 olmasi icin gerek ve yeter

sartlar:

a>0, b>0 ve ab=¢’

olmasidir. (3.2) probleminin

19;(x,y)=0 i=1,..,s

tamamlayici kisitlari yerine, Fischer-Burmeister fonksiyonu kullanilarak
o. (1, —g;(x,¥)=0, i=1,..,s

kisitlari alinirsa, yani

1;=20, —g;(x,y) =0, —,u,-g,-(x,y)zg2 i=1,...,s

olursa £ =0 iken (3.2) probleminin tamamlayici kisitlari saglanmis olur. Bu yaklasima

rahatlatma yaklasimi denir.

Nonlineer tamamlayici problem fonksiyonlar sinifina ait 6rnek bir baska diizgiin

fonksiyon:

Bin(a,b) =[min(a,b)]°

fonksiyonudur. Farkli bir yaklasim ile (3.3) tamamlayici kisitlarinin saglanmasi igin,
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min @ (14, —g;(x,y))

problemi ¢oziilebilir. Bu problemin optimal amag fonksiyon degeri 0 oldugunda esas
problem de ¢o6zilmis olur (Lin vd. [71]). Nonlineer tamamlayici problem

fonksiyonlarina literatiirden diger bazi 6rnekler:
#la,b) =[max(ab,0)] +[max(-b,0)],

#a,b,s)=b—eln(1+e®¢) (Sinir aglar diizgiinlestirme fonksiyonu),

a-(a-b+5p, |a-b/<Z

#la,b, &)= 2¢ 2 2 (Uniform diizgiinlestirme fonksiyonu),
min(a, b), aksi halde
a—Zelnle, a<b

¢la,b, &)= 2 (Picard diizglinlestirme fonksiyonu)
p—Zelb-ae aksi halde

seklindedir [71], [72].

Diizgiinlestirme metotlarinin ana ozelligi diizglin olmayan (diferansiyellenemeyen)
problemlere bir dizi parametrelenmis diizglin (strekli diferansiyellenebilir) problemler
ile yaklasmak ve diizglin bir yol izleyerek ¢oziimlere ulagmaktir. Kullanilan algoritmalar

ve yakinsaklik analizleri ile ilgili bilgiler Chen tarafindan [72]’de verilmistir.

1999’dan bu yana, DKMP’nin daha ileri uygulamalari olarak stokastik yapidaki DKSMP
arastirmacilarin ilgisini cekmektedir. DKSMP problemleri bir sonraki bélimde ayrintih

aciklanacaktir.
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BOLUM 4

DENGE KISITLI STOKASTIK MATEMATIK PROGRAMLAMA

Literatiirde, Stokastik ki Seviyeli Matematik Programlama Problemi ve Tamamlayici
Kisitl Stokastik Matematik Programlama Problemi gibi isimler de alan DKSMP

problemi, DKMP probleminin stokastik uzantisidir.

XcR", Q olasilik uzayi ve f:R™xQ—>R, F:R™xQ—>R", C:R"xQ—2%
seklindeki fonksiyonlar olmak tizere, DKSMP problemi:

min E,[f(x,y,®)]

xeX
(4.2)
e

Y, {VE(F(x,.,a)),C(x, w)) probleminin ¢oziimuddr.

seklinde tanimlanir.

Bu problem ilk defa 1999’da Patriksson ve Wynter tarafindan [10] ile ortaya atilmistir.
Lin vd. [73] alt seviye bekle de gér modeli ve hemen simdi modeli olarak adlandirilan iki

tir DKSMP formilasyonunu 6nermistir.

4.1 Alt Seviye Bekle de Gér Formiilasyonu

Alt seviye bekle de gér modelinde, dnce ilk seviye kararlari x alinir, sonra rassal olay @

gozlemlenir ve daha sonra ikinci seviye kararlari y alinir. Kararlar ve rassal olaylarin
dizilisi:

X —>&(w) > y(x,w)
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seklinde 6zetlenebilir.

Modelin elde edilisini agiklamak tzere, (4.1) probleminde
Cx,0)=R"7 ={yeR": y(w)=0}

seklinde alindigini varsayarak;

seviyedeki

problemin KKT sartlarini

(4.1)

problemine ekleyelim. Varyasyonel esitsizlik problemi yerine onun daha agik bir

formunu yazarak, (4.1) problemine esdeger olan

min £, [f(x,y(e),)]

xeX

we)
min g(x, y(w), @)
y(®)=>0

(4.2)

problemi elde edilir. ikinci seviyedeki varyasyonel esitsizlik problemi igin Lagrange

fonksiyonu;

L(x, y(), o,1m) =g(x, y(®), ®) —n"y(w)
olarak alinirsa, KKT sartlari
vyL(xI y(a))l , Fl) = Vyg(xl y(a))l a)) —MK= 0

n=V g(x,y(®),w) =F(x,y(w),®) =0

1 y(®) =y(o) n=y(®) F(x,y(®),®) =0

seklinde bulunur. O halde, (4.1) ya da esdeger (4.2)'nin alt seviye bekle de gér modeli:

min £, [f(x,y(e),0)]
xeX
well
y(®)>0
F(x,y(w),®)=>0

y(0) F(x,y(®),®)=0

olur.
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Ancak, (4.1) probleminde C(x,®)={yeR"™: c(x,y,®) <0} seklinde alindig varsayilirsa,

A(x,®) Lagrange carpanlari vektori olmak lizere; (4.1) e esdeger

mink,, [£(x,y(®),0)]
xeX
weQ)
F(x,y(@),w)+V c(x,y(o), o)A(x,») =0 (4.4)
Alx,0) >0
c(x,y(w),w)<0

Ax, ) c(x,y(w),w)=0

problemi elde edilir (Lin vd. [73]).

Bu modelde de birinci seviye karar degiskeni vektori x ve ikinci seviye karar degiskeni

vektorl y(w)’dir.

4.2 Hemen Simdi Formiilasyonu

Hemen simdi modeline gore tim kararlar (birinci seviye ve ikinci seviye) rassal olay

gerceklesmeden alinir. Dolayisiyla birinci ve ikinci seviye kararlari x ve y, @ rassal

olayina bagh degildir. Kararlar ve rassal olaylarin dizilisi:
X > y(x) > §(w) > z(w)

olarak 6zetlenebilir. Hemen simdi modeli:

rxnyl? E, [f(x,y,a)) + de(a))]
xeX
y=>0
F(x,y,®)+2z(w)>0 (4.5)
Yy [Fix,y,0)+2(0)]=0
z(w)>0

weQ

seklindedir. Burada z(w), dlzeltici degiskenler; d, ceza agirliklarini igeren, bilesenleri

sabit ve pozitif olan vektorddr.
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4.3 Ornekler

Ornek 4.1 (Lin vd. [73]) Bir yemek sirketi soguk sandvi¢c paketleri hazirlamakta, bir
sokak saticisi da bu yemek sirketinden Pazar gunleri ylrlylscllere satmak Uzere

sandvig satin almaktadir. Sirket ile satici arasindaki anlasma su sekildedir:

1. Satici sirketin belirledigi xe[a,b] fiyatindan sirketten paketleri satin

almaktadir.

2. Satici satin alacagl y paket miktarini kendisi belirler, bu miktar belirli bir ¢ >0

degerinin lstlinde olmalidir (y >c¢).
3. Saticinin sirkete 6demesi xy kadardir.

4. Satici sandvigleri iki kati fiyatiyla yuriyiscllere satmaktadir. Satilan her sandvig

Uzerinden elde edilen kar x kadardir.
5. Satilmayan sandvigler iade edilemez. Satici satamadigi sandvigleri ¢cope atar.

Yurdylscilerin sandviclere olan talebi, hem sandvi¢ fiyatina hem de o giinkii hava

kosullarina baglidir. Havanin nasil olacagl ise rassal olaydir. weQ, D(w)=0 ve
d(w) >0 rassal degiskenler olmak Uzere, fiyata ve hava kosullarina bagl lineer talep

fonksiyonu:
P(x, w) = D(w) —d(w)x
seklindedir.

Pazar ginl satilan sandvi¢c sayisi da o glnkii hava durumuna bagh olarak

min{y, #(x, @)} ile hesaplanir. Sirketin ve saticinin amaglari, sirasiyla, toplam karlarini
max {xy}

max {2xmin{y,@(x, @)} — xy}

y
seklinde maksimize etmektir.

min{y, @(x, )} =t olmak lizere, saticinin problemi
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max {x(2t-y)}
y=cC
y—t=0
D(w)—d(w)x—t>0

seklindedir.

u,v ve w Lagrange c¢arpanlari olmak (Uzere, saticinin probleminin Lagrange

fonksiyonu:
L(y,t,u,v,w)=xy —2tx +u(c —y)+v(t —y)+w(t — D(w) + d(w)x)

seklinde yazildiginda problemin KKT sartlari:

u,v,w=>0
oL
—=X—-Uu—-v=0=>u=x-v
oy
L
%:—2X+V+W=0:>W=2X—V

u(c—y)=0, v(t—y)=0, w(t —D(w)+d(w)x)=0

seklinde elde edilir. w=2x—v=x+u>a>0 oldugundan t =D(w)—d(w)x olmalidir. Bu

bilgiden yararlanarak KKT sartlari yeniden dilizenlenirse;

x—v=0

y—c=0

v>0

(x—=v)(c—y)=0
v(D(w)—d(w)x —y)=0
y—D(w)+d(w)x >0

sekline gelir. Boylece, sirketin problemi:

max {xy}
a<x<b
x-v=20
y—c=0
v=0
(x—v)(c-y)=0
v(D(w)—d(w)x—y)=0
y —D(w)+d(w)x >0
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olarak verilebilir.

Alt seviye bekle de gér modelinde, sirketin Cumartesi glinQ, hava kosullarinin ertesi giin
nasil olacagini bilmeden, saticinin ise Pazar sabahi hava kosullarini bilerek kararlarini

aldig1 farz edilmektedir. Saticinin karari, y=y(w) seklinde @ rassal olayina baglidir.

Sirketin problemi:

max {xy(®)}
a<x<b
we)
x—v(w)=>0
y(w)—c=>0
v(iw)=0
(x—v(®))(c—-y(w))=0
v(w)(D(w) —d(w)x —y(w)) =0
y(o)-D(w)+d(w)x =0

olur.

Hemen simdi modelinde ise, hem sirket hem de satici Pazar giini havanin nasil

olacagini bilmeden, Cumartesi giinl kararlarini almaktadir. Bu durumda, z(w) dizeltici

degiskenler, >0 sabit bir sayl olmak lzere, sirketin problemi:

max {xy - BE [z(@)]}
a<x<bh
we
z(w)=0
x—-vz=0
y—c=0
v=0
(xv)(e-y)=0
v(D(w)—d(w)x —y —z(w)) =0
y—D(w)+d(w)x + z(w) >0

olur. Dizeltici duruma 0Ornek olarak, talep beklenenden ¢ok olur ve saticinin elindeki
sandvicler erkenden biterse satici yerel bir marketten, daha yliksek bir fiyattan sandvig

alabilir.
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Hangi formilasyonun uygun olacagli duruma goére degisir, yani ikinci seviyedeki karar
vericinin kararini rassal olay gergeklesmeden ya da gerceklestikten sonra aliyor

olmasina gore sirasiyla, hemen simdi ya da alt seviye bekle de gér modeli kullanilir.

Ornek 4.2 (Shapiro ve Xu [74]) (4.3)'teki gibi verilmis alt seviye bekle de gér modeli:

min E[(x; —1)* +(x, —1)* +y; (x, &) +y, (x,&)]
X;,X, €[0,2]
§:(§1'§2)' 681r982 ~U[0,1]
¥1,¥,20
y1—X +& 20
Y =X +& 20
yilys —x;+4)=0
Voly, =%, +6,)=0

seklinde olsun. ikinci seviye problemin ¢éziimdi:

V. = X3 — &1, X3 2 & ve y, = X, =&, X, 2 &,
! 0, aksi takdirde 2 0, aksi takdirde

olarak tek tirlidur. Boylece, amag fonksiyonu:

Flxa ) =06~ 17 + 6, —1 + [ Gy =& 128, + [ (x, 5,
0 0

3 3
= (%, — 1) + (%, —1)° +%+XL

seklinde hesaplanir. Amag fonksiyonunun kismi tiirevlerinin 0’a esitlenmesinden,

a—f:2(x1—1)+x12 :0:>x1* :\/5—16[0,2]
X1

;—fzz(x2 ~1)+x,2=0=x, =3-1€[0,2]
4b)

¢Oziimu elde edilir. Bu aday ¢6zlim i¢in, Hessian matris:

. . 1243 o0
o 10 %)=
f(XX){O 2\/5}

seklinde pozitif definit oldugundan minimum ¢ézimdair.

93



BOLUM 5

IKi SEVIYELi STOKASTiIK TASIMA PROBLEMLERI

Bu bolimde, tek gesit bir Grlin igin bazi parametrelerin rassal degisken oldugu kabul
edilerek stokastik tasimalarin yapildigi, hiyerarsik iliskideki karar vericilerin bulundugu
modeller, yani iki seviyeli stokastik tasima problemleri g6z 6niine alinmis ve bu
problemlerin ¢ farkli tipi igin ¢6zim Onerisi yapilmigtir. Bildigimiz kadariyla,
Onerecegimiz stokastik tasima modellerinin iki seviyeli yapilari, tezden Uretilmis
yayinlar disinda, literatlirde ilktir ve dolayisiyla tez g¢alismamizin orijinal kismidir.
Onerdigimiz ilk modelde, misteri talepleri kesikli rassal degiskenler, ikinci modelde
musteri talepleri slrekli rassal degiskenler ve (g¢linci modelde ise cabuk bozulan

(perishable) bir Grlinlin yasam siresi stokastik degisken olarak kabul edilmistir.

5.1 iki Seviyeli Kesikli Stokastik Tasima Problemi

iki seviyeli kesikli stokastik tasima problemini tanimlamadan énce, yapilan kabulleri

verelim.

5.1.1 Kabuller

(i) Fabrikalarin kiimesi, ayrik L, ve L, kimelerinin birlesimidir. Burada, L, lider
tarafindan yonetilen fabrikalarin kimesi iken, L, takipgi tarafindan ydnetilen

fabrikalarin kiimesidir.

(ii) Musteri talepleri belli olmadan hem lider hem de takipgi karar vermelidir (hemen
simdi modeli). Once lider, ardindan takip¢i muisterilere yollayacagi miktarlari belirler.

Varis yerlerinde elde bulundurma ve elde bulundurmama maliyetleri s6z konusudur.
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Elde bulundurma maliyeti, miusteriye gonderilen mal miktari, gercek musteri
talebinden fazla oldugunda ustlenilen ceza; benzer sekilde, elde bulundurmama
maliyeti, mlsteriye génderilen mal miktari, gercek misteri talebinden az oldugunda
Ustlenilen ceza olarak gorulebilir. Elde bulundurmama maliyeti yerel bir pazardan telafi

etmenin veya yapilan ilave yliklemelerin maliyeti olarak da distinilebilir.

(iii) Musterilerin kiimesi, ayrik M, ve M, kiimelerinin birlesimidir. Burada M,, liderin

sorumlu oldugu, yani toplam elde bulundurma ve elde bulundurmama maliyetlerini
ustlendigi varis yerlerinin kiimesidir. Benzer sekilde M,, takipginin sorumlu oldugu,
yani toplam elde bulundurma ve elde bulundurmama maliyetlerini Ustlendigi varis
yerlerinin kiimesidir. Ayrica, lider ve takipci tim misteri taleplerini karsilamak Gzere

anlasmistir.

(iv) Lider, i€l olacak sekildeki x; degiskenlerini; takipgiise iel, olacak sekildeki x;

degiskenlerini kontrol etmektedir.

(v) Musteri talepleri bilinen kesikli dagilimlara sahip rassal degiskenlerdir.

k/'
k=1,...,k;, py=0 ve ijk=1 olmak lzere, j musterisinin talebinin d; olma
k=1

olasiligi pjk’dlr. Ayrica, j musterisinin talebinin beklenen degeri:

k/'

Eld;1= 2 pudi (5.1)
k=1

ile hesaplanir.

(vi) Hiyerarsi seviyelerindeki karar vericilerin (birinci seviye igin lider, ikinci seviye igin
takipci) amaclari, herbir seviyede kendilerine ait toplam tasima maliyetleri ile toplam

ceza maliyetlerinin beklenen degerlerinin toplamini minimize etmektir.
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5.1.2 Problemin Formiilasyonu

Bu kabullerden yola gikilarak modellenen iki seviyeli kesikli stokastik tasima modeli:

(P1) min ZZCUXU + z (hjE[yj —d;]" +5s,E[d; —yj]+)

X1 j=tjel, jeM,

n
inj <b, el
j=1
X;; 20, iel,j=1,...,n
n
minY" > cx; + > (hiEly, —d,1" +sEld, —y,1") (5.2)

X2 j=tjel, jeM,

n
(P2) ZXUSb,, iel,
j=1

m

ZXU =Y j=1,...,n

i=1

X; 20 iel,,j=1,..n

seklindedir. Bu problem, kesikli stokastik tasima probleminin iki seviyeli versiyonudur.
ikinci seviyenin amag fonksiyonunun lineer olmasi ve uygun ¢dziimler bélgesinin lineer
kisitlarla belirlenmesi dolayisiyla ikinci seviye problem, konveks programlama
problemidir. ikinci seviye probleminin konveksligi, iki seviyeli problemi KKT sartlarindan

faydalanarak yeniden formile etmemize imkan saglar.

Bu problemin amag fonksiyonlarini daha acgik bir sekilde yazabilmek igin, Nk » J
musterisinin kesikli d; talebinin Uzerinde gonderilen miktari ve 77jk+' j musterisinin

kesikli djk talebinin altinda gonderilen miktari olmak Uzere,

Yi—Mi "‘77//<+ =dy

My M =0 j=1,..,nk=1,..,k (5.3)

M My 20

kisitlarini (5.2)’ye ekleyerek,
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n k, k,
(P1) minZchij+Z£hj (P{d,Zdjk}njk—)+sjz(/3{djdek}nj;)]

j=liel, jeM, k=1 k=1
n
D x;<b;, iel,
j=1
x,-jZO, iely,j=1,...,n
M My =0, 1y 20, jeMy, k=1,... .k
k/'
(P2) manZcUxU+Z[ Z(P{d >d ) Z(P{djsdjk}njk+)] (5.4)
j=liel JeM. k=1 k=1
n
Zx,j <b, iel,
j=1
Xjj >0, j=1 n,iel

M My =0, M M 20, jeM,, k=1,...k
(5.2) probleminin esdegerini elde ederiz. Teorem 2.1’den 7, ve njk+ degiskenleri ayni
anda tabanda olamaz. Dolayisiyla, 77jk_77jk+ =0 kisitlar gereksizdir, atilabilir.

UiV, @, Ly Ve ,ujk+ Lagrange carpanlari olmak Uzere, (5.4)'teki (P2) problemi igin

yari-pozitif definit Hessian matrise sahip kuadratik, dolayisiyla konveks Lagrange

fonksiyonu:

N ki ki
L(xl,xz,u,v,w,p.,n)=ZZCUXU+Z( Z(P{d >d, )+s Z(P{djﬁdjk}nj[)J

=1 icly jemp \ k= o1
n ] m
+Zu(2xu b))+ Z[ jk(ZXrﬂjk‘HM—d/kD (5.5)
i€ly j=1 k= i=1
n kj
_zza)ijxij - Z Z(:ujkinjki + 1ujk+77jk+)
j=liely jeMy k=1

seklindedir.

ikinci seviye problemin KKT optimallik sartlari ise,
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=1,...,k;

U i’
oL :
_=CU+“f+ZV/k @; =0, iel,,j=1
axij k=1
oL -
o =hP{d, >2d;}-v, —u, =0,
" 3
8]L eM,, k=1,...,k;,

anjk

ui(ix,j -b)=0, Zn:xij <b,
- =

j=1
;x; =0,

/ujk_njk_ =0,
+ — 0'

.
Hie M
m

—
DX =T 11y =dy,
i=1
X; >0,

M My 20,

olur. KKT sartlarindaki o, 4, ve ,uj,(+ degiskenlerini elimine ederek, (5.4) e esdeger:

manZcUxU + Z

j=liel, jeM,

u; 20,

Cj+U; +ZVJI<—

h.P{d; >d]k} Vi 2
s;Pld; <dy}+vy =0,

n
D X<,
=)

m
— + _
Z"ij M e =dp

i=1
- +
Xijlnjk 'njk ZO'
n
u,-(Z:j:1
k.
Xy (Cy +U; + 2, Vi) =0,

my (hPld; 2y} —v,) =0,

x,j—b,-):O,

ieL,,

ieLl,,j=1,...,n,

jeM,, k=1,...

j=1,...,n,k=1,...,

j=1,...,

iel,

n,iel,,
jeM,, k=1,...,

iely,j=1,...,n

ijl

k,,

k,,

Lh Z(P{d >d )+s Z(P{d <dmy )J

jeMz,k=1,...,kj
jel\/lz,kzl,...,kj
i=1,....,m
j=1,...,n,k=1, ..,kj

i=1,....m,j=1, ,n,kzl,..,kj

iel,

iel,,j=1

Tamamlayici kisitlar

jeM,, k=1 ..,kj
jeM,, k=1 .,kj




tek seviyeli problemini elde ederiz. Esdeger problemin tamamlayici kisitlariyla bas
edebilmek icin literatlirdeki etkin bir yontemi, érnegin Bolim 3’te verilen Dal-Sinir
algoritmasini, kullanabiliriz. Algoritmada elde edilen alt problemler lineer programlama

problemleridir ve mevcut herhangi bir paket program ile ¢ézilebilir.

Ornek 5.1’de, Ornek 2.6’da STP igin verilen Filo atamasi 6rnegini iki seviyeli STP

yapisina bazi kabullerle uyarlayarak tekrar ele alacagiz.

Ornek 5.1 Ornek 2.6’daki STP’de rotalarda yolcu basina gelirler sirasiyla 130, 130, 70,
70 ve 10 p.b.; 100 yolcu basina ve 1000 p.b. dlcekleri kullanilarak birim ceza maliyetleri
(rj, j=1,...,5) sirasiyla 13, 13, 7, 7 ve 1 p.b. idi. Basitlik agisindan, iki seviyeli STP igin

hem lider hem de takipgi havayollarina ait rotalardaki yolcu bagina gelirlerin ve birim

ceza maliyetlerinin ayni degerlerle fiyatlandirildigini kabul edelim.

Ucak tipleri i=1,...,4 ve rotalar j=1,...,5 olmak lzere, dncelikle birinci seviyedeki
lider havayolu, sirasiyla by =5, by =10, b;=13 ve b, =8 tane mevcut ugak
tiplerinden rotalara aylik kagar tane atayacagini, yani

1,.

XUI

duyursun. Ardindan ikinci seviyedeki takipgi havayolu, liderin kararini goz 6niine alarak,
sirastyla b2 =5, b5 =9, b7 =12 ve b, =7 tane mevcut ugak tiplerinden rotalara aylik
kacar tane atayacagini, yani

200

X;'yi

bildirsin. Boylece, liderin ve takipginin j rotasina atadigi yolcu kapasiteleri, sirasiyla:

ve

olur ve j rotasina atanan toplam yolcu kapasitesini ise
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1,2

2;=7;+2;

olarak hesaplariz. Hem lider hem de takipgi havayolu yolcu talepleri belirli olmadan
kararini almalidir (hemen simdi modeli).

Lider konumundaki havayolu sirketi, ucaklari dolu olmadigi stirece yolcularin kendisini
tercih edecegini dislinecek, takip¢i konumundaki havayolu ise lider havayolunun
ucaklarinda yer bulamayan yolculara sahip olacak, her iki havayolunun da ucgaklarinda

kapasite yoksa yolcular sirketlerce kaybedilecektir.

j=1,...,5 rotasina olan talep d; olmak uzere, takipginin problemi:

4 5 5 k
i 2
min 23 cpx + 237, max (0,6, =2,
! 1=1 j=

j=1k=1

j=1,...,5 (5.7)

dxp<bl i=1,..,4

seklindedir. Burada takipcinin karari x,?, hem liderin kararina (x,-}'e) hem de rassal

musteri talebinin (d;'nin) nasil gerceklesecegine baghdr.

Oncelikle, birinci rotay (j =1) gdz éniine alirsak, takipcinin kaybedecegi yolcu sayisinin

beklenen degerini:

252.5-1.00z,, 0<2z <200
212.5-0.80z,, 200<z, <220
El(d, —2,)"1=4201.5-0.75z,, 220<2z, <250

114.0-0.40z,,
60.0-0.202,,

250<z, <270
270< z, <300

olarak hesaplariz.  Ayrilabilir ~programlama yaklasimiyla  A4;;,...,4,4>0 ve

Aq ..+ A6 =1 olmak Gzere, atanacak kapasiteyi

2, =02y, +2004,, +220,; +2504,, +2701,5 +300,

olarak,
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El(d, —2,)"1=252.54,; +52.54;, +36.51,5 + 144, + 64,5 + 04,
seklinde buluruz. Benzer sekilde, diger rotalar igin,

i, 2] | 12071007, 0<z, <50
_z = ,
2 105-0.70z,,  50<z, <150

1,492, 4320 ve Ay, + 4,5, + A3 =1 olmak lzere,
z, =04, +504,, +1504,;,
El(d, —2,)"1=1204,; +704,, + 04,3,

180-1.00z,, 0<2z;<140
166—0.90z;, 140<2z; <160
El(d; —25)"]1=1134-0.70z,, 160<2z,<180 ,
62-0.30z;, 180<2z;<200
22-0.10z;, 200<z,<220

AzpseesAgg 20 Ve A5y +...+ A3 =1 olmak Uzere,

2, =0J4, +140/;, +1601,; +1804, +2001,; +220 4,

El(d; —25) " 1=18015, + 4015, +22 455 + 84y, +2455 + 045,

90-1.00z,,  0<z, <10
88-0.80z,, 10<z, <50
El(d, —2,)"]1=478-0.60z,, 50<z,<80 ,
54-0.30z,, 80<z, <100
34-0.10z,, 100<z, <340

AgrseorAgg 20 ve Ay +...+ A5 =1 olmak Uzere,

2, =0/ +104,, + 50,5 +80,, +1004, +3404,4,

El(d, —z,)"1=904,, + 801, + 4845 +30,, +24 4, + 04y,

ve
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600 —1.00z, 0<z; <580
62-0.10z;,  600<z; <620

Asqseey A5y 20 ve Ay +...+ A5y =1 olmak Uzere,
Z5 =045, + 58045, +60045; +6204;,,
El(ds —2z5)"1=6004g; +204s, +2Ac5 + 04,

seklinde hesaplariz. Benzer sekilde, (5.7) problemini optimal yapacak sekilde liderin

problemi:

4 5 5 k
min ZZCUX,} +22rj max {O,dj —zjl.}

%20 30 j=1k=1

1 1
Z; :Zt--x-- j=1,...,5

j i%ij

£ (5.8)

5
D xj<b  i=1,..,4
j=1
{(5.7) problemi

olur. Benzer dénusiimlerle, liderin problemi igin

Yi1r--Y1620  ve  y;+...+y5=1 olmak Uzere, liderin birinci rotaya atadig

kapasiteyi

23 =0y;, +200y,, +220y,5 +250y,, +270y,5 + 300y,

ve birinci rotadaki musteri kaybinin beklenen degerini

El(d, —21)"1=252.5y,, +52.5),, +36.5,5 + 147, + 6735 + 074,

benzer sekilde, liderin diger rotalara atadigi kapasiteleri ve diger rotalardaki musteri

kayiplarinin beklenen degerlerini

Y21/ 722,723 20 Ve ¥y + ¥y + 753 =1 olmak lizere,
z3 =0y, +50%,, + 150753,

El(d, —25)*1=120y,, +707,, +0y53,
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V31r+ 736 20 ve y3 +...4+ )3 =1 olmak lizere,

zg =0y3;, +140y;, +160y3; +180y;3, +200y35 +220y5,
El(d; —23)"1=180y3; +40y3, +22733 +8y34 +2735 + 0736,
Varr--1Vag =0 Ve Y4 +...+ 7,5 =1 olmak Gzere,

23 =0y, +10y,, +507,3 +80y,, +100y,5 + 340y, ,

El(dy —23)"1=90y,, + 80y, +48y,3 +307,4 + 247,45 + 0745,
Vsiro1Vsa =20 Ve yeo +...4+ ), =1 olmak lzere,

zs =0y5, +580%:, +600yc; +6207s,,

E(ds — 25)"]= 60075, +20y5, +2753 + 075

olarak elde ederiz.

iki seviyeli problemin esdeger tek seviyeli problemini elde etmek Uzere, ikinci seviye

icin Lagrange fonksiyonunu yazmak amaciyla,

IN

z2 :Zt,jxé kisitlarina karsilik uj,

J
i=1

5
zxé sb,.z kisitlarina karsilik v; 20,
j=1

k;+1
Z/Ij, =1 kisitlarina karsilik «; ve
1=1

0 200 220 250 270 300
0 50 150 - - -
d=(d;)=|0 140 160 180 200 220
0 10 50 80 100 340
0 580 600 620 - -

olmak tzere,
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k+1

zjl. +zf = Zdj,lj, kisitlarina karsilik f3;
1=1

Lagrange carpanlarini getirelim. Buradan,

2525 525 365 14 6 O
120 70 0 - - =

w=(w;)=| 180 40 22 8 2 0
90 80 48 30 24 O
600 20 2 o - -
olmak Uzere, Lagrange fonksiyonu:
2.4 .2 SpS s & 2 2 -, 2
i=1 j=1 j=11=1 j=1 i=1
4 5 5 k+1 5 k;+1
2 2 1 2
+ZV{ZXU—bi j 2.0 2= |+ D B iz =) dyy
i=1 j=1 j=1 =1 j=1 =1

olur. Boylece, KKT sartlarini:

ikinci seviye problemin kisitlari,
CU—thU +VIZO, X;(Clj—ujtu-l-vl):o, i=1,...,4,j=1,...,5
rja)//+0!j—ﬁjdj,20, ﬂj,(f'ja)j,+aj—,3/dj/)20, I:1,...,(kj+1), j:].,...,S

uj+,8j=0, j=1,...,5

5
v,(Zx,? —b,Z}:O, i=1,...,4
j=1

olarak yazariz. Burada, zf >0 kisiti dahil edilmemistir, clinkd xé ve /1j, degiskenleri

negatif degildir. Ozetle, iki seviyeli STP’nin tek seviyeli esdeger problemini:
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5 k+1

4 s
min D> cpxg+ D, D rary

i=1 j=1 j=1 I=1
> 2 z 2
1_ 1 _
Zi=D X, 2= X,
i=1 i=1
kj+1 k/.+1
2. 7= 2. A=l
=1 =1
k;+1 k+1 Jj=1,...,5
1_ 1 2 _
zp= dyyy,  Z+zi=2 dydy,
1=1 =1
ro,+o;,+ud, >0
%l J 7l ’
I=1,...,(k; +1)
2 1 > 2 2 > 2 2
Jj=1 j=1 j=1

11 1 2 2 2
X33 =X31 = X33 =X3; = X313 =X33 =0,
c,-j—ujt,-j+v,20,

2

x,-j(c,-j —ut; + v;)=0,

xl,xz,v,l\,vzo

a,u serbest degiskenler

.4 (5.9)

seklinde elde ederiz. Bu problem, ikinci seviyeye ait tamamlayici kisitlardan dolayi

nonlineer yapidadir.

Problemin optimal ¢6ziminl nonlineer programlama yontemlerinden Ornegin dal-

sinir algoritmasi ile bulalim. Bunun igin 6ncelikle
lj,(rja)j, +a; +ujdj,):0 /:1,...,(kj +1),j=1,...,5

X;(cij_uthJrv,):o i=1,..,4,j=1,...,5

5
V,-(ZX,% —bﬁ}:o
j=1

i=1,...,4

tamamlayici kisitlarinin (5.9) probleminden cikartiimasiyla elde ettigimiz rahatlatiimis

problemi ¢ozelim. Bilindigi gibi, esas probleme bir Gst sinir bulmak Gzere, tamamlayici

kisitlari saglatmak icin her adimda rahatlatilmis probleme yeni bir kisit eklenir. Belirli

bir aday ¢o6ziime ulasma siirecine 6rnek olarak herbir adimda eklenen kisitlar bir dizi ile
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41=0>4,=0>43=0>4,=0>4,=0>4,=0>4;,;,=0>4,,=0

-4, =0>4,=0>4,=0>1,=0>4;3=0>4,=0>c) —uyt,; +v, =0

— g5 + 0+ Uy =0 gy =0 Xo3 =0 —> Cp3 —Ustyy +V, =0 —> @55 + a3 +Usdys =0
5 5

%foj:bf—>Zxﬁj=b§—>x§4:O—>xf4=O—>fo:O—>x§4:0—>xﬁ4:0—>216=0
= =

— X3 =0 X2 =0 x2, =0 x5 =0 ¢y, —ust;; +Vv, =0—> aday ¢6ziim
seklinde gosterilmistir. Tim tamamlayici kisitlar saglayan bu aday ¢6zim vasitasiyla
elde ettigimiz Ust sinir:

F =2330.607

olur. F’den daha biyiik bir amac¢ degeri ile baslayan bir dal, baska bir islem
gerekmeksizin budanir. Her adimda yeni bir kisit eklendiginden uygun ¢éziimler bélgesi

daralacak ve daha iyi bir amag degeri elde edilemeyecektir.

Boylece, (5.9) probleminin aday c¢ozUmleri arasinda optimal amag¢ degerini veren

¢Ozlimi ya da (5.8) probleminin Stackelberg ¢6ziim:

5000 0 O 0 0
xlz(xl_l_)z 0O 0 9.400 0.600 o'
/ O 0O 0 13000 O
6.709 0 1.291 0 0
5000 0 0 0 O
xZ:(x%): 0O 0 0521 0 O
U 0 o o o0 of
5513 0 1.487 0 O

2! 140.382 0 160.000 100.000 0),
Z2 4

(=)
(12. (129.618 0 40.000 0 0),

a=(c;)=(-832.286 0 -242.571 -238.000 0),

u=(u;)=(2.794 0 1.143 0700 0),
(26.698 0 0 8.143),

v=(v;)
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0298 0702 0 O 0 0
0 0 0 0103 0103 0.793
0 o 1 0 0 0 |
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
000 O 1 0
0 0 0 0793 0.207 0

)=|0 00 o0 1 0
000 O 1 0
000 O 1 0

olur ve optimal (minimal) amac degeri 2281.336 x1000 p.b.dir.

Problemin yorumlari:

X33 =9.4 ve x3, =0.6 olmasi liderin bir ayda 2. tip toplam 10 ugagindan 9’unu
3. rotaya ve kalan 1 ugagini da 0.4 oraninda 3. rotaya, 0.6 oraninda da 4. rotaya

tahsis etmesi gerektigini gostermektedir.

Tamamlayici kisitlar geregi, takipci 1. ve 4. tipte ucaklarini tam kapasite ile
kullandigindan bu kapasite kisitlarina karsilik gelen dual degiskenlerin degerleri

v, =26.698 ve v, =8.143 olarak sifirdan farklidir. Benzer sekilde, 2. ve 3. tipte

ucaklarini tam kapasite ile kullanmadigindan v, =v; =0'dir.

Tamamlayici kisitlar geregi, xﬁ:S oldugundan Kkarsilik gelen dual kisit

€y —Uyty, +Vv; =18—2.794x16+26.698 =0

olarak (10_6 yaklasiklik mertebesinde) saglanmistir.

Lider birinci rotaya ayda 140.382(x100), lglinci ve dordlinci rotalara, sirasiyla

16000 ve 10000; buna karsilik, takipci birinci ve Ucglnci rotaya sirasiyla
129.618(x100) ve 4000 kisilik yolcu kapasitesi tahsis etmelidir.

Lider ve takipgi lclinci rotaya toplam 200(x100) kisilik yolcu kapasitesi
ayirdiklarindan 0.1 olasilikla x100 6lcegiyle talep d;z =220 olursa 20(x100)

yolcu kaybedilecektir.
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5.2 iki Seviyeli Siirekli Stokastik Tasima Problemi

iki seviyeli strekli stokastik tasima problemini tanimlamadan &nce, yapilan kabulleri

verelim.

5.2.1 Kabuller

iki seviyeli kesikli STP’nin (v) kabulii hari¢ diger tim kabulleri bu problem igin de

gecerlidir. Ancak, (v) kabullinde kesikli yerine stirekli ifadeleri yer almaktadir.

(v) Mdsteri talepleri bilinen siirekli dagilimlara sahip stokastik degiskenlerdir.

j=1,...,n olmak lzere, j. musterinin talebinin olasilik yogunluk fonksiyonu fj(t),

dagilim fonksiyonu ise Fj(t)’dir.

5.2.2 Problemin Formiilasyonu

Bu kabullerden yola cikarak iki seviyeli slirekli stokastik tasima problemini:

(P1) m|nZZCUXU+Z (h; +s; )IF(t)dt S,

j=liel, jeM,

X;<b, i€l

< 1>
\Y
o

iel,j=1,...,n

mmZZcUxU+z (h; +s; JF (t)dt —s,y;

Jj= 1I€L2 jem,

(P2) inj <b, i€l

ZXU v, J=1,.

x >O iel,,j=1,...,n

(5.10)

olarak tanimlayabiliriz. u; ve v; Lagrange carpanlari olmak Uzere, iki seviyeli STP icin

yari-pozitif definit Hessian matrise sahip kuadratik, dolayisiyla konveks Lagrange

fonksiyonu:
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m
Z Xkj

L(x;,x,,u, v)—ZZcUxU+ Z (h +s) I F(t) S; ZX,(J

j=liel, jeM,

+ DU x = k)= D D v

iel, j=1 j=liel,
olarak yazabiliriz. ikinci seviye problemin KKT optimallik sartlari:
u,v; 20, vyx; =0,x,20, ie€l,,j=1,..,n

oL N
— =c, +(h +s, ) j(E Xy)—s;+u,—v;=0, ieL,,jeM,
X k=1
if

oL
a:cij—rui—vij =0, iel,jeM,

y

u,.(inj —-b)=0, Zx,.]. <b, i€l
j=1 j=1

olur. KKT sartlarindaki v; degiskenlerini elimine ederek ve
é.(a,b)=a+b—a® +b* +2¢

Fischer-Burmeister fonksiyonunu kullanarak (5.10)’a esdeger tek seviyeli problemi:

m|n22cuxu+z (h +5s; )IF(t)dt S;Y;

j=liel, jeM,

u; 20, iel,

(5.11)

m
cj+(hy+5;)F (X xg)—s; +u; 20, iely,jeM, (5.12)

k=1
x;=0, iely,jeM,

é.(u;, b, Zx,j)_ , i€l

m
8, x5+ (5, )F (D x;)—s;+u) =0, iely,jeM,
i=1

seklinde elde ederiz.
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Ornek 5.2 Bir petrol sirketinin dért misteri bélgesine (j=1,2,3,4) dagitim yapabilecek
ug¢ rafinerisi (i=1,2,3); bu rafinerilerin Uretim kapasitelerinin, sirasiyla b, =150,
b, =200 ve b; =100 birim petrol oldugunu kabul edelim. Musteri talepleri bélgeden

bolgeye degismekte olsun ve sirasiyla
2=(0.012 0.007 0.008 0.006)

parametreleriyle eksponensiyel dagilim gostersin, dolayisiyla A, parametreleri

[0.006,0.012] araliginda kabul edildiginden beklenen musteri talepleri 1/ 4, oraniyla
[83.33,166.67] araliginda olacaktir. Liderin Gglincu rafineriyi (L, ={3}), takipginin birinci
ve ikinci rafineriyi (L, ={1,2}) yonettigini, elde bulundurma maliyetlerinin lider, elde

bulundurmama maliyetlerinin takipgi tarafindan Ustlenildigini kabul edelim. Elde
bulundurma maliyetlerinin negatif olabilecegini de vurgulayalim. Bunun anlami,
misteriye gonderilip talep edilmeyen fazla malin o miusteri bolgesinde baska
misterilere satilabilecegidir. Birim tasima, elde bulundurma ve elde bulundurmama

maliyetleri, sirasiyla

, h=(-16 -18 5 6),s=(60 28 20 30)

(o)
Il

a N

v AN

w o U»n

N U

matrisleriyle verilmis olsun. Bodylece, 0Ornek problemin iki seviyeli surekli STP

formilasyonunu:

v,
mmZZcUxU +Z hy [y, —)f; (t)dt
0

X1 j=liel,
4
D x;<b, iel,  x;=0, iel;j=1,..,4
j=1
mmZZcUxU+z I(t yj)f(t)dt
X2 j=liel,
4
D x;<b, iel,, x;=0 iely;j=1,..,4
j=1

3
ZXUZyJ' j=1I"'I4I

i=1
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olarak verebiliriz. j=1,...,4 igin,

filt)=2;e

olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan, amag¢ fonksiyonlarindaki integralleri

hesaplarsak, lider ve takipginin amaclarini sirasiyla

ZZCUXU +Z{h ¥+ ,-y,j

j=liely

ve

ZZCUWZ Lo

Jj=liel j=1 j

olarak buluruz. Konveks ikinci seviye amag fonksiyonu icin, u,v;,i€l,,j=1,...,4

Lagrange carpanlari olmak lzere, Lagrange fonksiyonu:

L(xq,%,,u, v)—ZZcUxU +Z % e & +Zu (ZXU -b,) ZZVUXU
j=liel, j=1 j ieL, j=liel,

olur. Buradan KKT sartlari:

u,v; 20, iel,j=1,...,4

oL &2 X . .
——=¢C;j—s;je ' +u—-v; =0, iel,j=1,...,4
OX;;

4

J=1

Vinij=0' iELz,j=1,...,4

4
D x;<b;, iel

j=1

X; 20, iely,j=1,..,4

seklinde yazarak, iki seviyeli slirekli STP’ye esdeger tek seviyeli problemi:
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min ZZCUXU+Z thU+—e =L

X%, j=liel,
4
<b, i=1,23
j=1
3
—ﬂjZXU . .
cj—s;je 7 +u;20, iel,,Vj
3
—i,Zx,.j ) .
xjley=sje T hu)=0, icly,V]
4
u; (O x;—b)=0, iel,
j=1
u; =20, el
>0 Vi,j

seklinde elde ederiz. Bu problemin tamamlayici kisitlari yerine, Fischer-Burmeister
fonksiyonu yardimiyla

3

A2 %
¢ (XU' Sje = +ui):o’ iELZ,Vj

4
j=1

kisitlarini alarak diizglinlestirme yapariz. GAMS (General Algebraic Modeling System)

paket programinin MPEC (Mathematical Programs with Equilibrium Constraints)

¢Ozliclstini  kullanarak £=10"°=0 yaklasikhkla, ornek problemin Stackelberg

¢O6zUmUunu:

X, =(x,)=(0 0 463298 53.6702),

. (X 0 74.3195 0 75.6805
X = = ,
2 x,, | \150.9470 49.0530 0 0
u, =9.8059,
u, =7.8059

olarak buluruz.

Burada birinci ve ikinci misteri bolgelerinde hem elde bulundurmama maliyeti yiiksek
hem de elde bulundurma maliyeti distk oldugundan, kapasite 6zellikle bu boélgelerde

kullanilmistir.
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5.3 Stokastik Yasam Siireli Cabuk Bozulan Malin Taginmasi igin iki Seviyeli

Model

Kisa sireli satis ve raf Omrine sahip, cabuk bozulan veya dayaniksiz olarak
adlandirilabilecek mallara tipik 6rnekler, taze sebze veya meyve, ekmek, siit Grlinleri,
canh gicek, deniz Urlnleri, islenmis veya islenmemis et ve dondurulmus gidalardir. Bu
mallar sicaga ve soguga maruz kaldiginda veya belirli bir siire sonrasinda kullanilmaz
hale gelmektedir. Ancak, mevsim ne olursa olsun tiketiciler raf 6mri uzun ve yiksek

kaliteli mallari tercih etmektedir.

Kalitedeki diisiis, mal Uretildigi anda baslayan, depolama ve tasima slresince hizla
devam eden zamanin ve sicakhigin bir fonksiyonudur. Bozulma, iki ug sicaklik diizeyinde
de gerceklesir. Ornegin, cok sicakta olusan bakteriler ve koku, ¢cok sogukta meydana
gelen rengin degismesi, cukurlasma, tadin bozulmasi gibi donma yaralari bu tiir mallari
bozmaktadir. Bu tir mallarin tasinmasinda raf omriini ve dolayisiyla Ureticinin
faydasini arttirmak icin 6zel sogutma Unitesi olan, ancak benzin tiiketimi diger araclara
gore daha fazla olan araglar kullanilmaktadir. Dolayisiyla, dayaniksiz mallarin tasiniyor
olmasi toplam tasima maliyetlerini arttirmaktadir. Tasima sirasinda bozulmaya engel

olmak igin bazi hususlara dikkat edilmelidir. Bu hususlar:

e Yikleme bolmesinin kapaklarinin siklikla acilmasi, yollardan yansiyan veya
dogrudan gelen glines i1sinlarinin aracgtaki ¢atlaklardan gegmesi gibi nedenlerle
olusacak sicakhk dalgalanmalarina engel olunarak, mimkin olan en iyi hava
dolasimi ve yalitim sartlarinda, dayaniksiz mallar hizli bir sekilde depolanmali ve

tasinmahdir.

e Sivi veya kati haldeki karbondioksitin ve sivi nitrojenin uygun yogunluklardaki
karisimlariyla 1sinin sogurulmasini saglayan ve nem kaybinin 6nlenmesine

yardimci olan aracin sogutma sistemi, dlzglin bir sekilde calistiriimahdir.

e stenen sicaklik ve nem seviyesine gdre hem ara¢ hem de mallar &nceden

sogutulmahdir.

e Mikro organizmalarin ve kokunun yol actigl bozulmalara engel olmak icin arag

yikleme oOncesinde steril hale getirilmelidir. Ayrica, sit Grlinleri ve et gibi
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kokuyu emen mallarla, sogan ve deniz urlnleri gibi koku yayan mallarin yakin

tasinmamasina 6zen gosterilmelidir [75].

Gabuk bozulan bir malin dayaniksizlik 6zelliginden ya da degisken tasima kosullarindan
otlrl, malin yasam sliresinin sabit degil de belirsiz oldugu dustintlebilir. Bu 6n bilgiler

Isiginda, modelle ilgili yapacagimiz kabulleri verelim.

5.3.1 Kabuller

(i) Surekli bozulmaya maruz kalan tek tip bir Griin tasinmaktadir. Malin bozulma siiresi

T, bilinen F,(.) dagilimina sahip strekli rassal degiskendir.

(i) Dayaniksiz bir mal tasindigindan stokta mal bulundurmaya ve talep edilenden fazla

mal gdndermeye izin verilmemektedir.

(iii) Hiyerarsik sekilde birbirine bagh bir tedarik zinciri (supply chain) s6z konusudur.
Tedarik¢i ya da Uretici ile perakendeci arasinda lider-takipgi iliskisi vardir. Fiyatlar ve
misteri talepleri dnceden bilinmektedir. Tedarikgi ile perakendeci, bilinen bu fiyatlarla
misterilerinin taleplerini karsilamak (izere bir anlasma saglamislardir. Uretim ya da
hasat bolgelerinin lider tarafindan, dagitim merkezlerinin takipgi tarafindan yonetildigi

kabul edilmektedir.

Lider olarak tedarik¢i ya da Uretici ilk 6nce ne kadar mal tedarik edecegine ya da
Uretecegine karar verir, sonrasinda bu mallari takipginin dagitim merkezlerine yollar.
Lider, Uretim bolgelerinin kapasitelerini asmadan musteri taleplerini karsilayan ve
toplam tasima maliyetlerini minimize edecek sekildeki tasima planini belirler. Ardindan
takipgi, liderin kararlarini g6z o6nlne alarak, dagitim merkezlerinin kapasitelerini
asmadan mdugsteri taleplerini karsilayan minimum maliyetli tasima planini belirler.
Ayrica, malin bozulmadan zamaninda tasinmasi da takipgi icin 6nemlidir. Musteri
bozulan mali almayacagindan takipc¢i, misteri bolgelerine gore farkl degerler alabilen
¢Ope dokme maliyeti ve tekrar tedarik etme maliyetlerini iceren bozulma maliyetine
katlanmalidir. Eksiklik veya talebin istenen zaman yerine sonradan karsilanmasina izin

verilmektedir, ancak bu durum yiksek bir maliyetle cezalandirilmaktadir.
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(iv) /I tane uretim bolgesi vardir ve i=1,...,] olmak Ulzere, i. bolgenin lretim
kapasitesi  o;’dir. Uretim bolgelerinden J tane dagitm merkezine mal
gonderilmektedir ve j=1,...,J olmak lzere, j. dagitim merkezinin kapasitesi bj’dir.
Dagitim merkezlerinden K tane misteriye mal gonderilmektedir ve k=1,...,K olmak

uzere, k. musterinin talebi belirlive d, ’dir.

(v) i. Uretim bolgesiden j. dagitim merkezine birim tagima maliyeti c;

iken, j.
dagitim merkezinden k. misteriye birim tagima maliyeti e, ’dir. k. musteri
bélgesinde malin birim bozulma maliyeti ise PC, "dir.

(vi) Uretim bélgelerinden dagitim merkezlerine, dagitim merkezlerinden miuisterilere

mal tasima zamanlari belirlidir. i. Uretim bolgesinden j. dagitim merkezine

gonderilmis malin birim zaman cinsinden yasi t;, j. dagitim merkezinde gegen zaman,
yani toplam indirme ve yeniden yukleme zamani z; ve j. dagitim merkezinden k.
musteriye tagima zamani T, "dir. ((i,j),k) rotasini izleyen malin yasi, t+ 7+ Ty olarak
duslintlebilir ve glinimiz teknolojisinde barkodlama vs. sistemlerle malin sistemde
kaldigi siireler kolayca tespit edilebilir.

(vii) Liderin karar degiskenleri x'ler; i. Uretim bolgesinde dretilip j. dagitim
merkezine goénderilen mal miktarlarini ve takipginin karar degiskenleri y;'ler; i.

Uretim bolgesinden j. dagitim merkezine godnderilmis, oradan da k. mdisteriye

taginan mal miktarlarini gostermektedir. Karar degiskenleri negatif olamaz; x;;, y;; =0.

(viii) Uretim bélgelerinin kapasite kisitlari;
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K
° Zyijk =X, i=1,...,;j=1,...,J
k=1
Madsteri talep kisitlari;
I
° zzy’]k:dk' k:].,...,K
i=1 j=1
seklindedir.

(ix) Liderin amaci:

I J

ZZCUXU

i=1 j=1

Uretim bolgelerinden dagitim merkezlerine toplam tasima maliyetini

etmektir. Takipginin amaci ise,

J K I
225D Vi
j=1k=1 =1

dagitim merkezlerinden musterilere toplam tasima maliyetini ve

t,-j+2'j+Tjk, Viik >0

olmak tGzere, riske notr karar verici olarak

I J K I J K
DD D PC AT <(ty+ 7 + Ty e = 22 D D PCi Fie (b +7; + Ty ) ve

i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1

minimize

(5.13)

toplam beklenen bozulma maliyetini minimize etmektir. Burada, eger malin rassal

yasam stresi, sistemde harcadigi toplam zaman olan t; +7; +T, =49,jk'dan kiiglik veya

esit ise mal bozulur ve (5.13) ile verilen fonksiyon eger ((i,j),k) rotasinda bir ylikleme

gerceklesmisse sifirdan farkli deger Uretecektir.

Lider ve takip¢i, mal bozulmadan karar vermek zorunda olduklarindan, lineer iki

seviyeli STP’nin hemen simdi formiilasyonu:
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min ZZCUXU

Xij Vi =1 j=1

J
ZX,.jéai i=1,..,1
j=1

/
D x;<b,  j=1,..,J

X‘-ZO i=1,...,Lj=1,...,J
m'nZZe,ka,,k+ZZZPCk Fic () Vi (5.14)
’fkjlkl j=1 i=1 j=1k=1

Zyijkzxij i=1,...,5j=1,...,]
k=1

I J
Zzyijk =d, k=1,...K

i=1 j=1
Vi 20 i=1,..,5j=1,..,5k=1,.,K

probleme daha iyi uymaktadir. i=1,.../;j=1,..,/;k=1,...,K icin u.,v; Dy

ij?
degiskenleri Lagrange c¢arpanlari olmak (zere, ikinci seviye problemin Lagrange

fonksiyonunu:

L(y,u, v, w) = ZZ%ZVWZZZP@ Fi ( ,k)yuk+2uk(22yuk di )

jlkl i=1 /1/1k1 =1 i=1j=1
+ZZ"U(ZM XU) ZZZ DY ijk
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1k=1

seklinde yazabiliriz. Buradan, KKT sartlari:

1. w20, i=1,...,5j=1,..,;k=1,...,K
oL . .
2. y_ ejk+PCk Uk( k)+Uk+V a)jk:o, l:1,...,I;j:1,...,J;k:1,...,K
ijk

K
3.) =%, i=1,..,5Lj=1,.,J

I J
43 > yu=de, k=1,...K

i=1 j=1
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5. ¥ 20 i=1,...,5;j

seklindedir. KKT sartlarindaki @y, degiskenleriyok edilirse, KKT sartlar::

e, +PC, F,(8.,)+u +v,;>0
e T IR i=1,...,Lj=1,.,Lk=1,. K

K
D Vi =%
k=1

I
Zzyijk =d,

i=1 j=1

Vijk >0

sekline donusir. Buradan, (5.14) problemine esdeger tek seviyeli problemini:

I J
min > > c;x;

XYk =1 j=1

J

ZXUSG, i=1,...,1

j=1

/

injgb/ j=1....J

i=1

X; 20 i=1,...,5j=1,...,]

ey +PCy I-'Uk(@jk)+ Ug +v; 20

K
D Vi =X
k=1

I J
zzyijk =d,

i=1 j=1
Yiik >0

olarak elde ederiz.

Bu problem bir nonlineer programlama problemidir.

=1, 5j=1,.. 0:k=1,...K
yUk(ejk +Pck F’jk(guk)‘i‘uk +VU)=O i=1,...,I;j=1,...,.l;k=1,...,K

Herhangi

¢

bir

(5.15)

nonlineer

programlama problemlerini ¢6zen paket programla ¢ozilebilecegi gibi iki seviyeli lineer

programlama problemlerini ¢6zen yontemlerle de c¢oziilerek Stackelberg ¢ozimii

bulunabilir.
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Bu bolimde, (5.14)'teki lineer iki seviyeli STP’yi, Bolim 3’te lineer iki seviyeli
programlama problemleri i¢in tanitilan K. en iyi algoritmasiyla ¢dzelim. ilk hareket eden
oyuncu, yani lider, kararini acikladiktan sonra, en iyi tepkiyi verebilmek lzere takipci,

bu bilgiyi girdi olarak kullanir. Liderin amag¢ fonksiyonu y;  degiskenlerini
icermediginden, takipginin her tepki (reaction) Vi kombinasyonu, lider icin alternatif
optimaldir. Ayrica, liderin x; kararlarinin sabit oldugu distunuldiginde, (5.15) ile

verilmis KKT sartlari, /xJ kaynaktan K miusteriye, maliyet minimizasyonu amacgh klasik
tasima probleminin KKT sartlari ile aynidir. Dolayisiyla, takipginin problemi tagima

simpleks metodu ile ¢oziilebilir. Ancak, burada birim tasima maliyetleri:
C((7, /), k) =€y +PCy Fyu (O )
seklinde revize edilmelidir.

O halde, problemin ¢6zimu igin 6ncelikle, rahatlatilmis uygun boélgede liderin lineer

programlama problemi:

I J
min > cjx;

XiYik =1 j=1

J
Zx,.jéa, i=1,...,1
J=1

dxj<b,  j=1,...,J

i=1

K

Zyijk:Xij i=1,..,5j=1,..,] (516)
k=1

I J

DD Vi=de k=1,...K

i=1 j=1

Xj Vi 20 i=1..,Lj=1,..,k=1,..K

¢Ozillr. Problemin optimal ¢6zimunin (x,.j,y,.jk) oldugu kabul edilirse, x; = x; seklinde

sabit alinarak takipc¢inin tasima problemi:
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I J K
min Y>> C((i, ), k)

Yik =1 j=1k=1

K
D Vi =% i=1,..,5j=1,..,J
k=1

I J
DD Vi =de k=1,...K

i=1 j=1
Vi 20 i=1,...,5j=1,..,5k=1,.,K

tasima simpleks metodu ile ¢6zilir ve y;k degerleri glincellenir. Boylece, Stackelberg
denge ¢dziimii (x;,y,,) olur.

Ornek 5.3 Bu dérnekte [76]’dan uyarlanan kiigiik bir model uygulanmistir. Altisar tane
tretim bolgesi, dagitim merkezi ve misteri oldugu disindlsiin. Uretim bdlgelerinin ve

dagitim merkezlerinin kapasiteleri, misteri talepleri sirasiyla:

a=(200 100 140 160 200 60)

b=(200 135 120 140 100 200)

d=(80 60 200 90 200 100)"

matrisleri ile verilmistir.

Bozulma, (retim bolgelerinden dagitim merkezlerine, dagitim merkezlerinden

misterilere tasima maliyetleri, sirasiyla:

PC=(400 500 480 520 560 440),

31.0 21.0 180 215 36.5 315 43.0 525 62.0 605 500 545
48.5 37.5 36.0 40.0 55.0 46.5 325 435 540 56.0 48.0 55.0
45.0 335 33.0 39.0 54.0 48.0 30.0 40.0 50.0 49.0 39.0 45.0
€= 55,5 44.0 44.0 495 650 570 . 23.0 33.0 43.0 435 350 415
41,5 30.0 38.0 43.0 56.0 55.5 12.0 225 340 38.0 33.0 410
285 185 240 365 46.0 51.0 23.0 33.0 445 515 480 56.5
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seklindedir. Ayni zaman 6lgegiyle, Uretim boélgelerinden dagitim merkezlerine yollanmig
mallarin yaslari, dagitim merkezlerinde harcanan indirme ve yeniden vyikleme

zamanlari ve dagitim merkezlerinden musterilere tagima zamanlari, sirasiyla:

25 15 50 20 50 55
40 40 15 45 1.0 35
30 1.0 45 25 35 35 T
t= ,7=(1 11 1 1 1),
35 45 1.0 45 3.0 3.0

15 20 45 15 35 35

25 35 3.0 3.0 1.0 05

35 05 1.0 45 35 15
35 35 35 35 05 35
1.0 35 35 20 25 4.0
40 1.0 05 45 4.0 15
40 40 40 3.0 10 4.0
35 3.0 3.0 35 25 3.0

matrisleriyle verilmis olsun.

Her ((i,j),k) rotasi icin mal, farkli sartlarda duretildiginden, depolandigindan ve

tasindigindan uygunluk testleri gecmis verilerle her rota igin ayri ayri yapilarak dagilim
fonksiyonlari hesaplanmalidir. Ancak burada, basitlik agisindan bu sartlar hakkinda

fazla bir bilgiye sahip olunmadigi ve yasam slresinin

T ~U[6,10]

seklinde uniform dagilima sahip oldugu, yani dagilim fonksiyonunun,

0, t<6
t—6

F(t)= 7 t [6,10] (5.17)
1, t>10

oldugunu kabul edelim.

Oncelikle, liderin problemi (5.16)'y1 c¢ozersek Uretim bélgelerinden dagitim

merkezlerine tasinan optimal mal miktarlarini:
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0 0 325 140 0 275
O 0 0 0 0 100

. |525 0 85 0 0 0

*Tlaos 0 0o o0 o0 75
65 135 0 0 0 0
60 0 0 0 0

olarak elde ederiz. Basit bir bilgisayar kodu ile tiim olasi rotalar igin mallarin sistemde
ne kadar slireyle kalacaginin tim mimkiin degerleri hesaplanabilir. Bu degerler
kullanilarak dagilim fonksiyonunun (retecegi degerler ve sonrasinda revize edilmis
maliyetler elde edilir. Revize maliyetler ile takipcinin tasima problemi tasima simpleks
metodu ile ¢o6zlllirse, dagitim merkezlerinden miusterilere yollanan sifirdan farkh
optimal miktarlar Cizelge 5.1’de verilmistir. Cizelge 5.1’de, érnegin UB1.DM3.M1

gosterilisi, 1. Uretim bolgesinden 3. dagitim merkezine yollanip, oradan 1. musteriye

gonderilen mal miktarini, yani VI31 ‘I temsil etmektedir ve degeri 32.5 birimdir.

Cizelge 5.1 Ornek 5.3’in ikinci seviye ¢dziimleri (uniform dagilim)

UB1.DM3.M1 325 UB1.DM4.M2 60 UB1.DM4.M3 80 UB1.DM6.M6 27.5

UB2.DM6.M5 100 UB3.DM1.M3 52.5 UB3.DM3.M1 47.5 UB3.DM3.M4 40

UB4.DM1.M3 22.5 UB4.DM6.M5 7.5 UB5.DM1.M3 45 UB5.DM1.M5 7.5

UB5.DM1.M6 12.5 UB5.DM2.M4 50 UB5.DM2.M5 85 UB6.DM1.M6 60

Simdi de, takipginin optimal ¢6ziminin dagilim fonksiyonunun sekline duyarli olup
olmadigini aragtiralim. Bunun igin, malin rassal yasam siresinin ayni [6,10] araliginda,

fakat daha ¢abuk bozulabilen bir mal oldugunu ve dagilim fonksiyonunun:

0, t<6
0.4(t —6), 6<t<7
04+03(t—-7), 7<t<8
F(t)= (5.18)

0.7+0.2(t—8), 8<t<9
0.9+0.1(t-9), 9<t<10
1, 10<t
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seklinde pargali lineer oldugunu kabul edelim. Problem tekrar ¢ozlldiglinde takipginin
sifirdan farkh degiskenlerinin degerleri Cizelge 5.2’deki gibi olur. Malin rassal yasam
stresinin beklenen degeri Ek-A (A.3)’'ten (5.17) dagilim fonksiyonu igin 8, daha gabuk
bozulabilen mala ait (5.18) dagilim fonksiyonu igin ise 7.5’tir. Bozulma siirelerinin ayni
aralikta alinmasina ve beklenen degerlerinin birbirine yakin olmasina ragmen,
takipginin optimal ¢6ziminin dagihm fonksiyonunun sekline duyarli oldugu

gozlemlenmisgtir.

Cizelge 5.2 Ornek 5.3’lin ikinci seviye ¢dziimleri (uniform dagilim-cabuk bozulabilen)

UB1.DM3.M4 | 32.5 UB1.DM4.M2 | 60 UB1.DM4.M3 | 80 UB1.DM6.M4 | 7.5
UB1.DM6.M6 | 20 UB2.DM6.M5 | 100 UB3.DM1.M3 | 52.5 UB3.DM3.M1 | 80
UB3.DM3.M4 | 7.5 UB4.DM1.M3 | 22.5 UB4.DM6.M5 | 7.5 UB5.DM1.M3 | 45
UB5.DM1.M6 | 20 UB5.DM2.M4 | 42.5 UB5.DM2.M5 | 92.5 UB6.DM1.M6 | 60
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Son yillarda, matematik programlama, oyun teorisi ve istatistik alanlarindaki genis
literatlir kaynak alan, ilging ve ©onemli uygulamalari bulunan stokastik denge
problemleri (stochastic equilibrium problems) bu alanlarda ¢alismalar yapan toplulugun
dikkatini ¢ekmistir. Bunun nedeni, hiyerarsik iliskideki karar vericilerin yer aldigi
problemlerde problem verilerinin rassallik faktorlerinin etkisinde olabilmesidir.
Belirsizligi gbz onine almamak ya da belirsiz parametrelerin beklenen degerlerini

kullanarak basite indirgemek bazi durumlarda maliyetli olabilir.

istatistiksel belirsizligin modellere yansitilmasinda dikkat ¢ceken bir yéntem iki asamali
stokastik programlama teknigidir. Bu teknikte, belirsizlik gelecekte ¢ozliimlendiginde
alinan yanlis kararlarin telafi edilebildigi varsayilir. Bunun igin, olasi tim senaryolar, bir
karar almanin maliyetini veren dizeltici (recourse) fonksiyonlar vasitasiyla Gstl kapal

sekilde degerlendirilir.

Tedarik zinciri planlamada siklikla karsilagilan tasima problemi ve onun diger
varyantlarinda da bu tir yaklasimlar goze carpmaktadir. Eger miusteriler onlara
gonderilen maldan daha az miktarda talep ederlerse fazla mal depolarda saklanir, daha
fazla miktarda talep ederlerse eksik mal miktari yerel bir pazardan telafi edilir veya

yeniden yikleme yapilir, tabi ki daha yliksek bir maliyetle.

STP’nin ¢6ziimiinde kesikli durum icin ayrilabilir programlamanin ve stirekli durum igin
capraz ayrisim algoritmasinin literatirdeki etkin yontemler oldugu, mevcut bir
¢O6ziimin optimalliginin kontroliinde ise Frank-Wolfe algoritmasinin kullanilabilecegi

gozlemlenmistir.
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Bu calismamizda, stokastik tasima probleminin iki seviyeli versiyonlari géz 6niine
alinmistir.  Boylelikle, hiyerarsik iliskideki karar seviyelerini barindiran tedarik
zincirlerindeki tagimalarda belirsizlik ele alinmistir. Kesikli ve sirekli durumlar ayri ayri
incelenmis ve orneklerle agiklanmistir. Kesikli durumda, ayrilabilir programlama ile
deterministik esdeger problem elde edildikten sonra iki seviyeli problem, ikinci seviye
KKT sartlari aracihgiyla tek seviyeye indirgenmis ve elde edilen tek seviyeli problem
Dal-sinir yontemi ile c¢oziilerek iki seviyeli STP’nin Stackelberg (denge) ¢6zimi
bulunmustur. Sirekli durumda ise, DKMP ve DKSMP problemlerinin ¢dzimu igin
verilmis nonlineer tamamlayici problem fonksiyonlarindan Fischer-Burmeister
dizginlestirme fonksiyonu yardimiyla iki seviyeli STP’nin tek seviyeli esdeger nonlineer

modeli ve yine denge ¢6ziimleri elde edilmistir.

GUnumuzde, dayaniksiz mallarin taginmasi énemli bir sorun haline gelmistir. Uygunsuz
ortam sartlarinda, asir sicak veya sogukta, depolama ve tasima sirasinda bu tir
mallarin  bozulabilmesi dolayisiyla toplam maliyetlerin artabildigi durumlarda
belirsizligin de goz onine alinmasi gerekmektedir. Calismamizda Onerilen Uretici-
perakendeci (lider-takip¢i) arasindaki iki seviyeli modelde, karar vericiler musteri
taleplerini minimum maliyetle karsilarken, malin musteriye ulastiginda mimkin
oldugunca taze olmasini istemektedir. Onerdigimiz modelde, malin yasam siiresinin
rassal oldugu kabul edilmistir. Benzer sartlar altinda, dagilim fonksiyonun sekline gore

takipcinin optimal ¢6ziminin degiskenlik gosterdigi gértlmustdr.
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EK-A

TEMEL OLASILIKSAL BiLGILER

Bu bolimde, olasilik ile ilgili galismada yararlanilan temel tanimlara yer verilmektedir.

A-1 Rassal Degiskenler

Deger kiimesi bir deneyin olasi sonuglari olan fonksiyona rassal degisken denir ve
genellikle X, Y ve Z gibi bir buyik harfle adlandirilir. Bu fonksiyon reel degerli olup
deneyin 6rnek uzayi Uzerinde tanimlidir. Rassal degisken bir deneyin olasi sonuglariyla

belirlendiginden rassal degiskenin mimkiin degerlerine olasiliklar atanabilir.

Tanim A-1.1 (Kamdlatif Dagihm Fonksiyonu) P{.} olasilik fonksiyonu olmak Uzere,
herhangi bir a reel sayisi icin, X rassal degiskeninin a reel sayisindan kicik veya esit

olma olasiligini veren kiimulatif dagilim fonksiyonu, kisaca dagilim fonksiyonu:

Fla)=P{X <a}

seklinde tanimlanir. Dagilim fonksiyonunun bazi ézellikleri sunlardir':

1. F(a), a’nin azalmayan fonksiyonudur.

2. limF(a)=1
3. lim F(a)=0

! Ross [77], Sayfa 26, 27.
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4. Pla< X <b}=F(b)—F(a)
Tanim A-1.2 (Kesikli Rassal Degisken) Sayilabilir sayida deger alabilen rassal
degiskenlere kesikli rassal degisken denir.

Tanim A-1.3 (Olasilik Agirlik Fonksiyonu) Herhangi bir a reel sayisi igin, kesikli X

rassal degiskeninin a reel sayisina esit olma olasiligini veren olasilik agirlik fonksiyonu:
pla)=P{X =a}
seklinde tanimlanir.

Dagilim fonksiyonu ile olasilik agirlik fonksiyonu arasindaki iligki:

Fla)=P{X <a}=) p(x)

seklindedir.

Tanim A-1.4 (Kesikli Rassal Degiskenler icin Beklenen Deger) Beklenen deger, X
rassal degiskeninin mimkin degerlerinin agirhkli ortalamasidir. Buradaki agirliklar

olasiliklardir. Olasilik agirlik fonksiyonu p(x) olan X rassal degiskeninin beklenen

degeri:

E[X]= D xp(x)

x:p(x)>0
seklinde tanimlanir.

Ornek A-1.1 (Poisson Rassal Degiskeni) 0,1,2,... degerlerini alabilen X rassal

degiskeni, i=0,1,2,... ve A>0 olmak lzere,

p(i):P{X:i}:e-‘i;
11

seklindeki olasilik agirlik fonksiyonuna sahip ise 4 parametreli Poisson rassal degiskeni

adini alir.

Dikkat edilirse,

133



© © /1[ /12
Z:p(i):z:e‘l_—I =e“{1+ﬂ+;+...}=e‘lel =1
] !

i=0

olur. A parametreli Poisson rassal degiskenin beklenen degeri ise

0 ) i 0 i-1
E[X1=Yipl)=) ie* i =e A, ’1 =e’le* =1
i=0 i=0 it i (F=1)!

olarak bulunur.

Onerme A-1.1 Olasilik agirlik fonksiyonu p(x) olan X kesikli bir rassal degiskeni ve reel

degerli g fonksiyonu igin,

Elg(X)]= > g(x)p(x) (A1)

x:p(x)>0
olur'.

Tanim A-1.5 (Kesikli Rassal Degiskenler icin Varyans) X rassal degiskeninin beklenen
degerinden sapmasinin karesinin beklenen degerine X rassal degiskeninin varyansi

denir ve Var(X) ile gosterilir. (A.1)'den,
Var(X)=E[(X —E[X])"]= > _x"p(x) —2E[X]D_xp(x) +E[XT* D_p(x) = E[X*] - E[X]’

oldugu gorilebilir.

Tanim A-1.6 (Surekli Rassal Degisken) Belirli bir aralikta sinirsiz sayida deger alabilen
rassal degiskenlere surekli rassal degisken denir. Stirekli rassal degiskene 6rnek olarak

belirli bir araliktaki tim reel degerleri alabilen bir arabanin 6mrii verilebilir.

Tanim A-1.7 (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu) Herhangi bir B reel sayi kiimesi ve X

surekli rassal degiskeni icin,

P{X eB}= jB F(x)dx

! Ross[77], Sayfa 44.
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olacak sekilde negatif olmayan bir f(x) fonksiyonu mevcut ise bu fonksiyon olasilik

yogunluk fonksiyonu adini alir.

Dagilim fonksiyonu ile olasilik yogunluk fonksiyonu arasindaki iliski:
Fla)=P{X <a}= | f(x)dx

seklindedir. Bu esitligin her iki tarafinin da a’ya gore tirevi alinirsa;

o= | fwae= 1) (A2

elde edilir’. Ayrica,
b
Pla<X<b}= j F(x)dx

ve
P{X=a}=0
ozellikleri gorilebilir.

Tanim A-1.8 (Siirekli Rassal Degiskenler icin Beklenen Deger) X rassal degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ise X ’in beklenen degeri:

E[X]= Txf(x)dx (A.3)

seklinde tanimlanir.

Onerme A-1.2 Olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olan X siirekli rassal degiskeni ve reel

degerli g fonksiyonu igin,

! Ross [77], Sayfa 34.

135



Elg(X)1= [ gbaf(x)dx (A.4)

olur.!

ispat: g(X)=Y alinirsa (A.3)'den,

Elg(X)1=E1Y]= [ af,(a)da

elde edilir. Diger taraftan,
F,(a)=P{Y <a}=P{g(X)<a}=P{X <g*(a)}=F(g *(a))
oldugu gbz 6nlinde bulundurularak zincir kurali ile (A.2)’den,

dF, (a) d

fila)= [F(g_l(a))]— (g_l(a)) [g “(a)]

olur. Boylece,

FlgbX1= [ af (a)da= [ a Flg (@) L 1g *(ada= j ot & Pa= | [ECHLCES
” ” f(x)

olarak bulunur.
Sonug A-1.1 Eger ¢ ve d birer sabit sayiise E[cX +d]=cE[X]+d olur.?

Tanim A-1.9 (Siirekli Rassal Degiskenler i¢in Varyans) Kesikli rassal degiskenler igin

verilen tanim sirekli rassal degiskenler icin de gecerlidir. (A.4)'den,

Var(X) =E[(X —E[X])*]=E[X*] - E[X]’

! Ross [77], Sayfa 45.
’ Ross [77], Sayfa 45.
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oldugu gorilebilir.

Ornek A-1.2 (Uniform Rassal Degisken) Olasilik yogunluk fonksiyonu;

folm 1, x<(0,1)
x= 0, aksi takdirde

seklinde tanimli olan X surekli rassal degiskeni icin (0,1) araliginda uniform dagilim

gosterir denir. Dikkat edilirse,

© 1

I f(x)dx = J-dx =1

—00 0

oldugu goruliur. Ayrica a,b<(0,1) olmak Uzere,
b

P{aSXSb}:J.f(x)dX=b—a

bulunur.
Burada verilen (0,1) aralig yerine herhangi bir («,f) arahg da kullanilabilir. Bu

durumda olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
f={p—a ¥<@P

0, aksi takdirde

seklini alir. Uniform rassal degiskenin dagilim fonksiyonu,

0, a<a
Fla)=P{X <a}= j.f(x)dx: 97%  a<a<p
e p-a

1, a>p

olur. (@, f) araliginda uniform dagihm gosteren X rassal degiskeninin (X ~U[«, A1)

beklenen degeri ve varyansi sirasiyla:

137



B 2|8 2 2
=[xt X[ 1 Fod pra

* P-a p-a2| p-a 2 2

ve

Var(X) = —('B ;205)

olarak bulunur.

Uniform rassal degisken tam bir belirsizligi temsil eder. Deneyin tim sonuglari esit
olasilikla gerceklesir. Elde c¢ok fazla veri bulunmadigi durumlarda kullanilir. Kesikli

olarak da kullanilabilir.

Ornek A-1.3 (Eksponensiyel Rassal Degisken) A >0 icin, olasilik yogunluk fonksiyonu;

e ™, x>0
X)=
fx) {O, x<0

seklinde verilen X sirekli rassal degiskenine A parametreli eksponensiyel rassal

degisken denir. Dikkat edilirse,

j Fx)dx = Iﬂe’“dx — e : —0-(-1)=1
—o0 0

oldugu gorilir. a>0 olmak lizere eksponensiyel rassal degiskenin dagilim fonksiyonu:
Fla)=P{X<a}= J. fx)dx :J‘/Ie‘“dx:—e"“ Z —1-e™
S 0

olarak bulunur. Kismi integrasyon yontemiyle, A parametreli eksponensiyel rassal

degiskenin beklenen degeri:

! Law ve Kelton [78], Sayfa 299, 300 ve 320.
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¢ 1
E[X]=|xAe ™ dx==
(X1=] -

0
olarak bulunur.

Eksponensiyel rassal degisken, ozellikle birbirinden bagimsiz iki olayin gergeklesmesi
arasinda gegen zamani temsil eder. Matematiksel olarak takip edilebilir oldugundan

sikhikla kullanihr.!

Ornek A-1.4 (Normal Rassal Degisken) Olasilik yogunluk fonksiyonu:

flx)= e

seklinde verilen X sirekli rassal degiskenine u ve o® parametreli normal rassal
degisken veya normal dagilim gosterir denir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

' ye gdre simetriktir. 12 ve o’ parametreli normal rassal degiskenin beklenen degeri:

—(—p)? —(x—p)?

2 2
dx= X—u+ue 2°° dx =
,—GI( p+ ) = u

20

E[X]=

]?XLE
2 Noro

olarak bulunur. Varyansi ise, y=x—_,u degisken donlsimi ve sonrasinda kismi
o

integrasyon yontemi ile

——p)?

2

Var[X]=E[(X — ﬂ)]—f(x ni «/_0' 20 dX=%jyze_2dy=02

y2

olarak elde edilir. Normal rassal degiskenin a:\/Var[X] parametresi standart sapma

adini alir.

! Law ve Kelton [78], Sayfa 300.
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Ornek A-1.5 (Standart Normal Rassal Degisken) Beklenen degeri (ortalamasi) O ve
standart sapmasi 1 olan normal rassal degiskene standart normal rassal degisken denir.

Standart normal rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu:

Fl)= J%_ﬂez

olur.

Sekil A-1. 4 Standart rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu

Teorem A-1.1 1 ve o’ parametreli X normal rassal degiskeni verilsin. Y =aX+ f3

rassal degiskeni de au+ B ve a’c” parametreli normal rassal degiskendir.

ispat: Oncelikle & >0 oldugunu kabul ederek,

b
=

~(x—p)?
20'2
ax

—*|

a—-p a—p 1
F (a)=P{Y <a}=P{aX <a}=P{X< =F, =
(a)=PlY <a}=PlaX+f<a}=P(X< o b=Fd o ) \/Z_m)-e

8

Burada y =ax+ £ donusuimu yapilirsa,

y=B_ 2
1 T o1 ~(y—{ap+ )P
2
e 20 _y:-[ e 26%a? dy
—00

270 a J\2zoa

Fy(a):j.
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seklinde elde edilen dagilim fonksiyonu au+ 3 ve a’c’ parametreli normal rassal

degiskene aittir. <0 icin de benzer sonug elde edilir. O halde, Y de normal rassal

degiskendir.!

Sonug A-1.2 Eger Z standart normal rassal degisken ise X =oZ+ u rassal degiskeni de

normaldir ve parametreleri u ve ¢ olur.

A-2 Ortak Dagilimh Rassal Degiskenler (Ross [77]°)

Birden fazla rassal degiskenin var olmasi durumunda ortak (birlesik) dagilim

fonksiyonundan bahsedilebilir.
Tanim A-2.1 X ve Y birer rassal degisken olmak Uzere,

F(a,b)=P{X<a,Y <b}

fonksiyonuna ortak (birlesik) dagilim fonksiyonu denir. Dikkat edilirse,

F(a,20)=P{X <a,Y <o} =F, ()
F(oo’b)zp{X<OO,YSb}=Fy(b)

olarak tek bir rassal degiskenin olmasi durumuna gecis yapilabilir.

Tanim A-2.2 Eger X ve Y birer kesikli rassal degisken ise bu durumda ortak (birlesik)

olasilik agirlik fonksiyonu:

pla,b)=P{X=a,Y =b}

seklinde tanimlamak uygun olacaktir. Buradan, X ve Y rassal degiskenlerinin olasilik

agirhk fonksiyonlari sirasiyla:

p(X)="D plx,y)

y:p(x,y)>0

ve

! Ross [77], Sayfa 37 ve 38.
? Sayfa 47-68.
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py)= D, plxy)

x:p(x,y)>0
olur.

Tanim A-2.3 A ve B birer kiime, X ve Y birer slirekli rassal degisken olmak lzere,

P{X€A,Y eB} =“f(x,y)dxdy

BA
olacak sekilde bir f(x,y) fonksiyonu mevcut ise f(x,y) fonksiyonuna ortak (birlesik)

olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

Dikkat edilirse, f,(x)= T f(x,y)dy ve f,(y)= T f(x,y)dx olmak Gzere,

P{XcA}=P{X €A,Y &(—0,0)} = T jf(x,y)dxdy :jfx(x)dx

—0 A A

P{Y €B}=P{X &(~0,%),Y €B}= [ [ f(x,y)dxdy = [ £, (y)dy

—00 B
olur.

Onerme A-2.1 g(x,y) iki degiskenli bir fonksiyon olmak Uzere, kesikli X ve Y rassal

degiskenleri igin

Elg(X,Y)]=2.> alx,y)p(x,y),

surekli X ve Y rassal degiskenleri igin

ElgX, V1= [ [ gbxy)flx,y)dxdy

seklindedir.

Sonug A-2.1 X ve Y birer sirekli rassal degisken olmak (zere,
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o0 o0 o0

E[X+Y]= J. I(x+y)f(x,y)dxdy: I Txf(x,y)dxdy+ T Tyf(x,y)dxdyzE[X]+E[Y]

olur. Genellestirilecek olursa,
Ela, X, +a,X, +...+a, X, 1=a,E[X,]+aE[X,]+...+a,E[X,]
seklindedir.

Tanim A-2.4 (Bagimsiz Rassal Degiskenler) Her a ve b sayisiigin,

P{X<a,Y <b}=P{X <a}P{y <b}

ise X ve Y rassal degiskenlerine bagimsiz rassal degiskenler denir. Bu durumda,
F(a,b)=P{X <a,Y <b}=P{X <a}P{Y <b}=F,(a)F,(b)

olur.

Eger X ve Y kesikli rassal degiskenler ise
p(x,y)=P{X=xY =y} =P{X =x}P{Y =y} =p,(x)p, (y),

surekli rassal degiskenler ise
F0) =L (5 R N =, 0 0] = £ 05, )
oy Ox oy

olur.

Onerme A-2.2 X ve Y rassal degiskenleri bagimsiz ve h ile g birer fonksiyon ise
Elg(X)h(Y)]=E[g(X)]E[h(Y)]

ifadesi gecerlidir.

ispat: X ve Y siirekli rassal degiskenler ise
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ElgX)hN]= [ [ ghy)fix,y)dxdy = [ [ ax)hiy)fy (x)f, (y)dxdy

—00 —00 —00 —00

= [ gbaf (x)ax [ hiy)f, (y)dy = Elg(X)ETAWY)]

olur.
Benzer sekilde, eger X ve Y kesikli rassal degiskenler ise

E[g(X)h(V)]=D_> g(x)h(y)p(x,y) =D > g(x)h(y)p,(x)p,(y)
=>"9(x)p,(x)D_h(y)p, (v) = E[g(X)IE[A(Y)]

elde edilir.

Tanim A-2.5 (Kovaryans) X ve Y rassal degiskenlerinin kovaryansi:

Cov(X,Y)=E[(X —E[X])(Y —E[Y])] = ELXY — XE[Y]—YE[X]+E[X]E[Y]]
= E[XY]—E[Y]E[X] - ELX]E[Y]+E[X]E[Y] = E[XY] - E[X]E[Y]

seklinde tanimlidir. Eger X ve Y rassal degiskenleri bagimsiz ise Onerme A-2.2’den,
Cov(X,Y)=E[XY]—E[XIE[Y]=E[X]E[Y]—E[X]E[Y]=0 (A.5)

olur. X, Y ve Zrassal degiskenler ve ¢ de sabit bir sayl olmak Uzere, kovaryansin

diger bazi 6zellikleri:

1. Cov(X, X) =E[XX]—E[X]JE[X]=E[X*]—E[X]* =Var(X)
2. Cov(X,Y)=E[XY]—E[X]E[Y]=E[YX]—E[Y]E[X]=Cov(Y, X)
3. Cov(cX,Y)=E[cXY]—E[cX]E[Y]=CcE[XY]—CcE[X]E[Y]=cCov(X,Y)

4, Cov(X,Y +Z)=Cov(X,Y)+Cov(X,2)

ve Ozellik 4, genellestirilecek olursa,

5. Cov(zn:X,,in) = Zn:iCov(X,,Yj) ,
i=1 j=1

i=1 j=1
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6. Var(ZX )= cOv(Zx,,Zx )_ZZCO\/(X,,X )

i=1 j=1

—ZCOV(X,,X)+ZZCOV(X,,X) ZVar(X)+ZZZCov(X,,X)

i=1 j#i i=1 j<i
seklindedir.

Sonug A-2.2 X,,X,,..., X, bagimsiz rassal degiskenler ise Ozellik 6’dan,

Var(ZX )—ZVar(X)

i=1

seklinde elde edilir. Ayrica,
Var(cX) =E[(cX)*]1—E[cXT =E[c*X?]— E[cX]E[cX] = c*{E[X*] — E[X]*} = c*Var(X)
oldugu gorulir.

Tanim A-2.6 (Moment Ureten Fonksiyon) ¢(t)=E[e™] seklinde tanimlanan moment

Ureten fonksiyonun tiirevleri yardimiyla X rassal degiskeninin momentleri elde edilir.

¢(t)——¢(t)— *X]—E[ ( ) =E[Xe™]= ¢'(0) =E[X]
¢'(t)= —¢ (t)= E[x 1= E[ (Xe“)] =E[X*e™ 1= ¢"(0)=E[X’]

¢ (0)=E[X"]

Ornek A-2.1 Standart normal rassal degiskenin moment tireten fonksiyonu:

#(t) = E[etx]_J' e ez dx = ;_ Ie;HX

1 = £~ 42tx—x2 1 o —(t—x) t t
:Tje 2 dx:J_eZIe 2 dx= e2\2r =e?
27T b 27 s

olarak bulunur.
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Z standart normal rassal degisken ise X=0Z+ u rassal degiskeni de normal ve
parametreleri u ve o’ oldugundan, normal rassal degiskenin moment (reten

fonksiyonu:

#(t) = E[e*] = E[e"“? ] = E[e' 7] = E[e' " JE[e*] =e%e 2 =e ?

seklindedir.

Onerme A-2.3 X ve Y bagimsiz rassal degiskenler ise
By (t) = E[e ] =E[e”e” | = E[e™ |E[e" 1= ¢y (t) 4, (t)
olur.

Teorem A-2.1 Bagimsiz normal X ve Y rassal degiskenlerinin parametreleri sirasiyla

(1,,0.°) ve (w,,0,°) olsun. X+Y rassal degiskeni de g + g, ortalamali, standart

sapmasi o,” +0,” olan normal rassal degiskendir.

22
! ;2 iy
e =e

t20,?

isPat: ¢x+y (t)= ¢x (t) ¢v(t) =e ?

(0’ +05%)

+tiy +t(ea+in)

Buradan X+Y rassal degiskeninin, x, + s, ortalamali ve standart sapmasi o,° + o,

olan normal rassal degisken oldugu acikca goralir.
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