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OzET

BULANIK ALT GRUPLARIN ve KODLARIN SAYISI ile BAZI UYGULAMALAR

Esengiil SALTURK

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. irfan SIAP

Klasik mantikta bir 6nerme ya dogrudur ya da yanhstir, Gi¢linci bir durum s6z konusu
olamaz. Ancak bazen, hatta genelde dinyadaki olaylari agiklamak igin kesin
tanimlamalar yetersiz kalir. Bu olaylari agiklamak icin belli terim ve 6lcllere ihtiyag
duyulur. iste bu yeni mantik “Bulanik Mantik (Fuzzy Logic)”olarak adlandirilir.

Bulanik Mantik ilk olarak, M.O. 500 yilinda Buda tarafindan ve ondan 200 yil kadar
sonra da Yunan filozof Aritoteles tarafindan ortaya atilmistir. Bu alanda matematige
uygulanmasi bakimindan vyapilan en 6nemli c¢alisma 1965 yilinda University of
California, Berkeley’den Lotfi A. Zadeh’in klasik mantik yaklasiminin kesin cizgilerini yok
eden “Fuzzy Sets (Bulanik Kiimeler)” (Zadeh [19]) adli ¢calismasidir. Bu eser, var olan
cizgilerin disina ¢cikmis ve bu alandaki diger arastirmacilara 6nci olmustur. Bulaniklik ile
ilgili cebirsel alt yapi ise A. Rosenfeld (Rosenfeld [1]) ve P. S. Das (Das [2]) tarafindan
insa edilmistir.

“Fuzzy” kelime anlami olarak bulanikligi ifade eder. Bulanik kiimelerin elemanlarindan
bahsederken “kiimeye aittir ya da degildir” gibi kesin ifadeler kullanilmaz. Bunun
yerine “belli derecelerle kiimenin elemanidir” seklinde ifadeler kullanilir. Guzellik,
genglik, yasliik, uzun boyluluk, ¢aliskanlik, zeka kavramlari bulanikhk ifade eden ve
kisiden kisiye gore degisen ifadeler oldugundan bulanik kiime mantig konusu
icerisinde yer alan basliklardan bazilandir.
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Ote yandan bu calismada yer verilen, cebirin en énemli uygulama alanlarindan biri olan
Cebirsel Kodlama Teorisi, son zamanlarda birgok matematikgi tarafindan
calisiimaktadir. Teori ilk olarak 1948’de Claude Shannon’in “A Mathematical Theory of
Communication” (Shannon [7]) adli meshur makalesi ile basladi. ilk zamanlarda tim
calismalar cisimler Gzerinde iken, 1994’den itibaren, P. V. Kumar ve arkadaslarinin
calismasi (Hammons [8]) ile birlikte halkalar tzerinde kodlar ¢alisiimaya baslandi. Son
yillarda ise bazi 6zel halkalar Gzerinde kodlar ve 6zellikleri oldukca populer olmustur.
Bu calismalarin yani sira, lineer kodlari kombinatorik agidan incelemek, yani lineer
kodlarin alt lineer kodlarinin sayilarini bulmak olduk¢a 6nemli bir problemdir. Bu
problem, cisimler lGzerinde lineer kodlar igin tamamiyla ¢6zilmustlr ve kodlarin sayisi
Gauss binom katsayilari ile gésterilmektedir. Ote yandan, halkalar iizerinde kodlarin
sayilari ile ilgili de ¢ok gesitli calismalar ([9], [10], [11], [42]) yapilmistir. Bu nedenle, 7.
Bolim’de, bazi halkalar lzerinde kodlar incelenerek bunlarin sayilarini ¢ok basit bir
sekilde bulmaya yarayan formiiller elde edilmistir.

Bu ¢alismada; 2. ve 5. Bélimlerde genel cebirsel bilgiler, 3. ve 4. Bolimlerde Bulanik
Teori ile ilgili kavramlar ve bazi Abel gruplarinin bulanik alt gruplarinin sayisi, 6., 7. ve 8.
Bollimlerde ise Cebirsel Kodlama Teorisi ile ilgili kavramlar, bazi lineer kodlarin sayisi ve
bazi uygulamalari verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik alt gruplar, Denklik siniflari, Maksimal zincirler, Cebirsel
Kodlama Teorisi, Gauss binom katsayilari, Dizaynlar, Sayi dizileri.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

THE NUMBER OF FUZZY SUBGROUPS AND CODES WITH SOME
APPLICATIONS

Esengiil SALTURK

Department of Mathematics

PhD Thesis

Advisor: Prof. Dr. irfan SIAP

Any statement in classical logic is true or not, there is no third case. However
sometimes even general definite descriptions are not enough to explain things. In
order to define these things we need some grades. The new logic with grades of
elements is called “Fuzzy Logic”.

Fuzzy Logic was first born in 500 B.C. with Buddha and also with Aristoteles after 200
years. However the most important scientific study that lightens the studies about
fuzzy logic for the last half century is Professor Zadeh’s -from the University of
California, Berkeley- original paper: “Fuzzy Sets” (Zadeh [19]). This work is the pioneer
of the fuzzy studies. Algebraic constructions related with fuzzy is due to A. Rosenfeld
(Rosenfeld [1]) and P. S. Das (Das [2]).

The word “fuzzy” means blurriness. When talking about the elements of any fuzzy set,
we do not use definite expressions such as “an element or not” but “an element with
any degree”. Beauty, youth, senility, lankiness, diligence, intelligence are some
examples of fuzzy expressions since they vary from person to person.

On the other hand, Algebraic Coding Theory, one of the most important field of
application of algebra, has being studied recently by mathematicians. This theory was
first begun with the marvellous paper of Claude Shannon: “A mathematical theory of
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communication” (Shannon [7]). While in the earlier stages everything was over finite
fields, in 1994, by the work (Hammons [8]) of P.V. Kumar and his collaborates, codes
over finite rings have been studied. In recent years, codes over some special rings and
their properties are popular. Besides, examining linear codes in terms of combinatorial
structure, namely finding the number of the subcodes of a linear code, is a really
important problem. This problem is completely solved for the codes over finite fields
and presented by Gaussian binomial coefficients. On the other hand, a wide range of
studies about the number of the codes over rings ([9], [10], [11], [42]) has been done.
Hence, in Section 7, linear codes over some finite rings were examined and formulas
which makes easier to find their number were obtained.

In this work; we give some fundamentals of abstract algebra in Sections 2 and 5,
concepts of fuzzy algebra and number of fuzzy subgroups of some Abelian groups in
Sections 3 and 4, notions about Algebraic Coding Theory, number of linear codes and
some applications in Sections 6, 7 and 8.

Key words: Fuzzy subgroups, Equivalence classes, Maximal chains, Algebraic Coding
Theory, Gaussian binomial coefficients, Designs, Number sequences.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bulanik Mantigin temelleri ilk olarak M.0O. 500 yilinda Buda tarafindan, 200 yil sonra da
Unli filozof Aristoteles tarafindan atilmistir. Bulanik alt grup kavrami ilk olarak 1971
yilinda A. Rosenfeld (Rosenfeld [1]) tarafindan calisildi. Daha sonra P. S. Das (Das [2]),
bulanik alt gruplarin seviye alt gruplarini inceledi. Son zamanlarda ise Murali ([3], [4],
[5]), verilen bir grubun bulanik alt gruplarinin kiimesi tizerinde denklik tanimladi ve bazi

p—gruplarin bulanik alt gruplarinin sayisini  hesapladi. 2008 yilinda Marius
Turneaceanu Z’; grubunun bulanik alt gruplarinin sayisi icin yinelemeli (rekursif) bir

formiil (Tarnauceanu [6]) verdi.

Cebirsel Kodlama Teorisi ile ilgili ilk cahsmalar ise 1948 yilinda Claude Shannon’in “A
Mathematical Theory of Communication” (Shannon [7]) adl meshur makalesi ile

basladi. 1994 yilinda, P. V. Kumar ve arkadaslarinin “The Z,-linearity of Kerdock,

Preparata, Goethals and Related Codes” (Hammons [8]) adli calismasi halkalar tzerinde

kod galismalari igin ciddi bir 1s1k olmustur.

Cisimler Gzerinde lineer kodlarin sayisi Gauss binom katsayilari ile belirlidir. S. Delsarte
[9], P. E. Djubjuk [10] ve Yeh [11], 1948 yilinda birbirlerinden bagimsiz olarak, verilen A
tipinde br grubun, 4 tipinde alt gruplarinin sayisini veren formila yinelemeli (rekursif)
olarak insa ettiler. 2004 yilinda Calugareanu verilen bir Abel grubunun tim alt

gruplarinin sayisini yinelemeli (rekursif) olarak elde etti (Calugareanu [12]). Thomas



Honold da bu konudaki ¢alismalari toparlamis ve modiller Gzerine uygulamistir

(Honold [13], [14]).

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin temeli Bulanik Alt Gruplar Teorisi ve Kodlama Teorisi’'ne dayanmaktadir.
Bazi halkalarin bulanik alt grup sayilarini ve bilinen bazi 6zel halkalar tzerinde lineer
kodlarin sayilarini hesaplamak; lineer kodlarla dizilerin iliskisini, gruplarin alt grup

semalariyla dizaynlarin iliskisini incelenmek amaglanmaktadir.

1.3 Orijinal Katki

Daha onceki calismalarda ([6], [12], [13]) verilen metotlarin aksine daha basit ve
anlasilir yontemlerle bulanik alt gruplarin ve lineer kodlarin sayilari hesaplanmis ve
literatlrdeki calismalarla karsilastiriimistir. Bu tezde verilen formillerle daha kisa
sirede sonuca ulasmak mimkindir. Ayrica bu formillerden vyola gikilarak,
Genellestirilmis Gauss Sayilari dedigimiz yeni sayilar ve bu sayilardan elde ettigimiz
yeni diziler tanimlanmistir. Bunlara ek olarak, tezde konu olan gruplarin Hasse

semalarindan yararlanilarak yeni dizaynlar elde edilmistir.



BOLUM 2

GRUP-HALKA-CISiM

2.1 Gruplarile ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1 [15] G bostan farkli bir kiime ve “e” islemi de G lzerinde tanimli bir ikili
islem olsun. Yani, (G,O) cebirsel yapisi dislintilmektedir. Eger G kimesi asagidaki

“n
[ ]

ozellikleri saghyorsa G 'ye islemi Gzerinde bir gruptur denir:

i.  (Birlesme) Her a,b,c€G icin (aeb)ec=ae(bec),

ii.  (Birim eleman) Her a € G icin ar = ra = a olacak sekilde 37 € G vardr,

ili. (Terseleman)Her a G igin ab=ba =1 olacak sekilde 3b € G vardir.
Bu ozelliklere ek olarak, Her a,be G igin aeb=bea Ozelligi de saglaniyorsa G ye
degismeli grup (Abel grubu) denir.

Tez c¢alismasi boyunca incelenen yapilar sonlu gruplar Uzerinde oldugundan, sonlu
gruplar konusu, bilhassa sonlu Abel gruplari konusu Bolim 4’de detayl bir sekilde

incelenecektir. Bu kisimda kisaca sonlu gruplar kavrami takdim edilmektedir.

Burada, anlasilmasi kolay olan bazi kavramlar okuyucuya birakilmistir ve literatiirde

kolaylikla bulunabilir ([15], [16], [17], [18]).

Sonlu sayida (k) eleman igeren bir gruba sonlu grup denir ve grubun eleman sayisi

olan k sayisina da grubun mertebesi denir ve k = |G| ile gbsterilir.

“Bir grubun bir elemaninin mertebesi” kavrami ilk olarak 1815 yilinda A. L. Cauchy
tarafindan tanimlanmistir. Ginlimizde bu kavramin farkli tanimlari verilmektedir.
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Bir ge€G igin, g"=e olacak sekildeki en kiglk » tam sayisina g elemaninin

mertebesi denir.

Bir G grubunun mertebesi k, bir H alt grubunun mertebesi de / olsun. Bu durumda,
H’nin mertebesi G 'nin mertebesini boler, yani; /| k’dir. k/l:m oranina ise H alt

grubunun G 'deki indeksi denir.

2.2 Direkt Toplamlar [15]

Direkt toplamlar, Abel gruplarinin siniflandirilmasi agisindan oldukg¢a énemlidir. Eger bir
grup, alt gruplarin bir direkt toplami olarak yazilabiliyorsa, ¢ogu durumda, verilen
grubun yapisini incelemek yerine, daha basit olan, alt gruplarinin yapisini incelemek de

yeterli olacaktir. Ayrica bilinen gruplarin direkt toplami ile yeni gruplar insa edilebilir.

(G,e) ve (H,o) gruplan verildiginde, bu iki grubun direkt toplamlarr G® H ile

gy n
%

gosterilir ve bu yapl islemi altinda bir gruptur:

(g:1).(g2,h,) e GO H olmak tizere, (g7 )*(g,.h) = (g * &5l oh,).

Bu tanim, Abel gruplarinin direkt toplami olarak genellestirilebilir.

2.3 Halkalar ile ilgili Temel Kavramlar [15,16]

Halka Teorisi, halkalarin iki 6zel calisma konusu olan “reel veya kompleks sayilar
Uzerinde n degiskenli polinom halkalari” ve “bir cebirsel sayilar cisminin tam sayilar”
konularindan ortaya c¢ikmistir. Halka kavrami ilk olarak David Hilbert (1862-1943)
tarafindan tanimlanmistir. Degismeli halkalar teorisi ise ilk olarak 1921 yilinda Emmy
Noether tarafindan, “Ideal Theory in Rings” isimli makalesi ile verilmistir. Bu makalede

esas olarak bir halkanin ideallerinin artan zincir yapisindan bahsedilmektedir.
Bu kisimda, halkalar ile ilgili bazi temel tanimlar sunulmaktadir.
Tanim 2.2 [15,16] R bostan farkl bir kiime ve “e, o” islemleri de R (zerinde tanimli
birer ikili islem olsun. Yani, (R,O,o) yapisi duslinilmektedir. Eger R kiimesi asagidaki
Ozellikleri sagliyorsa R’ye e, o islemleri tizerinde bir halkadir denir:

i. R kimesi, o islemine gore degismeli bir gruptur,

4



ii.  (Birlesme) Her a,b,c € R igin (acb)oc=ao(boc),

iii. (Dagillma) Her a,b,c € R igin,

ae(boc)=(aeb)o(aec), (ach)ec=(aec)o(bec).
e ve o islemleri sirasiyla R halkasinin birinci ve ikinci islemleri olarak adlandirilir.

Her aeR icin, 1, #0, olmak lzere, 1,a=al, =a olacak sekilde 1, e R elemani var

ise bu elemana R halkasinin birim elemanive R ye de birimli halka denir.
ikinci isleme gore degismeli olan halkaya degismeli halka denir.
Tanim 2.3 [15,16] R bir halkave & # I = R olsun.
i Her a,bel icin a—bel,
iii. Herael,reR icin arel
Ozellikleri saglaniyorsa I ya R halkasinin bir ideali denir. {OR} ve R’ye R halkasinin
asikar idealleri denir.
a € R olmak lzere, a elemaninin Urettigi ideal <a> seklinde gosterilir ve elemanlari
(a)={ar:reR} seklindedir.

Tanim 2.4 [15,16] R ve S iki halka olmak lizere f:R—S donusimi asagidaki

ozellikleri sagliyorsa, f 'ye halka homomorfizmasi denir.
i.  f(a+b)=f(a)+f(b), VabeRr,
i f(ab)=f(a)f(b). VabeR,
i.  f(1)=1.

Tanim 2.5 [15,16]

i R bir halka olsun. 0#aeR icin, ab=0 oldugunda b#0 oluyorsa, b
elemanina R ’nin bir sag sifir béleni denir. Burada a € R elemani da R ’nin bir sol
sifir bolenidir. Eger bir a € R elemani, R’nin hem sag hem de sol sifir boleni ise a’ya

R ’nin bir sifir béleni denir.



ii. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bélgesi denir.

iii.  Birimli bir halkada her eleman birimsel ise, yani; her ae R i¢in, ab=ba=1,

olacak sekilde tek tiurlu belirli b€ R elemani mevcut ise bu halkaya bélenler halkasi

denir.

iv.  Degismeli bolenler halkasina cisim denir.

Tanim 2.6 [1516] R bir halka ve olsun. (4,+) bir Abel grubu olsun.
RxA— A, (r,a)Hr*a seklinde tanimh bir ikili islem g6z Onine alinsin. Her

a,be A, r,s € R igin,

i re(a+b)=r*a+r#*b,
i. (r+s)*a=rxa+sxa,
i. (rs)*a=r*(sxa).

ozellikleri saglaniyorsa A’ya bir R—modiil denir. Eger, her ae€ A4 icin, R’nin, 1*a=a

olacak sekilde bir birim elemani varsa A4’ya bir birimsel R —modiil denir.



BOLUM 3

BULANIK (FUZZY) GRUP TEORI

3.1 Giris

Bulanik mantik ve bulanik matematik ¢alismalari ilk olarak 1965 yilinda California
Berkeley Universitesi'nden Lotfi A. Zadeh (Zadeh [19]) tarafindan baslatildi. O
zamandan beri bulanik matematik bir¢ok yazar tarafindan calisildi ve mihendislik,
cografya, psikoloji gibi ¢esitli alanlara uygulandi. Son zamanlarda ise ¢ogunlukla bilgi

bilimleri ve biyoloji alanlarina uygulanmaktadir.

Bulanik kiime kavrami [20]: Yerylzinde, nesneler ya bir seye sahiptir ya da degildir. Ya
da bir nesne, bir kiimenin elemanidir veya degildir. iste bu kavram bildigimiz anlamdaki
kiimeleri ifade eder. Oysa bazen kesin olmayan gizgilere de ihtiya¢ duyariz. Klasik
mantigin tanimlayamadigi belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade edilebilmesi
bulanik teoriyi akla getirir. Belirsizlik problemleri; matematikgiler, mantikgilar, filozoflar
ve son zamanlarda ise bilgisayar ve yapay zeka ile ilgilenen bilim adamlari tarafindan
calisilan 6nemli konulardan biri haline gelmistir. Bu teori, klasik teorinin kesin
cizgilerine tam bir meydan okuma seklindedir. Cliinkii net olmayan ara degerlerden

bahseder.

Bu olgu bir ornek ile su sekilde aciklanabilir: ‘Saat 15.00°da A305 no’lu siniftaki
ogrenciler’ kiimesi bilinen klasik anlamda bir kiimedir. Yani tim o6grencilerin kiimesi
evrensel kiime olarak alinirsa, herhangi bir 6grenci saat 15.00’da, ya A305 sinifindadir
ya da degildir. Burada bir kesinlik vardir. Fakat ‘Saat 15.00’da, A305 sinifindaki uzun

boylu 6grenciler’ kiimesini diisiinecek olursak, buradaki ‘uzun boyluluk’ kavrami kafa
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karistiricidir. Hangi 6lgl ‘uzun boyluluk’ 6lgisi igine girer? Bunu tespit etmek gerekir.
Oysa, bu kavram kisiden kisiye gore degisen nesnel bir yaklasimdir. Yani, kimine gore
1.85 bir uzun boy 8lciisii iken, kimi de 1.75’in uzun boy él¢iisii oldugunu disiinir. iste
bu sekilde net cizgilerle belirli olmayan kiimeleri yorumlamak icin bulanik teori

kullanilir. Yukaridaki ornegi bir bulanik kiime yardimiyla belirleyebiliriz. Her boy

Olglsiline [0,1] araliginda uyelik dereceleri verilerek, ‘Saat 15.00’da, A305 sinifindaki

uzun boylu 6grenciler’ kiimesi olusturulabilir. Bu da Uyelik fonksiyonu dedigimiz bir
karakteristik fonksiyon yardimiyla olur. Eger bir elemanin Uyelik derecesi ‘0’ ise o
eleman hicbir sekilde o kiimeye ait degildir, Gyelik derecesi ‘1’ ise o eleman tamamiyla
o kiimeye aittir. Bunlar disindaki degerler ara degerler olup, o elemanin hangi tyelikle
(ne derece) belirtilen kiimeye ait oldugunu gosterir. 4, ‘Saat 15.00°da, A305 sinifindaki
ogrenciler’ in kiimesi olsun. ‘Saat 15.00’da, A305 sinifindaki uzun boylu 6grenciler’

kiimesi asagidaki gibi olusturulabilir.

Az{Elif, Esen, Ahmet, Ali} olmak Uzere, bu kiime, 6grencilerin uzun boylu olma

Uyelik dereceleri ile birlikte asagidaki gibi yazilir:

A= {(Elif, 0.0), (Esen, 0.5), (Ahmet, 0.8), (AL, 1.0)} kiimesi bir bulanik kiimedir.
Hopunboy - X =[0,1] (X : evrensel kiime) olmak tizere;

0.0, x<1.65
0.5, 1.65<x<1.75
0.8, 1.75<x<1.85
1.0, x=1.85

ILluzunboy (x) =

seklindedir.

3.2 Bulanik Teori ile ilgili Yakin Zamanlarda Yapilan Arastirmalar [21]

Yapay zeka tekniklerine iligskin ilk gorusler glinimuizden yillarca 6nce, 1965 vyilinda
ortaya atilmis [19], 1969 yilinda bulanik kiime teorisinin tip alaninda kullanilabilirliginin
aciklanmasi ile pek c¢ok calismalar vyapilmaya baslanmis [22], 1975 vyilinda
kardiyovaskiler sistemlerin klinik uygulamalarda kullanilmasi 6nerilmis [23], 1980'de

kardiyak fonksiyonlarin degerlendirilmesinde bulanik kiime teorisinin kullanilmasi ile



ilgili gahsmalar yapilmigtir. 1989'da EKG verilerinin siniflandirilmasi ve tanisi konusunda
ilk calismalar yapilmis ve bu calismalarda elde edilen bilgiler, bulanik kiime formuna

getirilerek istatistiksel yaklagimlarla siniflandiriimistir.

1990'li yillarin ortalarinda kalp hastaliklarinda bulanik kiime ve hibrit sistemlerle tanisi
ile ilgili calismalar yapilmis, 1994 yilinda koroner arter hastaligl yapay sinirsel sistemle
%89 dogruluk oraninda siniflandirilimis ve sonraki yillarda da yapay zeka teknikleri ile
cesitli kalp hastaliklarinda tani koymada biylik basari kaydedilmistir. 1996 yilinda
kalbin tomografik gorintileri bulanik mantik ile %94 dogruluk oraninda siniflandiriimis,
1998 yilinda koroner arter hastaliklarinin bulanik mantikla siniflandiriimasi konusunda

genetik bulanik kural tabani kullanilarak %96 oraninda basari elde edilmistir [24], [25].

Bulanik kuram ile ilgili cahismalar, Japonya’da 1980’lerin basinda ortaya c¢ikmistir.
Tokyo’da Bulanik Mantik calismalari yapan bir grubun onderliginde IFSA (International
Fuzzy System Association) kurulusu kuruldu ve Japonya’da Bulanik Teori ¢alisma
merkezi haline geldi. Bu kurulus kendinden sonraki kuruluslara oncilik etmesi
bakimindan énemli bir yer tasir. ilk uygulama, metro trenlerinde otomatik siiriicii
bulanik kontrol sistemini kullanmak oldu [26]. Daha sonra bulanik mantik ve bulanik
kiime kavrami, bulasik makineleri, camasir makineleri, elektrik sliplirgelerinde
uygulamaya konuldu. Yine bir Japon profesér (Muchiyo Sugeno) uzaktan kumandayla
pilotsuz bir helikopterin bulanik mantik ile nasil kontrol edildiginin modelini ¢ikardi ve
bu pilotsuz helikopter Hirosima depreminde kullanildi. Bir mil mesafeye kadar uzaktan
kontrol ile o bolgeye gitti, oranin resimlerini gekti ve geri geldi. Bunlar disinda bulanik
kontrolin kullanildig bazi alanlar; su aritma tesislerinde kbr kontrolii, asansér kontrol
sistemleri, trafik kontrol sistemleri, buldozer kontrolii, havalandirma sistemleri, video

kamera, buzdolabi vb.’dir.

3.3 Bulanik (Fuzzy) Teori ile ilgili Temel Cebirsel Kavramlar

Tanim 3.1 [19] @ # X herhangi bir kime ve 4c X olmak izere x,:X —[0,1]

fonksiyonunun karakterize ettigi

A:{(x,,uA(x)):xeX}



kiimesine X 'de bir bulanik (fuzzy) kiime denir. z, fonksiyonuna A4 bulanik kiimesinin
iiyelik fonksiyonu, her xe X icin u,(x)€[0,1] degerine de x elemaninin 4

kiimesindeki diyelik degeri denir.
i, X —>[0,1] seklindeki tiim fonksiyonlarin kiimesi [0,1]" ile gésterilir. [0,1]
ailesinin her bir elemanina X ’de bir bulanik kiime denir.

Tanim 3.2 [19] X ={x,,x,,x;,...} olmak izere, X:{(xl,1),(x2,1),(x3,1),...} kiimesi bir

bulanik kiimedir.
Tanim 3.3 [19] & = {(xl,O),(xz,O),(xS,O),...} kiimesi bir bulanik kimedir.

Tanim 3.4 [19] 4 ve B, X kumesinde iki bulanik kime olmak lzere, her x € X igin,

M, (x)=p,(x) ise 4 ve B bulanik kiimeleri esittir.
Tanim 3.5 [19] 4 ve B, X kumesinde iki bulanik kiime olmak tGzere, AN B kimesi,

Hynp (x) =min {:UA (x), Hp (x)}

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.6 [19] 4 ve B, X kimesinde iki bulanik kiime olmak tGzere, AU B kiimesi,

My p(X) = max {/uA (%), 14y (x)}

seklinde tanimlanir.
Tanim 3.7 [19] 4 ve B, X kimesinde iki bulanik kiime olmak Gzere,

A c B olmasi igin gerek ve yeter kosul x, < 1, olmasidir.

3.4 Bulanik Kiimeler ile ilgili Alternatif Tanimlar

Bu kisimda, Kisim 3.3’de verilen tanimlara alternatif olan tanimlar verilmektedir.

34.1 Bulanik Alt Kiimeler

Tanim 3.8 [27] @ # X herhangi bir kiime olmak Ulzere ,u:X—)[O,l] seklinde

tanimlanan fonksiyona X ’in bir bulanik alt kiimesi denir.
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X'in batln bulanik alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye X '’in bulanik kuvvet kiimesi

denir ve [O,I]X seklinde gosterilir.

Tanim 3.9 [27] u e [O,I]X olmak (zere,

(X)) =Tm(p) = {u(x): x € X}

kiimesine x’niin gériintii kiimesi denir.

Tanim 3.10 [27] u € [O,I]X olmak Gzere,

" ={xeX:,u(x)>O}
kiimesine u’niin destegi (support) denir.

Eger 1 € u(X) ise, u'ye X 'in normal bulanik alt kiimesi denir. 1~ sonlu ise x sonlu

. * . e .
bulanik kime, 1 sonsuzise u sonsuz bulanik kiimedir.

Tanim 3.11 [27] Z < X ve a €[0,1] olmak tizere a, € [O,I]X bulanik kiimesi asagidaki

sekilde tanimlanir:

) a, xe/
a,(xX)=
‘ 0, xeX\Z.

Eger Z = {z} seklinde ise, ay,, fonksiyonuna bulanik-nokta (fuzzy-singleton) denir.

, xeZ

a =1 igin IZ:{O reX\Z

fonksiyonuna Z 'nin karakteristik fonksiyonu denir.

Tanim 3.12 [27] ,u,ve[O,l]X olmak Gzere her xe X igin u(x) <v(x) ise v bulanik

kiimesi u bulanik kiimesini kapsar denir ve i < v seklinde gosterilir.

Tanim 3.13 [27] u,v<[0,1]° olmak tizere UV ve ,umve[O,l]X kiimeleri asagidaki

sekilde tanimlanir. Her x € X igin,

(Luv)(x)= max{,u(x),v(x)} = u(x)vv(x),
11



(unv)(x)= min{,u(x),v(x)} = u(x) Av(x),

dir.
Yukaridaki kesisim ve birlesim islemleri ikiden ¢ok bulanik kiime icin genellestirilebilir:

{,ul. = I}, X in bulanik alt kimelerinin bir ailesi olsun. Her x € X igin,

(U/Jz)(x) =\ 4;(x),

iel iel

(mﬂzj(x) = A (%),

iel iel
olur.

Tanim 3.14 [27] € [0.1]" ve a €[0,1] olmak izere,

p,={xe X : pu(x)>a}
kiimesine w niin seviye alt kiimesi (level-set) ya da x niin a — kesimi ( a — cut) denir.

Teorem 3.15 [27] u,v e [O,I]X olmak Uzere, asagidaki ifadeler saglanir:

1. HCV, ae[O,l] = u,cCv,
2. a<b, a,be[O,l] = W Cu,

3. u=v & u, =v, Vae[O,l].

ispat [27]:
1. L v olsun. Buradan Vxe X igin, u(x)<v(x) olur. ae[O,l], yeu, igin

u(y) = a’dir. Béylece v(y) = u(y) = a olur ve bu ifadeden de y e v, elde edilir. Yani,

.
M, v,/ dir.

2. a,b e [0,1] icin x € 1, alalim. Buradan x(x)=b olur. Ayrica a < b oldugundan;

a <b < u(x) olurkibuda x € y, demektir. Yani, u, < u, elde edilir.
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3. ae[O,l] icin x € u, alahm, buradan u(x)>a elde edilir. x=v oldugundan,
her xe X igin u(x)=v(x)=a yani x v, elde edilir. Béylece u, — v, olur. Benzer

sekilde, v, < u, oldugu gésterilebilir. Bu iki durumdan x, = v, elde edilir. O
Tersine ae[O,l] icin u, =v_ olsun. Her xe X igin u(x)=v(x)=a ve u=v elde
edilir.
Tanim 3.16 [27] X ve Y herhangi iki kiime, ,ue[O,l]X, ve[O,l]Y ve fde f: XY

seklinde bir fonksiyon olsun. f(x)€[0,1]] ve f"'()e[0,1]" bulanik kimeleri

asagidaki sekilde tanimlanir:

Her y Y igin,

f(#)(y):{max{u(x):xex, Sx)=y}, f‘_ll(y)vf@
0, =9,

her x € X igin,

[T W) = v/ (x)

seklindedir. Bu fonksiyonlara sirasiyla f ‘in w altindaki gériintiisii ve f’in v altindaki

ters goriintiisii denir.

3.4.2 Bulanik Alt Gruplar

Tanim 3.17 [27] G bir grup ve u:G —[0,1] dénisimi asagidaki iki kosulu sagliyor

ise, 1'ye G ’nin bir bulanik alt grubu denir:

1. Her x,yeG igin, u(xy) = min{,u(x),,u(y)},

2. HerxeGigin, u(x™")> u(x).
G ’'nin tum bulanik alt gruplarinin kiimesi, [0,1] =1 olmak lzere, I(G) ile gosterilir.
Teorem 3.18 [27] 1€ I(G) olsun. Her xe G igin,

1. u(e)z u(x),
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2. u(x)=p(x)
seklindedir.

Teorem 3.19 [27] G bir grup ve ,ue[O,l]G olsun. x’nin G grubunun bulanik alt
grubu olmasi icin gerek ve yeter kosul, her ae[O,l] olmak lizere, w,’nin G ’nin alt

grubu olmasidir.

Bulanik Alt Gruplar ile ilgili Ornekler

1.  7Z,={0,1} kimesi toplamsal bir gruptur. x:Z, —[0,1] bulanik alt kiimesi,
w(0)=1 ve pu(1)=1e[0,]] kosullari altinda, Z,’nin bir bulanik alt grubudur.

2. 7,={0,1,2,3} kiimesi toplamsal bir gruptur. z:7Z, —[0,1] bulanik alt kiimesi,
y(l):,u(3):%; ,u(2):%; #(0)=1 kosullari altinda, Z,’Gn bir bulanik alt
grubudur.

3. Ly x1, = {(0,0), (0, 1),(1,0),(1,1)} kiimesi toplamsal bir gruptur.

1

p:Z,xZ,—>[0,1] bulanik alt kimesi, ,u((O,l))=,u((l,0)):§; ﬂ((u)):?

£((0,0)) =1 kosullart altinda, Z, x Z, nin bir bulanik alt grubudur.

4. pasalve Z,={0,1,2,..., p—1} olmak iizere, y:7Z ,—>[0,1] bulanik alt kiimesi,
her xeZ, igin, #(0)=1 ve u(x)=te[0,1] kosullari altinda, Z ,"nin bir bulanik alt

grubudur.

1 0 0 -1 -11
5. G= , , kiimesi bilinen standart ¢arpma islemine
01 1 -1 -10

gore bir gruptur. u:G —> [0,1] kiimesi,

= = =— I naa, nin I n

grubudur.

Yukaridaki 5 6rnekte de bulanik alt grup olma kosullarinin saglandigi agiktir:

14



Her x,y € G icin, u(xy)=min{u(x), u(»)}, her xe G igin, p(x™") = u(x).

3.4.3 Bulanik Alt Halkalar

Tanim 3.20 [27] R degismeli bir halka ve ,u,ve[O,l]R olsun. “*” islemi, R halkasi

Uzerinde asagidaki sekilde tanimlanir:

(u*v)(x)= max{min{,u(y),v(z)} ‘V,ZER, y*z= x}.
Ayrica,

(=1)(x) = p(=x)

seklinde tanimlanan u bulanik kimesine ise x’nln negatifi denir.

Tanim 3.21 [27] R degismeli bir halka ve u € [O,I]R olsun. Asagidaki iki kosulu saglayan

M bulanik alt kimesine R ’nin bir bulanik alt halkasi denir:
1. Her x,y€R igin, p(x—y)>min{u(x), u(y)},
2. Her x,yeR igin, u(xy)=min {,u(x),,u(y)}.

Tanim 3.22 [27] R degismeli bir halka ve 1 € [O,I]R olsun. Asagidaki iki kosulu saglayan

M bulanik alt kimesine R nin bir bulanik ideali denir:
1. Her x,yeR igin, pu(x—y)=min {,u(x),,u(y)} ,

2. Her x,yeR igin, u(xy)=max{u(x), u(y)}.

Teorem 3.23 [27] u, R halkasinin bir bulanik alt halkasi olsun. g ’niin bulanik ideal
olmasi igin gerek ve yeter kosul, her ae,u(R)u{be[O,l]:bSy(O)} olmak Uzere,

4, 'nin R halkasinin bir ideali olmasidir.

Ornek 3.24 Z, :{0,1,2,3} kiimesi toplama ve ¢arpma islemleri altinda bir halkadir.
. . 1 1

p:Z,—[0,1] bulanik alt kimesi, ,u(l):,u(3):§; y(2):5; 1(0)=1 kosullari

altinda, Z,u’n bir bulanik alt halkasidir, ayni zamanda Z,’tn bir bulanik idealidir.
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Tanim 3.25 [27] F bir cisim olsun. x, F toplamsal grubunun ve F g¢arpimsal

grubunun bulanik alt grubu ve u(1) =1 ise x’ye F ’nin bulanik alt cismi denir.

Ornek 3.26 Z,={0,1} kimesi bir cisimdir. x:7Z,—>[0,1] bulanik alt kiimesi

#(0)= (1) =1 kosulu altinda, Z,’nin bir bulanik alt cismidir.
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BOLUM 4

SONLU ABEL GRUPLARI, MAKSIMAL ZINCIRLER, BULANIK ALT GRUPLAR

4.1 Giris

Bu bolimde, ilk olarak Grup Teori’'nin 6nemli konularindan biri olan sonlu Abel
gruplarina iliskin temel tanim ve teoremler verilmektedir. Daha sonra bulanik alt
gruplari kolaylikla belirlemeye yarayan maksimal zincirler konusu ele alinacak ve bu

zincirler vasitasiyla bulanik alt gruplar belirlenecektir.

Tanim 4.1 [28,29,30] 0<i<m i¢in G, <G,, ve G,

.1 \G, grubu bir Abel grubu iken,
G’'nin alt gruplan {0}=G,cG cG,c..cG,=G sartini sagliyor ise G'ye
¢oziilebilir (solvable) grup denir.

Abel gruplari ¢ozulebilir gruplardir. Mertebesi asal bir sayinin kuvveti seklinde olan her
grup ¢ozulebilir bir gruptur.
Tanim 4.2 [28,29,30] Butiin elemanlarinin mertebesi bir p asal sayisinin bir kuvveti

seklinde olan bir gruba p —grup denir.

Teorem 4.3 [28,29,30] Her sonlu Abel grubu, mertebesi bir p asal sayisinin bir kuvveti
seklinde olan devirli gruplarin direkt ¢arpimi olarak yazilabilir. Yani, her sonlu G Abel

formundaki bir gruba izomorftur; burada,

grubu  Z , xZ ,x..xXZ
)4 V% Pk

2

ni(i:1,2,...,k)eZ*, p, sayilar farkli olmasi gerekmeyen asal sayilardir ve p."

sayllari da G tarafindan tek turli belirlidir.

Tanim 4.4 [28,29,30] (G,+) bir grup ve G grubunun asagidaki sekilde verilen G, alt
gruplari ele alinsin:
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Yukaridaki zincire i =0,...,n olmak lUzere G, alt gruplarinin bir maksimal zinciri denir.

Bir maksimal zincir tek tlrlu belirlidir.

Tanim 4.5 [28,29,30] i=0,...n ve 4 €[0,1] olsun. Burada, her bir G 'ye bir 2,
(i=0,...,n) karsilik gelmek tzere,

1=3,24>24>..22 >0

zincirine bir anahtar zincir (keychain) denir. Her bir A, 'ye de iiyelik degeri (pin) denir.
Bir anahtar zincir muhakkak A, sayisini igerir. 1 sayisi birinci pozisyonda; A, sayisi da
(i+1). pozisyonda vyer alir (i=1,2,...,n). Dolayisiyla bir n-zincirin (n+1) adet yeri
vardir. Bu durumda, bir z -zincirin uzunlugunun n+1 oldugu séylenir.

Bir maksimal zincirle anahtar zincir agsagidaki sekilde birlestirilebilir:

Go=p,, Gi=p,, G,=4,,....,G, = u, olmak uzere,

{O}1 cGhcGlrc..cG™

n

seklinde bir zincir elde edilir.

Ornek 4.6 [28,29,30] 4, =1> % > i >é anahtar zinciri {0} = (4) = (2) =(1) =Z,

maksimal zinciri ile birlestirilirse,

zinciri elde edilir.

1
1:Zy—>[0,1]; wu(0)=1, ,u(l)=,u(3)=,u(5)=,u(7)=§, olmak
Uzere, u bulanik alt grubunu disinelim. Bu durumda g ’niin seviye alt kiimeleri

asagidaki gibidir:

w={0}=(0), u, ={0,4}=(4), p, ={0,2,4,6}=(2), u, ={0,1,2,3,4,5,6}=Z,.

2 4 8
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Tanim 4.7 [28,29,30] G,* =G c...cG™, (4 =1) seklindeki bir zincir ile

n

birlestirilmis bir bulanik alt kiime asagidaki sekilde gosterilir:

x=0
x e G, \{0}

xeG,\G, (4.1)

1,
A
p(x)=1 4.

A, xeG\G, .

Onerme 4.8 [28,29,30] (4.1)' de verilen bulanik alt kiime bir bulanik alt gruptur.

ispat: a,be G icin a€G\G,, ve beG,\G, , olacak sekilde i,/ (1<i< j<n) indisleri
vardir. a,b€G; alinirsa a+b e G, olur ve buradan da u(a+b)2 4, elde edilir. Fakat
A, 24 AA; oldugundan, u(a+b)>u(a)ru(b)olur. Ote yandan aeG igin,
ae€G\G,, olacak sekilde i indisi vardir. —aeG, oldugundan, bir i igin
p(a)=24 = u(-a) dir. Ayrica, her a e G igin 1(0)> u(a) dir. Béylece u bir bulanik
alt gruptur. o

Onerme 4.8’in tersi de dogrudur. Bir G grubunun bir x bulanik alt grubu verildiginde,
M, (4.1)deki gibi yazilarak, ilgili anahtar zincir ile buna karsilik gelen maksimal zincir

yazilabilir.

Ornek 4.9 [28,29,30] Z,={0,1,2,3,4,5,6,7} kimesi toplamsal bir gruptur.
1 Zy —[0,1] bulanik alt kimesi Tanim 3.17'den,

O =1, =5, wQ)=p(© =7 u)=p()= (=M=

kosullari altinda, Zg in bir bulanik alt grubudur.

Ote yandan, Tanim 4.7’den,

1 1 1 1

{O}1 < (4)2 < (2)+ < (1)s = Z.¢ zinciri ile birlestirilmis bulanik alt kiime;
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I, x=0

%, xe(4)\{0}
#(x)= 5 e\

é, xeZ\(2)

(4.2)

seklinde gosterilir ve Onerme 4.8’den, bu bulanik alt kiime bir bulanik alt gruptur.

Onerme 4.10 [28,29,30] x, G ’'nin bir bulanik alt grubu olsun ve G 'nin alt gruplarinin

bir maksimal zinciri asagidaki gibi verilsin:

Gl cGlc..cG/.

Bu durumda, yukaridaki maksimal zincir ile birlestirilmis x bulanik alt grubu asagidaki

sekilde verilir:

I, x=0

A, xeG\{0}
u(x)=1<4,, xeG,\G,

A, xeG\G, .

n

1 1

Ornek 4.11 [28,29,30] {0} c(4) < (2)+ (1)

sekilde yazilir:
I, x=0
%, xe(4)\{0}
#x)= o e\
1
g, erS\<2>.

M, Zg'in bir bulanik alt grubudur.

(4.3)

maksimal zinciri asagidaki

(4.4)

Bulanik alt gruplarin sayilarini hesaplamak igin ilk olarak maksimal zincir sayilarini

hesaplamak gerekir.
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4.2 Abel p—Gruplarinin Alt Gruplari, Maksimal Zincirleri ve Bulanik Alt Gruplari

Tanim 4.12 [4,28] A, (i=0,..,n), sayllarinin 1=4, >4 >...>4 >0 seklindeki
siralanigina bir n -zincir denir. 1=14, > A, >....> A4, > 0 seklindeki bir n—zincire anahtar
zincir (keychain) denir. Bir anahtar zincir basitce 14, 4,...4, seklinde yazilir. Art arda

birbirine esit olan A’larin birbirine bagl oldugu soylenir (en bastaki 1 ihmal edilir).
Birbirine bagli tUyelik degerlerine bilesen denir. k farkli bilesen igceren bir zincire bir
k 'lv anahtar zincir (k — pad ) denir. Bilesen seklindeki A’larin sayisinin kiimesine & ’li
anahtar zincirin igerigi (indeksi) denir. indeksteki tekli bilesenler kolaylk saglamasi

acisindan yazilmaz.

Ornek 4.13 [4,28] 1> 4 =4, > A4, = A, = A, > A, >0 seklinde verilen bir 7 —zincir, bir 4
parcali anahtar zincirdir (4 —pad keychain). indeksi ise (2,3,1,1) =(2,3) seklindedir.

h=h=4 L=k=A=p A=y

olmak tzere,
Gl cGh"cGlcGlcGlcGl Gl cGr

zincirinin bir 4 pargali anahtar zincir oldugu gorilir. Bu zincirden asagidaki bulanik alt

grup elde edilir:

I, x=0
A, xeG,\{0}
,u(x): B, xeG\G, (4.5)
7, xeGg\G;
0, xeG\G,,.

Ornek 4.14 [4,28] 1=4, =4, =4, >4, > A=A, =A,, 7—zinciri bir 3 parcali anahtar

zincirdir (3 — pad keychain), indeksi (3,1,3) =(3,3) seklindedir.

Gl cG"cGlcGlcGl Gl Gl G

7 —zinciri bir 3 parcali anahtar anahtar zincirdir (3 — pad keychain).
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zincirinden asagidaki bulanik alt grup elde edilir:
1, x e G, \{0}

,u(x)= A, xeG,\G, (4.6)
B, xeG,\G,.

Not 4.15 n >2 icin 3 adet 1—pad anahtar zincirvardir (4, =4, =...=4_,):

111...1, 1A4...4, 100...0.
— - — —

n-1 n-1 n-1
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BOLUM 5

BAZI GRUPLARIN BULANIK ALT GRUPLARININ SAYISI

5.1 Giris

Sonlu bir grubun bulanik alt gruplarini sayma problemi son zamanlarda Uzerinde
¢alisilan konulardan biridir. Bu konu ile ilgili glinimiize en yakin ¢alismalar asagidaki
gibi verilebilir:
i. “On an equivalence of fuzzy subgroups I’ [3] makalesinde uygun bir denklik
bagintisi altinda sonlu Abel gruplarinin ve p—gruplarin bulanik alt grup sayilari

incelenmistir.

ii. “On an equivalence of fuzzy subgroups II” [4] calismasinda, “On an equivalence

I”

of fuzzy subgroups I” makalesinin devami olarak Zpl Xsz x...pr grubuna izomorf

olan gruplarin bulanik alt gruplarinin sayisi indeks ve pargalar (pad) kullanilarak

hesaplanmistir.

n_mmn

ili.  “Counting the number of fuzzy subgroups of an Abelian group of order p"q

[5] ¢alismasinda Zp,,Xqu Abel grubunun maksimal zincirleri ve bulanik alt
gruplarinin sayisi incelenmistir.

iv. 2005 (Ngcibi) yilinda Rhodes Universitesi'nde yapilan “Studies of finite

equivalent fuzzy subgroups of finite Abelian p—groups of rank two and their
subgroup lattices” adli doktora tezinde [28] Bulanik Teori’den genis kapsamli bir

sekilde bahsedilmistir. [28]'de, bazi Abel gruplarinin (Z ,xZ ,, (1<m<5))

maksimal zincir sayilari ve bulanik alt gruplarinin sayilari incelenmistir.
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5.2 On Bilgiler
Tezin ilerleyen bolim ve kisimlarinda, “G ” ile degismeli bir grup gosterilecektir.
Bu kisimda, Teorem 3.19’a vurgu yapmak igin 6rnekle baslanmaktadir.

Ornek 5.1 [3,10] :Z; —[0,1] bulanik alt kiimesi verilsin.

I, x=0
%, xe(4)\{o}
#(x)= %, xe(2)\(4)
é, xeZ\(2)

kiimesi bir bulanik alt gruptur. Burada, Z, grubunun bir maksimal zinciri,

<O> c <4> c <2> c <1> = Zg seklindedir ve Teorem 3.19'dan,

kiimelerinden her biri Zj in alt grubudur. Burada, Im(x)=1 e[0,1] dir.

111
)27478

Tanim 5.2 [3,10] (Bulanik alt gruplarda denklik) # ve v, G ’nin bulanik alt gruplari

olsun.

p~v < ()x,yeG;u(x)zu(y)=v(x)zv(y)
(ii)VxeG;y(x)zO@V(x)zO

seklinde tanimlanan “~” bagintisi bir denklik bagintisidir.

Onerme 5.3 [3,10] u ve v iki bulanik alt grup olsun. Sirasiyla, z ve v’ye karsilik gelen

maksimal zincirler agsagidaki sekilde verilsin:

XycXcXcXr veY, cY/cylcy).
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Bu durumda u ~ v olmasiigin gerek ve yeter kosul agagidakilerin saglanmasidir:

i. X, =Y,i=0,L...,n, A ve ﬁj sayilari ayrik,
iii. /Il.>/1j & ,Bl.>ﬂj, 1<i,j<n.

Ornek 5.4 [3,10] G=Z,=Z,xZ,xZ, olmak lizere, & ve v, G ’nin bulanik alt gruplari

olsun:
1 x={0,0,0} 1 x={0,0,0}

p(x)= %, x €Z,xZ,x{0}\{0,0,0} v(x)= %, x € Z, xZ,x{0}\{0,0,0}
%, diger durumlar , %, diger durumlar.

Yukaridaki bulanik alt gruplar denktir. Yani, u~v’dir.

Ornek 5.5 [3,10] G =S, ={(1), (123), (132), (12), (13), (23)} permiitasyon grubu, u

ve v de S, grubunun bulanik alt gruplari olsun:

1, x=e=(1) I, x=e=(1)
1 1
,u(x): E, x:(12) v(x): E’ x:(13)
%, diger durumlar , %, diger durumlar .

Burada, Im(x)=Im(v) ve 4 =v’dir. Ancak, ,u((12))>,u((13)) iken

U((12))<u((13)) oldugundan, u ile v denk degildir.

Onerme 5.6 [3,10] n+1 uzunlugunda bir maksimal zincirden elde edilen bulanik alt

gruplarin 2"*' —1 adet denklik sinifi vardir.

Ornek 5.7 [3,10] Z, grubunun 1>21>f anahtar zinciriyle birlestirilmis zinciri
asagidaki sekilde verilir:

(0) <(2)' czr. (5.1)
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(5.1) ile verilen maksimal zincir n+1=3 uzunlugunda bir maksimal zincirdir ve bu

maksimal zincirden Tanim 4.12’ye gére 11 f seklinde bulanik alt gruplar elde edilir:

1>4>p=111,111,110,1A1,1 18,1 20,100. Sayisi: 2" —=1=2"—1="7"dir.
53 Z,xZ,x...xZ,=17" Grubunun Bulanik Alt Gruplarinin Sayis

5.3.1 Z'; Grubunun Alt Gruplarinin Maksimal Zincirlerinin Sayisi

Verilen sonlu bir grubun bulanik alt gruplarinin sayisini hesaplamak igin ilk olarak bu
grubun maksimal zincirlerini gosteren alt grup semasini (latisi) belirlemek gerekir. Bu
semaya “Hasse semasi” da denir. Hasse semasindan yararlanilarak, maksimal
zincirlerin yapisi incelenebilir ve maksimal zincir sayilari belirlenir. Daha sonra ise bu
zincirlerdeki bulanik alt gruplarin sayisi hesaplanabilir. Bu hesaplamalar icin 6ncelikle
bilinen Gauss binom katsayilari ile ilgili teorem; daha sonra ise verilen grubun bulanik

alt gruplarinin sayisinin hesabi igin ilgili 5nerme ve teoremler verilecektir.

Tanim 5.8 Alt grup latisi, bir grubun alt gruplari arasindaki iliskiyi aciklayan
diyagramatik bir yaklasimdir. Bir grubun tim alt gruplarn bir latis diyagraminda
kapsanir. Bir seviyedeki A alt grubu daha yliksek seviyedeki K alt grubu ile iliskilidir.
Alt grup latisini ¢cizmek icin bircok yol vardir. Burada miihim olan tim durumlarda alt

gruplar arasi iliskinin ayni olmasidir.

Verilen bir Abel grubunun alt grup latisini belirlemek zor bir problemdir. Bu problem

grubu carpanlarina parcalamakla daha basit hale gelir.

G, n. mertebeden bir grup olsun. G ’nin mertebesinin asal garpanlara ayrilisi,

|G|=n=p" py*...p;* seklindedir. G=G, xG, x...xG, olsun. Bu durumda G’nin
alt grup latisi ile her bir G,’nin (i = p,, p,,..., p, ) alt grup latisi arasinda bire bir denklik

vardir.

Tanim 5.9 [33] b #1 ve n birer gercel (reel) sayl ve &k negatif olmayan bir tam sayi

n
olmak lzere, L{} Gauss binom katsayilari asagidaki sekilde tanimlanir:
b
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H (-t -1) (b 1) |
kl, (B -1)(p 1) (1)

Onerme 5.10 [33] Gauss binom katsayilarinin bazi 6zellikleri asagidaki sekildedir:

n n
1. lim = .
b=l |:k:|[7 (k]

L b L |

6. [0], =1ve[n], :(b" —1)([)"‘1 —1)...(1)—1), n=1,2,... olarak tanimlanirsa,

H _ e eair

k b [k]b [n_k]b

Teorem 5.11 [31] F, Uzerinde, n boyutlu bir vektdr uzayinin & boyutlu alt uzaylarinin

n
sayisl L{} Gauss binom katsayisidir.
q

Onerme 5.12 Z’; grubunun alt gruplarinin  maksimal zincirlerinin  sayisi

-] {i + 1}
H ~ | sayisidir.

i 1
i=1 P

Ispat: G grubunun vektdr uzayi olarak boyutu k& olsun. Bu durumda, G grubunun alt
gruplarinin Hasse semasi agik olarak Sekil 5.1’deki gibi belirlenir. Burada, G ’'nin bir

boyut altinda bulunan G,,G,,...,G

¢, (kk) alt gruplar k£ —1 boyutludur ve k£ —1 boyutlu

gruplarin altinda k£ —2 boyutlu alt gruplar bulunmakta, semanin en alt kisminda ise en
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az elemanli alt grup olan, asikar alt grup, G, ={0} grubu yer almaktadir. Burada, en

soldan baslanmak lizere, maksimal zincirlerin yapilari ve sayilari belirlenecektir.

G sonlu bir Abel p—grubu olsun. Vektor uzay olarak (k£ boyutlu), £ —1 boyutlu alt

k
uzaylarinin sayisi {k J Gauss binom katsayisidir. £ —1 boyutlu alt uzaylarin k-2

k-1
boyutlu alt uzaylarinin sayisi ise {k 2} Gauss binom katsayisidir. Benzer sekilde
p

devam edilirse, 2 boyutlu alt uzaylarin 1 boyutlu alt uzaylarinin sayisi elde edilir:

2
L} . Bu durum, G ’'nin Hasse semasinda, Sekil 5.1’deki gibi gosterilebilir. Bu semada,
p

maksimal zincirlerin daha net goriilmesi agisindan kesisimler gésterilmemistir. Ayrica,
en soldaki gruplarin alt gruplarn agik¢a gosterilmis, ayni hizadakilerin (ayni yatay
siradaki gruplar) alt grup sayilari ayni olacagindan, yalnizca bir grubun alt gruplari
gosterilmis, digerlerini gostermeye gerek gérilmemistir. Bu aciklamalardan sonra, Sekil

5.1’den, tim maksimal zincirlerin sayisi,

k k-1 3112 _1’:1[ i+1
k=1] k=2 "2 (1] A i
14 p 14 14 p
olarak belirlenir.

. . o it
Burada k = n igin, maksimal zincirlerin sayisi H dir.
1
p

i=l1

2
Kolaylik olmasi bakimindan, 1 boyutlu alt gruplar L} gruplara ayrilmistir. Dolayisiyla

p

2
alt grup semasinin en altindaki {J adet maksimal zincir, tek zincir olarak
P

duslintlecektir. Dolayisiyla maksimal zincirlerin sayisina en alttakiler dahil edilmemistir,

n-11|7

i+1

yani maksimal zincirlerin sayisi H{ ) } olarak alinmistir.
i=2

p

Onerme 5.6’dan, n+1 uzunlugunda bir maksimal zincirin bulanik alt gruplarinin

2" —1 adet denklik sinifi oldugu biliniyor. Fakat bir grubun alt grup semasindan alinan
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iki maksimal zincirden elde edilen bulanik alt gruplarin sayisi, 2" —1 sayisinin iki kat
degildir. Clinkd iki zincirden elde edilen bulanik alt gruplardan, tanimlanan denklige
gore, denk olan bulanik alt gruplar vardir. Ornegin [3] calismasinda tanimlanan ve bu
tezde kullanilan denklige gore, herhangi iki zincir karsilastirildiginda en azindan 3 adet

denk bulanik alt grup vardir. Bunlar: 11...1, 00...., 14A4...4 bulanik alt gruplaridir.

Sekil 5.1°de, C, (n,k) = L’j seklindedir.

P

G,

Sekil 5. 1 Bir G grubunun Hasse semasi
5.3.2 7', Grubunun Bulanik Alt Gruplarinin Sayisi
Teorem 5.12 Z’; grubunun ayrik bulanik alt gruplarinin sayisi,

F(p.n)=42"(p+1)+4,(2"+2"" p)+(2"-1)

29



sayisidir. Burada,

seklindedir.
Teorem 5.12’yi ispat etmeden 6nce, gerekli bazi 6nermeler verilecektir.

Onerme 5.13 G, ve G,, G grubunun ¢ boyutlu iki alt grubu olsun. G, ve G,

gruplarinin, -1 boyutlu en fazla bir tek ortak alt grubu vardir, digerleri birbirinden

farkhdir.

Ispat: G, ve Gj gruplarinin birer bazlan sirasiyla TGa and TGﬁ olsun.
"G, ="G,\{0} ve "G, ="G,\{0} olmak iizere, eger "G, "' G, = ise G, ve
G, gruplarinin mertebesi ¢ —1 olan alt gruplari karsilastirildiginda, hig biri ayni degildir.
Bu nedenle, G, ve G, nin alt gruplarinin kesigsimi bostur yani higbir alt gruplari ortak

degildir. Ote yandan en fazla r—1 adet baz elemani ortak olabileceginden, érnegin,

8, =8 (i:1,2,...,t—1) olsun. (Clinkd, ¢ adet baz elemaniile G, ve G, gruplari elde
edilir.) Daha sonra, G,’nin, boyutu ¢—1 olan G,’ ve G, alt gruplarini ve G,’nin
boyutu ¢—1 olan G," ve G, alt gruplan dsiinilmektedir. "G, ve 'G," (i=1,2)

gruplarinin elemanlari, TGa ve TGﬂ gruplariile insa edilecektir:

&aq, &y
8a, &p,
‘G, =|t | TGy =
8a,, Ep.,
| &, | 185 |

olmak Gzere,
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8o, 8a, 84, &g,

8a, 8, 85, 8,
'G,'=| v . TG, =| ¢ |, TG =| 1 |, TG =]

oy oy, Ep & pr

| Sy | | Set | | Ehiy | &by
seklindedir.

Simdi TGQI' = TGﬂl'oIdugu distinilip G, ve G, gruplarinin 1 —1 mertebeli bagka ortak

alt grubu olmadigi gosterilecektir. Ote yandan, ' G

az' and TGﬁz' (i=1,2) gruplarinin en
fazla t—1 elemani ayni olabilir. Yani, 8., =8, (i:1,2,...,t—1)’dir. (Ayrica, TGai' ve
TGﬂl' alt gruplarinin elemanlarinin sirasiyla " G, ve " G, gruplari ile tiretildigi biliniyor.)
Eger g, =g, (i=12,j=12,...,t) ise, bu durumda G, = G, olur ki bu dogru degildir.
Buradan, G, ve G, gruplarinin boyutu ¢—1 olan bir tek ortak alt gruplari oldugu

sonucu elde edilir. o

Onerme 5.14 Z/', grubunun ¢t —1 boyutlu bir alt grubu verildiginde, bu alt grup Z' in ¢

boyutlu N(7—1, p) adet grubunun alt grubudur. Burada,

k!
M|

N(t-1,p)=

seklindedir.
Ispat: Z'; grubunun Hasse semasini distundldiginde, ¢ +1 boyutlu her bir alt grubun

t+1
altinda ¢ boyutlu { , } adet ve ¢ boyutlu her bir alt grubun altinda 7—1 boyutlu

P

t t+1
L J adet alt grup vardir. (£ +1 boyutlu grubun { ; } adet ¢ boyutlu alt grubu ve
p

P
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t
¢t boyutlu grubun L J adet r—1 boyutlu alt grubu vardir.) Ayrica, Z’; grubunun
p

n t+1 t

t—1 boyutlu alt gruplarinin sayisi { J ‘dir. { } ile { J sayilari garpilarak,
t— » t t— »

t+1 boyutlu alt gruplar ile ¢ boyutlu alt gruplar arasindaki maksimal zincir sayisi

n

bulunur. Bu ¢arpimi L J sayisl ile bélerek istenen elde edilir. O
p

Onerme 5.15 Z’; grubunun alt gruplarinin bir maksimal zinciri kendinden o6nceki

maksimal  zincirlerle karsilastinldiginda, alt gruplarin  zincirlerdeki  dizilimi
duslintldigiinde, ayni yerde farklihk gosteriyorsa, bu ilk zinciri kendinden o6nceki
zincirlerden yalniz biriyle karsilastirmak yeterlidir. Bu maksimal zincirden 2" bulanik alt

grup elde edilir.

ispat: G :Z'; grubunun iki maksimal zinciri ele alinsin:

G,=G, <G, <G, <G, c...cG, <G, <G, =G (5.1)

G,=G, <G, <G, G, c...cG, <G, <G, =G (5.2)

(5.1) ve (5.2) maksimal zincirleri karsilastirildiginda, zincir siralamasinda soldan Ugiinci

alt gruplarin farkh oldugu goralir: Ga2 ve Gﬂ2 . Dolayisiyla bu iki zincirdeki bulanik alt

gruplarin bazilari denk olacaktir. (5.1) ve (5.2) maksimal zincirlerine karsilik gelen

bulanik alt gruplar asagidaki sekildedir:

1, xeGao 1, xeGaO

4, xeG,\G, 4, xeG,\G,

4, xeG,\G A, x€G, \G,
ILI(X): 2 %] L V(X): 2’ B 1

4, xe€G, \G, A, xe€G, \G,

A, x€G,\G, -, A, x€G, \G, .

Denklik i¢in z ve v bulanik alt gruplarinin yukandaki yazilisinda sag kisimlarin ayni
olmasi gerekir. Gaz, Gﬁ2 alt gruplarindan dolayi sag kisimlar farkhdir. Bu nedenle eger
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A, =4, ve 4, =4, alinirsa, (5.1) ve (5.2) maksimal zincirlerini mukayese ile elde edilen

denk bulanik alt gruplar elde edilir. Bu durumda,

1, xeG, 1, xeqG,

A xeG, \G, Al xeG, \G,

A, xeG, \G, A, xeG, \G,
u(x)= 0 ve v(x)= :

L=4, xeG, \G, L=4, xeG,\G,

A, xeG, \G, A, xeG, \G,

denktir. Clinkli son durumda asagidaki gibi gortndrler:

1, XEGaO 1, XEG%

A, xeG, \G, A xeG, \G,
u(R)={h=2 $€G,\G, ve v(x)=|Z=A. xeG,\G, 53

A, xeG, \G, A, xeG, \G, .

(5.3)'deki gosterimler bir n—zincire ait oldugundan ve (5.1) ile (5.2)’de incelenen

zincirler (n+1)—zincir oldugundan, (5.3)'deki gosterimler gergekte dogru degildir. Bu

gosterimler sadece maksimal zincirlerdeki bulanik alt gruplar saymak igin
kullanilacaktir. (5.3)’den, 2" —1 bulanik alt grup elde edilir. Yani, (5.1) ve (5.2)

zincirlerinden 2" —1 denk bulanik alt grup elde edilir.

Bir maksimal zincir duisiiniildigiinde, diger zincirlerle denklik diisiiniilmeksizin, Onerme
5.6’dan, 2""'—1 bulanik alt grup elde edilir. Verilen bir grubun ayrik bulanik alt
gruplarini bulmak igin, bu sayidan denk bulanik alt gruplarin sayisinin ¢ikariimasi

gerekir. Bu nedenle, bu zincirlerden elde edilen ayrik bulanik alt gruplarin sayisi

(2”+1 —1)—(2" —1) = 2""dir. Ote yandan, herhangi bir maksimal zincir kendinden énceki

maksimal zincirlerle karsilastirildiginda, eger bu maksimal zincir kendinden 6nceki
maksimal zincirlerden her biri ile ayni yerde bir tek farkh alt gruba sahip ise, bu ilk
verilen maksimal zinciri kendinden oncekilerden vyalnizca biriyle karsilastirmak

yeterlidir. Clink{ biriyle karsilastirildiginda elde edilen denk bulanik alt gruplar ile diger
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her biri ile karsilastirildiginda elde edilen denk alt gruplar birbirine denktir. Sayisi da
2" -1 dir.o

Onerme 5.16 (Herhangi bir maksimal zincirin diger iki maksimal zincir ile
karsilastirilmasi) Herhangi bir maksimal zincir, alt grup diziliminde, diger iki maksimal
zincirle farkli yerlerde bir farkli alt gruba sahipse, bu durumda o maksimal zincirden

2" —1 bulanik alt grup elde edilir.
Ispat: Z'; grubunun herhangi Gic maksimal zinciri asagidaki gibi verilsin:

1. G, =6, <G, <G, <G, c...cG, <G, <G, =G,
2. G, =G, <G, G, <G, c...cG, <G, <G, =G,

3. G, =G, <G, G, <Gy c...cG, <G, <G, =G.

Bu maksimal zincirlerin dizilimi, Hasse semasinda, soldan saga dogru ilk G¢ maksimal

zincir olsun. 1. zincirdeki bulanik alt gruplarin sayisi asagidaki sekilde bulunur.

1. maksimal zincir 2. maksimal zincir ile karsilastirildiginda, 2" —1 denk bulanik alt grup

elde edilir (Onerme 5.15). 1. zincir bu kez 3. zincir ile karsilastirildiginda, benzer sekilde
2" —1 adet denk bulanik alt grup elde edilir. Bu denk bulanik alt gruplarin tamami

(2” —1)+(2” —1) eder. Ancak 1. zincir ayri iki zincir ile karsilastirildiginda elde edilen

denk bulanik alt gruplar arasinda da denk bulanik alt gruplar olabileceginden, bu

toplam tim denklerin sayisindan daha buyik bir sayr verir. Dolayisiyla
(2” —1)+(2” —1) sayisindan denklerin sayisinin gikarilmasi gerekir. Basa donillrse, 1.
maksimal zincir 2. maksimal zincir ile karsilastinldiginda 144, 4,44,...4, tipindeki
bulanik alt gruplar; 3. ile karsilastirildiginda ise 14,A4,4,4,4,... 4, tipindeki bulanik alt

gruplar denktir (burada “...” farkl Gyelik (pin) degerlerini gostermektedir). Bu son iki

durumda da (IALALAAA...A, ve LAALAAA...A) LALAALL...A bulank alt

gruplan sayilmig oldu (3., 4. ve 5. pin degerleri ayni). Yani, 14,4,4,4,4,... 4, seklindeki

bulanik alt gruplar iki kere sayilmis olur. 1444, 44,... 4, ve 14, A, 44, ... 4, tipindeki
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bulanik alt gruplarin kesisimi I14A4,4,4,4,... 4 tipindeki bulanik alt gruptur. Dolayisiyla
kesisimi incelemek gerekir. Onerme 5.15’den, 144,44, 4,...4, bulanik alt grubunda,
3., 4. ve 5. pin degerleri ayni oldugundan, sayma kolayligi saglamasi bakimindan, bu
bulanik alt grup bir (n—1)—zincir olarak dustniilebilir. Bu (n—1)—-zincirden 2" -1
adet bulanik alt grup elde edilir. Bu sayi, en son hesaplanan, (2"—1)+(2"—1)

sayisindan g¢ikarilacaktir:

(2" —1)+(2" —1)—(2"-‘ —1) =3.2"" 1.

Bir (n+1)—zincirden denklik diisiinilmeksizin toplamda 2" —1 bulanik alt grup elde

elde edildigi Onerme 5.6’dan biliniyor. O halde ayrik bulanik alt gruplarin sayisi
asagidaki gibi verilir:

(2”+1 —1)—(3.2"-1 —1) =2"" o

Teorem 5.12’nin ispati: Z’; grubunun bulanik alt gruplarini saymak icin ilk olarak

maksimal zincirlerinin sayisinin bulunmasi gerekir. Alt grup semasi dislinildigiinde, 2

boyutlu alt gruplarn 1 boyutlu alt gruplara baglayan zincirler distinilerek sayma

2
yapilacaktir. Bu nedenle, maksimal zincirler L} ‘li gruplara ayrilmaktadir. Yani her

P

2
{ } maksimal zincir tek maksimal zincirmis gibi dusinilir. Bu nedenle, grubun
p

maksimal zincirlerinin sayisi asagidaki gibidir:

]

i | !

Onerme 5.13'den, ¢ boyutlu iki grubun, t—1 boyutlu alt gruplarindan en fazla bir

adedinin ayni olabilecegi ve Onerme 5.14 den, ¢ —1 boyutlu bir alt grubun, ¢ boyutlu

N(t—1,p) adet grubun alt grubu oldugu biliniyor. Sekil 1’den yararlanarak, maksimal
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zincir siralamasinda en soldan baslanarak maksimal zincirlerin sayisi hesaplanacaktir.

12
Ik L} adet maksimal zincir asagidaki sekilde yazilir:
p

G,cG cG, <G, c...cG, <G, <G,

G,cG,cG, <G, c...cG, <G, <G

a,’

G,cG,cG, <G, c...cG, <G, <G,,

G, c GH cG, <G, c...cG, <G, <G,.
1

p

Yukaridaki maksimal zincirlerin diziliminde yalnizca birer alt gruplari (soldan ikinci alt

grup) farkhlik gosterir. Dolayisiyla ilk maksimal zincir disindaki zincirlerden 2" adet

ayrik bulanik alt grup elde edilir. ilk maksimal zincirden elde edilen ayrik bulanik alt

gruplar, Onerme 5.6’dan, 2"*' —1’dir. O halde ilk E} adet maksimal zincirden toplam
p

(2"*l —l)+2" +2"+---+2" ayrik bulanik alt grup elde edilir.

-

. 2
Ikinci L} adet maksimal zincir asagidaki sekildedir:
p

G,cG cGy cGy c...cG, <G,

G, CGH | cG, <Gy c...cG, <G,

1

G, cGH . cG, cGy c...cG, <G,

G, c GH +H e G, cG, c...cG, <G,.
1!1
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Burada, sayma kolayligl saglamasi bakimindan maksimal zincirler uygun bir sekilde

2
dizayn edilmistir. Sekil 1’den ilk L} adet maksimal zincir acik olarak gortlmektedir.

p

. 2
Ikinci L maksimal zincirin ilk zinciri yazilirken zincir siralamasinda G, grubu
p

yazilmistir. Bu yazilm keyfi degildir. G, alt grubu 1 boyutlu oldugundan, Onerme
5.13’den, 2 boyutlu N(0,p) adet grubun altinda olacaktir. 1 boyutlu alt gruplar,

sayma kolayhgi bakimindan, indis siralamasina gore degerlendirilecektir. Daha acik

2
olarak, ilk L} adet maksimal zincirin birinci zincirinde 1 boyutlu alt grup olarak G,
P

.. . 2
alindi. Ote yandan dikkat edilirse, Ikinci L} zincirin ilk zincirinde de 1 boyutlu alt grup
p

olarak G, alindi. G;, 1 boyutlu alt grup olarak N(O,p) kere yazilacagindan, bu sayi
tamamlanana kadar ilk zincirlerde G, bulunacaktir. Daha sonra indis artisina gore

G,,G;,... seklinde devam edilecektir.

. 2
Ote vyandan, ikinci L} adet maksimal zincir, kendinden o6nceki zincirlerle
p

2
karsilastirildiginda, zincir diziliminde yalnizca bir farkh alt grup oldugundan, ilk L}

P

adet maksimal zincirdeki islemlere benzer olarak bu zincirlerden, 2" +2" +---+2" adet

i
s

ayrik bulanik alt grup elde edilir. O halde ilk A4 =—*— maksimal zincirden

n
Z"U} =2"(p+1) ayrk bulanik alt grup elde edilir. Geriye kalan
P

nl [ 4]
4, :L . } AIJ maksimal zincirden 2" +2"_1p adet ayrik bulanik alt grup elde
p

=2 | !
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edilir. O halde toplamda, ilk zincirden elde edilen bulanik alt gruplar da dahil olmak

Uzere, toplam

F(p.n)=42"(p+1)+4,(2"+2"" p)+(2" -1)

bulanik alt grup elde edilir. O

Ornek 5.17 (Teorem) [10] Z  xZ , > (a) >(0) zincirinde (a), p. mertebeden bir alt

gruptur. Z xZ, grubunun alt gruplan siralandiginda (p+1) adet maksimal zincir

olusur.

ispat: G=%Z,xZ, Abel grubunun mertebesi p asal olmak lzere p’ oldugundan
G 'nin asikarlar disindaki tim alt gruplari p. mertebedendir. Bu nedenle 1<i,j < p
icin a, (i,j) formunda olmak Uzere G’nin alt gruplarinin maksimal zincirleri
<O>c<a>cG seklindedir. @  elemanlarinin  Grettigi ayrik alt  gruplar
< >< >< ><1,2>,<1,3>,...,<1,p—2>’dir. Yani, i ile p—1 arasindaki her i igin
<l,p—l> seklindedir. i # j ve i+ j # p olmak Uzere, ( ) elemaninin uUrettigi alt grup
(1,2),(1,3),......,(1, p—2) elemanlarindan biridir. i = j durumunda Uretilen grup (1,1);
i+ j=p durumunda Uretilen grup ise (i, p—i) dir. Diger iki durum da (1, p) ve (p,1)

durumlaridir. Dolayisiyla (p+1) maksimal zincir vardir.

Onerme 5.18 [10] p bir asal sayi olmak iizere, G=2Z,xZ, grubunun bulanik alt

gruplarinin sayisi ise 4p +7’dir.

Ispat: G’nin her maksimal zincirinde 3 alt grup vardir (sz de oldugu gibi). Tim

maksimal zincirlerde olusan 7 adet bulanik alt gruptan 3 adedi birbirine denktir. Ayrik
olanlar; 114,110, 114, 140 seklindedir. p+1 maksimal zincir oldugundan 4(p+1)
ayrik bulanik alt grup vardir. ilk zincirdeki 3 adet bulanik alt grupla birlikte G’nin
4p+1)+3=4p+7 adet bulanik alt grubu vardir. o

Ornek 5.19 ilk olarak, Z , grubu dusuntlmektedir. Z , grubunun maksimal zincirleri

disltnilditginde,
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<O>CZ

P

seklinde 2 alt gruptan (asikar alt gruplar) olusan tek bir zincir olusur. Yukaridaki zincir
anahtar zincirle birlikte, <O>1 c Zf} seklinde gosterilir. Bu zincirden 2° —1=3 adet denk

olmayan bulanik alt grup elde edilir: 11, 14, 10. Bu bulanik alt gruplar asagidaki gibidir:

11—>,u(x)={1, xeZ =17

10—)v(x):{:)” E{O},

1, x:{O}
A, erp\{O}.

M—)n(x):{

Diger bulanik alt gruplarin timd, bu 3 adetten birine denktir.

Ornek 5.20 Z , grubunda, (a), p. mertebeden bir alt grup olmak iizere,

<O>C<a>cZ s

P

seklinde tek bir zincir olusur. Anahtar zincirle birlikte, (0)'c <a>/1 cZiz seklinde

gosterilir. Bu zincirden 2° —1=7 adet denk olmayan bulanik alt grup elde edilir:

111,114,110, 144,100,140, 115 .

Bu bulanik alt gruplar asagidaki gibidir:

1, x:{O}

111—)/,1()():{1, )CEZP2 =%Z,, IOOHV(X){O’ XEZZ\{O} E<O>:
P

1, x:{O}

11/1—)77(x)={/1’ vz \(a), 128 > a(x)= 2 xe(Za>\\{<0}>
, XE€E 2 a),
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1, x:{O}
1/10—)/1(x): A, xe(a)\{O} 110—>(p(x):{
0, erpz\(a),

1, x:(a)
0, erp2 \(a),

1, x:{O}

W“_)ﬂ(x){z, xeZ ,\{0).

sz grubunun bulanik alt gruplari ayrica agag diyagrami ile,

1
d
/’K ok
1 & 0
/ g —
. -
1 A = p
\\\\\ b .y 0
s D .
AN
0

Sekil 5. 2 sz grubunun bulanik alt gruplarinin agag diyagrami
seklinde gosterilir.
Ornek 5.21 [3] Zpk grubunun maksimal zinciri asagidaki sekildedir:

A

<0>1C<ap>llc...c<apk,l> CZi’;, i=12,...k—1, keN (5.4)

Burada <ap,.>; i=12,...k—1, keN olmak tzere pi. mertebeden alt gruptur. (5.4)
maksimal zincirinden toplam 2**' —1 bulanik alt grup elde edilir.

Ornek 5.22 Z, x Z, grubunun maksimal zincirleri ve bulanik alt gruplari
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Zy x ..

{(0,1)} ((1,0)) ((1,1))

((0,0)

Sekil 5.3 Z, xZ, grubunun Hasse semasi

Teorem 5.17’den 2+1=3 adet maksimal zincir olusur. Bu maksimal zincirler, soldan

saga dogru;
1 ((00)c{On)ez.xz,
2. {(0,0))=((1,0)) = Z,xZ,,
s {(00)< (L)<,
seklindedir.

Goruldigu gibi 3 maksimal zincir de 3 alt gruptan olusur. Birinci maksimal zincirden

Onerme  5.16'ya  gére 7 adet bulanik  alt grup elde edilir:
111, 114, 100,114, 110,140, 114.

ikinci ve Uglincii maksimal zincirlerdeki bulanik alt gruplardan Ggi (111, 144, 100)

birinci zincirdekilere denktir:
111> g (x)={1, xeZ,xZ,=Z,xZ,, (1.zincirigin)
111> v (x)={1, xeZ,xZ,=2Z,xZ,, (2.zincir icin)

111> n(x)={1, xeZ,xZ,=7Z,xZ,, (3.zincir icin)
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(1. zincir igin)

(2. zincir igin)

1 =40
1A —m,(x)=1 x=10) (3. zincir igin)
A, xeZ,xZ,\{0},
Hy ~U, ~ 1.
L x={0] —_—
100—)/13(36):{0, XEZ2><Z2\{O} =<(0,0)>, (1. zincir igin)
L, x={0} —_—
100—)03(x)={0, v, x2,\{0} =<(0,0)>, (2. zincir igin)
L, x={0} _
100—)773(x)={()’ xeZ,x7,\{0] =<(0,0)>, (3. zincir igin)

Hy = U3 ~T]5 .

O halde ikinci ve Uglinci zincirlerde birinciye denk olan 3 er adet bulanik alt grup elde

edilir. Digerleri denk degildir. Ornegin;

L x={(00) |
. xe((01) o
M, =31, < >\{ } —{ (1. zincir igin)
A Z,xZ,\(0,1)) b T (O),
b x={(00)} 1, xe((1,0
v,=41, xe <( )>\{( ,0)} —{/;’ Z2<><(Z’2\)2(1,0)>, (2. zincir icin)

A Z,xZ,)\((1,0))

Bulanik alt gruplariicin " =0" seklindedir. Ancak;
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#,((0.)=1> 2= 11,((1,0)) iken 0,((0.1))=2 <1=0,((1,0)).
Sonugta 7—-3=4’er adet denk olmayan bulanik alt grup elde edilir. Toplam:
7+4x2=15 adet bulanik alt grup elde edilir.

Ornek 5.23 7, x 7., grubunun maksimal zincirleri ve bulanik alt gruplarn

L, x .,

(0.0)  {(10)) (LD) (1,2)}

((0,0)

Sekil 5.4 7, x 7, grubunun Hasse semasi

Yukaridaki sekle gore, Teorem 5.17’den, 3+1=4 maksimal zincir olusur. Buradaki
maksimal zincirler ele alindiginda, Onerme 5.18’den, 7 +4x3 =19 adet bulanik alt

grup olusur.

Ornek 5.24 Z,xZ,xZ, grubunun maksimal zincirlerini ve bulanik alt gruplari

asagidaki sekilde incelenir:

G,s =7,x7Z,x 7, grubunun alt gruplari agagida verilmistir:

G,={(0,0,0)}. G =((1,0,0)), G,=((0,1,0)), G,=((0,0,1)),
G, =((11,0)), G,=((1.0.1)), G,=((0.L1)), G,=((LLI)),
G, =((1,0,0),(0,1,0)), G, =((1,0,0),(0,0.1)), G, ={(0.1,0),(0,0,1)),
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Gll

((1,0,0).(0.L1)), G, ={(0,1,0),(L0.1)), G,5={(0,0,0),(11,0)),

G14:<(19170)a(19031)>9 G]SZZZXZZXZ2'

G

15

G,

u

Sekil 5.5 Z, xZ, xZ, grubunun Hasse semasi

G,; grubunun bulanik alt gruplarinin sayisini bulmak igin ilk olarak maksimal zincirlerin

yap! ve sayilarini incelemek gerekir. Bunun igin de maksimal zincirlerin daha agik

gorildugi, Sekil 5.4’e alternatif olan sekil 5.5 incelenecektir.

2’-1
2'-1
2

2 5 (o))
p~ =2°. mertebeden alt gruplarin sayisi: = =7.

Dordiincli mertebeden her alt grubun altinda 3 adet ikinci mertebeden alt grup vardir.

3
p' =2 mertebeden alt gruplarin sayisi: (lj = 7,

2

Toplam 7 adet dordiincii mertebeden alt grup oldugundan 3x7=21 adet maksimal

zincir vardir.
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G15

GE GB G1I:I Gﬂ G12 G13 G1+
GiEE BEE G666 GGG Gld5 G55, G505,

=X

G

Sekil 5.6 Z, xZ, xZ, grubunun alternatif Hasse semasi

Bulanik alt gruplari saymak ise daha zor bir problemdir. Soldan itibaren ilk Ug¢ zincir

asagidaki sekildedir:

1. G,cG cGcqG,

59

2. G,cG,cGcG

152
3. G,cG,cGcG.

Yukarida goruldigi gibi dortli zincirler olusur, yani bulanik alt gruplar 148y

seklindedir. Her Ug zincirde de G, grubu ortak oldugundan denklik durumlari s6z
konusu olacaktir. ilk zincirden, 2* —1=15 adet bulanik alt grup elde edilir:

1111,1110,1100,1000, 1444, 1440, 1100, 118y, 1488, 12453, 1280, 1114, 1144, 1145, 1 140.

Sekil 5.5’deki maksimal zincirler incelendiginde, her birinde lger adet bulanik alt
gruplar denktir: 1111, 1444, 1000. Eger maksimal zincirlerde hi¢ ortak grup olmasaydi

(asikarlar diginda), ilk Ug¢ zincirdeki bulanik alt grup sayistigin 15+12x2 =39 bulanik alt
grup olurdu. Ancak yukaridaki durumda ikinci ve Gglncu zincirlerdeki 14 Sy seklindeki

bulanik alt gruplardan 1> A= >y olanlar birinci zincirdekilere denk olanlardir. Sayisi
7’dir. Bu bulanik alt gruplar asagida verilmektedir:

1000, 1444, 1111 ve 1110, 1114, 1440, 1148.
(ilk 3 bulanik alt grup (1000, 1444, 1111), daha 6énce de bahsedildigi gibi her durumda

birbirine denktir.)
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O halde, ilk Gi¢ zincirden: 15+8+8 =31 bulanik alt grup elde edilir.
ikinci (i¢ zincir asagidaki sekildedir:

4. G,cG cG, @,

59
5. G,cG,cG, G,
6. G,cG,cG,cG;.

Kendi aralarinda incelendiginde, ilk Gi¢ maksimal zincire benzer durum olusur. Ancak ilk
maksimal zincirleri de hesaba katmak gerekir. 4. maksimal zincir ile 1. maksimal zincirin
ortak noktasi G, grubudur. O halde; 4. maksimal zincirden elde edilen 124> =y
seklindeki alt gruplar 1. maksimal zincirden elde edilen bulanik alt gruplara denktir.

Bunlar:

1000, 1111, 1244 ve 1100, 1400, 1488, 1144

seklindedir.
O halde 4. maksimal zincirdeki ayrik bulanik alt gruplar (denk olanlar harig)
asagidakilerdir:

1110, 1220, 148y, 1248, 1450, 1114, 1148, 11.0.

5. ve 6. maksimal zincirlerin ilk G¢ maksimal zincirle ortak noktasi yoktur; ancak 4.
maksimal zincir ile G, grubu ortaktir. O halde, 4. maksimal zincir ile 12A=42>y

seklindeki bulanik alt gruplar denktir. Yani, 5. ve 6. maksimal zincirlerdeki toplam 15

adet bulanik alt gruptan denk olmayan bulanik alt gruplar:

1110, 1140, 148y, 1444, 1160, 1114, 1144, 1140
seklindedir.

ikinci Gi¢ zincirden; 8+8+8=24 ayrik bulanik alt grup elde edilir. Digerleri de benzer

sekilde incelenirse toplam 15+8x12+4x8 =143 adet bulanik alt grup elde edilir. Bu

problem maksimal zincirleri ¢ok fazla olan gruplar icin oldukea zordur. Z grubu icin

kiicik ornekler bazi calismalarda incelenmistir. Ancak yapilan ¢alismalarda, bu tezde
kullanilan denklikten farkh bir denklik kullanilmis ve orada kullanilan forml yinelemeli

(rekursif) bir formuldur.
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5.4 ZZA xZZA (2 <k< 3) Grubunun Bulanik Alt Gruplarinin Sayisi

Ly X1 (2£k$3) gruplarinin bulanik alt gruplarini incelemek Z' (p asal)

gruplarinin  bulanik alt gruplarini incelemekten daha zor bir istir. Clnki

Ly X1 (2£k$3) gruplarinin alt gruplarinin maksimal zincirleri Z' gruplarininki
gibi diizgiin ve basit degildir.

k =2 igin Z,x 7, grubunun bulanik alt gruplarinin sayisi asagidaki sekilde bulunur:
5.4.1 7, xZ, grubunun bulanik alt gruplari

ilk olarak Z,xZ, grubunun alt gruplari ve Hasse semasi asagidaki sekildedir:

G,=2Z,xZ,,
G, =((1.0).(0.2)). G, ={(0.1).(2.0)) G,={(L1).(0.2)),
G,=((10)). G.=((12)). G=((00). G,=((20).(02)). G=((21). G =((13). Gu=((11),

G, =((2.0)). G,=((0.2)), G,=((2.2)).
ve G,=((0,0)).

Maksimal zincirleri daha agik gérmek igin alternatif alt grup semasi, Sekil 5.8 ile

verilmektedir.

Sekil 5.8’de alt gruplarin dizilimi degisse de bulanik alt gruplarin sayisi degismeyecektir.
Ancak, dizilim degistiginde, yani indisler degistiginde 6rintlyl yakalamak zordur.

Z,x 7, grubunun Sekil 5.8’de alternatif Hasse semasi diisiinildiigiinde, Sekil 5.8’den
de gorildigi gibi toplam 58 maksimal zinciri vardir. Teorem 5.12 nin ve Ornek 5.24’{in
ispatina benzer sekilde bulanik alt gruplarin sayisi hesaplanir. Z’; grubunun alt gruplari
Hasse semasinda diizenli dagilim gosterirken, Z,xZ, grubundaki dizilim biraz daha

farklidir. Burada da zincirleri tek tek incelemek gerekir. ilk 5 maksimal zincir asagidaki

sekildedir:
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1. GOCGIICG4CG1CG147

2. G,cG,cG,cG cq,

49

3. G,cG,cG,cG @,

49
4. G,cG,cG, cG cqG,,

5. G,cG,cG, G cq,.

Yukaridaki maksimal zincirlerden de goérildigu gibi besli maksimal zincirler olusur. En

genel anlamda bulanik alt gruplar 14476 seklindedir. 1. maksimal zincirden
2° —1=31 bulanik alt grup elde edilir.
2. maksimal zincir ile 1. maksimal zincirde G, ve G, gruplarn farkllik gésterir. O halde,

Ornek 5.24’e benzer sekilde, bulanik alt gruplardan 1> 4> 8=y > 6 seklinde olanlar

denktir. Yani, 11 S By seklindeki bulanik alt gruplar 1. maksimal zincirdeki bulanik alt

gruplar ile denk olanlardir. Bunlarin sayisi 2*—1=15"dir. O halde, 2. maksimal

zincirden 31-15=16 adet bulanik alt grup elde edilir.

Geriye kalan 3 maksimal zincirden de, benzer sekilde 16’sar adet bulanik alt grup elde
edilir. O halde, ilk 5 maksimal zincirden, 31+16+16+16+16 adet bulanik alt grup

elde edilir.
ikinci 5 maksimal zincir asagidaki sekildedir:
6. G,cG,cG cG,cq

49

7. G,cG,cG,cG,cqG,,
8. G,cG,cG,cG,cG,,
9. G,cG,cG,cG,cG,,
10. G,cG,cG,cG,cG,.

6. maksimal zincirden; 2., 3., 4. ve 5. maksimal zincirlere benzer sekilde 16 bulanik alt

grup elde edilir.
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Sekil 5. 8 Z, xZ, grubunun alternatif Hasse semasi

Gl 3
G, G, G, G, G,
13
Sekil 5.7 Z, xZ, grubunun Hasse semasi
G..
G’. G: G
G, G, G- G, G, G, G- G, 0
G Gy G:6, G, G, G, G, Gy G, G; G,
_ _



7. maksimal zincir, 6. maksimal zincir ile karsilagtirildiginda, G,, ve G,, gruplarinin

farkhlik gosterdigi gorilebilir. O halde, 7. maksimal zincirde, bulanik alt gruplardan

1>A=p2>y=>80 seklinde olanlar denktir. Yani, 1A 1 By seklindeki bulanik alt gruplar
6. maksimal zincirdeki bulanik alt gruplar ile denk olanlardir. Bunlarin sayisi

2*—1=15"dir. Ote vyandan, 7. maksimal zincir, 4. maksimal zincir ile

karsilastinldiginda, 1>A1> >y =6 seklindeki bulanik alt gruplarin denk oldugu
gorulir. Denk olanlar, 14 Sy y seklinde olanlardir. Bu durumda da 15 denk bulanik alt

grup elde edilir. Ancak ilk durumda elde edilen 15 adet bulanik alt grup ile son elde
edilen bulanik alt gruplardan 4 adedi birbirine denktir. O halde tiim denklerin sayisi:
15+15-7=23"dir. Dolayisiyla 7. maksimal zincirden, 31-23 =8 bulanik alt grup
elde edilir. Diger maksimal zincirler de bezer sekilde incelenirse, ikinci bes maksimal

zincirden, 16+8+8+16+16 adet bulanik alt grup elde edilir.

Son bes maksimal zincirden benzer sekilde, 16 +8+8+16+16 adet bulanik alt grup

elde edilir.

Sonug olarak, Z, xZ, grubunun bulanik alt gruplarinin sayisi,

31416 +16+16+16+16+8+8+16+16+16+8+8+16+16 =223

adet bulanik alt grup elde edilir. o

5.4.2 7, xZg grubunun bulanik alt gruplari

7Ly x 7.y grubunun alt gruplari ve Hasse semasi $Sekil 5.9 ile verilmektedir.

6,~((10).02)). G ~(O1.(20)) G~((1).02). 6,~((12).(04)). G.~(10).(0.4).
G, =((2.0).(0.2)), G, ={(0.1).(4.0)). G, =((2.1).(4.0)). G, =((L1).(0.4)), G, =((13).(0.4)),
G =((12)), Ge=((16) Gu=(2.0).(04) Gu={(L0). Gu=((14). G, ={(40).(0.2),
G, ={(2:21.0.4). G, ={(O). Gy=((41). Gu=((23). G =(21). Ga=((L1)
Gu={(15)), Gu=(13), Gu=((17) Gu=((24)), G =(20) Gu=((80).(0.4),

50



((0.2)), Gy =((42)). G, =((2.2)). G,=((2.6)). G;=((4.0)), G, =((0.4)),

G29

G35

((4.4)). G,=((0.0)).

Ly x L

Gl 1 Gl 2 G14 Gl 5 Gl 8 Gl 9 Gl 3 Gl 6 Gl 7 GZO GZ 1 G22 G23 G24 G25
G’?K G77 G’)Q G’?Q N G’Z1 G’Z’Z
\\ V/\L /
| S -
. S e
G33 G34 G35
GO

Sekil 5.9 Zg x Zg grubunun Hasse semasi

ZLigxZg grubunun Sekil 5.9°da verilen alternatif Hasse semasi incelendiginde 15

maksimal zincir elde edilir. Teorem 5.12’nin ve Ornek 5.24’{in ispatina benzer sekilde
bulanik alt gruplarin sayisi hesaplanir. islemler uzun oldugundan, burada, tim

maksimal zincirler incelenmeyecektir. ilk dokuz zincir asagidaki sekildedir:
1. G,cG,cG,cG,cG, G Gy,

2. G,cG,;cGcG,cG,cG cGy,
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3. G,cG,cGcG,cG,cG cGy,

4. G, cG,cGy,cG,cG,cG G,

6°

5. G,cG;cGycG,cG,cG G,

62
6. G,cG,cG,,cG,cG,cG cGy,
7. G,cG,cGycG,cG, G cGy,

8. G,cG,cGycG,cG,cG G,

69
9. G,cG,;cGy,cG,cGycG Gy

Yukaridaki maksimal zincirlerden de gorildigi gibi yedili zincirler olusur. En genel
anlamda bulanik alt gruplar 14 8y @nv seklindedir. 1. maksimal zincirden 2" —1=127
bulanik alt grup elde edilir. 2. maksimal zincir ile 1. maksimal zincirde G,, ve G,

gruplari farkhlik gosterir. O halde daha onceki kisimlardakine benzer sekilde,
1A By6Onv seklindeki bulanik alt gruplardan 124> >y=60>n>v seklinde olanlar

denktir. Yani, 11 Sy y nv seklindeki bulanik alt gruplar 1. maksimal zincirdeki bulanik

alt gruplar ile denk olanlardir. Bunlarin sayisi 2° —1=63"dir. O halde, 2. maksimal
zincirden 127-63=64 adet bulanik alt grup elde edilir. Diger zincirler de benzer
sekilde incelenirse, 3., 4., 5., 6., 7. Ve 8. zincirlerden de 64 bulanik alt grup elde edilir.
9. maksimal zincir incelendiginde, 4. ve 8. maksimal zincirlerle karsilastirmak yeterli

olacaktir. 4. maksimal zincirle 118y 860v seklindeki ve 8. maksimal zincirle de
1A Ay @nv seklindeki bulanik alt gruplar denktir. ilk durumdan, 127 -63 = 64 bulanik

alt grup elde edilir. ikinci durumdan sonra, 64 —32 =32 denk olmayan bulanik alt grup

elde edilir. O halde ilk dokuz zincirden,
127+64+64+64+64+64+64+64+32

bulanik alt grup elde edilir. Diger maksimal zincirler de Z,x7Z, grubunun maksimal

zincirlerine benzer sekilde incelendiginde,

127.1+64.23+32.34 = 2687 adet bulanik alt grup elde edilir. O
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BOLUM 6

CEBIRSEL KODLAMA TEORIiSiNiN TEMELLERI

6.1 Giris

Cebirsel Kodlama Teorisi, bilgi ya da mesajlarin iletimi veya depolanmasi esnasinda
meydana gelen hatalarin tespiti ve dizeltilmesi icin cebirsel yapilardan faydalanarak
uygun kodlarin Uretilmesi ve incelenmesi ile ilgilenen ve matematigin iginde yer bulan
bir bilim dalidir. Kodlama Teorisi modern iletisim sistemlerinin temelini teskil eder ve
son 70 yildir cebirin uygulamasinin en 6nemli oldugu alanlardan biri haline gelmistir.
Farkh bir calisma alani ve kodlama teorisi ile olasiligin birlesimi olan Bilgi Bilimleri'ne
acilan bir kapidir. Cebirsel kodlar; tarayicilar, optik gerecler ve telekom donanimi gibi
tim donanim uygulamalarinda kullanilir. Ornegin, uzun mesafe iletisimi yalnizca
cebirsel kodlarla yapilabilmektedir. Bunlar disinda, kodlama teorisi, matematik ve
muihendislik bilimlerinde kompakt disk kaydi, bilgi depolama, hiicresel telefon iletimi

gibi hemen hemen her alana uygulanabilir hale gelmistir.

Kodlama teorisinde, hata kontrol eden kodlar, parazitli bir kanala bilgi gonderilmeden
once bilgiyi kodlamak icin kullanilir. Boylece, bilgi kanaldan gecerken bozulsa bile,
orijinal bilgi duzeltilebilir. Hata dlzelten kodlar teorisinin (MacWilliams, Sloane, 1977)
teorik alt yapisi matematik alan olarak calsiimaktadir. Kompakt diskler (CD) hata
dizelten kodlar ailesinden olan Reed-Solomon kodlari kullanirlar. Boylece bir CD calar,
CD (zerinde bilgi bozulmus olsa bile, bilgiyi CD’den okuyabilir. Baska bir érnek olarak
da, giinlimizdeki cep telefonlari diisiinlildiiglinde, ayni hat Gzerinde ayni anda ve ayni
bandi kullanan c¢ok sayida kullanici olmasina ragmen, bu kullanicilarin birbirinden

bagimsiz bir sekilde ve sesleri karismadan konusmalari verilebilir.
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Kodlama Teorisi ilk olarak 1948 yilinda Claude Shannon’ in, “A Mathematical Theory of
Communication” [7] adli makalesi ile basladi. Shannon, Amerika’da Bell
laboratuvarlarinda ¢alisarak, gdnderilen ekstra bitlerin sayisinin olabildigince kiiglk
oldugu mesajlari kodlamanin mimkin oldugunu gosterdi. Ancak bu yaklasim, optimal
kodlar icin bir ¢dzim vyolu vermedi. iki yil sonra Richard Hamming, Bell
laboratuvarlarinda, bilgi iletimi bakimindan tekrar kodlarindan daha etkili olan hata
dizelten kodlar (izerinde calisti ve 4 bilgi bitini 3 kontrol bitinin takip ettigi bir kod
Uretti. Bu kod, hata tespit etmekle kalmayip, ayrica 1-hata diizeltebiliyordu. Shannon
ve Hamming Amerika’da bilgi iletimi (izerine galisirken, John Leech de Cambridge’de
kiire paketleme problemi ile ilgilendi ve bu calisma 24-boyutlu Leech Latisi (Leech
Kafesi) (Leech, 1964) ile sonuglandi. Bu ise sonlu simetri gruplarini siniflandirma igin

onemli bir adimdi.

Bilgi iletimi icin hata dizelten kodlarin degeri oldukg¢a blyuktir. 1969 ve 1973 yillan
arasinda, NASA Mariner uzay roketi gonderilirken, 6 bilgi biti ve 26 kontrol biti olmak
Uzere toplam 32 bitlik kodsozden olusan gli¢li bir Reed-Muller kodu kullanildi ve bu
kod 7-hata dizeltiyordu. Bilginin saniyede 16.000 ‘bit’ den fazlasi diinyaya geri
gonderildi.

Cebirsel Kodlama daha c¢ok iletisim sistemlerinde yaygindir. iletisim sirasinda,
kullanicinin gevreye yaydigl sinyal, kozmik arka plan radyasyonu gibi sebeplerden
kaynaklanan “glirlti (noise)” sebebiyle gelistiriimeye cahsiimistir. Gurultli her daim

iletisimin icinde olmustur ve bilgiyi bozma yetisine sahiptir.

Bilgisayar bilimcileri, glriltiden kaynakh hatalarin Ustesinden gelmek igin bir¢ok yol
gelistirdiler. Bunlardan en basiti parite-kontrol (parity check) metodudur. Bu metotta,
bilgi blogunun sonuna 0 ya da 1 eklenerek 1’lerin gift sayida olmasi saglanir. Kanaldan
gecis sirasinda eger bir bilesende hata meydana geldiyse alinan bilgide tek sayida 1
vardir. Bu da alinan bilginin hatali oldugunu gosterir ve boéyle bir durumda yeniden
iletim (gonderme) istenebilir. Fakat cogu durumda parite kontrol biti ekleme islemi
kullanigh olmayabilir. Ornegin, uydu iletisimi sirasinda, yeniden génderme islemi
oldukca pahali ve zaman alici bir istir. Genellikle bilgiyi kodlamak icin en uygun yol,

alicinin hatay! tespit edebilecegi ve diizeltebilecegi sekilde bir kodlama yapmaktir.
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Sezgisel bir yaklasim da tekrar ile yapilan kodlamadir. Bu kodlama seklinde her bir bit
n kez génderilir. Ornegin, 00000 olarak génderilen mesaj 00101 seklinde alinmig
olsun. Alinan bilgide 1’lerden ¢ok 0’larin oldugu gorileceginden, 00101 seklinde
aliciya ulasan mesaj 00000 seklinde dekodlanacaktir. Boylece iki hata dizeltilmis olur.

Burada kullanilan koda “tekrar kodu” denir.

Kodlama teorisinin iki ana dali kaynak kodlamasi ve kanal kodlamasidir. Kaynak
kodlamasinin temel teoremi 1948’de Claude Shannon tarafindan verildi. Teorem, belli
parametreleriyle verilen bir kodun mimkin olan en iyi hata dizeltmesinin nasil
olabilecegini ifade eder. Daha c¢ok bilgisayar bilimleri ve muihendislik alanlarinda
kullanilir. Kanal kodlamasinda ise daha ¢ok hatalarla ilgilenilir. Kanal kodlamasinda,
hatalari bulmanin tek yolu, ilgili mesaj lizerine bazi kisitlamalarin koyulmus olmasidir.
Alici, alacagl mesaji tahmin etme gereksinimi duyar. Eger mesaj uzayl tamamen
mantikli kodsozlerden olusuyorsa, bu durumda herhangi bir hata bir kodsozl digerine
cevirecektir ve alici, aldigi kods6z kodun icinden bir kodsdz oldugu igin, onun
gonderilen kods6z olmadigini fark edemeyecektir. Burada sunu unutmamak gerekir ki,
ilgili dekodlama metodu olmadan kodlamayi anlamak oldukc¢a zordur. Temel durum,
mesaja ekstra bilesen (bit) eklemektir. Asagidaki sekil temel bir kodlama semasini

gostermektedir.

Mesaj — Kodlayici > Kanal > Dekodlayici > Alici
kaynagi
X & y=c+e c l
mesaj vektori kodlanmis vektor e: hata vektori X

Sekil 6. 1 Kodlama semasi

6.2 Temel Kavramlar

Tanim 6.1 [32] Az{al,az,...,aq}, g elemandan olusan bir kime olsun. 4
kiimesine kod alfabesi, elemanlarina ise kod sembolleri denir. A Uzerinde n

uzunlugunda bir séz denilen; Vv,ed (i=1,..,n) igin, v=vy,.y

n

seklinde bir
kiimedir. ‘v’ s6zl vektor notasyonu ile; v=(v,,v,,...,v,) seklinde gosterilir. 4 kiimesi

Uzerinde, n uzunlugundaki bitiin sézlerin kiimesi 4" ile gosterilir.
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i. A Uzerinde n uzunlugunda bir kod ayni uzunluktaki () sozlerin bir C # ¢

kiimesidir.
ii. C’nin elemanlarina kodsézler denir.

iii. C’deki kodsozlerin sayisina C’nin eleman sayisi denir. M ile gosterilir.

iv. Uzunlugu n, eleman sayisi M olan bir koda (n,M ) kod denir. Burada n ve M
kodun parametreleri olarak adlandirilir.
Ozel olarak, g =2 icin C < A" koda ikili kod; q =3 i¢in C < A" koda ii¢lii kod denir.

Tanim 6.2 [32] x ve y, A Uzerinde n uzunlugunda iki s6z olsun. x ile y arasindaki
Hamming uzakhdi, d(x,y), x ve y nin koordinatlarinin farkli olduklari yer sayisidir.

Yani; x=xx,..x,, ¥=y,..y, olmak lzere;

d(x,y) = d(xl,y1)+d(x2,y2)+...+d(xn,yn)
seklindedir. Burada,

Lox =y,

d(x,y )=
( 1 yl) {0,
seklindedir.
Ornek 6.3 x=100011, y=101101= d(x,y):3’tUr.

Onerme 6.4 [32] d: A" x A" — 7 uzaklk fonksiyonu bir metriktir:

i Oéd(x,y)ﬁn,
ii. d(x,y)=0<:>x=y,

iii. d(x,y)zd(y,x),

iv. d(x,z)ﬁd(x,y)+d(y,z).
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Tanim 6.5 [32] C, en az iki kods6zden olusan bir kod olmak lizere, C’nin minimum

uzakhgr;
d(C):min{d(x,y):x,yeC, x;ty}
seklinde tanimlanir.

Tanim 6.6 [32] Uzunlugu 7, eleman sayisi M ve (minimum) uzakligi d olan bir koda

(n,M,d) kod; n, M ve d elemanlarina da kodun parametreleri denir.
Ornek 6.7 C ={0000,0101,1111} olmak iizere;

d(OOO0,0lOl):2, d(OOOO,llll):4, d(0101,1111)=2.

Buradan, C bir (4,3,2) koddur.

Tanim 6.8 [32] u € Z" olsun. Eger C deki bir kods6z en az bir, en fazla u hataya maruz

kaldiginda sonugtaki s6z kodsoz degilse, C koda, u — hata tespit eden kod denir. Eger

bir C kod u—hata tespit edebilir fakat (u+1)—hata tespit edemez ise, C’ye tam

u — hata tespit eden kod denir.

Ornek 6.9 ¢ =2 icin C= {00000,00111,11111} kodu 1—hata tespit edebilir. Clinki, C

cue

koddaki herhangi bir kodsoziin koordinatlarindan biri degistiginde (1 kere yer
degistirdigimizde) sonug bir kodsoz degildir. Fakat herhangi bir kodsozin iki hanesi

degistiginde sonug bir kodsoz oldugundan, C, 2—hata tespit edemez.

Teorem 6.10 [32] Bir C kodun u-hata tespit edebilmesi igin gerek ve yeter kosul
d(C)=u+1 olmasidir. Yani d minimum uzakhigina sahip bir kod tam (d —1)—hata
tespit edebilir.

Tanim 6.11 [32] veZ" olsun. Eger C, v ya da daha az hata dizeltebilir ise, C’ye
v—hata diizelten kod denir. Eger bir C kodu v adet hata diizeltebilir fakat (v+1)—

hata dizeltemez ise, C tam v — hata diizelten kod denir.

57



Teorem 6.12 [32] Bir C kodun v—hata dizeltebilmesi igin gerek ve yeter kosul,

d(C)=2v+1 olmasidir. Yani d uzakliginda bir kod tam [dTJ—hata diizeltebilir.
Burada | x |, x’e esit ya da x’den kiigiik en biyiik tam sayidir.

Tanim 6.13 [32] K bir cisim ve (¥,+) bir Abel grubu olsun. Bir K x¥ — V' fonksiyonu
icin (k,v) > kv olarak tanimlansin. Vk,,k, € K ve Vv,v, eV icin,

i k, (v1 +v2):k1v1 +kv,,

i.  (k+k)vy =kv+ky,

i.  (kk,)v =k (),

iv. 1y =yl
Ozellikleri saglaniyorsa, V' 'ye K cismi lizerinde bir vektér uzayi denir.

Not 6.14 Kodlama Teorisi’'nde hata kontrol eden kodlarin cebirsel yapilarini incelemek

icin alfabe sonlu bir cisim olarak secilir. g elemanli sonlu bir cisim, F, ya da GF(q) ile
gosterilir. Kod sembolleri Fq'dan alinan n uzunlugundaki bitiin vektorlerin kiimesi

F" ile gosterilir:

F' = {(vl,vz,...,vn): v, qu}.

Aciktir ki; £ kiimesi bir vektdr uzayidir.

Tanim 6.15 [32] Fq Uzerinde n uzunlugunda bir C lineer kod, Fq" vektor uzayinin bir

alt vektor uzayidir.

Tanim 6.16 [32] C, Fq” vektor uzayinda bir lineer kod olsun.

i. C’ninduali: C* = {x €F: <x,c>=0, Vce C} seklindedir. Burada,

<xvy>:Zn:xiyi

i=1

seklindedir (Oklid i¢ Carpim).
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ii. C lineer kodun boyutu, C’nin, Fq” Uzerinde vektor uzayi olarak boyutudur ve
dim(C) ile gosterilir.

Tanim 6.17 [32] F, Uzerinde, uzunlugu n, boyutu dim(C):k olan bir kod
[n,k]q —kod; uzunluk ve boyuta ek olarak minimum uzakligi d olan bir lineer kod da

[n,k,d]q — kod seklinde gosterilir.

Tanim 6.18 [32] Bir C [n,k]q —kodu, F" uzayinin bir alt uzayidir. Dolayisiyla bir bazi

vardir. C nin bir bazi {cl,cz,...,ck} olsun. Bazdaki vektorleri satir kabul eden G

matrisine, C kodun iirete¢ matrisi denir ve asagidaki sekilde verilir:

ck kxn

G 'nin satirlari bazdan secildiginden, bu satirlar lineer bagimsizdir. Bu nedenle, C ’deki

her kods6z G ’nin satirlarinin bir F, lineer kombinezonu olarak yazilabilir. O halde her

bir lineer kod Urete¢ matrisi ile belirlidir; yani Grete¢ matrisi bir kodu tam anlamiyla
temsil eder. Bir kodun birden fazla Urete¢ matrisi olabilir. Bir Urete¢ matrisi,
kendisinden cesitli stitun donlisimleri ile elde edilen yeni Urete¢c matrislerine denktir.

Boylece denk kodlar elde edilebilir.

C bir [n,k]q —kod ise, G Ureteg matrisi kxn tipindedir.

Tanim 6.19 [32] G matrisi bir C [n,k]q—kodun irete¢ matrisi olsun. G=[/, | 4]

ise, G matrisinin standart formda oldugu soylenir.

Ornek 6.20 C = {000000,100100,010010,110110,001001,101 101,01101 1,111111}

lineer kodu verilsin. C bir [6,3] —koddur ve C’nin bir Greteg matrisi ise agagidaki

gibidir:
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1 001 0O
G=01 0 01 0
0 01 0 01

Ornek 6.21 F; cismi lizerinde bir lineer kodun iireteg matrisi olarak

2 2 2 21
G=(2 2 1 21
2 21 11

verilsin. G, standart formda asagidaki sekilde yazilir:

1 2 3 4 5
222 21 11113 1111 3
2 2 1 2 1|m()=[2 2 1 2 1|my(2).uy(2)=[0 0 4 0 0|uy(s).n,(s) =
2 21 11 2 21 1 1 00440
1 3 4 2 5

1113 11113 100 13
00 1 0 0lkykpy=0 1 0 0 0my(s).r5,()=[0 1 0 0 0| =6

110 01100 00100

Burada elde edilen G’ lrete¢ matrisi, G 'nin Urettigi koda denk bir kod Uretir. Clnki
G Uzerinde sttun dondstimleri yapilmistir. Yapilan situn déniisimleri G' matrisinde
geri alinirsa, G matrisine dondlir. O halde bir Urete¢ matrisini standart formda
yazmak her zaman mimkindir ancak; buldugumuz lrete¢ matrisi verilen koda ya da
ona denk olan bagka bir koda aittir. Kodlama Teorisi’nde denk kodlar birbiri ile ayni
distniltr. Cunki kodlama bakimindan cogu ozellikleri aynidir: Eleman sayilari,

uzunluklari, minimum uzakliklari (dolayisiyla hata diizeltme kapasiteleri), vs.
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BOLUM 7

BAZI HALKALAR UZERINDE LINEER KODLARI SAYMA PROBLEMI

7.1 Giris

Hata dizelten kodlar teorisi ilk zamanlarda cisimler Uzerine insa edilmisti. Halkalar
Uzerinde kod calismalari ile ilgili ilk 6nemli ¢alisma, 1994 yilinda P. Vijay Kumar ve

arkadaslarinin “The Z,-Linearity of Kerdock, Preparata, Goethals and Related Codes”
[8] adh calismalaridir. Bu ¢alismada, lineer olmayan kodlarin Z,-lineerliginden

bahsedilmistir. ilerleyen vyillarda ise farklh &zel halkalar (zerinde kod vyapilari
incelenmistir. Bu boélimde ilk olarak, literatirde mevcut olan, cisimler U(zerinde
kodlarin sayisini veren formil verilecek, daha sonra ise bundan yola gikilarak elde

edilen, me halkasi ve Galois halkalari tizerinde kodlarin sayilarini veren formiller ve

ilgili 6rnekler verilecektir. Son kisimda ise, bu calismalarin bir genellestiriimesi olan

sonlu zincir halkalari tizerinde kodlarin sayisi verilecektir.

7.2 F, Cismi Uzerinde Lineer Kodlarin Sayisi

F, cismi Gzerinde lineer kodlarin sayisi, Gauss binom katsayilari olarak adlandirilan
sayilar ile belirlidir. Bu katsayilar ile ilgili tanim ve 6zellikler B6lim 5’de verilmistir.
Teorem 7.1 [31] g asal bir sayi olmak Uzere, F, Gzerinde n uzunlugunda, boyutu &

n
olan ayrik (permiitasyon denk olanlar da dahil) kodlarin sayisi {k} sayisidir.
q

R :me halkasi modilo p"’de ( p asal, m € Z" ) tam sayilarin sonlu bir halkasi olsun.
Tanim 7.2 [31] R"’in bir C alt modilune bir R —lineer kod denir.
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Teorem 7.3 [33] R lzerinde bir C lineer kod asagidaki formdaki trete¢ matrisine

sahip bir koda permutasyon denktir:

I, 4, A4, s A,
0 pI k 4, A, (7.1)
0 0 s pmillk p'"ilAmS

m

(7.1)'deki matriste 4, € R ve [, ,I, ,....I, matrisleri, tipleri sirasiyla k,k,,...,k, olan

iki(m—iﬂ)
birim matrislerdir. C kodun eleman sayisi p* "dir.

(7.1)’de verilen matris ile Gretilen kodun (kl,kz,...,km)—tipinde oldugu soylenir.

7.3 me Halkasi Uzerinde Lineer Kodlarin Sayisi

Tanim 7.4 g = p" ve veZ; olsun. v'nin Z toplamsal grubundaki mertebesi o(v) ile

gosterilir.
Buradan itibaren aksi belirtilmedikge ¢ = p™ olarak alinacaktir.

Tannm 7.5 Z_  uzerinde uzunlugu n ve tipi (k.k,,....k,) olan koda

>m

[n.(ky,kys....k, ) |~ kod denir. Burada k, +k, +---+k, <n dir.
Teorem 7.6 Z,, Uzerinde ayrik (permutasyon denk olanlar ile birlikte)

[n.(ky.k,,....k, )] lineer kodlarin sayisi

" A
- ) 7.2
L{pkza...,kml kysky by (n) B 7.2)
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3

m

SULLTE R

s=1 r=0 =1 J=s+1

(r)" J( ) T () prJ

t=s+2

seklindedir.

Ispat: Z,, uzerinde n uzunlugunda, ayrik, tipi k,k,,...,k, olan lineer kodlari incelemek
icin, bu kodlarin lirete¢ matrislerini insa etmek ve lirete¢ matrislerinin sayilarini bulmak

m—i+l

gerekir. Boyle bir kodun Ulrete¢ matrisini insa etmek icin mertebesi p olan

k. (i S {1,2,...,m}) adet sirali lineer bagimsiz eleman secilecektir:

S =(vl(pm),vgpm),...,v,(fm);v](pm)...,v(pm);v](pm ) ...,v,({fw );...,vl(p ),vgp ),...,V,Ef1),v](p),v£p),...,v,£f)j

ky

Burada v

i

, mertebesi j olan i ninci eleman gostermektedir, p<;j<p”,

1<i<k (I<z<m).

ilk olarak, Z grubundan mertebesi p"™*' olan &, (z’e{l,Z,...,m}) adet sirali lineer
bagimsiz eleman secilecektir. Bu secimlerin sayisi 4 olsun. Ote yandan, Zq Uzerinde,
uzunlugu n, tipi (kl,kz,...,km) olan lineer kodlarin sayisi N olsun. ikinci durum olarak,

bu kodlarin iginden, mertebesi p" " olan k, (z‘ € {1,2,...,m}) adet sirali lineer bagimsiz

eleman (kodsoz) secilecektir. Bu secimlerin sayisi da B olsun. Bu kod ile ayni tip ve
uzunlukta N kod mevcut oldugundan, ikinci durumdaki tim secgimlerin sayisi N.B

olacaktir. Dolayisiyla Z grubu taranmis olacaktir. Bu durumda, Z; grubundan
yapilacak secimler: N.B seklindedir. Ote yandan ilk durumda tim kiimeden (Z’;)
yapilan secimlerin sayisi A idi. O halde son durumda,

A=N.B

esitligi elde edilir ki buradan da istenen sayi, N, hesaplanir. Asagida, 4 ve B

sayilarinin bulunusu detayli bir sekilde aciklanmaktadir.

(v")

Z:, grubunda toplam g¢" :(p’")" eleman vardir. Bu elemanlardan, ilk olarak v,
(»")

elemani segilmektedir. v;" / elemani mertebesi p™ olan bir elemandir. O halde bu
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elemanin n bileseninden en az biri Zq halkasinin bir birimsel elemanidir. Clnki
mertebesi p" olan elemanlar Z_  halkasinin birimsel elemanlaridir. Bu elemani
se¢mek icin tim elemanlardan mertebesi p” olmayanlari ¢ikarmak gerekir. 7Z

q

halkasindaki birimsel elemanlarin sayisi Euler fi fonksiyonu yardimiyla hesaplanir:

m

¢(p’”):p’”‘l(p—l). Bu durumda mertebesi p olmayan  elemanlar
p’”—(;ﬁ(p’”):p”"1 dir. Z halkasindaki elemanlar icin (n bilegen icin) digtnulirse,

mertebesi p™ olmayan elemanlarin sayisi (p’”‘l)" dir. O halde, vl(pm)

(P") =(r"")

farkh sekilde segilir.

eleman

Sirali secim yapildig icin, ikinci olarak, <vl(pm),v£pm)> =G, ve |C)| :(p'" )2 olacak sekilde

(r")

v, | elemani secilmektedir. Bu eleman da mertebesi p" olan bir elemandir. ilk
elemanin secimine benzer sekilde, mertebesi p™ olmayan elemanlar alinmayacaktir.

(»")

Fakat bu, yeterli degildir. Taban olusturuldugundan, ilk secilen v;" ’ elemani ile lineer

(+")

bagiml olan elemanlarin da dikkate alinmasi (yani ¢ikarilmasi) gerekir. v,/ elemani

olarak secilemeyecek elemanlarin kiimesi:

K, = alvl(p )+W|WEZ';”,, o(w)#p", a, €L,

kiimesidir.

( Z kimesi géz 6niine alindiginda, v, =(1,0,0) € Z}, vektéri igin,

K, ={(0,0,0),(0,0,2),(0,2,0),(2.0,0),(0,2,2),(2,0,2),(2.2,0),(2,2,2),(1,0,2),(1,2,0),
(3,0,0),(1,2.2),(3,0,2),(3,2,0).(3,2.2),(3,2.2)}

seklindedir. )
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|K,|=(p"")" p oldugundan, vg”") elemani igin

(p) ~(p"") p
farkli se¢im yolu vardir. Benzer sekilde, <Czu{v£pm)}>=c3 ve |C3|:(p’")3 olacak

(+7)

sekilde v; elemaninin se¢imi yapilacaktir. Tim durumlardan asagidaki kiimenin

eleman sayisinin gikarilmasi gerekir:

K, :{alvl(p )+a2v2(pm) +w] WEZZ)”,, o(w)=p", a,a, EZP}.

|K3|=(p'”’l)n p’ oldugundan, vipm) elemant igin

() ()
farkl se¢im yolu vardir.

k ky

Benzer sekilde devam edilirse, p™ mertebeli k,. eleman, v,(fm), <Ck,—l u{v(pm)}>:C

km . g . .
ve ‘Ckl‘z(pm) olacak sekilde segilir. Bu segim yapilirken segilemeyecek elemanlarin

kimesi:

K, ={a1vl(p )+a2v2(p )+"'+05k1_1"k1_1(p )+w|weZ';m, o(w)=p", a,€Z,

i=1,2,...,k1—1}

kiimesidir. ‘Kkl‘:(p”ﬂ)n p"™ oldugundan, k,. eleman,

(pm )" _ (pm—l )" .pklfl

farkh sekilde segilir.

O halde, Z, halkasindan mertebesi p” olan k adet eleman secimi icin agagidaki

kadar farkli yol vardir:
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—

(Y =V (o) = )0 =) ) () =) )
{0y (Y )

J=0

m—1

Simdi Z’; halkasindan mertebesi p”~ olan k, adet sirali eleman sec¢imi yapilacaktir.

m—1

Bu durumda p” mertebeli elemanlarin kiimesi distinilip, bunlarin sayisindan, p’"‘1

mertebeli olmayanlarin sayisi ¢ikarilacaktir. Burada dislintlmesi gereken bir diger

n

durum da, daha onceden segilen p" mertebeli &k, adet elemandir. Clnki bu

(+")

elemanlarla lineer bagimh olan elemanlar segilemez. Yani, v elemani,

<Ck] v/ {vl(pml)}> =C,. Ve ‘Cklﬂ

yapilirken secilemeyecek elemanlarin kiimesi asagidaki Kkl+l kiimesidir:

:(p’” )k‘ (p’”" )1 olacak sekilde secilir. O halde bu secim

m

K, ., :{alvl(p )+a2v2(p )+---+aklvkl(p )+w|weZ’;m, o(w)<p"', o, €Z,, l'=1,2,---,k1}-

‘K

k+1

:(p’"‘z)n .p" oldugundan ve Z  halkasinda mertebesi < p"" olan (p’”"l)n adet

()

eleman bulundugundan, v, elemani igin yapilabilecek segimlerin sayisi:

sayisidir.
Mertebesi  p"" olan ikinci eleman, vﬁ’”), <Ck]+lu{v£pm)}>:Ckl+2 ve

‘C,W :(p’”)k'(p"'_l)2 olacak sekilde segilir. Yine diger elemanlarin se¢imine benzer

1

sekilde, bu elemani se¢mek igin, mertebesi p™ ve daha kiicik olan elemanlarin

sayisindan, onceki segilen elemanlar ile lineer bagimli olan elemanlarin sayisinin

()

cikarilmasi gerekir. O halde, benzer sekilde, gerekli islemler yapildiktan sonra, v,

elemanini se¢gmek igin,
(p7) =(p"2) P
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kadar farkli yol vardir. Ayni sekilde devam edilirse, p’”"l mertebeli k,. eleman,
<Ck1+1 Y {Vgpm})}> = Ck1+2 ve ‘Ckl+2

(p'”_1 )n —(p’”_2 )n p".p"" kadar farkli yolla seilir.

:(p’” )kl (p’"‘l)2 olacak sekilde

O halde, Z, halkasindan mertebesi p"" olan k, adet eleman secimi icin asagidaki

kadar farkli yol vardir:

(I ) ) B e I (R S Ve
B (e U I B U (U e o

Mertebesi p" >, p",...,p> olan elemanlarin secimi de benzer sekilde yapilir. Son

olarak da mertebesi p olan elemanlar secilir. Mertebesi p olan ilk eleman, vl(p)

(") _
elemanl' <Ckl+k2+---+kml+l 4 {Vz }> - Ckl+k2+---+km,l+l ve

=(p" )kl (p" )kz (pm? )k3 ...(pz)km’l .p olacak sekilde segilir. Bu segim igin

‘ ky+ky etk +1

(p)n _(po )” plq+k2+mkm,l .po

kadar yol vardir. vgp) elemani igin de benzer sekilde dislintllrse, se¢im igin yollarin

sayisl

(p)n _ (po )" pkﬁkﬁ--.km,l .pkm,l .pl

sayisidir. Benzer sekilde, k,,. eleman, VIE:’)

’

(p)' =(p%) phr e pler ph

farkh sekilde segilir.

Benzer sekilde devam edilirse, mertebesi p olan k, adet eleman asagidaki kadar farkli

yolla segilir:
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((p)n _ (po )” pkl+k2+--.km,l .po ) ((p)n _ (po )" p/q+k2+-~-/cm,l 'pkm,l 'pl )

..((p)” _(po )” pkﬁkﬁ...km,l .pkmfl _pknrl )

Sonug olarak, Z! halkasindan mertebesi p"**' olan k, i€{l,2,...,m} adet elemanin

sec¢imi igin tiim yollarin sayisi:

-1

n k-1 n n Zkf

HH (pm—(t—l)) _(pm—l—(f—l)) p .p (7.3)
=1 i=0

sayisidir.

Ote yandan, Z, tzerinde, uzunlugu n, tipi (k,,,,...,k, ) olan kodlarin sayisi N olsun:

I

C,,C,,...,C,. Bu kodlardan biri géz éniine alinmaktadir: C,,a€{l,2,...,N}. C*

koddan, mertebesi p" "' olan k, ie{l,Z,...,m} adet kodsoz (eleman) secilmektedir.

ks

C,’da toplam (p'”)kl(p’”’l) ...(pz)k"’fl(p)k'” kodséz vardir. C,’da mertebesi j olan i

(+")

l.(j) olsun. ilk olarak, u,” ' kodséziiniin se¢imi yapilacaktir. Mertebesi p”

ninci kodsoz u

m

olan bir elemanla uretilen bir kodun, mertebesi p” olmayan P adet kodsdzii vardir.

p
O halde ul(p) elemanini segmek igin tim durumlardan mertebesi p™ olmayanlar

(< p") cikarmak gerekir. O halde yapilabilecek secimlerin sayisi asagidaki gibidir:

E =) () ) 0 o () ) )

C,|= (p’" )2 olacak sekilde secilir. vﬁpm)

C, koddan u”") kodsézii €, :<,,,I(P"‘)’u£p"’)> ve

kodséziiniin segiminde yapildigi gibi, C,’'nin eleman sayisindan agagidaki kiimenin

eleman sayisini gikarmak gerekir:

(+")

K,={lau "+w:weC, o(w)<p"", eZP}.

(+")

Dolayisiyla, C, koddan u, ’ kodsézd,
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ED =(p") (p) (22 (o) =(0) (27) o (27) " (2) 2

farkh sekilde segilir.

Benzer sekilde devam edilirse, k,. kodsoz, u,(:m), ékl =<(A7k1_l,u,(fm)> ve

(")

olacak sekilde segilir. O halde, U, elemani,

B =) () ) ) () () ) ()

farkh sekilde segilir.

Tum El(i), (izl,Z,...,kl) sayilarinin ¢arpimi, C, koddan mertebesi p” olan k, adet

kods6zlin se¢iminin sayisini verir:
1V =E"ED . EW.

Mertebesi p’"‘1 olan k, adet lineer bagimsiz eleman segimi igin agagidaki yollar izlenir.

n

ky+1

ul(p) kodsézd, ék —<(A?kl,ul(pw)> ve

o B

:(p’“)k' (p’”‘l) olacak sekilde belirlenir.

C,, kodda, mertebesi < p""' olan elemanlarin sayisi

kl - kz _ k} km—l —
(p'”’l) (p’” 1) (p’” 2) ...(pz) (p)k”’ ‘dir. Mertebesi p™' olan bir eleman, eleman
sayisi p"' olan bir kod iiretir ve bu kodun, mertebesi p”' den farkli olan elemanlarin

p m—1 (pmfl )

sayisl = p"7’dir. Bu durumda, elemaninin segimi igin tim durumlarin sayisi
P

asagidaki £\ sayisidir:

B =) () () ) () (o () )

()

Benzer sekilde mertebesi p"”1 olan tim elemanlar secilir ve sonuncusu, u, ', igin

sec¢im yollari asagidaki gibidir:

Egkz) _ (pm—l)kl (pmfl )kz (pm—Z )k3 ...(p2 )km—l (p)km _(p”H)kl (pm—Z )"2 (pm—Z )"3 ...(p2 )"m—l (p)km e
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n—1

Tam EV, (i=12,...,k,) sayilarinin ¢arpimi, C, koddan mertebesi p"™' olan k, adet

kods6ziin segiminin sayisini verir:

1Y =EVED  E®.

Benzer sekilde tim EV), (1 Siﬁkl.(i € {1,2,...,m}),p <j< p’”), sayilari hesaplanir ve

buradan da I(’), t=1,2,...,k,, saylar hesaplanir. Dolayisiyla C, koddan mertebesi

*"%m?

p" " olan k,, i€{l,2,...,m} adet kodsdz secimi i¢in tim yollarin sayisi:

sayisidir.

Z  Uzerinde, uzunlugu n, tipi (kl,kz,...,k ) olan kodlarin sayisi N olarak alinmisti. O

q m

halde, C, koddan yapilan segimlerin sayisindan N adet mevcuttur. Bu durumda,
AN S AN Y (7.4)

sayis,, Z! halkasindan mertebesi p""" olan k, ie{l,2,...,m} adet elemanin

segiminin sayisini verir. O halde (7.3) de hesaplanan sayi ile (7.4)’ deki sayilar birbirine

esittir:

Buradan, N hesaplanir:

n k-1 n n Zkf .
LI () =)
t=1 i=0
M= [0 @ gt 79
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elde edilir.

Sonug 7.7 Ozel olarak, k, =0, m=1 igin cisimler tzerinde kodlarin sayisini veren

formul (Gauss binom katsayilari) elde edilir.

Sonug 7.8 Z, lizerinde ayrik [n,(kl,k2 )]— kodlarin sayisi

k-1 k-1
) 4 1_0[(4 — )H(z —27)
|:k13k2:|4 Tk (”) B ﬁ(4k1 2k2 _2k1+k2+t )ﬁ(2k‘ 2k2 _2kl+/)
=0 ' 1=0 .
sayisidir.
Cizelge 7. 1 Bazi n’ler igin Z, uzerinde lineer kodlarin sayisi
n n
n=3 n=4 n=5 n=6 n=3 n=4 n=5 n=

Tip Tip
(0,1) 7 15 31 63 (2,2) -- 35 4340 36456
(0,2) 7 35 155 651 (2,3) - - 155 39060
(0,3) 1 15 155 1395 (2,4) - - - 651
(0,4) - 1 31 651 (3,0) 1 120 | 9920 | 714240
(0,5) - - 1 63 (3,1) - 15 3720 | 624960
(0,6) - - - 1 (3,2) - - 155 78120
(1,0) 28 120 496 2016 (3,3) - - - 1395
(1,1) 42 420 3720 31248 (4,0) -- 1 496 166656
(1,2) 7 210 | 4340 | 78120 (4,1) - - 31 31248
(1,3) - 15 930 39060 (4,2) - - - 651
(1,4) - - 31 3906 (5,0) - - 1 2016
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Cizelge 7. 2 Bazi n’ler igin Z, Uzerinde lineer kodlarin sayisi (devam)

(1,5) - - - 63 (5,1) - - - 63
(2,0) 28 560 | 9920 | 166656 | (6,0) - - - 1
(2,1) 7 420 | 17360 | 624960

7.3.1  Ornekler

Not 7.9 Z)’deki toplamsal mertebesi 4 olan bir vektor serbest (free), 2 olan bir

vektor serbest olmayan (non-free) vektor olarak adlandirilir.

Ornek 7.10 n=3 olmak lzere, Z, tzerinde (k,k,)=(2,1) tipindeki (ayrik) kodlarin

sayisi 7 'dir.
(43 _23)(43 _24)(23 _22)

(42.2l -2 )(42.21 -2 ) (22.2l —2? )

ayrik [3,(2,1)] kod elde edilir. Bu kodlar asagida lirete¢c matrisleri ile verilen kodlardir:

1 00 1 0 1|1 O O 1 0 1 1 00 1 1 012 0 0
010,01 0,01 1,0 I I},/0 2 0|,]{0 2 0,0 1 O
0 0 2|10 0 2{|0 O 2| (0 O 2| |0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ornek 7.11 Z, uzerinde n =2 uzunlugunda, tipi (1,1,0) olan kodlarin sayisi 3 ddr.

Teorem 7.3’den, Z, uzerinde bir kod, asagida verilen Urete¢ matrisi ile Uretilen bir

koda denktir:

I, A4 B D
0 21, 2C 2E (7.9)
0 0 41, 4F

ks

(7.9)'da verilen matriste I, .1, ,I, matrisleri sirasiyla k,,k,,k; tipinde birim matrisler;

A,C,FeZ,; BJE€Z,, DeZ dir. Z;={0,1,2,3,4,56,7} halkasinin elemanlarindan,
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1,3,5,7 elemanlari birimsel elemanlardir, yani mertebeleri 8’dir. Halkanin sifir
bolenleri ise: 2,4, 6’dir. 2 ve 6 elemanlarinin mertebesi 4’tlir ve 4 elemaninin

mertebesi ise 2 ’dir.

_ (8°-47)(47-2°2) _

(81.4‘ —4' 4 )(4‘.41 —41.2)

Bu kodlar asagida Urete¢ matrisleri ile verilen kodlardir:

1 0|11 11({0 1
0 2010 2|12 0f
Ornek 7.12 p"=2" i¢cin Z, lzerinde, n=2 uzunlugunda (kk,.k;)=(2,0,0)

tipindeki (ayrik) lineer kodlarin sayisi 1’dir.

(874 (8 -472) B
N_(82—42)(82—422)_ '

1 0

Bu kod
o

} matrisinin Urettigi koddur.

Ornek 7.13 Z, lzerinde n =3 uzunlugunda, tipi (1,11) olan kodlarin sayisi 42 "dir.

Teorem 6.3’den,

) (8'-2°)(4'-2")(2'-2?) _
- (8142 —44'2")(44'2' =412 2")(2'2'2' - 2'2") -

elde edilir. Burada oldugu gibi kodlari agik yazmak her zaman kolay olmayabilir. Bu

kodlarin 37 ’si asagida lirete¢ matrisleri ile verilen kodlardir:

1 x, »] [1 x, »] [400] [40 0] [20 ] [2x 0
02 z|, |0 4 of 020|012z [01 2| [0 4 of
0 4/ 0o 0o 2| (oo 1| |oo 2| (00 4| [0 0 1

Xi>Vys24 € Lyy Xy, V1525 € Lyy X, Vs, 2, €24,
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X;,,,Z; bilesenlerinin durumuna gére toplam 37 durum elde edilir. Geriye kalan 5

durum da asagidaki gibidir:

210 0 2 1 2 0 1 2 1 1 2 1 1
0 0 2 2 00 0 2 0 0 0 2 0 2 0
4 0 0 0 4 0 4 0 0 4 0 0 4 0 0
7.4 Sayma Probleminde Literatiir ile Tezdeki Yaklagimin Karsilagtiriimasi

ilk olarak bazi temel tanim ve teoremler takdim edilmektedir.

7.4.1 Sonlu Zincir Halkalari Uzerinde Lineer Kodlar

Bu kisimdaki tanim ve teoremler ¢alismalarindan alinmistir.

Tanim 7.14 [13,14] Tek maksimal ideali olan bir halkaya yerel (lokal) halka denir.
Tanim 7.15 [13,14] Her ideali esas ideal olan halkaya esas ideal halkasi denir.

Tanim 7.16 [13,14] Bir esas ideal halkasinin sol (sag) idealleri bir zincir olusturuyorsa bu

halkaya sol (sag) zincir halkasi denir. Bir sol (sag) zincir halkasina zincir halkasi denir.

Tanim 7.17 [13,14] Bir A kimesi ve [ indeks kimesi verildiginde Viel igin

@W#A <A olsun. Eger asagidaki iki ozellik saglaniyorsa {A,.}l. kiimesine, A4

el

kiimesinin ayrisim kiimesi denir:

i. A=U4,

iel
i. A4nA4,=9, i,jel, i#].
Burada her bir 4, (n elemanl) kimesine ayrisimin blogu denir.
Bir 4 kiimesinin ayrnisgimi 4A=4, U A4, U...U 4, olsun. Bu durumda, n;, 4, kiimesinin

eleman sayisini gostermek lzere, n=n, +n, +...+n, (ni * 0) denklemi n tamsayisinin

k parcaya ayrisimini ifade eder.

Tanim 7.18 [13,14] (Tamsayilarin ayrisimi) Tamsayi ayrisimlari her sayidaki bloklarin
eleman sayilarini hesaplamak icin kullanilir. Bu hesabi kolay bir sekilde yapmak igin

‘Geng (Young) Diyagram’ denilen bir gosterim kullanilir. Bu yolla bir ayrisimi baska bir
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ayrisima donlstirmek de oldukca kolaydir. Diyagramdaki satir ve siitun yer
degistirdiginde eslenik ayrisim elde edilir. y=x alindiginda birbirine doniisen
ayrisimlara egslenik ayrisgimlar denir. Eger y=x durumunda diyagramda hi¢ bir

degisiklik olmuyorsa, o ayrisima kendine estir denir.

Ornek 7.19 [13,14] A bir ayrisim olmak Uzere, /1:(6,6,4,2,1,1) ve eslenigi

' =(6,4,3,3,2,2) dir.

T, T

Sekil 7. 1 Young Diyagrami |

A= (5,4,3,2,1) ayrisimi kendine estir. Yani A=A1":

T, T

Sekil 7. 2 Young Diyagrami I
Ozellikler [13,14]
A bir ayrisim ;
> |A]=24+ 4, +...+ 4, sayisina A’nin agirhgi denir.
»  |A|=nise, A’ya n’in sirali olmayan ayrisimi denir

»  Herbir 4, >0 sayisina A’nin b6limu denir.
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»  Ayrnisimdaki O sayilari yazilmaz.
» A aynsgimini su sekilde yazabiliriz: A=17.2%.3"... Buradaki her bir 7, Ussi

oldugu tabanin ayrisimda kac kere tekrarlandigidir.

Ornek 7.20 [13,14] 2=(3,3, 3,2,1,1)=122'3".

> A" eslenik ayrisiminin bélimleri su sekilde bulunur: /11.' =‘ {j:i. 21‘} ‘

J

Ornek 7.21[13,14] 1=(7,6,6,4,2,2,L.L11,)= 1 =1'2°4'6’7' = |4|=31= || =31.

! ! !

A =4 21|=10, 4, =|{ia, 220 |=6, 4, =|{j:2, 23}|=4,

!

A, =4, =3, 4 =3, 4 =1=1'=(10,6,4,4,3,3,1) seklindedir.

Not 7.22 Eger sonlu bir Abel p—grubu G, 4, 24, >...2 4, ve A, n’in ayrnisimi olmak
Uzere, devirli gruplarin Zpﬂl ><Zp;~2 x...prﬂk direkt carpimina izomorf ise, bu grup
A =(/1],/12,...,ﬂ,k) tipindedir.

Tanim 7.23 R bir degismeli halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. [ idealinin

radikali agagidaki gibi tanimlanir:
ﬁ:{reR:r" el, EIneZ+}.
Teorem 7.24 Radikali N olan sonlu bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
i. R birsol zincir halkasidir.
ii. R halkasinin esas sol idealleri bir zincir olusturur.
iii. R yerel halkadir ve herhangi @ € N/N? icin, N = RO esas sol idealdir.
iv. R bir sol zincir halkasidir.
Eger R yukaridaki durumlari sagliyorsa R’nin her N (N c R) ideali, i pozitif tam
sayl olmak lizere, N' = R&' = 'R seklinde yazilabilir.
Teorem 7.25 [13,14] (Modiil Siniflandirma Teoremi) R bir halka, M bir sonlu R-

modul ve |/1|:/11+/12 ++ A :logq|M| olsun. Herhangi bir sonlu M modilu igin,
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M =R/N*" ®R/N* ®..®R/N" olacak sekilde tek tiirli belirli bir A=(4,4,,...,4,)
ayrisimi vardir. Burada, 7, A’nin bolimlerinin sayisidir.

Tanim 7.26 [13,14] M =R/N" @ R/N* ®..®R/N" olacak sekilde |4|=log, |[M|
ayrisimina M modulinin tipi denir. /li’zboyR/N(Q"’lM/H"M) bélimlerinden olusan A’
eslenik ayrisgimina da M ’nin eglenik tipi denir. »=4 sayisina M ’nin ranki denir.
Burada boy,,, (Gi’lM/GiM) ifadesi, 6''M /@'M vektdr uzayinin R/ N Uzerindeki

boyutunu gostermektedir.

Ornek 7.27 Z, uzerinde, irete¢ matrisi agagida verilen C kodunu disiinelim.

Q

Il
S N =
[\ NS I
SRR

C’nin modiil olarak tipi A4 :(2,1,1) dir. C’nin Young diyagrami:

Sekil 7. 3 C kodun Young diyagrami

seklinde olup, ranki 3’diir ve |C|=2*""" =16’dr.

Teorem 7.28 [12,14] M , A tipinde bir R modil olsun. < A esitsizligini saglayan her

L ayrisimiigin, M modilunin u tipinde asagidaki kadar alt modila vardir:

me () (A=,
o (wsa) =T T¢"" ( ]
i=1

' '
H— Hiy

Ornek 7.29 [13] Z; modilinde n=3 igin tim alt modillerin sekil, tip ve alt grup

sayilari asagidaki gibidir:
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1) (L) wLL)  (2) () (2,1,0) (22)  (22))

7 7 1 28 42 7 28 7 1

(2,2,2)

7.4.2 Karsilastirma

Son olarak, elde edilen formil ile Teorem 7.6’da verilen formil bir 6rnek ile
karsilastiriimaktadir. Alt grubun tipi 4, u# nun eslenigi @' ve (z'eN) sayilari da
4'’nin bolumleri olmak Uzere, (n=6) igin asagidaki tablo elde edilir: (Buradaki

verilerin hesabi icin C++ programi kullanilmistir.)

Cizelge 7. 3 Teorem 7.28’den ve Teorem 7.6’dan elde edilen sonuglarin karsilastiriimasi

k, k, y7i ( 1, ﬂé) Literatiir Nkl “ ( n)
0 6 (111111) (6,0) 1 1
0 5 (11111) (5,0) 63 63
0 4 (1111) (4,0) 651 651
0 3 (111) (3,0) 1395 1395
0 2 (11) (2,0) 651 651
0 1 (1) (1,0) 63 63
0 0 () (0,0) 1 1
1 5 (211111) (6,1) 63 63
1 4 (21111) (5,1) 3906 3906
1 3 (2111) (4,1) 39060 39060
1 2 (211) (3,1) 78120 78120
1 1 (21) (2,1) 31248 31248
1 0 (2) (1,1) 2016 2016
2 4 (221111) (6,2) 651 651
2 3 (22111) (5,2) 39060 39060
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Cizelge 7. 4 Teorem 7.28’den ve Teorem 7.6’dan elde edilen sonuclarin karsilastiriimasi

(devam)

k k, Y7, ( A, ﬂ;) Literatiir Nya. ( n)
2 2 (2211) (4,2) 364560 364560
2 1 (221) (3,2) 624960 624960
2 0 (22) (2,2) 166656 166656
3 3 (222111) (6,3) 1395 1395
3 2 (22211) (5,3) 78120 78120
3 1 (2221) (4,3) 624960 62960
3 0 (222) (3,3) 714240 714240
4 2 (222211) (6,4) 651 651
4 1 (22221) (5,4) 31248 31248
4 0 (2222) (4,4) 166656 166656
5 1 (222221) (6,5) 63 63
5 0 (22222) (5,5) 2016 2016
6 0 (222222) (6,6) 1 1

7.5

Toplamsal (Additive) Kodlar

Bu kisimda F, cismi tizerinde toplamsal kodlarin tanimi verilmektedir [33].

f(x)=1+x+x" olmak Uzere, F4=ZZ[x]/<f(x)> bslim halkasi 4 elemanl bir

cisimdir:

F,=17, [x]/<f(x)>

{h(x)+<f(x)
:{a+bx+<f

X

>:h(x) ez, [x]}
)

>:a,beZ2}
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Burada w:x+<f(x)> ve w=1+w olarak alinirsa,
F, = {0,1, w,vT/} , 4 elemanli cismi elde edilir.

Tanim 7.30 [34] Vektor toplami altinda kapali olan, F,"’in n uzunlugunda bir alt

kiimesine F, Uzerinde bir toplamsal kod denir. Dolayisiyla bir C toplamsal kod, F,"’in
toplamsal bir alt grubudur. ce C icin ¢+c =0 oldugundan, C bir ikili vektér uzayidir

ve 3keZ" icin 2* elemani vardir. n uzunlugunda bir C toplamsal kod bir (n,Zk)
koddur.

F, Uzerinde bir toplamsal kod ile bir lineer kod farkhdir. Toplamsal kod skaler ¢carpma
(nokta carpimi) altinda kapali olmayabilir, dolayisiyla F, tizerinde lineer olmayabilir. Bir
(n,2k) toplamsal C kodun k£ kodsodzden olusan bir bazi vardir. C’nin Urete¢ matrisi
kxn tipinde bir matristir.

Ornek 7.31 [34] F, Uzerinde lineer olan [6,3,4] kodun (hexacode) irete¢ matrisi
asagidaki gibidir:

1

Q

Il
c o ~
o — o
— o o

w o w
w 1 wj.
w w 1

Ote yandan, yukaridaki kod (6,26,4) toplamsal kod olarak distndlirse, lirete¢ matrisi:

1 0 0 1 w w
w 0 0 w w w
O 1 0 w 1 w
G= _ _
O w 0 w w w
0O 0 1 w w 1
00w w w w
seklindedir.
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7.6 Galois Halkalari Uzerinde Lineer ve Toplamsal Kodlar

Tanim 7.32 [35] Sifir bélenleri ile sifirinin birlikte olusturdugu kiime, p bir asal sayi
olmak Uzere, <p1> esas idealini veren ve birimi 1 olan sonlu halkaya Galois halkasi

denir.

pl=1+1+---+1
—_—

p
Ornek 7.33 [35] p bir asal sayi ve k pozitif tam sayi olsun. Bu durumda, Zpk halkasi
birimlidir ve birim elemani 1’dir. Sifir bolenlerinin kiimesi (0 ile birlikte),
{O,p,pz,p3,...,pk_l} =<p> idealidir. Dolaysiyla, Zpk bir Galois halkasidir.
Not 7.34 [35] Fp sonlu bir cisim olmak U(zere, asagidaki donisim bir halka
homomorfizmasidir:
r:ZpA - F,

k-1
Cy+ept--tcp = C,-

7 donusimund, Zpk [x] polinomlar halkasindan Fp [x] polinomlar halkasina
genisletebiliriz:

—:Zpk [x] —)Fp [x]
a,+ax+--+ax"—a,+ax+---+ax"
Burada, q,,q,,a,,...,a, eZPk olmak uzere, verilen bir g(x)eZpk [x] polinomu icin,
g(x) €Z, [x]=g(x)eF,[x] dir.
Tanim 7.35 [35] f(x) polinomu Zpk [x] polinomlar halkasinda derecesi m>1 olan
monik bir polinom olsun. Eger f(x) polinomu F,[x]’de indirgenemez ise f(x),
Zpk [x] polinomlar halkasinda monik temel indirgenemez bir polinomdur.
Ornek 7.36 [35] h(x) polinomu Zpk [x] polinomlar halkasinda derecesi m olan monik
temel indirgenemez bir polinom olsun. Bu durumda, <h(x)>, h(x) polinomu
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tarafindan Gretilen ideali gostermek Uzere, Z , [x]/<h(x)> bolim halkasinin yapisi

asagidaki sekildedir:
Z [x]/<h(x)> halkasinin birim elemani 1+<h(x)>’dir.
<p[1+<h(x)>}>=<p+<h(x)>> esas ideali Zpk[x]/<h(x)> halkasinin, tim sifir

bolenlerini ve sifirini (0+<h(x)>=<h(x)>) icerir. Bunun igin, <p+(h(x))> idealine ait

olmayan bir elemanin halkanin birimsel elemani oldugunu géstermek yeterlidir.
a(x)+(h(x))eZ . [x]/(h(x)) ve a(x)+(h(x))e(p+(h(x))) olsun. O nhalde,
(a(x)+(h(x)), p+(h(x))) ideali tam halkay: Gretecektir. Yani;

L (h(x)) = [ () + () [La (o) + () [+ [n(x) + () [[p+((x)) ] (722)
olacak sekilde m (x)+(h(x)), n(x)+(h(x))eZ [x]/{h(x)) elemanlar vardir.

(7.12) den,

1+ (7 (x)) = m(x)a(x)+ pn(x)+(h(x)) (7.13)
elde edilir.

(7.13)'de esitligin her iki tarafinin p ninci kuvvetini alalim. 1+(h(x))e Z [x]/(h(x))

elemani halkanin birim elemani oldugundan,

1+<h(x)> = [l+<h(x)>}p - [m(x)a(x)+P”(x)+<h(x)>]p

+

1+(h(x)) =[m(x)a(x)] {fl’ j[m(x)a(x)]p_l pn(x) {12’ j[m(x)a(x)]p_z [pn(x)]
et [pli J[m(x) a(x)][pn(x)]pfl + [pn(x)]p +<h(x)>

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki toplamda, [m(x)a(x)]p ifadesi ile

<h(x)> arasindaki toplamlar p” parantezine alinirsa, nl(x)eZpk [x] olmak iizere,
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1+<h(x)> = [m(x)a(x)]p +p’n (x) +<h(x)>
elde edilir.

(7.13) esitliginin her iki tarafinin bu sefer p2 ninci kuvveti alinirsa asagidaki elde edilir:

2 2

L (h(x) =[1+((x) ] =[m(x)a(x)+ pn(x)+(h(x))]" .

1+(h(x))=[m(x)a(x)]" +(plzj[m(x)a(x)]pz_l pn() +(l;2][m(x)a(x)]pz_2 [pn(x)] +
et [pfz_ Jl:m (x) a (x)][pn (x)]pk1 + I:pn (x)]p2 + (h(x)) (7.14)

(7.14) esitliginin sag tarafindaki toplamda, bir 6nceki asamadakine benzer sekilde,

[m(x)a(x)]p ifadesi ile <h(x)> arasindaki toplamlar p’ parantezine alinirsa,

n,(x)e Zpk [x] olmak tzere,

L (h(x)) =[m(x)a(x)]" +p'm (x)+(h(x))
elde edilir.

Yukarida yapilanlara benzer sekilde devam edilirse ve son olarak (7.12)’deki esitligin

her iki tarafinin p"‘1 ninci kuvveti alindiginda,

1

L+ ((x) =[m(x)a(x)]" +phn, (x)+ (h(x) =[m(x)a(x)]" +(R(x).

buradan da,

elde edilir ki, bu da a(x)+<h(x)> elemaninin Z , [x]/<h(x)> halkasinin bir birimsel
elemani oldugunu gésterir. Sonuc olarak, <p+<h(x)>> esas ideali, Z , [x]/<h(x)>

halkasinin tim sifir bélenlerini ve sifirini kapsar. Dolayisiyla, Zpk [x]/<h(x)> bir Galois

halkasidir.
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Not 7.37 [35] Z , [x]/(h(x)) halkasinn, a€Z , olmak iizere, elemanlar a+(h(x))
seklinde olan bir R’ alt halkasi vardir. Ayrica, Z , — R’ tasviri, a > a+(h(x)) ile bir
halka izomorfizmasidir. Dolayisiyla, bir aeZ , elemani a+(h(x))eZ , [x]/{h(x))
seklinde gosterilebilir. Kolaylik olmasi bakimindan, &=x-+(h(x)) alnirsa, h(£)=0

olur. Bir @, +ax+---+a, x"" +(h(x)) €L, [x]/<h(x)> elemani icin,

a,+ax+--+a, x"" +<h(x)> =a,+aé++a, elde  edilir. @€l ,

(i=0,1,...,m—1) olmak uzere, Zpk[x]/<h(x)> halkasinin  tim elemanlari

a, +czl‘er---+csz]‘§m’1 seklinde yazilabilir. Bu yazilim asagidaki notasyon ile gosterilir:
Z [£]= {ao +al+-+a, " :a, €z, (i= 0,1,...,m—1)} .

O halde; Z [x]/<h(x)> =7, [&£] dir ve Zpk [£] halkasi bir Galois halkasidir.

7.7 me [f] Halkasi1 Uzerinde Toplamsal Kodlarin Sayilari

Bu kisimda, me [5] halkasi Gzerinde toplamsal kodlar incelenmektedir. Bunun igin

kolaylik olmasi bakimindan, ilk olarak p™ =4 olmak tzere Z4[§] halkasinin 6zellikleri

asagidaki sekilde verilmektedir:

h(x)=1+x+x" olmak tzere,
Z,[x)/(h(x))={a+bx+(h(x)):abeZ,} = L,[£]={a+bé:abel, 1 +E+ & =0}
={0,1,2,3, &1+ &2+ E,3+E,28, 14 28,2+ 28,3+28,38,14 38,2+ 38,3+ 38}

Z4[§] halkasindaki elemanlarin toplamsal mertebeleri asagidaki sekildedir:
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{0,2
2+2&)={0,2+2¢},
=1{0,£,2¢,3¢},
3+38) ={0,1+&,2+2£,3+3&),
2+&)={0,2+&,2£,2+ 3£,
+38) ={0,3+&,2+42&,1+3¢},
3+2&) ={0,1+2¢,2,3+2¢&}.

” /\

[\

_+_

(98]
vmv
N~ 1
—

—

TN TN SN N TN TN N N
)
~—
I
—
\/ 98]
I I
—~ -

Z4[§] Uzerinde bir toplamsal kodun Urete¢ matrisi:

I, A B
G=|

0 2],{2 2C
seklindedir. Burada, [, ,I, sirasiyla ki, k, tipinde birim matrislerdir. 4 matrisinin
girdileri 22[5]:{0,1,§,l+§} halkasinin elemanlarindan; B matrisinin girdileri ise

Z4[§] halkasini elemanlarindan olusmaktadir. G (irete¢ matrisine sahip bir kodun

(k,,k, ) tipinde oldugu sdylenir.

Teorem 7.38 me[f] tzerinde n uzunlugunda, (k.k,,....k,) tipinde ayrik

(permutasyon denk olan kodlar da dahil) toplamsal kodlarin sayisi

{ n }“’ _ﬁ
hiskysosky |, 0 N,

sayisidir. Burada,

t=1 i=0

N, = Hﬁ (p'"‘“-”)z” —(P""l_('_l))zn 7 Zk 'pl}’

m

= FE ) F o) (116 o)

s=1

seklindedir.
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ispat: Teorem 7.6'nin ispatina benzer sekilde yapilir. Burada, zZ, [£] halkasinin

elemanlarinin mertebelerine dikkat etmek gerekir. o

Sonug 7.39 Z,[&] Uzerinde n uzunlugunda, (k.k,) tipinde ayrik (permiitasyon denk

olanlar da dahil) toplamsal kodlarin sayisi

k-1 k-1 )
Lt (e
_ i=0 Jj=0
L‘wkjm[é] ﬁ(4kl 25— 2k1+k2+’)k2 1(2kl+kz—2kl+-")
i=0 Jj=0

sayisidir.

Ornek 7.40 m=2 icin Z,[&] tzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(2,1) tipindeki
(ayrik) toplamsal kodlarin sayisi:

(16 -47)(16°~4°2)(4’ - 4)

C(#2-22)(#2-2227)(222-27) 624960

sayisidir.
Ornek 7.41 m=2 icin Z,[&] uzerinde, n=2 uzunlugunda (k,k,)=(L1) tipindeki
(ayrik) kodlarin sayisi:

(642 —162)(162—42.2)

= =6720
(8.4—-4.4)(4.4-42)

sayisidir.

7.8 me [f] Halkasi Uzerinde Lineer Kodlarin Sayilari

Teorem 7.42 me[f] tzerinde n uzunlugunda, (k.k,,....k,) tipinde ayrik

(permutasyon denk olanlar dahil) lineer kodlarin sayisi

R S 2
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sayisidir. Burada,

S+ H (pm—(t—l))zk’ ‘pz,.

t=s+2

—_
AS|
3
|
B
S~
S
ka
N—
—_
A
3
|
w
st
—
S
=
3
N——

seklindedir.

Ispat: Teorem 7.6’nin ispatina benzer sekilde yapilir. o

7.5.1  Ornekler

Ornek 7.43 m=2 icin Z,[¢] tzerinde, n=2 uzunlugunda (k,,k,)=(1,0) tipindeki

(ayrik) lineer kodlarin sayisi 20 ‘dir.

162 -4

16°~4*=(16-4).N = N
164

20.

Gercgekten de, bu kodlar asagida verilen Grete¢ matrisleri ile tretilen kodlardir:
0ox] [0 1. [2 1, [2 &) [2 1+€], xez,[£]

Ornek 7.44 m=2 icin Z,[&] uzerinde, n=2 uzunlugunda (k.k,)=(L1) tipindeki

(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

(16> —4%)(4* -4)
N lea-16)(16-4)

sayisidir. Gercekten de, bu kodlar asagida verilen Urete¢ matrisleri ile Uretilen

kodlardir:
1 0 1 1 1 ¢ I 1+¢& 2 0
0 2 (0o 2|0 2/ (0 2| |0 1f

87



Ornek 7.45 m=2 icin Z,[¢] uzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(2,1) tipindeki
(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

B (16 -4°)(16'-4*)(4’ - 4°)
- (164" -424')(16°4' -4°.4°) (424 -47)

sayisidir. Bu kodlar asagida verilen Urete¢ matrisleri ile tretilen kodlardir:

10 x| [t x, 0200
01 y|[ |02 0/ |0o10
00 2[00 1] |0 01

X, X,y € Z,[&] durumlari digiintlirse 21 durum elde edilir.

Not 7.46 Ornek 7.45 ile Ornek 7.40 ile karsilastirildiginda, ayni halka lizerinde ayni
parametrelere sahip olan toplamsal kodlarin sayilarinin lineer kodlarin sayilarindan

fazla oldugu gorulir.

Ornek 7.47 m=2 icin Z,[¢] uzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(1,2) tipindeki

(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

(16 -4°)(4' -4)(4*-4)

(1647 —4.4°)(4.4*-4)(4.4°-4)

sayisidir. Gercekten de, bu kodlar asagida verilen Urete¢ matrisleri ile Uretilen

kodlardir:
I x 2 0 0 2 0 0
0 2 0], |01 x,f, |0 2 O
0O 0 2 0O 0 2 0 0 1

X, X,y € Z,[&] durumlari digiintlirse 21 durum elde edilir.

Ornek 7.48 m=2 icin Z,[&] uzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(11) tipindeki

(ayrik) lineer kodlarin sayisi:
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N= (16.51126— ;:2 ;E:A_Z i)i;(;; z42) =21

sayisidir. Bu kodlar asagida verilen lirete¢ matrisleri ile Giretilen kodlardir:

1 x y] [20 0] [20 0
02 0[, |01 x|, [0 20
00 2| |00 2| |00 1

X5 X5, V) eZz[f] durumlari distunilirse 21 durum elde edilir.

Ornek 7.49 m=3 icin Zy[&] uzerinde, n=3 uzunlugunda (k,,k,.k;)=(1,11) tipindeki

(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

Vo (64°-16°) (16" —4°.4)(4’ - 4%) 10
(64.16.4-16.16.4)(16.16.4-16.4.4)(4.4.4 - 4.4)

sayisidir. Bu kodlari agikga yazmak digerleri kadar kolay degildir.
Ornek 7.50 m=3 icin Z[£] Uzerinde, n=3 uzunlugunda (k,k,,k;)=(0,1,2)
tipindeki (ayrik) lineer kodlarin sayisi:

Formiilden,

N= (16.51126— ;:2 ;E:A_Z i)i;(;; z42) =21

sayisidir. Bu kodlar asagida verilen Urete¢ matrisleri ile tretilen kodlardir:

2 x oy 0 4 0 0
0 4 0 X, 0 2 0
0 0 4 4 0 0 2

X, Xy, Y, €274, [5] durumlari distnilirse 21 durum elde edilir.

Ornek 7.51 m=3 icin Z[£] uzerinde, n=4 uzunlugunda (k,k,.k;)=(0,2,0)

tipindeki (ayrik) lineer kodlarin sayisi:
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(16'—4%)(16" —4'4)
N e oo aa) 7

sayisidir.
Ornek 7.52 m=2 icin Z,[&] tzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(1,2) tipindeki
(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

_ (817=9°)(9"-9)(9*-9*)
(81.9°-9.9%)(9.9°-9)(9.9°-97)

=91

sayisidir. Bu kodlar asagida verilen Urete¢ matrisleri ile Uretilen kodlardir:

x »][30 0][300
03 0[[01 x,/](030
00 3|00 3|00 1

X5 X5, W) eZ3[§] durumlari distndlirse 91 durum elde edilir.

Ornek 7.53 m=2 icin Z,[&] tzerinde, n=3 uzunlugunda (k.k,)=(2,1) tipindeki
(ayrik) lineer kodlarin sayisi:

B (813—93)(813—94)(93—92) B
(8129’ ~9%.9')(8129'-92.9%)(92.9-9) -

elde edilir. Bu kodlar asagida verilen lirete¢ matrisleri ile Giretilen kodlardir:

10 x| [1 x, 0] 300
01 y| o 3 o] |01 o0
00 3[fo o0 1]]0 01

X5 X5, V) eZz[f] durumlari disundlirse 91 durum elde edilir.

7.9 F,+ufF, Halkasi Uzerinde Kodlarin Sayisi

M . _ 2 : 2 _
g=p" olmak uzere, R =F, +uF, halkasinin eleman sayisi ¢g° dir. Ayrica, u” =0

olmak uzere Rq=Fq[u]/<u2> dir. R, halkasinin elemanlarindan u elemaninin
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toplamsal bir kati olmayanlar birimsel elemanlardir, geriye kalan elemanlar ise birimsel

degildir. Bu durumda R halkasinin (q—l)q adet birimsel elemani ve ¢g—1 adet de

birimsel olmayan elemani vardir. Birimsel elemanlarin mertebesi ¢° ve sifir digindaki

elemanlarinin mertebesiise g dur.

Teorem 7.54 [36] R, Uzerinde bir C lineer kod asagidaki formda verilen uUreteg

matrisine sahip koda denktir:
G= ]kl All AIZ .
0 ul, ud,

A, matrislerinin girdileri R, halkasinin elemanlaridir. C kodun eleman sayisi g

dir. G matrisi ile tiretilen kodun tipi (k,,k, ) dir.

Teorem 7.55 R lzerinde n uzunlugunda, tipinde ayrik lineer kodlarin sayisi

ko 2 ks £ 42 k s k by o2 k
(TG T ) {16 o) L) |
s=1 r=0\ p= J=s+ p= t=s+

sayisidir.

Ispat Teorem 7.6’nin ispatindaki sayma metodu kullanilarak istenen sonug elde edilir.

7.10 Sonlu Zincir Halkalari Uzerinde Kodlar

Bu kisimda, herhangi bir sonlu zincir halkasi tGzerinde kodlarin sayilari verilmektedir.

Onerme 7.56 [37,38,39,40] Her sonlu degismeli halka yerel halkalarin Cin Kalan
carpimina izomorftur. Her sonlu degismeli esas ideal halkasi sonlu zincir halkalarinin

Cin Kalan ¢arpimina izomorftur.

Onerme 7.57 [37,38,39,40] R, maksimal ideali ¥ olan bir sonlu zincir halkasi ve y da

nilpotentlik derecesi e olan bir eleman olsun. R halkasi lzerinde bir kodun Ureteg

matrisi asagidaki matrise permitasyon denktir:

91



I, Ay Ay A,
0 v, rd, - r 4,
7’ A, (7.15)

ky

0 0 0 0 p 74,

Burada, 4, matrisinin girdileri R halkasinin elemanlaridir.

Tanim 7.58 [37,38,39,40] (7.15) ile verilen matris ile Uretilen bir kod (k,.k,.....k, )

> el

el

Sy, 2leik

tipindedir ve eleman sayisi |R/<;/> =g sayisidir.

Tanim 7.59 [37,38,39,40] R, maksimal ideali m olan bir yerel halka ve w,,...,w,

vektorleri R" halkasinin elemanlari olsun. w,,...,w, vektérlerinin modiler bagimsiz

olmasi igin gerek ve yeter kosul Zajwj =0 esitliginde her j i¢in &, € m olmasidir.

Tanim 7.60 [37,38,39,40] R sonlu bir halka ve her bir R, yerel halka olmak Uzere,
R=CRT(R,R,,....R,) olsun. Eger ®,(v,),...,®,(v,), bir i icin modiiler bagimsiz ise
Vi,...,v, €R" vektorleri de modiler bagimsizdir. Burada CRT, Cin Kalan

Teoremi’ndeki carpimi ifade etmektedir.

Tanim 7.61 [37,38,39,40] R bir halka ve v,,...,v, € R" olsun. Eger Zajvj =0 esitligi

icin @;v, =0 saglanirsa v,,...,v, vektorleri moduler bagimsizdir.

Tanim 7.62 [37,38,39,40] R bir yerel halka olsun. Eger ZQl.vi =0 esitligi icin a, =0

saglanirsa, v,,...,v, vektorleri lineer bagimsizdir.

Tanim 7.63 Bir R halkasi Gizerinde bir kod s adet lineer bagimsiz vektor ile Uretiliyorsa

bu koda serbest (free) kod denir.
Onerme 7.64 Vi,...,v, vektorleri, bir yerel Frobenius halkasi olan R (zerinde n
uzunlugunda vektorler olsun. Eger v,+1e£<vl,v2,...,vt,mR"> ise  V,V,,...,V,,V,

T T T+l

vektorleri lineer bagimsizdir.
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Ispat: v,,v,,...,v,,v,,, vektérleri lineer bagiml olsun. Bu durumda, en az bir a;, # 0 igin

T T T+l

t+1 t
> av, =0 olur. Eger a,,, ¢m ise bu durumda, Y ayv, =-«a
i p

v, olur. a,, vektori

t+1 1+l

m idealinin elemani olmadigindan, terslenebilirdir. Bu durumda, v, €(v,,v,,...,v,)

olur ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla, «,_, € m olmahdir. m, uzunlugu 1 olan bir kod

t+1
oldugundan ve halka Frobenius oldugundan, m", uzunlugu 1 olan asikar olmayan bir

koddur. Bu nedenle, y # 0 olmak lizere, ¥ € m" 'dir. Bu durumda,

yav, +ya,v, +--+yayv, +ya,,,v, =0,

yav, +ya,v, +--+yay, =0

esitlikleri saglanir. Ayrica, v,,v,,...,v, lineer bagimsiz oldugundan, her 7 i¢cin ya, =0
olur. Buradan da,

y(av +a, ++ay,)=0,

dolayisiyla da v, +a,v, +---+a,v, e mR" elde edilir ki bu bir celiskidir. Sonug olarak,

VisVyse..sV,,V,,, Vektorlerilineer bagimsizdir.

Onerme 7.65 v,,...,v, vektérleri, bir yerel Frobenius halkasi olan R (izerinde vektérler
olsun. Bu durumda <vl,v2,...,vt,mR"> kiimesinin eleman sayisi ¢'m" sayisidir.

ispat: w,,w, e mR" olmak Uizere,

av,+a,v, ot ay, +w =By + B, o+ By, +w, (7.16)
oldugunu farzedelim. (7.16) ile verilen ifadeden,

(al —ﬁl)v1 +(0{2 —ﬂz)v2 +~-+(a, —ﬁ,)vt =W, —Ww (7.17)
elde edilir.

m ideal, m|<|R| olmak tizere, 1 uzunlugunda bir lineer koddur. Bu nedenle m*, R

halkasinda 1 uzunlugunda asikar olmayan bir lineer koddur. y # 0 olmak lizere y e m*

olsun. (7.17) ile verilen ifadenin her iki tarafi y ile garpilirsa,

93



7/(051 _ﬁl)vl +7/(a2 _ﬁz)vz +"'+7(at _ﬁt)vt =0
elde edilir. v,,...,v, vektorleri lineer bagimsizdir. Bu nedenle her i igin 7/(0:1. —ﬂl.):O
olur. (a,—B.)em ifadesinden o, € 5, +m elde edilir. Buradan ¢' eleman elde edilir.

Ote yandan,

mR"‘ =m" oldugundan istenen sonug elde edilir.

Onerme 7.66 R, maksimal ideali m olan bir yerel halka olsun,

R|:r ve |m|:m Bu

durumda R" halkasindan segilebilecek lineer bagimsiz vektorlerin sayisi

(m') (a"=1)(4" ~q)---(a" ~4"")

sayisidir.

Ispat: Bir lineer bagimsiz vektér vektdr segmek icin R" —mR" kiimesi gbéz 6niine
alinmalidir. mR" kiimesindeki sifirdan farkli vektoérler moduler bagimsiz olmalarina
ragmen lineer bagimsiz degildirler. Bu nedenle ilk vektor icin »" —m" farkh sekilde

secim vyapilabilir. ¢ adet vektér segilmis olsun: v,,...,v,. Onerme 7.65'den,

<vl,v2,...,v,,mR"> kiimesinin eleman sayisinin ¢'m" oldugu biliniyor. Dolayisiyla #+1

inci vektériin secimi icin yollarin sayisi 7" —g'm” dir. Buradan, istenen elemanlarin
¢ ¢ciny Y q

sec¢imi igin yollarin sayisi

(r" -m” )(r" —gm” )(r" —g’m” ) : .(r" —¢"'m" )
(q"m" -m” )(q"m” —gm"” )(q"m" —g¢’m” ) . .(q"m" —¢"'m" )
(

) (5o -~

sayisidir.

Onerme 7.67 R, maksimal ideali m olan bir yerel halka olsun,

R|:r ve |m|:m Bu
durumda s adet lineer bagimsiz vektor ile Uretilen bir kodu Ureten s vektori n segimi

icin yollarin sayisi
o (o =1)l =)o)

sayisidir.
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Ispat: Onerme 7.66’nin ispatindaki saymaya benzer sekilde yapilir. Sonucta,

—

r —ms)(rs —qms)(rs —qzms)...(rs —quS)
(q“'m“' —m“')(qsm2 —qm“')...(q“'m“’ —q“'_lms)

(m“')s(q“' _1)(q~" _q)...(q“' —CIH)

sayisidir.

Theorem 7.68 R, maksimal ideali m olan bir yerel halka olsun,

R|:r ve |m|:m Bu
durumda, R" kiimesinde, s lineer bagimsiz vektor ile tretilen ayrik kodlarin sayisi

(m') (¢"-1){4" ~q)--(a" ~4"")

s

(m) (¢ =1)(a" ~q)---(a" =)

sayisidir.

ispat: Onerme 7.66 ve Onerme 7.67’den sonuca ulasilir.
n
Maksimal ideali m olan bir yerel R halkasi lizerinde serbest kodlarin sayisi { } ile
S
q,m

gosterilecektir.

Teorem 7.69 v,,v,,...,v, vektorleri, bir R yerel Frobenius halkasi lzerinde lineer
bagimsiz vektorler olsun. Bu vektorler ile retilen kod, (IS A) Ureteg¢ matrisine sahip
olan koda permiitasyon denktir.

Ispat: v, vektériiniin en az bir bilegeni birimseldir. Bu vektériin bir bileseni 1 ve diger

vektorlerin ayni bileseni 0 olsun. Bu vektorler lineer bagimsiz oldugundan, bu
vektorlerin lineer kombinasyonlari da lineer bagimsiz vektérler verir. Satir indirgeme

yoluyla istenen sonuca ulasilir. Bu durum esas ideal halkalari icin de boyledir.

Teorem 7.70 C, s lineer bagimsiz vektorden olusan, R" kiimesinde serbest (free) kod

olsun. Bu durumda C*, n—s lineer bagimsiz vektdrden olusan bir serbest koddur.

ispat: Teorem 7.70’den iireteg matrisi (/, A4) formuna déniistiriilebilir. (B 1,_,)

matrisinin B, elemani goz 6niine alinsin. Buradan i ninci satir ile v, vektord diktir.
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(B 1,,) matrisi, eleman sayisi |[R|"" olan bir kod dretir. Halka Frobenius

oldugundan, |CHCL‘ =|R|" esitligi saglanir ve (B 1,_,) matrisi dik kodu tretir.

Teorem 7.71 |R| =r, |m| =m ve |R/m| =g olmak Uzere, asagidaki esitlik saglanir:

{n-'—l} S .S {l’l} n—s+1{ n }

= q m +m .
s N s—1
q,m q,m q,m

Ispat: Esitligin sag tarafindan baslanir:

o (¢ -1)(¢"-q).-(a"-4"") —~ (¢ -1)(¢"~4)--(¢"" -4

Teorem 7.72 |R| =r, |m| =m ve |R/m| =q olmak Uzere, agagidaki esitlik saglanir:

n-+ 1 s n " ( )n—s+1 n
=m .
S S am s—1
q,m q,m q,m

Ispat: Esitligin sag tarafindan baslanir:
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lrtDs=s* (qn _1)(‘1n _‘1)---(61" —CIH) _q"’”1 ~1+4"" (qs _1)]

O R s R O

Onerme 7.73 R, maksimal ideali » olan bir sonlu zincir halkasi ve » da nilpotentlik
derecesi e+1 olan bir eleman olsun. Bu durumda, (kl,kz,...,ke) tipinde bir kod Giretmek

icin secilecek vektorlerin sayisi

nk ej £ A Zk’ i
z H H[q _qzo J]

a=0 i=0

sayisidir.

Ispat: Teorem 7.6, Onerme 7.66 ve Onerme 7.67’nin ispatlarindan yararlanilarak

istenen elde edilir.

Onerme 7.74 R, maksimal ideali  olan bir sonlu zincir halkasi ve |R/<;/>| =g olsun. Bu
durumda, (k,k,,....k,) tipinde bir lineer bagimsiz kod (retmek icin secilecek

vektorlerin sayisi

(q)g(e"”k’2+g{(e b St 5 F e (¢" -1)(¢" —q)---(a" -4"")

a=0
sayisidir.

ispat: Teorem 7.6, Onerme 7.67 ve Onerme 7.68nin ispatlarindan yararlanilarak

istenen elde edilir.
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Teorem 7.75 R, maksimal ideali ¥ olan bir sonlu zincir halkasi ve y da nilpotentlik
derecesi e+1 olan bir eleman olsun. Bu durumda, (kl,kz,...,ke) tipinde ayrik kodlarin

sayisl

sayisidir.

Ispat Onerme 7.73 pay kismini, Onerme 7.74 ise payda kismini verir.

7.11 Esas ideal Halkalari Uzerinde Kodlar

Teorem 7.76 R=CRT(R,R,....,R,) ve her bir R, maksimal ideali », (nilpotentlik
derecesi ¢,) olan halka olmak tzere R bir esas ideal halkasi olsun. Bu durumda, R

izerindeki kodlarin sayisi, her bir ,(C) nin tipi (k. ,.....k,, ) olmak tzere,

h n
H{km,k. k l .

i=1 i,29° Wi e

sayisidir.

Ispat: Teorem 7.75’deki sayilarin carpimi sonucu verir.
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BOLUM 8

BAZI UYGULAMALAR

8.1 Genellestirilmis Gauss (Gaussian) Sayilari

Bu bolimde, Kisim 5.3’de tanim ve 6zellikleri verilen Gauss binom katsayilarina benzer

olarak insa edilen Genellestirilmis Gauss sayilari ve 6zellikleri verilmektedir.

Tanim 8.1 R = me olsun. Teorem 7.6'da, (7.2) ile verilen

n
= Nk
|:k1’k2""’km:|R kysky sk, (n)

sayisina Genellestirilmis Gauss sayisi denir.

Teorem 8.2 R:me, k<n, k,<n, neZ" igin Genellestirilmis Gauss sayilarinin

ozellikleri asagidaki sekilde verilir:

m n n
1. k. =n ise, = ,
IZ; {k ky,....k L {k k ...,kll

m> " m—-1°

- n
n
2. ,
ki ky,... .k Zk k. k, ...k

n+l1 | n ‘ n
3. = +p 5
_n—(k—l),k,O,...,O_R n—(k-1),k-1,0,0,...,0 R n—k,k,0,0,...,0 R

n—1

o
a.  (p-1 —(p" -1 ,
(7 ){0,0,0,...,1(,1_R (p ){0,0,0,...,1(,01
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5 n B n B B n ~1
" |n0,0,..,0], 10,n0,...,0],  [0,0,0,...,n],

6. Asagidakiler saglanir:

[ n i i n
6.2 ~ :
0,k,0,...,0 _O,n—k,O,,...,OL

n—k \3 n -tk \"1 n
((pk) ){o,o,o,k,o,...,ol:"':((pk) ) [0,0,0,...,0,/«L

Ispat: Tanim 8.1’den, yukaridaki ifadelerin saglandigi kolaylikla gériilebilir. o

8.2 Yeni Tanimlanan Diziler

g=4 igin N,fsz(n) Genellestirilmis Gauss sayilarindan n, k,,k, sayilarinin farkli

degerlerine goére, bazilari bilinen bazilari da literatliirde mevcut olmayan diziler elde

edilir. Bu dizilerden bazilarina burada yer verilmektedir. Elde edilen dizilerin genel

terimleri @, = N (n) ile gésterilmektedir.
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Cizelge 8.1 k; =0 igin elde edilen bazi diziler

P (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6)
n=1 1 --
n=2 3 1
n=3 7 7 1
n=4 15 35 15 1
n=5 31 155 155 31 1
n=6 63 651 1395 651 63 1
n=7 127 2667 11811 11811 2667 127
n=8 255 10795 97155 200787 97155 10795
n=9 511 43435 | 788035 | 3309747 | 3309747 | 788035
Dizi a)! al? a’ a’’ a”’ a’
Cizelge 8. 2 Bazi genel k,,k, degerleriigin elde edilen diziler
Tip
. (1,0) (1,1) (1,2) (2,2) (2,2)
n=1 1 --
n=2 6 1
n=3 28 42 7 7
n=4 120 420 210 420 35
n=5 496 3720 4340 17360 4340
n=6 2016 31248 78120 624960 36456
n=7 8128 256032 1322832 | 21165312 | 26456640
Dizi a,l;o a,l;l af;z af’l af’z
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Cizelge 8.1'de, verilen tim diziler literatiirde mevcuttur. Detayli arastirma icin [41]

incelenebilir.

Ornegin, Cizelge 8.1’de, ilk situndaki dizi, af’l, Mersenne Asallarint verir:

1,3,7,15,31,63,127,255,...

. n
ikinci situndaki dizi, a,* =1,7,35,155,651,2667,10795,... dizisidir. Bu dizi, [2} Gauss

2

n n
binom katsayilari ile belirlidir. Yani, = dir.
0,2], 2],

03 4o = - . n
a,” dizisi de benzer sekilde, {J 3

n n
Gauss binom katsayilari ile belirlidir: = .
0’3 4 2

2

n n
Benzer sekilde devam edilirse, = oldugu gorilir.
0,k|, |k],

b

Cizelge 8.2’de, (1,0) degeri icin elde edilen n degerleri de bilinen bir dizinin
terimleridir.
a’ =1,6,28,120,496,2016,8128,32640,... Bu dizi A006516 [41] dizisidir ve

2"!(2"-1) formiliiyle belirlidir.

al’l dizisinin ilk 4 terimi A160873 [41] ile tanimlidir. Dizinin geri kalan terimleri de

Genellestirilmis Gauss sayilari ile tanimlanmustir: 3,42,420,3720,31248,256032,...

. 1.2 2.1 2.2 .o . . . e . .
Cizelge 8.2'de, a,”,a,” ve a,” dizileri, Genellestirilmis Gauss sayilar ile tanimlanan

yeni dizilerdir.
Cizelge 8.3'de n=2, n=3 ve n=4 igin R=7,[£] tzerinde lineer kodlarin sayilari

verilmektedir. R (izerinde lineer kodlar dislnuldigliinde, degisen n sayilari icin
(n=2,3,4,...), k,=0,k, =1 alindiginda, 5,21,85,341,1365,... dizisi elde edilir. Bu dizi,

4dn—1

formald ile belirli olup, A002450 [41] ile tanimhdir. Ote yandan, k, =1k, =0

alindiginda, A166984 [41] ile tanimli olan 20,336,5440,... dizisi elde edilir. Ozet olarak;
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belirli bir (k,,k,) ciftiicin farkh n sayilari alinarak, bir kismi literatlirde tanimlanmus, bir

kismi ise tanimlanmamis yeni diziler elde edilebilir.

Cizelge 8.3 n=2,n=3ven=4icin R=27Z, [5] Uzerinde lineer kod sayilari

n (ki,k;) | Sayr (Kod) n (ki,k;) | Sayi (Kod)

(0,1) 5 (0,1) 85
(0,2) 1 (0,2) 357

n=2 (1,0) 20 (0,3) 85
(1,1) 5 (0,4) 31
(2,0) 1 (1,0) 5440
(0,1) 21 (1,1) 28560
(0,2) 21 (1,2) 7140

n=4

(0,3) 1 (1,3) 85
(1,0) 336 (2,0) 91392

"= (1,1) 420 (2,1) 85680
(1,2) 21 (2,2) 357
(2,0) 336 (3,0) 5440
(2,1) 21 (3,1) 85
(3,0) 1 (4,0) 1

8.3 Dizayn Teori ile ilgili Bazi Kavramlar

8.3.1 ¢-—Dizaynlar

Tanim 8.3 [31] X, v elemanl bir kiime olsun. Bir #-dizayn, X kimesinin herhangi ¢

alt kiimesi A blokta bulunmak tzere, X ’in k’li alt kimelerinin bir toplulugudur. Bu

yapiya bir 1 —(v,k, 1) dizayn denir.
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Bu durum daha somut bir sekilde asagidaki gibi ifade edilir:

v kisi arasindan k’h gruplar ele alinsin ve herhangi (en fazla) ¢ kisi 4 komitede

bulunabilsin. Bu durum, 7—(v,k,A) dizayna bir érnektir.

8.4 Tez Calismasi Sirasinda Elde Edilen Dizaynlar

Boliim 5’de, verilen bir Abel grubunun bulanik alt gruplarinin sayisi hesaplanirken
maksimal zincirlerden faydalaniimaktadir. Bélim 5’deki maksimal zincirler, sayma
kolayligi bakimindan, belli gruplar seklinde diistiniilmektedir. Verilen bir Abel grubunun
Hasse semasinin en altindaki alt gruplar dastnilecek olursa, bu alt gruplar bir dizayn

olusturur. Burada, Hasse semasinin en altindaki alt gruplar, G, grubunun kapsayan en

az eleman sayisina sahip (1 boyutlu) alt gruplardir.

8.4.1  p mertebeli (1 boyutlu) alt gruplarin dizayni

Teorem 8.4 7' (pasal, reZ") Abel gruplarinin maksimal zincirlerinin dizilimi

incelendiginde asagidaki dizaynlar elde edilir:

r 2
2— , .
p p
Ispat: Bolim 5’den, Z; grubunun maksimal zincirlerinin dizilimi bilinmektedir. Burada

dizayni olusturan gruplar 1 boyutlu gruplardir. & boyutlu bir grubun 1 boyutlu alt

2
gruplari L} adetlik gruplar seklinde ele alinsin. & boyutlu bir grubun 1 boyutlu alt
p

gruplarinin sayisinin L} oldugunu, Boélim 5’de verilen Gauss binom katsayilarindan
P

2
bilinmektedir. Herhangi birbirinden farkl iki L} adet alt gruptan (eleman) olusan
P

blogun en fazla bir ortak elemani olacagini géstermek yeterlidir. (Burada elemanlar, 1

boyutlu alt gruplardir.) Bu iki blogun iki ortak elemani olsun. Bu durumda her iki
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bloktaki bu ortak iki eleman ayni 2 boyutlu grubu tretir. Yani bu iki blogun ayni iki blok

oldugu anlamina gelir ki bu bir geligkidir. o
8.4.1.1 Ornekler

S Z,xZ,xZ,
2L, x 2, x 72, grubunun maksimal zincirlerinin alternatif semadaki dizilimi dugtinulurse,
bu dizilim bir 2—(7,3,1) dizayndir. Bu dizayn séyle gsterilir:

GGG, GGG, GGG, GGG, GGG, GGG, GGG,

Gruplarin yalnizca indisleri g6z 6niline alinirsa,

123 145 167 256 247 357 346

diziliminde, toplamda v =7 sayi vardir. Onemli olan zincirlerin en altindaki (2 boyutlu
alt gruplar) alt gruplarin sayisinin ve her bir alt grubun kag¢ blokta oldugunun

bilinmesidir. Bu sayilar, Gauss binom katsayilari olarak Bolim 5’den biliniyor. O halde,

3
v sayisl bu grup icin V=L} =7 dir.

2

Bu sayilar & =3’erli bloklar halinde dizilmislerdir ve herhangi =2 alt grup en fazla

A=1 blokta bulunabilir.

X LyxZlyxZyx 7L,

Ly x Ly x 2Ly xZ, grubunun maksimal zincir diziliminde, Hasse semasinin en altinda
bulunan gruplarin dizilimi dastnulirse 2—(15,3,1) dizayn elde edilir. Dizayn
olusturulacak gruplar asagidaki gibi yazilabilir:

Gl G2 GS Gl G3 G6 Gl G4 G7 Gl GS Gl 1 Gl G9 Gl 2 Gl Gl 0 Gl 4 Gl Gl 3 Gl 5 G2 G3 GS G2 G4 G9
G2G6G11 G2G7G12 G2G10G13 G2G14G15 G4G5G12 G4G6G12
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Devamini yazmaya gerek gorilmemistir. Bu gruplarin indisleri distnilmektedir. Bu

4
durumda, dizilimde toplam V=|:1:| =15 sayl vardir. Her bir blokta k=3 sayi ve

2

herhangi t =2 alt grup en fazla A=1 blokta bulunabilir.

> Ly X Loy X oy x Loy X 1,

Loy x Wiy X Loy x 1oy x 1y grubunun maksimal zincir diziliminde en altta bulunan gruplarin

5 2
dizilimi dastnlarse 2—(31,3,1)=2—ﬂ1} ,L} ,1] dizayn elde edilir.
2 2

o> Ly x 1y X Ly
Benzer sekilde dlsunilirse Z, x7Z, x 7, grubunun maksimal zincir diziliminde en altta
3 2
bulunan gruplarin diziliminden 2—(13,4,1) =2- KR ,1 | dizayn elde edilir. Daha
3 3

az sayida grup oldugundan dizilimi yazmak ¢ok zor degildir:

GIG2G3G4 G1G5G6G7 G1G8G9G10 G1G11G12G13 G2G5G8G12 G2G6G‘)Gl3 G2G7G10G11
G3G5G9G11 G3G7G8G13 G3G6G10G12 G4G6G8G11 G4G7G9G12 G4G5G10G13'

Benzer sekilde, bu gruplarin indisleri distinilmektedir. Bu durumda, dizilimde toplam

3 2
v=|:1} =13 sayi vardir. Her bir blokta k:{l} =4 sayi ve herhangi ¢ =2 alt grup en
3

3

fazla A=1 blokta bulunabilir.
< VIRV Y

4 2
Yukaridaki diger gruplara benzer sekilde, V=L} =40, k=L} =4, t=2 ve A=1
3 3

oldugundan, bu dizilim bir 2—(40,4,1) dizayndr.
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842 p’ (s € Z*) mertebeli alt gruplarin dizayni

Z', gruplarindaki dizayn incelenirken 2 mertebeli alt gruplarin dizaynindan, Z;
gruplarindaki dizayn incelenirken 3 mertebeli alt gruplarin dizaynindan, yani Z;
gruplarindaki dizayn incelenirken p mertebeli (1 boyutlu) alt gruplarin dizaynindan
bahsedildi. Bunlarin disinda, Z; gruplarini incelerken pz,p3,..., mertebeli alt gruplar

da bir dizayn olusturur. Bunlari asagidaki kissmda incelenmektedir:

Teorem 8.5 Z; gruplarinin p‘“(seZ*) mertebeli alt gruplarin dizilimi bir

SR

Ispat: Teorem 8.4’{in ispatina benzer sekilde yapilir.

8.4.2.1 Sonuglar

< p’ mertebeli alt gruplarin dizayni

Bolim 4’de Z; gruplarinin her mertebeden alt gruplarinin sayisinin Gaus Sayilari ile

hesaplanabilecegini gormustiik. Ornegin, 7Z,x7Z,xZ,x7Z,=7% grubunun 2°

4
mertebeli alt gruplarinin sayisi {2} =35 dir. O halde v=35 dir. Alt grup semasi

2

3
(alternatif Hasse semasi) dustintlurse, 35 alt grup, k=7={2} serli bloklar halinde

2

ditstnalurse (bulanik alt gruplarin sayisi, bu dizayn ile hesaplanmisti), herhangi ¢ =2

alt grup (birlikte) en fazla A =1 blokta bulunabilir. O halde, Z; grubunun alternatif
Hasse semasi incelendiginde 2° mertebeli alt gruplarin dizilimi 2—(35,7,1) dizayn

olusturur.

Z,xLyxLyx Ly =L grubunun 3 mertebeli alt gruplarinin dizilimi bir 2—(130,13,1)

dizayndir.

107



Genellestirilirse, Z; gruplarinin p2 mertebeli alt gruplarinin dizilimi bir

[ e

X p3 mertebeli alt gruplarin dizayni

Diger durumlara benzer sekilde disunilirse, Z; grubunun p3 mertebeli alt

r 4 ..
gruplarinin olusturdugu dizilim bir 2—[{3} ,{3} ,1] dizayndir. Ornegin; Zi grubunun
P P

5
2’ mertebeli alt gruplarinin sayisinin {3} =155 oldugunu Boélim 2 den biliyoruz.
2

4
Bolum 4 den, 155 grup L} =15 li bloklar halinde dizilirler (bu sayr 4 boyutlu alt

2

grubun 3 boyutlu alt gruplarinin sayisidir). O halde, v=155, k =15 dir. Ote yandan her
bir k=15 li blokta # =2 alt grup (birlikte) en fazla A =1 blokta bulunabilir. O halde bu
dizilim bir 2—(155,15,1) dizayndir.

Sonug 8.6 Z; grubunun p mertebeli alt gruplarinin dizayni, p mertebeli projektif

dizlem teskil eder.
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BOLUM 9

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ilk olarak, bazi gruplarin bulanik alt gruplari incelenmis ve sayilari direkt bir
formul yardimiyla hesaplanmistir. Daha sonra, bazi halkalar Uzerinde lineer ve
toplamsal kodlarin sayisi hesaplanmis ve bunlarla ilgili bazi uygulamalara vyer

verilmistir.
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