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ONSOz

Bu galisma Raman spektrumunda g¢izgi genislemesinin anlagilmaya calisilmasi ile
baglamistir. Literatlirde gorGlmastirki anharmonik katkilardan kaynakh ¢izgi
genislemesini agiklayan iki tane ayri denklem kullanilmaktadir. Bu ¢alisma igerisinde
kristallerde titresimlerin, klasik ve kuantum fiziksel olarak incelenmesi ve
anharmonikligi aciklayan modeller siginda kullanilan denklemlerin arasindaki
farkliliginin analizi yapilmistir.

Bu calismada her tiurli fedakarlik ve yardimi yapan saygl deger hocam Riza
Demirbilek’e, arkadasim Sinan ingin’e ve yakin aileme tesekkiirlerimi ve siikranlarimi
sunarim.
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OZET

KATILARDA RAMAN PIiKLERININ SICAKLIGA BAGLI OLARAK KAYMASI VE
GENISLEMESI MODELLERINDEKi FARKLILIKLARIN iNCELENMESI

Hasim Zahid GUVEN
Fizik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Riza Demirbilek

Bu calismada kristallerde Raman piklerinin sicakliga bagh olarak kaymasi ve genislemesi
modelleri ele alinmistir. Bu modellerin kullanimi sonucunda literatiirde farkli kullanim
denklemleri oldugu gorilmustir. Bunun icin genel olarak kristallerdeki titresimler hem
klasik hem de kuantum fiziksel olarak incelenmis buradan da anharmoniklik konusu
gozden gecirilmistir. Anharmonik konusunda iki tane model s6z konusudur: Bunlar
Cowley modeli ve Klemens modelidir.

Bu iki modele Balkanski’'nin ve Menendez’'in yaptigi modifikasyonlar anlatiimis ve
piklerin sicakliga bagligi yeniden ele alinmistir. Bu ¢alismada, teorik olarak Balkanski’nin
tirettigi denklem gecerliligini korumakla beraber, bu denkleme bir sabit ekleme sureti
ile yapilan ekin gereksiz oldugu gorilmdistir.

Anahtar Kelimeler: Raman, Raman frekans kaymasi, Raman c¢izgi genislemesi, Klemens
Model, Cowley Model.
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ABSTRACT

INVESTIGATION DIFFIRANCES OF TEMPRATURE DEPENDENT
BROADENING AND FREQUANCY SHIFTS MODELS ON RAMAN
SCATTERING

Hasim Zahid GUVEN

Department of Physics
MSc. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Riza DEMIRBILEK

In this study, models of temperature dependent frequency shifts and line widths in
crystals were handled. As a result of using this models, different equations were seen
in the literature. For understanding the difference between these equations, first
equations of vibrations on crystals were considered classically and quantum
mechanically same time than subject of anharmonicity were handled. There are two
models explaining anharmonicity in crystals. These are Cowley model and Klemens
model.

Some Adition made by Balkanski and Menendez to those two models were explained
and temperature dependence of peaks were handled. In this study, equations derived
by Balkanski are seen still valid; however, using derived new equation which
reproduced by adding a constant to Balkanski equation was seen as unnecessary.

Keywords: Raman, Raman frequancy shift, Raman linebroadening, Klemens model,
Cowley model.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kristallerde ahenkli olmayan sacilmalar inceleyen ¢alismalar, nétronlarin enerjilerinin
orgli titresim enerjilerine yakin olmasi sebebiyle 1930’larin ortalarinda kristallerde
notron kirinimi deneyleri ile baslamistir. Bu konuda yayin yapan ilk arastirmacilarin
arasinda olan Weinstock (1944), notronlarla kristaller arasindaki enerji alis verisini
betimleyen sagilma etkin tesir kesitini tiretmistir [1]. Bu enerji alis verisini kuantum
mekaniksel olarak “fonon’”’ konsepti ile Tamm (1952) tarafindan agiklanmistir. Tamm’ e
gore salinici n. kuantum seviyesine kadar uyarilmis ise orada n tane fonon vardir.
Ahenkli olmayan sacilmalarin ilging bir 6zelligi, sacilmanin frekans spektrumu ile
kristalin frekans spektrumu arasindaki iliskidir [2]. G. Placzek ve L. van Hove (1954)
tarafindan gosterilen bu iliski, kristallerdeki sacilma tayfinin nétron sagilma hesaplari
ile anlasiimasinin yolunu agmistir [3]. Bu sebepten kristallerdeki anharmonikligi
actklayan modeller literatlirde nétron sagilma deneylerinin teorik olarak modellenmesi
ile baslarlar. Anharmoniklik ile ilgili ilk ¢ahismalar arasinda olan L. van Hove’un
calismalari (1961) neredeyse sifir sicaklikta diferansiyel sacilma tesir kesiti denklemini
tiretmeye dayalidir [4]. Kokedee (1962) ise bu calsmalari sonlu sicakliklara
genisletmistir [5]. Ote yandan Baym (1961) diferansiyel sacilma tesir kesitini yer
degistirme-yer degistirme korelasyon fonksiyonunun Fourier donlisimu olarak ifade
etmeye calisarak fonon propagatérii yazmaya calismistir [6]. Ancak yaptigi calismada
anharmonik kristaller icin yaklasik bir sonu¢ bulunmus, Kashcheev ve Krivoglaz
tarafindan kiibik anharmonik icin ¢ozilmeye calisiimis ama tam c¢ozimler elde

edilememistir [7].



Deneysel olarak ise Larsson ve arkadaslari tarafindan aliminyumda fonon enerijilerinin
anharmoniklik sebebiyle kaydigl gdzlemlenmistir [8]. Ayni zamanlarda buna benzer bir
calisma Brockhouse ve arkadaslari tarafindan yapilarak Larsson ve arkadaslarinin

yaptigi calismalar dogrulanmistir. [9].

Anharmonikligin hesaplanmasi icin temel sayilabilecek ilk net ¢6ziim A. A. Maradudin
ve A. E Fein (1962) tarafindan yapilmistir [10]. Bu ¢o6zlimler anharmonik katkilarin
zamana bagl pertiirbasyon teorisi ile diyagram teknigi yardimiyla ¢6zilmesi prensibine
dayalidir. Bu ¢ézliimlerden ilhamla Cowley (1964) Pseudo-harmonik modeli dnermistir.
Pseudo-Harmonik modelde, Maradudi’'nin ve Baym’in kullandigi yer degistirme-yer
degistirme korelasyon fonksiyonu yerine polarizasyon tensorleri kabuk modeli ile
birlikte kullanilmistir. Dolayisi ile Pseudo-harmonik model, anharmonik Raman
saciimalarini betimleyen ilk model olarak disinilebilir [11]. Ote yandan Klemens

(1966) l¢ fonon etkilesmesine dayali yeni bir model 6nermistir [12].

Sicakhga bagli anharmoniklik katkilari Klemens modelinin 6ngoérileri ile birlikte T. R.
Hart ve arkadaslari (1970) tarafindan ele alinmig ve Si kristalinde sicakliga bagh piklerin
Klemens’in teorisi ile uyumlu oldugu goézlemlenmistir [13]. Hart'in g¢alismalarindan
sonra Klemens tarafindan tliretilen esitlik basitliginden dolayr anharmonikligin sicakliga

baglihgi konusunda Klemens’in formala kullaniimistir.

Ancak kristallerde her iki modelin de 6ngordiigi degerlerden farkh dlgiimlerinde giktig
literatlrde gorilebilir. Bu olgimler Krishnan, Anastassakis, Borer, Temple ve Ray’in
dlciimlerine bakilarak gérilebilir [14-18]. Ozellikle Menendez (1984) bu calismalari

Ozetleyerek iki modelin karsilastirmasini yapmistir [19].

M. Balkanski, R. F. Wallis ve E. Haro (1983) Klemens’ in modeline benzer bir sekilde
modele dort fonon etkilesmelerini de eklemis ve gliniimiize de de kullaniimakta olan

¢izgi genislemesi ve cizgi kaymasi esitliklerini tiretmislerdir [20].

Anand ve arkadaslari ZnSe kristalinde 20K ile 200K arasinda sicakliga baglh, LO ve TO
fononlar icin yaptigi Raman sacilmasi Olglimiinde, Balkanski’ nin tirettigi formuliin
basina bir sabit eklemek sureti ile biraz degisik olanini kullanmistir [21]. Liu ve
arkadaslari GaN ince filminde 78K ile 800K arasinda sicakliga bagli Raman

sacilmalarinin 6lciimiinde de Balkanski’'nin tirettigi formala kullanmistir [22]. Buna ek



olarak Xiongguang Fu ve arkadaslari ZnSe kristalinde 80K ile 290K arasinda sicakliga
bagl Raman sagilmasi 6l¢iminde, Annand’in kullandigi denklemi kullanmistir [23].
Dolayisi ile literatirde yapilan g¢alismalarda sicakliga bagli anharmoniklik kaynakl gizgi

genislemesi Olclimi konusuda bir birlerinden farkli iki tane denklem kullaniimaktadir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci Raman sagilmalarindaki anharmonik katkilarin hesaplanma teknikleri ile
birlikte kristallerdeki titresim frekanslarindaki kaymalarin ve ¢izgi genislemelerinin

sicakhga baghliginin tarihsel gelisimi ile gdzden gegirilmesidir.
1.3 Hipotez

Yaklasik son 30 yildan beridir yaplan calismalarinda literatir kisminda anlatildigi gibi,
kristallerdeki Raman sagilmalarinin sicakhga bagh ¢izgi genislemesi denklemi iki farkh
sekilde kullanildigi gorilmektedir. Bu galisma modellerin ortaya gikisindan itibaren
konuyu inceleyip hesaplarini yeniden yaparak farklihgin nereden kaynaklandigini

gosterecektir.



BOLUM 2

KRISTALLER

2.1 Kristallerin Genel Ozellikleri

Katilar atomlarin dizenli diziliminden meydana gelir. Katilarda atomlar serbestce
hareket edemedikleri igin dizilimlerini korurlar. Bu dizilimler simetrik olacagi gibi
rastgele de olabilir. Bu dizilimler baslica tek kristal, polikristalin ya da amorf olmak
Uzere U¢ ad altinda toplanir. Eger katinin tamaminda atomlar mikroskobik 6lcekte hep
ayni sekilde dizilmis ise bu yapiya kristalin, makroskopik 6l¢eklerde mikroskobik 6lgege
gore kismi farkhliklar var ise bu yapiya polikristalin, eger mikroskobik olcekte diizenli
bir yap! yok ise bu yapiya amorf denir. Genellikle kristal dendigi zaman tamamen

kristalin bir kati veya polikristalin bir kati anlasilir.

Kristalin Polikristalin

Sekil 2.1.1 Uzaysal dizilimine gore katilar

Bununla birlikte kristaller, kimyasal baglara gére de incelenebilir. iyonik kristal,
kovalent kristal, molekiler kristal ve metalik kristal gibi. Ancak bag yapilari ne olursa
olsun kristallerde atomlar, itici ve cekici kuvvetler tarafindan dengededirler. Cekici

kuvvetler elektrodinamik kaynakl, itici kuvvetler de Pauli disarlama ilkesi sonucu



ortaya ¢ikan kuvvetlerdir. Sonug olarak atom bir potansiyel kuyusunda kisitlanmis bir
parcacik gibi davranir. Bunu betimlemeye Lennard- Jones potansiyeli glizel bir 6rnek
olarak kullanilabilir:

o) =—4e|(D) - (D) 211)

r

Vie

L T L L

0 g 2

Sekil 2.1.2 Lennard- Jones Potansiyeli grafigi

Denklem 2.1.1’de altinci mertebeden olan sl terim dipol- dipol cekiminden, on ikinci
mertebeden olan Usli terim ise disarlama ilkesi kaynakli itmeden olusur. Sonug olarak
atom Sekil 2.1.2°deki gibi bir kuyuda hapis kalacaktir. Tabi ki gercekte Lennard-
Jones’dan baska kuvvetler de yazilabilir. (Elektrostatik kuvvet, Heisenberg etkilesmeleri
gibi...) Ancak ister Lennard Jones Potansiyeli olsun, ister baska bir potansiyel,
kristaldeki atomlar denge noktasi civarinda kalacaklardir. ileriki béliimlerde bu kuvveti

olusturan potansiyel incelenip belirli yaklasimlarla titresimler ele alinacaktir.

Orgiideki atomlarin sahip oldugu potansiyel enerji @ (r) olarak farz edilirse ve érgiide
N tane atom varsa bu potansiyel enerji denge noktasi a civarinda Taylor serisine

acilabilir [25]. Eger atomlarin anlik konumlari u,, olarak yazilirsa:

a>u,,

105 ]
®(a) = N + ZE — Z(un ) (2.1.2)
n

s=1

Boyle bir potansiyel enerjili atom r = a noktasinda dengede oldugundan ki bu

durumda potansiyel enerji minimum olur, potansiyel enerjinin birinci tirevi r = a



noktasinda sifir olacaktir. Dolayisi ile geriye sadece ikinci ve daha fazla mertebeden seri
elemanlar kalir. iste bu ikinci mertebe seri elemani karesel (kaudratik) potansiyele
karsihk gelir. Yani yay potansiyeli... Bu terime bagl ¢ozimler yapilirsa yapilan, bu
yaklasim harmonik yaklasim olarak adlandirilir. Uclincii ve daha fazla mertebeli seri
elemanlarina ise anharmonik terimler denir. Genellikle kristallerin igeresindeki
atomlarin harmonik olarak etkilestikleri distnlirse kesin ¢éziimler yapilabilir. Ancak
gercekte anharmonik terimlerin de etkisi vardir. Bu terimlerin ¢éziimleri icin harmonik
¢dziimler (izerinden pertiirbasyon metodu kullanilarak hesaplanmaya calisilir. ileriki
bolimlerde anharmonikligin farkl modeller tGizerinden hesaplanmasi ve karsilastiriimasi
yapilacaktir. Konunun basitten karmasiga gidecek sekilde ele alinarak anlasilmasi
acisindan 6nce kesin ¢o6zimi olan harmonik vyaklasim Uzerinden titresim

denklemlerinin nasil gikarildigina bakilacaktir.

2.2 Klasik Titresim Denklemleri

Temel olarak bir pargacigin klasik hareket denklemi go(rj) potansiyel enerji, m; j’ inci

parcacigin kitlesi olmak lizere su sekilde gikartilabilir:

621‘]-(t) 1

———=——Vo(r; 2.2.1
(p(rj) Denklem 2.1.2 de yerine konursa kristaldeki atomlarin hareket denklemi ¢6zlur.
Ancak kristalde cok sayida atom oldugu icin atom sayisi kadar hareket denklemi

¢itkmasi beklenir. Bu da pratikte oldukg¢a zor bir istir. Ancak bir takim yaklasimlar

yapilarak denklem periyodiklestirilebilir ve ¢oziimler genellestirilebilir.

Co6zUm vyollarindan bir tanesi sadece harmonik terimler dikkate alinarak, salinan
atomlarin esit kiitlede ve yay sabitlerinin esit degerde kabul edildigi durumdur. Bu
model 06greticilik agisindan 6nemli; ancak gercekle az uyumlu bir modeldir. Bu
calismada da, daha 6nce vurgulandig lizere, basitten yola ¢itkmak adina 6nce bu model
ele alinacak daha sonra farkli kitle ve yay sabitleriyle denklemlerin ne hale geldigi
gosterilerek, her hangi bir kristal icin genel genellestirilmis bir ¢6zim metodu

anlatilacaktir.
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Sekil 2.2.1 Yay sabitleri ve atom kdtleleri ayni olan bir zincir. Resimde goruldugi tizere
(a) denge halinde bir 6rgi, (b) titresim halinde bir 6rgi

Eger denge noktasi cevresinde (r = a) seriye acilmis kristal potansiyeli (Denklem
(2.1.2)), hareket denklemi bagintisinda (Denklem 2.2.1) de yerine yazilip kitleler ve yay

sabitleri (birinci tlirevler) esit ve K olarak kabul edilirse ortaya soyle bir denklemler

zinciri gikar:
azu aEh
m atzn =~ au:r = —KQuy — Uny1 — Un—1) (2.2.2)

Bilindigi lizere dalga denklemi ¢6ziimi olan;

u(6) = Z i, exp(i[kna — wyt]) (2.2.3)
k

kullanilip, Denklem 2.2.2 de yerine yazilip, Born-von Karman sinir sarti kullanilirsa,
frekans (Denklemin ¢6zimini basitlestirmek icin kristalin son atomunun konumu ile

ilk atomunun konumunun esit oldugu sarti kullanilir. Ayrintili bilgi icin bakiniz [26] ):
4K )
wy (k) = (W)l/zlsm(ka/Z)l (2.2.4)

oldugu kolayca goriiliir.

Denklem 2.2.4 de goruldugi gibi fonksiyon —g <k Sg araliginda periyodiktir. iste

frekansin periyodik oldugu bu uzaya Brillouin bélgesi denir. Bu bolgelerde Denklem

2.2.3ile verilen dalganin grup hizina bakilirsa sifir oldugu goralar.
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Sekil 2.2.2 iki atomlu farkl yay sabitli bir zincir. Gériindtgii Gizere (a) da 6rgii durgun
iken, (b) de ise titresim halinde

Bu en basit durumdan bir adim daha zor asama (6tesi) Sekil 2.2.2’de gosterildigi gibi
titresen atomlarin kitleleri M, M, ve yay sabitleri K;, K, olmak Uzere bir birlerinden

farkl olduklari durumdur. Bu durumda harmonik potansiyel eneriji su sekilde olur:

E =23 Kty — 0% + Ky — 1)) (2.2.5)

Denklem 2.2.1 kullanilirsa iki farkli kitle icin iki farkli denklem ¢ikacaktir.

azun _aEhar

17 5¢2 — ou,, = =K (U — vn) — K (un — vpq) (2.2.6)
0%v OE
M, Zn = — 2 — K (U — v) + KoV — Unsr) (2.2.7)
Jt v,

Cozimlerde ilerleyen dalga denklemi olacagindan:

un(t) = E U exp(i[kna — W t]) (2.2.8)
g k k

‘Un(t) = E U exp(i[kna — W t]) (2.2.9)
4 k k

Coziamleri Denklem (2.2.6) ve Denklem (2.2.7) dikkate alindiklarinda:

—w?My Ty = —(Ky + KTy + (Ky + Koe %), (2.2.10)
—w?M, ¥y = —(Ky + Ko)Ty + (Ky + Kye™®) iy, (2.2.11)

Denklem sistemi cifti elde edilir. Bu ise matris formunda soyle diizenlenebilir:
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—(Ky +K)  (Ky + Kpe~t*e) [ﬁk] _ [—w2M1 0 ] [ak] (2212)

(Ky + Kpeka)  —(Ky + K,) | LTk 0 —w?M,] [Ty o

Bu sistemin ¢6zimu igin:
—(K; + K;) + 0*M K; + Kye™@
det| T K2 n (s + 2) =0 (2.2.13)
(K, + Kpetka) — (K, + K;) + w?M,

olacagindan ve buradan da w? ¢éziilirse;

2 1, ; 1
wi(k) = 5 Wo 1+ |1—y?sin? (E ka)

) 1 1
w§ = (K; + K3) (E + E) (2.2.14)

KK, M, M,

2=-16
v Ky + K;)? (M + My)?

elde edilir.
Buradan gikarilacak iki 6nemli sonug vardir:

e Her bir atom basina bir frekans degeri gelmektedir. O halde en genel halde
birim hiicrede Z tane atom varsa; li¢ boyutta 3Z kadar frekans degeri gelir. Bu
frekans degerlerinden bazilari k=0 da 0 olur. Bu frekanslarin olusturdugu sapma
(dispersiyon) egrilerine akustik kol denir. Ancak bu frekans degerlerinden
bazilari k=0 da 0 olmaz. Bu frekanslarin olusturdugu sapma egrilerine optik kol
denir.
Yukaridaki sistemde bir tane akustik kol vardir. Eger (g boyutta disiniillrse ve
Z tane atom varsa 3 (iki tanesi enine, bir tanesi boyuna) tane akustik kol ortaya
cikar. Sonuc olarak akustik kol sayisi birim hiicredeki atom sayisi ile degismez.
Yukarida sozu edilen sistemde iki atom olmasina ragmen bir tane optik kol
vardir. Eger M; = M, ve K; = K, olsaydi ¢dzimden optik kol g¢ikmayacakti.
Genellestirildiginde bir boyutta (Z-1) tane optik kol gelecek, ¢ boyutta ise
3(Z — 1) tane optik kol ortaya ¢ikacaktir.[27-28].

e Yukaridaki determinant hesabi 6z deger 6z vektor problemini ¢agristirir. Uygun

degisken donltsimi vyapilarak yukaridaki problem 6z deger 6z vektor



problemine dénustlrilebilir. Bunu yapmak igin de dalga denklemini normal

koordinatlarda yazmak gerekir.
Baslangicta soyle bir donisiim yapmak yararh olacaktir:
E = M,?q,

e = M,"/?p, (2.2.15)

Denklem 2.2.10 ve Denklem 2.2.11 i, ve U} degiskenleri E ve e cinsinden yeniden

yazilip matrisler diizenlenirse:

E
—w?My —5 = —(K; + KZ) =+ (Kq + Kpe ™) 7 (2.2.16)
Ml 1 M2
e . e
—w?My,——— = (K; + K,e'**) — (Ky + K) —— (2.2.17)
M21/2 M11/2 M21/2
+(Ky + K2) . (Ky + Kpe™a)
2 — —_
N 7 VA VT PRI (2.2.18)
—(Ky + Kye™a) (K + Ky)
2 ( 1 2 1 2
+we = VEGTRE E+ o, e (2.2.19)
Bu denklemlerin matris temsili:
(K1 + K3) (K1 + Kze_ika)
M, 1/2M 1/2 [E] [ w?: 0 ] [E] = w2 [E] (2.2.20)
(Ky + Kyeta) (K1 + K3) e o

Denklem (2.2.20)’ nin sol tarafindaki matrise sistemin dinamik matrisi denir. Gorildigu
Uzere, frekanslar da bu dinamik matrisin 6z degerleri olarak ele alinabilir. Dinamik

matris hermityen bir matristir; ¢linkli M1 terimi M1z teriminin karmasik eslenigine
esittir. Buradaki [5] stunlari da mod 6z vektérleri adini alir. Genellikle dispersiyon

egrilerini hesaplamak i¢in dnce kristalin dinamik matrisi bulunur, daha sonra matrisin
0z degerleri ve 6z fonksiyonlari hesaplanir. Burada ortaya ¢ikan 6nemli bir soru su olur:
Her hangi bir kristalin dinamik matrisi nasil yazilir? Bu sorunun yaniti icin en genel

10



durumda bir kristalde I’ inci birim hiicrenin j” inci atomunun hareket denklemini ele
alinarak baslanabilir. Bir kristal iginde I’ inci birim hicrenin j” inci atomunun hareket
denklemi su sekilde yazilabilir:

mjii(jl, ) = — Z " (flfl) w(j'l', ) (2.2.21)

jlll

Burada ¢ (Jl]l’

diferansiyel denklemin ¢d6zimui ise ilerleyen dalga denklemidir:

)genelle§mi§ kuvvet sabitleri, u(j'l',t) ise konum vektorleridir. Bu

u(jlt) = Z U, k, v) exp(i[k.7(1) — w(k, v)t]) (2.2.22)
k,v

Denklem (2.2.22), Denklem (2.2.21) de yerine konulursa:

m;w?(k, UG, k,v) = — z @ ({)fl) UGk, v) exp(ik[r(i'l) — r(GO)])  (2.2.23)
j’l’
Bu sonucu ise, Denklem 2.2.20 deki matris 6zdesligi ile kiyaslanip Denklem (2.2.15) deki

doénisim yapilirsa;

w?(k,v)e(k,v) = D(k).e(k,v) (2.2.24)

/MU (1, k, v)]
JmiU, (L k,v)
e(k,v) = [VMU:(Lkv) (2.2.25)
VMU (2, k, )

1 .ot
Dap ') = ——— ) ¢ (1, ) exp(kir (/1) = rGOD (2.2.26)

(mym;)2 7

(2.2.27)

halini alir. Burada a ve [ kartezyen koordinatlar ve ¢ potansiyel enerjidir.
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Denklem 2.2.26 dinamik matrisinin en genel halidir. Eger kristal igerisindeki potansiyel
bilinirse tek tek atomlar arasi kuvvet sabitleri gekilerek kristalin dinamik matrisi
olusturulabilir. Bu matrisin biitlin 6z degerleri de frekanslari verecektir. Ayrica bu
matrisin 6z vektorleri olan e(k, v) vektorine polarizasyon vektérii denir. Her bir
titresim kipi ayri bir polarizasyon vektoriinden gelecegi icin, polarizasyon vektori

ortogonaldir.
(e(k,v)) .e(—k,v") = 5, (2.2.28)

Bu resime ters taraftan bakilacak olursa titresim denklemi normal koordinatta yazabilir.
Bunun igin Denklem 2.2.25 deki esitlik gdz 6niinde bulundurularak Denklem 2.2.22°de

yeniden yazilirsa:

1
u(jl,t) = —12 e(j, k,v) Q(k,v) exp(ik.T(jl)) (2.2.29)
(ijl)i kv

Burada Q(k, v) karmasik genlik olarak ifade edilir ve zamana bagliligi icine alir. Pekiyi
koordinatlarda sistemin hamiltonyeni nasil yazilabilir? Bunun igin sadece normal

koordinatlar Uzerinden kinetik enerjiyi ve harmonik potansiyeli yazmak vyeterli

olacaktir:
1 .
a(ilt) = —12 e(j, k, v) O (k, v) exp(ik.7(j1)) (2.2.30)
(Nmy )2 kv
H= %kz m; |Gl B[ + %kz m; w?(k, v)|ul, )|? (2.2.31)

Denklem 2.2.29 ve Denklem 2.2.30, Denklem 2.2.31’de yerine yazilirsa hamiltonyen

sadece karmasik genlige bagh kalir:

H= %; Q(k,v)Q(=k,v) + %; Q(k,v)Q(—k,v) w?*(k,v) (2.2.32)

Buraya kadar klasik fizik ¢ercevesinde titresimlerin nasil ele alindigl gorildi. Sirada
harmonik titresimlerin kuantum mekaniksel anlatimi; yani fonon konsepti var. Klasik

yaklasim bize Reighley gibi sacilmalari iyi anlatmasina karsin, kuantumlu enerji alis

12



verisi olan Raman sacilmalarini yeteri kadar gli¢li agiklayamaz. Dolayisi ile orgudeki
Isima ve sogurmalari (absorpsiyonlari) anlamak igin kristale kuantum mekaniksel

yaklasmak gerekir.

2.3 Kuantum Mekaniksel Yaklagim

Bilindigi Uzere, klasik fizikten kuantum fizig¢ine ge¢cmenin en basit yollarindan birisi,
sistemin hamiltonyenini kuantum islemcileri (operatérleri) cinsinden yazmaktir. Eger
kiitle yay sisteminden olusmus bir sistem g6z Onine alinirsa, bu sistemin

hamiltonyenin zamandan bagimsiz kismi su sekilde olur:

ﬁ=m+lmw2-@-q (2.3.1)
2 2

HY = EY (2.3.2)
0

Y = —ihﬁw (2.3.3)

GV = q¥ (2.3.4)

Burada g ve p sirasiyla Denklem 2.3.4 ve Denklem 2.3.3’de tanitilan, konum ve
momentum operatorleridir. Denklem 2.3.4 ve Denklem 2.3.3’de tanitilan g ise konuma

karsilik gelir. Operatoérler ve ¥ dalga fonksiyonu Denklem 2.3.1’de yerine yazilirsa:

ht o o0 1
)+§m-a)2-q-q Y =EYy (2.3.5)

)

2madq (E

Bu denklemin iki farkli ¢6ziim yolu vardir; birincisi, diferansiyel denklemin kuvvet serisi
¢O0zimi olan “kaba kuvvet” metodu; ikincisi, ¢6zim olarak bundan daha zarif olan
operator metodu. Bu denklemin tam ¢o6zimu iyi bilinmektedir [29]. Sonuglarini

degerlendirmek icin 6z degerlerinden ise baslanabilir:
1
E, = hw (n + E) (2.3.6)

Operatorler de:

A — + +
q me(a a®)

13



p=i 5 (a* —a) (2.3.7)

Burada a ve a®™ merdiven operatérleri olmak lizere; bu operatérlerin dalga fonksiyonu

Uzerindeki etkisi de su sekilde gosterilebilir:

at ¥, =Vvn+1¥,4 (2.3.8)
a- ¥ = \/qun—l

Dalga fonksiyonunun altindaki n indisi, dalga fonksiyonunun enerji diizeyine karsilik
gelir ya da baska bir degisle 6rgiiniin enerijisini belirleyen katsayidir. Denklem (2.3.6) da
n. seviyenin enerji 6z degeri gosterilmistir. Enerji 6z degerlerine gére her komsu seviye
arasindaki enerji farki & - w oldugundan aslinda 6rgiiniin enerjisin-hA-w ile orantili
olmak zorundadir. iste érgii enerjisinin kuantize olmus bu haline fonon denir. Dalga
fonksiyonunun kuantum sayisi olan n sayisina fonon sayisi olarak bakilabilir. Dolayisi ile
merdiven operatorleri bu konseptte daha ¢ok anlam kazanacaktir. O halde, kristalin
Hamiltonyen’ i merdiven oparatorleri cinsinden yazilacak olursa;

~ 1 1
H ¥, = Eh ~w(ata+ aa+)] Y, =hw (a*a +§) Y. =E, ¥, (2.3.9)

olacagi gorulir. Kuantum mekaniksel operatorler olan g ve p, normal koordinatlarda

yazilmasi icin 6nce momentum operatori yeniden tanimlanmalidir. Soyle ki:

h o
P=—

=3 (2.3.10)

Denklem 2.3.10’daki u degiskeni aslinda Denklem 2.2.29’da oldugu gibi Q(k,v)
genligine baglidir. Dolayisi ile operatér degisimi yapilirsa kinetik enerji kitleden

bagimsiz hale indirgenir:

HY =

%kz P+ (k, v)P (k, v) +%k2w2(k,v)Q+(k,v)Q(k,v) w=Fy  (23.11)

Ancak burada 6nemli bir seye dikkatinizi cekmek istiyorum. Normal koordinatlarda

operatdrler hermitik degil, karmasik eslenigi o operatorin (—k, v) olanina esittir.

Q+(kr V) = Q(_kr V)

14



Pt(k,v) = P(—k,v) (2.3.12)

Bu olgu P ve Q fonksiyonlarinin dalga denklemi sekilde yazilisindan kolayca anlasilabilir.
Denklem 2.3.11 ile Denklem 2.3.5 kiyaslanirsa; normal koordinatlar icin de merdiven

operatorleri tanimlanabilir:

1 A ~
a(k,v) = /m{w(k, v)Q(k,v) + iP(k, v)}
at(k,v) = /m{w(k v)Q(—k,v) — iP(—k,v)} (2.3.13)

Yenilenmis merdiven operatorleri cinsinden konum ve momentum da;

~ h
Q(k,v) = /m(a(k, v) + at(—k,v))

hw(k V)

P(kv) =i |———=(a*(k,v) — a(—k,v)) (2.3.14)

seklinde tanimlanir. Bu tanimlanan yenilenmis merdiven operatoéri Denklem (2.3.11)

de ki hamiltonyene yazildiginda ise;

Ay = Y =E,. ¥, (2.3.15)

Z h. w(k, v){a* (k, v)a(k, v) + %}
kv

oldugu gorulir. Eger Denklem 2.2.29, Denklem 2.3.14 ile birlestirilirse atomik titresim

fonksiyonlari da merdiven operatorleri cinsinden ifade edebilir:

1 f h
u(jilt) = —12 (k) |5 exp(ik.r(D) (alk,v)
(Nmy: )2 kv

+at(—k,v)) (2.3.16)

Dolayisi ile Denklem 2.3.16 konum vektoriiniin kuantum mekaniksel olarak normal
koordinattaki ifadesidir. Su ana kadar 6rgi enerjileri kuantum mekaniksel olarak ele
alindi ve fonon kavrami ortaya konuldu. Daha sonra merdiven operatérleri yardimiyla

islemler fonon sayilarina indirgendi. Fonon sayisi kullanildigindan dolayi Bose-Einstein
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istatistigini kullanmak ¢6ztiim igin kolaylik saglar. Bose-Einstein istatistigi kullanilarak

enerjinin beklenen degeri su sekilde ifade edilebilir:

1
(n(k,v)) = (a*(k,v)a(k,v)) = 7 (2.3.17)
(k’ )
o (M)~ 1)
1
(B) =) ho(kv){a* (k)alk ) + 3}
kv
_ Z hew(k, v) — 5{ 3 +% (2.3.18)
T

Bu sonuc yiksek sicakliklarda klasik fizigin 6ngordtgi sonuglar ile aynidir. Bu da
kuantum mekaniksel Hamiltonyen’ in beklenen degeri ile klasik Hamiltonyen’ in
beklenen degerinin yuksek sicakliklarda ayni olmasi anlamina gelir. Harmonik
salinicinin klasik Hamiltonyen’ ini yazip, harmonik salinicinin (V) = (K (virial teorem)

olan ozelligi kullanilirsa;

(E) = 2(V) = Z 0(k, v)Q(~k, v) w?(k, v) (2.3.19)
k,v

oldugu goralar. Yuksek sicakliklarda Denklem 2.3.18 de enerjinin beklenen degerini

vereceginden, karmasik genligin blydkliga su olur:

kgT >» hw(k,v)

(E)=Zhw(k,v) - i i1
kv {1 + <—wk(37’“v)) — 1} 2
1
:kzv: hw(k,v) {1 N (flwk(k%v)) - 1} =
B
- 2 0(k,v)Q(~k, v) w? (k, v) (2.3.20)
kv
(Q(k,v)Q(—k,v)) = % (2.3.21)
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Sonug olarak titresim genlikleri, titresim frekanslari ve titresim modlari anlatildi. Bir
sonraki adimda ise disaridan bir etki sonucunda goézlenen Raman ve Rayleigh

sacllmalari pertiirbasyon teorisi yardimi ele alinacaktir.

2.4 Raman ve Rayleigh Sagilmasi

Su ana kadar kristal bir 6rgiinin klasik ve kuantum mekaniksel olarak titresimleri
incelendi. Disaridan gelen etkilerin ise kristal titresimlerine katkisi bu konu igerisinde
incelenecektir. Bilindigi Gzere bir kuantum sisteminin o6lgllen enerjisinin degisimi su

sekilde verilir:
d oH

Burada &;(x;) U’ inci dizeye karsilik gelen enerji 6z degeri, braketlerin icerisindeki [ ise,
[ kuantum sayisina sahip ortogonal dalga fonksiyonlaridir. Eger bir kristale disaridan
sabit bir elektrik alani uygulanirsa, kristalin Hamiltonyen’i disaridan gelen dis elektrik
alaniyla etkilesir. Eger Hamiltonyen’deki degisim ¢ok kiiclik ise bu etki pertiirbasyon
teorisi ile hesaplanilabilir. Kristale indliklenen potansiyel enerji; M dipol moment, E

elektrik alan olmak lizere, —M - E olacagindan;

H(E) = H(0) — M.E

H(0) — H(E) oOH
— 5 - M=3

olarak yazilirsa esitlik Denklem 2.4.1 yardimiyla su hale getirilir:

d
5 B = —{UMll (2.4.2)

Eger etkilesme enerjisi, kristalin potansiyel enerjisinden ¢ok kiiglik ise -M - E
pertlirbasyon terimi olarak alinir. Dolayisi ile kristalin enerjisi zamandan bagimsiz

pertlirbasyon teorisi kullanilarak elektrik alana gore seriye acilabilir:

1M, |r)(r|Mp|l
&(E) = (0) - Z(lIM [1)E, +ZZ< Ll(ol)ﬂ_ gl (g)| >EaEﬁ + o (2.4.3)
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Bu serinin elektrik alana gore tlrevi Denklem 2.4.2 sebebiyle dipol momentin beklenen

degerini verir:

0 B (lIMalr)(r|Mﬁ|l) + (l|Mﬁ|r)(r|Ma|l)
EE(E} = —(UMl) + ) > B Eg

r#l B
B 1 (llMalr)(r|Mﬁ|l) + (l|Mﬁ|r)(r|Ma|l)
= Ml _E;Z r(0) — ,(0) g
1 UM, |r){r|Mg 1) + (1|M M|l
_ _(llM“ll)_Ezz( | Mg |r){(r] ﬁlw)ﬂ(é)l s|r)iriM,| >E/3 __uMly 24
r=l f

Toplamin birinci kismi kristalin strekli dipol momenti, ikinci kismi ise dis alan etkisinde

indiklenen dipol momentidir. Bu ikinci kisim aslinda 6zel bir tensordiir.

1 (llMalr)(r|Mﬁ|l) + (l|Mﬁ|r)(r|Ma|l)
Pélﬁ(o) = gz

=) (2.4.5)

r+l

Bu tensore statik polarizasyon tenséri denir. Sonug olarak kristalin sabit bir elektrik

alan etkisindeki enerji 6z degeri polarizasyon tensori kullanilarak yeniden yazilirsa;

1

fi(E) = £,(0) = Y (UMIDE —3 ) Ply(O)E,Ej + - (246)
a af

oldugu gorilir. Su ana kadar hesaplar sabit bir elektrik alani Gzerinden yapildi. Ancak

gercekte kristaldeki sagilmalar elektromanyetik alan sebebiyle gerceklesir. Dolayisi ile

elektrik alan zamana bagli yazilmalidir. Eger elektrik alan zamana bagli yazilirsa;

E(t) = E"e '@t + Etel@t (2.4.7)
Denklem (2.4.7) sebebiyle zamana bagh bir pertirbasyon meydana gelir. Bu
pertlirbasyonu hesaplamak icin zamana bagl Schrédinger dalga denklemi kullanilir.

Zamana bagli Schrodinger dalga denkleminde Denklem 2.4.7°deki elektrik alan

kullanilirsa;

. . ]
{H(0)—M-E e @t —M-E*et}p =i.h

e (2.4.8)

oldugu gorilir. Bu denklemi ¢ézmek icin zamana bagli ¢coziimler 6nerilir:
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(pl — (pl(O)e_iwl(O)t + {(pl‘l‘eiwt + (pl—e—iwt}e—iwl(O)t (249)
Denklem 2.4.9’u Denklem 2.4.8’in her iki tarafina yerlestirilir ise denklemin sag tarafi;
] 0 —iw;(0)t ; + i (w-wi(0)t
i. h{a{gol(O)e O 4+ i(w — w,(0))p;f e @7
- (i(a) _ a)l(O))) (pl_e_i‘(a""wl(o))t}

=L h%{%(O)e‘i“’l(O)t}

+ . e O i(w — w,(0)gf et — i(w + w (0)) gy e
= H(0)¢p;(0)e~ @it 4 o=i0tfgyFelwt (4, (0) — w)
+ore”  h(w(0) + w)}

seklinde, Denklemin sol tarafi da;
{H(0) —M-E-e ™t — M- E*e''}y,
— {H(O) - M- E—e—iwt - M- E+eiwt}{(pl(0)e—iwl(0)t
+ {(pfei“’t + gol_e_i“’t}e_i“’l(o)t}
= e~ IOHH(0),(0) + H(0) i e™t + H(0)gp e}
+ e—iwl(O)t{_M . E—(pl(o)e—iwl(o)t - M- E—(pil- - M- E—(pil-e—iZwt
- M- E+(pl(0)e—iwl(0)t - M- E+(pi|-ei2wt - M- E+§01_}

seklinde olur. Eger enerji seviyeleri arasinda gegisler olmuyorsa denklemin sol
tarafindaki ikinci mertebe terimler goz ardi edilebilir. Dolayisi ile denklemin sol tarafi;
{H(0) —M-E~e 't — M- E*e'®'}g,
= e OHH(0),(0)} + e O H(0) (] ™" + gy e}
+ e—iwl(O)t{_M . E_gol(O)e_i“’t - M- E+(pl(0)eiwt}

sekline donsur. Bu ifade sag taraf ile esitlenirse;

HO){pj et + pye @t} —{+M-E~e™"t + M- E*e'“}¢,(0) =
{of e h(w,(0) — w) + @; e h(w;(0) + w)} = e {H(0)p; — M- E*¢,;(0)} +
e H{H0)p; — M- E~¢(0)} = e"*{o] i(w,(0) — )} + e~ {p; h(w,(0) + @)}
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e'@t |i terimler;

{H(0) — A(w(0) — w)}p] = M- E*¢,(0) (2.4.10)
olur iken, e ¥t |i terimler;

{H(0) — n(w(0) + w)}p; =M - E"¢,(0) (2.4.11)
oldugu gorulir. Tedirgenmemis ¢;(0) dalga fonksiyonlari bir set olusturdugundan,

uygun katsayilarla tedirgenmis dalga fonksiyonlari cinsinden yazilabilir. Dolayisi ile

tedirgenmis dalga fonksiyonlari;

901+ = z a,* ®r(0), Q= z a,” ¢,(0) (2.4.12)

r r

Denklem 2.4.12, Denklem 2.4.10 ve Denklem 2.4.11 de vyerine vyazllirsa;

(H(0) ~ h(@,(0) — @)} ) a," ¢.(0) = M- E*¢,(0)

(H(0) = h(w,(0) + )} ) & ,(0) = M- E~,(0) (2413)

buradan da ortogonallik sartlari kullanilarak braketler hesaplanirsa katsayilar;

_ Eg (riMall) 1 E(rIMall)
T L{H(0)9r(0) — A(wy(0) )} hLu{w,(0) — (w,(0) — @)}

o- :Z Eq (riM,Il) zlz Eq (riM,I1)
" — {H(0)¢,(0) = (@, (0) + @)} 7L {w,(0) — (@, (0) + w)}
wr(0) — w1 (0) = wy,(0)

IO EE(rIM,ID)
 hli{wa(0) £ 0}

a,* (2.4.14)
seklinde olur. Gegisin olmadigi durumda hesap yapildigi icin w,;(0) > w oldugu
varsayilabilir. Bu durumda dipol momentin beklenen degerini bulmak icin 6énce dalga

fonksiyonlarinin yeniden diizenlenmesi gerekir. Eger Denklem 2.4.12, Denklem 2.4.9’da

yerine yazilirsa dipol momentin beklenen degeri;

o, = (pl(O)e_iwl(O)t + {(pl-keiwt + (pl—e—iwt}e—iwl(o)t

= 0,(0)e~ Ot 4 {g *¢p, (0)e't + a,~ @, (0)e~ @}~ iw®t (2.4.15)
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m(e) = (OIMILE) = f o M- gudv

— f{(pl(o)*eﬂwl(o)t
+ {ar+*(pr(0)*e_iwt + ar_*(pr(0)*e+iwt}€+iwl(0)t}.M . {(pl(O)e_i“’l(O)t
+{a, "¢, (0)e*t + a,~ @, (0)e~ @t~} gy (2.4.16)

seklinde olur. islemler yapilip gecisle baglantili terimler yeniden ihmal edilirse dipol

momentin beklenen degeri m(t):
m(t) = (M|]) + e‘i“’tZ[(ller)ar‘ + (rIM|lya,*"]
T

+ eiwfz[<r|M|1)a;* + (M|r)a,*] (2.4.17)

r

Denklem 2.4.14’de ki katsayilar da yerine konuldugunda;

ot 1 Eg (r|Mg 1) E3"(1|Mg|r)
ma(t) = <l|Ma|l)+€ tgz [(llMﬁlT)m+(rlMﬁ|l)m

lwch[ w1y Za Melr) (l|Mﬁ|r)Ml (2.4.18)

{w,(0) — w} {wr(0) + w}
olucagi goérilir. Bu denklemi basitlestirmek icin soyle bir kisaltma yapilabilir:
(LIMg|7r) (r|Mg|l) l
w) = M l [IMg|r) ————— 2.4.19
(@) = Zl Ml G+ ar M e = (2:419)

Yapilan kisaltma sonucunda ortaya cikan tensore polarizabilite tensérii denir. Elektrik
alan reel oldugu icin E;* = E} olacagindan dipol momentin beklenen degeri olan

m(t)’nin son hali su sekilde olur:

my(t) = (1M, ”th{ U (—w)Ez et + Pl (w)Ef eiot) (2.4.20)

Eger polarizabilite tensoriiniin degeri w = 0 durumuna getirilirse polarizabilite tensori
Denklem 2.4.5 de var olan statik polarizasyon tensoriine donisir. Polarizabilite

tensori hermitik bir tensordir, asagidaki gibi yazilabilir:
Polzlﬁ(w) = Pl (w)* = clxlﬁ’(_w)* (2.4.21)
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Su ana kadar gegisin olmadigl durumlar hesaplandi. Gegisin oldugu durumu
hesaplamak icin elektrik alanin dipole yaptigl isin oncelikle hesaplanmasi gerekir.

Yapilan is de su sekilde yazilir;

W = E(¢t) <d7th)> St (2.4.22)

Denklem 2.4.20, Denklem 2.4.22 de yerine konulur ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
yapilan isin olmadigl goruliir. Ancak kristaller gecis frekansina yakin bdlgelerde
sogurma (absorpsiyon) yaparlar. Bunu betimlemek icin polarizabilite tensori, hermitik
olan ve anti hermitik olan iki kisima ayrilmalidir. Bu anti hermitik tensor ise asagidaki

Ozellige sahip olmalidir:

R (w) = —[Rf,(@)]" = —Rf,(—w) (2.4.23)

Eger elektrik alanin titresim frekansi, kristalin gecis frekansina yakinsa yani w,;(0) = w

ise elektrik alani su sekilde yazilabilir:

Wy +A
E(t) = f {E(—w)e ™t + E(w)e'“t}dw
Wy—A
E(-w) = E(w)* (2.4.24)

Bu sartlar altinda indiiklenen dipol moment (Denklem 2.4.20) bu yeni tensorler

cinsinden yazilirsa;

Wy +A
my(t) = Z f {( Pftlﬁ(—a)) + Rélﬁ(—w))E(_w)e—iwt n (Pcl{lﬁ(a))
B wy-A
+ Rap(0))E(w)e' Jdw (2.4.25)

oldugu gorulir. Denklem 2.4.25’de polarizabilite tensériiniin hermitik ve anti hermitik
olan iki kisma ayrildigina dikkatinize cekerim. Buradan da dipol moment Uzerine

yapilan is hesaplanirsa;
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W =E(t) <d1zt(t)> St
+00 Wy+A
- Wr—A
Wy t+A
.iz f {(—Pl(—w) — REg(—w))Eg(—w)e™ ™t + (P (w)
af wy—A
+ Rijg (0)Eg(@)e™ Jodw (2.4.26)

esitligi ortaya c¢ikar. Esitligi cozmek igin Dirac deltasinin tanimi kullanilirsa;

+o0o
f dt - eT™t =21 - §(x) (2.4.27)

ve polarizabilite tensoériniin hermitik kismi tam periyotta integrale katki yapmayacagi

icin onu atip isleme anti hermitik olan tensorle devam edilirse Denklem 2.4.26;

W‘rl+A Wy+A
W = Zm'z f wdw j dw' {—Ea(—w’)folﬁ(—w)Eﬁ(—o))S(w +w')
ap Wy—A Wy—A

+ Ea(—w’)Rgﬁ (w)Eg(w)é(w — ")
- Ea(a)’)Réfﬁ(—a))EB(—a))Mw' - w)+Ea(w’)R(lxlﬁ (w)Eg(w)é(w
+ w")} (2.4.28)

olarak yazilabilir. integral icerisinde 6(w + w’)’ I terimler katki saglamaz. Ciinkii w =

—w' noktasi hem hesap araliginin hem de integralin disindadir.

O halde yapilan is;

Wr+A
W = Zniz f wdw {Ea(—a))RSB(a))Eﬁ(w)
ap Wy—A
— Eq(0)REp(—w)Eg(—w)} (2.4.29)

olur. folﬁ(—a)) tensoriniin Denklem 2.4.23 de ki anti hermitiklik 6zelligi kullanilirsa;
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Wy+A

W=4m'z f 0dw {Eq ()R, (@) Eg ()} (2.4.30)

aﬁ er—A

olacagi gorilir. Kuantum mekaniksel olarak yapilan is ayni zamanda enerji 6z degeri ile
onun olasiliginin ¢arpimi olacagindan, Denklem 2.4.30’da ki yapilan is gegis olasiliklari
cinsinden hesaplanilabilir. Bunun icin gecis olasihig yazilirsa;

2

1] _
P = ﬁ f(rlM_Ell)ela)”tdt
* Wy tA
1 .
- @ Wr—A
2
+ E(w)el@teontldy
4 2 Wy +A
T
= 57 | L Mald f (E(-0)8(w — 0p) + E(@)8(w
@ Wy—A

2

4_ 2
+oldo| == > Eo(—0n)Bg(n) rIMaD{I|Mg]r) (2431)
ap

Enerjinin  beklenen degeri (€) = €,P, oldugundan gegisteki ortalama ener;ji
absorpsiyonu ayni zamanda Denklem 2.4.30’da ki yapilan ise esit olacagindan bu

esitlik;

4 2
W = (&) = on— ) Ea(—0m)Eg(wp) (rIMID{1|My]r)
ap

Wy +A
= 4niz J wdw {Ea(—w)folﬁ(w)Eﬁ(w)} (2.4.32)
af wyp—A

seklinde olur. Denklem 2.4.32’de sag tarafin sol tarafa esit olmasida bir sarta baghdir. O

da;
Rl (@) = == (1M r)(rIMe DS (@ = wy) (2.4.33)
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olarak vyazilmasidir. Ayrica Denklem 2.4.32’nin sinirlari w,; degil de —w,; den

baslatilirsa;
1 in
Ryp(—w) = —E(l|M5|r)(r|Ma|l)6(—a) — W)

i
= —— (UM |r)(rIM D5 (@ + wp) (2.4.34)

tensorin icinin eksilisin karmasik eslenigi kendisine esit olacagi icin (Denklem 2.4.21)

tiim frekanslar tGzerinden toplami en genel halde su sekilde olur:
1 . 1t in
Ryp(—w)" = Ryp(w) = g(llMﬁlr)(HMa”)Ma) + W)
I it
R (@) = 7 > ({1 Ms|r)rMe D@ + )
T
— (1|Mp|r)rIMa D)8 (@ — wy)} (2.4.35)

Ortaya cikan bu tensore abzorbsiyondan sorumlu tensér denilir. Yani bu tensor
polarizabilite tensoriine eklendiginde absorpsiyonlar da isin igine katilmis olur. Dikkat
edilirse polarizabilite tensoriiniin paydasi, abzorbsiyon tensoriinde Dirac deltasi sekline
gelmektedir. Dolayisi ile polarizabilite tenséri yazilirsa, abzorbsiyondan sorumlu tensor
hemen akabinde yazilabilir. Su ana kadar sabit bir elektrik alandan baslanilarak kristalin
enerji 6z degerlerinin nasil vyazilacagl ve 0z degerlerin yazimini saglamak igin
polarizasyon tensorlerinin nasil ¢ikarilacagi anlatildi. Bunun bir asama daha ilerisi
kristaldeki Rayleigh ve Raman sagilmasidir. Bu tip sacilmalarin anlasilmasi icin de 6nce

dipol 1simasinin anlasiimasi gerekir. Eger dipol su sekilde verilirse;
m(t) = m e @t + m-el®t (2.4.36)

— *
m =m"

boyle bir dipolin R kadar uzaga yayinladigi elektromanyetik 1s1ma gecikmeli

potansiyeller yardimiyla su sekilde yazilir[30]:

1 2
E (t + ;) = maz [R* {Rx ()] = - R“;CZ [R X {R x m(t)}]
B(t+ g) = -5 [Rx ()] = R(;)cs [R x m(t)] (2.4.37)
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Bu alanlar birbirlerine dik ve esittirler. Bu alanlarin olusturdugu Poynting vektori;

S = E X B
47T[ ]

4

w* R R 5
p2gs g X (z xm®}] (2.4.38)

$= 47T[E El=

seklinde yazilabilir. Agikg¢a gorilir ki dipol ile 1simanin oldugu uzaklk vektorleri bir
birlerine diktirler. Bu diklik iki tane normal vektor ile ifade edilip Poynting vektori

yeniden yazilirsa su sonug ortaya ¢ikar:

4
S= # Z Z ninbm (Hmg (£) (2.4.39)

i=1,2 af

Eger Denklem 2.4.36’daki dipol momentler Denklem2.4.39’da yerine yerlestirilip tam

periyot lizerinden ortalama alinirsa ortalama Poynting vektori;

S = o R2c3 z Znanﬁmamﬁ (2.4.40)

i=12 af

haline gelir. Ortalama Poynting vektorinln toplam alan lizerinden integrali dipolden

yayilan toplam enerjiyi verecektir. Kiiresel koordinatta integrali alinirsa;

fRZ Sdo = —Z mimg (2.4.41)

buradan da gecis olmadigi durumdaki dipoller Denklem 2.4.41’e yerlestirilirse yayilan

toplam enerji;

fRzSd!) == 322 U ()P (—w)EF Ef (2.4.42)

seklinde olur. Bu durum sadece w,; > w oldugu durumda dogrudur ve sagilan igigin

frekansi ile sacilmadan 6nce kristale gelen isigin frekansi degismez. iste bu sacilmaya
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Rayleigh sagiimasi denir. Rayleigh sagilmasinda sagilmanin fazi daima sabittir. Bir baska
deyisle, sacilan butin isiklar ahenklidir. Rayleigh sagilmasinda kristal o6rgilerinin
kuantumsal durumu degismez. Eger gecisin oldugu durum goz 6niine alinirsa kristalin
baslangic durumu [, son durumu dal’, kristalin baslangictaki enerji 6z degeri €;(0)

olmak lzere aktarilan enerji su sekilde gosterilebilir:
€,(0)+hw=e¢€y(0)+ h(w+ Aw) (2.4.43)
Boyle bir etkilesmenin oldugu sacilmaya Raman sa¢iimasi denir. Raman sacilmasinin

yari klasik teorisine gore, sagilma indiklenmis dipol momentinden kaynaklanir. Gegisli

durumda dipol momentin beklenen degeri;
j{ll',’:lMlI’l + ¥/ M¥,,}dt (2.4.44)

yazilip buradan da dalga fonksiyonlari Denklem 2.4.15’deki gibi yerine yerlestirilirse;

o1 = 9i(0)e Ot + {a, %, (0)e™ + @, g, (D) et

1N _E&(rIMall)
h £a{wn(0) + w}

+

0t = (2.4.45)

@ = et {(Pz(o)
EXrIMal) o EalrMh
hzz{{wﬂwH O @ -y (O }}
P = e~ lom(O {qom(o)

EXriMdm) o EpriMam)
hZZ{{ww(ow 2 O @ -y 7O }}

ve bu dalga fonksiyonlari da Denklem 2.4.44’de yerine yazilirsa dipol momentinin

beklenen degeri olan integral su hale gelir:
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f (W MY, + Y;M¥,} dt

(m|Mﬁ |r)(r|Ma |1)
wrm(o) -

= (m|Mg|l)e™"*mt + ([|My[m)e"®im® + Ez Z{ Ej eilo=omt
r

(m|M5|r)(r|Ma|l) (m|M, Ir)( |Mﬁ|l)

E7 e i@tom)t 4 ~ o~ Hwtwym)t
wrm(0) + @ g wrm(0) —w
<m|Ma|r>(r|M3|l)E+ei(w—wlm)t + <l|M'3|T‘>(T‘|Ma|m) Egei(w+wlm)t

wrm(0) + @ g 0 (0) —w

(l|M3|r)(r|M |m) (l|M,, Ir)( |M/;|m)

- —L(w Wim )t E-e —i(w—wm)t
0 (0) + @ ﬁ wrm(0) —w pe
(llMalr)(r|Mﬁ|m) .
EFei@tom)t 2.4.46
om(@ tw  EE } (2.4.46)

ilk iki terim elektrik alanindan bagimsizdir, enerji diizeyleri arasinda vyapilan
kendiliginden emisyon olarak disiiniilebilir. Oteki terimler ise Raman sagilmasina
karsilik gelir. Bu gosterim daha 6nce tanimlanan polarizabilite tensori ile (Denklem
2.4.19) yazilirsa integral asagida gosterilen halde oldugu gibi daha sade bir sekilde

gosterilebilir.

Eger sadece [ — m gecisi varsa, dipol momentin beklenen degeri;

me(t) = Z[Pé’g(w)]*E[;e"i(“’“"lm)t + Z PR (w)Ef e @*@m)t (2.4.47)
B E

olarak yazilir. Buradaki tensor Denklem 2.4.19’daki polarizabilite tensorinln gegis

durumundaki halidir. Bu tensére gegis polarizabilitesi denir.

(l|M,, Ir) |Mﬁ|m) (l|Mﬁ|r)(r|Ma|m)
" (@ )—hz +

(2.4.48)
Wym + @ Wy — @

Goraldiglu Gzere Raman sacilmasinda ortaya cikan fotonlarin frekansi gelen 1sigin
frekansindan farkhdir, sacilan fotonlar ahenksizdir. Bu gecis icin Poynting vektori

yazilirsa;

(w + wlm)

R2Sd0 =
C 2mced

Z Z nén};PgB"(a))*Pﬁ”ﬁ(w) EgEfdn

i=12 af
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4(w+ wp)?t

N P ) PR (w)Bg B (2.4.49)

fR2§dQ -
afBoy

oldugu gorilir. Ortaya ¢ikan sacilmalarda, sagilan 1si8in frekansi gelen 1s18In
frekansindan kiglkse Stokes cizgileri, sagilan 1s18in frekansi gelen 1si1gin frekansindan
blylkse anti-Stokes ¢izgileri ortaya c¢ikar. Toparlanacak olursa su ana kadar
elektromanyetik bir alan sebebiyle kristalde olusan herhangi bir sagilmanin nasil
hesaplanacagi ele alindi. Sagilmalarin anlasiimasi igin ise kristalin dipol 1simasi yaptigi
dislintldi ve bunun icin polarizabilite tensori tiretildi. Ancak gercek bir kristal tek
basina dipol isimasindan ¢ok daha fazla seyler de yapar. Clinkil gergek bir kristalde hem
elektronik seviyeler hem de titresim seviyeleri vardir. Dolayisi ile gegisler hesaplanirken
bu farkli tiirden gegislerin de hesaplanmasi gerekir. iste bu hesap Plazeck yaklasimi ile
yapilir. Plazeck’in yaklasimina gore dalga fonksiyonu su sekilde degiskenlerine

ayrilabilir:

lan(x; X) = Xnv(X)QDn(x;X) (2.4.50)

ilk fonksiyon X,,,(X) cekirdegin dalga fonksiyonlari iken, ¢, (x, X) elektronlarin dalga
fonksiyonlarnidir. Alt indislerden n elektriksel kuantum seviyeleri, v de titresimsel
kuantum seviyelerini temsil eder. Genellikle ¢cekirdegin titresimsel enerji 6z degerleri,
elektronlarin elektronik enerji 6z degerlerinden c¢ok kiiclktlir. Cekirdegin titresim enerji
6z degeri €,,, cekirdegin elektronik enerji 6z degeri ®,(X°) olmak lizere Denklem

(2.4.50)" daki gosterilen dalga fonksiyonunun enerji 6z degerleri su sekilde yazilabilir:

@, (X°) + €ny (2.4.51)
€Eny < (pn(XO) - d)O(XO)

Oncelikle w « %[@n(XO) — @(X%] oldugu durumun hesaplanmasi yani titresimsel

gecisin olmadigl durumun hesaplanmasi icin; en diisik elektronik enerji seviyesinde
bulunan bir sistemin elektriksel dipol momenti ele alinmalidir. Cekirdeklerin X
konumunda hareket etmedikleri var sayilirsa, sadece cekirdege goére hafif kiitleli olan
elektronlarin hareket ettigi distnilebilir. Boyle bir sistem igin elektriksel dipol moment

Denklem 2.4.19 un yardimi ile su sekilde yazilir:
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M(X) = f 00, X) M (x, X) 0o (x, X) (2.4.52)

[@,(X°) — @ (X°)] olmak tzere:

1
Ayrica wyg = -

1
Pa,b’(w;X) = %Z(a)no +w)™! f ®o(x, X)" My (x, X)pn (%, X) dx

n+0

><f(pn(x’,X)*M/;(x’,X)(po(x’,X)dx’
T (o — )72 f 00(x, X)"Mp(x', X) g (3, X)lx

X f On(x', X)*M,(x", X)po(x', X)dx' (2.4.53)

Normalde oda sartlarinda kristaldeki orgllerin elektriksel kuantum seviyeleri en dislik
elektriksel kuantum seviyesindedirler. Bu sebeple polarizabilite tensori yazilirken en
alt durumdaki elektriksel kuantum seviyeleri dikkate alinir. Ayrica Raman sagilmalari
hesaplanirken sadece cekirdegin hareket ettigi hesaba katilir. Bunun icin etkilesmenin
en dusuk elektriksel kuantum seviyesinde gercgeklestigi duslnUlirse gegis

polarizabilitesi titresim seviyeleri icin su sekilde olur:

<OU|M |Tl”U”>( " II|M |OU>
( )_hzz Wyt oy + @

N (Ov|Mﬁ|n” ”)(n”v”IM [0v")

Wy''y! op! — @

(2.4.54)

Eger bu toplam elektriksel kuantum seviyesinin taban seviyesinde oldugu durum ve

olmadigi durum olmak tizere ikiye ayrilarak yazilirsa;

PYY () = Z {(OleaIOv”)(Ov”|Mﬁ|0v’) N (0v|MB|Ov")(0v”|Ma|0v’)}
h Wyt + W Wy!! ! — W

Zv”(olealn”v”)( " //|M |OU>

Wn! o + w
n''%0 '
N Zvll(oleﬁln” ”)(n”v"|M |017 ) (2455)
wn”.O — W
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denklemin ilk kisminda gekirdegin elektriksel enerji seviyesi hep taban durumunda kalir
iken gecis sadece titresim enerji seviyeleri arasinda gergeklesir. Bu toplam ayri bir

sekilde yazilarak;

lz (0v| M, (X)|0v")0v" | Mg (X)|0v")
h

Wy!1 + w

. (0v|Mpg (X)|0U")<0U"|Ma(X)|OV'>} (2.4.56)

([)vll’vl -
polarizabilitenin iyonik kismi tanimlanabilir. Toplamin ikinci kismi iyonik kisima oranla
biraz daha karmasiktir. ikinci kismin ilk toplami mercek altina alinip;

ZU”(Olealn”v”)< i HlM |0U>

Wy o+ @

(2.4.57)

bu toplamin igiresindeki braketler acik bir sekilde yazilirsa;

Z [ [ ax [ ax’ [ ax (Xou )"0 X) Mo Gt X0 X,irn GO G0

Wp' o+ W

XXnIIUII(X) (pnu(x ,X) MB(X X! )XOU'(X )(po(x X' )} (2458)

oldugu gorilur. Ayni elektriksel kuantum seviyeleri igin X,,r7,,(X) dalga fonksiyonlari

tam bir set olusturduklarindan;

ZXn”U”(X)Xn”v”(X,)* = 6(X — X’) (2459)

'U”

Denklem (2.4.58) su hale doner:

(wn”,o + w)_lfdxfdx,fdX{XOU(X)*(pO(x:X)*Ma(x'X)Xn”v"(X)(pn”(x'X)

X X1y (X)* @rrr (X, X)* Mg (", X)X g1 (X) 0 (", XD }
= jXO‘U(X)* {(wn”,o +w)_lf(pO(x'X)*Ma(xlX)(pn”(x'X)dx

X j o (6, X)" My (', X) goo(x’,X)dx’}XOUI(X)dX (2.4.60)
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Benzer sekilde Denklem 2.4.55’in ikinci kismi igin de ayni islemler yapilirsa Denklem

2.4.58 ile birlikte Denklem 2.4.56 daki toplam su sekilde yazilabilir:

Z,,n(Olea|n”v”)(n”v”|Mﬁ|0v’) N Zvn(Ov|Mﬁ|n”v”)(n”v”|Ma|0v’)
S Wpr o+ @ Wyt g — W

= (v|Pap(w, X)|v') = PZF (w) (2.4.61)

Tensorlin bu kismina da polarizabilitenin elektronik kismi denir. Deneysel verilere gore
Raman sacgilmasinin gézlemlenmesi icin gelen 1s1gin frekansinin, her zaman titresimsel
enerji seviyeleri arasindaki frekans farklarindan fazla olmasi gerekir. Dolayisi Poynting

vektori yazilirken polarizabilite tensériinin elektronik kismi kullanilir.

O halde Poynting vektord;

2 (0 + wm)* i I\ N -+
RS d0 = 20 NN nlnf(vl Pag (@, X010') (v]Pyy (@, 0|v') Eg B do
i=1,2 af
_ 4w+ wpy)? . N
fRzS dn = TJ"ZMP“Q(Q),X)W Y (v|Pay (0, X)|v') Eg E}} (2.4.62)
afly

seklinde yazilir.

Problem artik Poynting vektorl icerisindeki braketlerin hesaplanmasi problemine
indirgendi. Bunun icinde termodinamik ortalamalar alinarak ya da dalga fonksiyonlari
biliniyorsa, polarizasyon tensorleri icin merdiven operatorleri cinsinden yazilmak
suretiyle braketler hesaplanabilir. Buradaki titresim dalga fonksiyonlari harmonik
model ile hesaplanan titresim dalga fonksiyonlaridir. Bu hesaplarin anharmonik

etkilesmeler icin nasil genellestirilecegi anharmoniklik konusunda detaylandirilacaktir.
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BOLUM 3

ANHARMONIKLIK

3.1 Harmonik Modelin Yetersizlikleri

Harmonik model kristallerin pek c¢ok o6zelliklerini (fonon frekanslari, atomik yer
degistirmeler, normal koordinatlar gibi.) iyi bir sekilde agiklamasina ragmen, bazi

konulari agiklamakta yetersizdir. Bu konular:

e Denge durumundaki kristalin termal 6zellikleri;
e Faz gegcisleri;

e Fonon frekanslarinin genislemesi ve kaymasi

Kristalin bu tip ozelliklerini agiklamak icin harmonik modelde ihmal edilen terimlerin
hesaba katilmasi gereklidir. Bilindigi Gzere harmonik modelde fononlarin etkilesmesi
ihmal edilir. Ancak dis etkinin gicli oldugu veya titresim genliginin fazla oldugu
kristallerde, orgideki titresimler bir birlerini etkilemeye baslarlar. Dolayisi ile Denklem
2.1.2’de ihmal edilen terimler olgllebilir bir fark olustururlar. Bu terimler Denklem

2.2.32’de Hamiltonyene eklenirse, yeni Hamiltonyen su sekilde olur:

H = %kz 00 )0 (~k, ) +%kz QU v)Q(—k, v) w2 (k, v)

1
+ Z o Z Z V(g k) Q(kyvg) .. Q () ACKy + Ky

k>2 ki1 knvn

+ - ky) (3.1.1)
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Denklem 3.1.1 de Vi (k4 ... k,,); potansiyel enerjinin K’ ninci tirevi, Q(k,v,) terimleri
normal koordinattaki karmasik genliklerdir. Titresimler Brillouin bdlgesinde
sinirlanacagl icin, Hamiltonyene fazladan A(k, + k, + --- k,,) terimi eklenir. Bu
fonksiyon, butin etkilesen fononlarin momentumlarinin  korunumunu ve dalga
sayllarinin toplaminin da Brillouin bdlgesi sinirlarinda kalmasini garanti eder. Eger
A(kq + k, + -+ k,,) fonksiyonunun ici O veya G olursa yani, A(0) = A(G) bu fonksiyon
birim fonksiyon olur. Bunun disinda fonksiyon sifirdir. Buradaki G vektoriine ters 6rgii

vektéri denir.

Eger (i¢ fonon etkilesmesi gdz dniline alinirsa, bu etkilesmeler enerji ve momentum

korunumu yasalarini saglamak zorundadir. Bu korunum yasalari su sekilde yazilabilir:

w; + W, = ws (3.1.2)
ki+k,=k;+G (3.1.3)
ilk terim enerji korunumunu betimler, ikinci terim ise momentum korunumunu saglar.
Eger dalga vektorlerin toplami Brillouin boélgesi icerisinde ise G = 0 olur. Bu tip
etkilesmelere normal etkilesmeler denir ( X-1sinlarinin Bragg sacilmasi gibi.). Eger dalga
vektorlerinin toplami Brillouin bdlgesi sinirlarini gecerse, toplami Brillouin bdlgesi
sinirlarinin  igerisine  getirmek  amaciyla  toplama G vektori  eklenir.
Bu tip etkilesmeler Umklapp etkilesmeleri diye adlandiriir. Bunlarin yaninda
simetriden kaynakl bir kosul daha vardir. Sistemin Hamiltonyen’i, sadece sistemin
simetri Ozelliklerini koruyan terimler igerebilir. Hamiltonyen’in uzay grubuna gore
simetriye sahip olmasi halinde Normal kip kordinatlar kristalin uzay grubunun

indirgenemez bir gosterimi olur.
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Sekil 3.1.1 Etkilesen fononlar. Yukarida kiibik etkilesmeler, asagida kuadratik
etkilesmeler

Bu calisma cergevesinde anharmonik modeller g6z 6niinde bulundurularak kristallerde
fononlarinin frekanslarinin ve gizgi genisliklerinin sicakliga baglihgl incelenecektir.
Denklem 3.1.1; gorildaglu lzere klasik olarak yazilmis bir Hamiltonyendir. Bu
Hamiltonyen kuantum mekaniksek olarak operatérler cinsinden yazilabilir. Bunun igin
Denklem 2.3.15 konuma goére Taylor aciimi yapilip, konum algaltma yilkseltme

operatorleri cinsinden yazilirsa [28];

2~ . + . . 1

H = Z h. w(k, ia* (k jalk,j) + 53
kv

+ Z V3(kqjy1; k2j2; ksjs) (a+(—k1j1) + a(k1j1))(a+(—k2j2)
k1,k2,k3

+ a(kzjz))(a+(—k3j3) + a(ksj3))

+ z Va(kaji; Kajo; kajs; kajs) (@ (—kqjy)
k1,k2,k3,kq

+ a(k1j1))(a+(—k2j2) + a(kyj;))(a* (—ksj3)
+ a(ksj3) (a+ (—k4js) + a(k4j4)) + - (3.1.4)

Burada j terimleri fononun polarizasyonunu belirleyen terimleri, V5(kqj1; K2j2; k3j3)
ve Vy(kqji; kyjy; K3js; kajs) fonksiyonlar ise, sirasiyla Gg ve dért fonon etkilesmesini

temsil eden fonksiyonlardir.

Burada @ fonksiyonu etkilesmenin skaler matris elemanlar olmak {zere, V

fonksiyonlari acikca su sekilde yazilabilir:

35



V3(kyj1; kaj2; ksj3)

<;D(k1j1; kj2; k3j3)

= ————A(ky + kg + k3) X , ; : 3.1.5
B e N I AR PR
Va(kqji; k2jo; k3jz; Kaja)
2
== mA(kl + kz + k3 + k4_)
D(kyji; kzjz; k3jz; kaja) (3.1.6)

* TotkDokyj)oksjz)o ke )]

Boyle bir Hamiltonyene sahip bir sistemin, ¢6zimu igin farkli modeller dnerilmistir.
Ancak bu modellerin temeli kristallerdeki nétron sagilma deneyine dayanir. 1962’ de
A.A Maradudi ve A. E. Fein, kristallerde n6étron sagilmasindan yararlanarak, anharmonik
titresimler icin temel bir model yazdilar[8]. Daha sonra Cowley, Maradudi’nin teknigini
kullanarak 1964’ de Pseudo-Harmonik modeli ortaya atti. Bunlardan ayri olarak 1966’
da Klemens [12] bu metotlardan farkli bir model 6nerdi. Klemens daha onceki
¢alismalardan ayri olarak, hesaplamalarini anharmonik kuvvet sabitleri tizerinden yapti.

Bu modellerin detaylari, avantajlari ve sonugclariileriki bélimlerde anlatilacaktir.
3.2 Kristalde Notron Sagiimasi

Herhangi bir kristalden sagilan ahenkli nétronlar igin sagilma etkin kesiti su sekilde

verilir[32]:

dzo-ahenkli a2 q1

—— =——5(K, 3.2.1
dedn  hg, U@ (3:2.1)

Burada q, gelen dalga vektorl, g, sacgllan dalga vektord, a sagilma erimidir.

Diferansiyel sacilma tesir kesiti S(K, w)igin ise:

S(K,w) =271 ) e PR (1] 3 expl—i- K- RO 1))
L J

. . 1 E; - E;
x (|3, expli - K - R(I)] |L>5(w + (T)) (3.2.2)

Burada (i dalga hamiltonyenin 6z fonksiyonu, Z bélisim fonksiyonu, R(l) [’inci

atomun konumu ve f§ = ﬁ dir. Eger R(1) su sekilde yazilirsa:
B

36



R(D) =x() +u(l) (3.2.3)
Burada x(1) I’ninci atomun ortalama pozisyonu, u(l) l'inci atomun yer degistirme
vektorudir. Dolayisi ile kristal icerisinde x(1) 6rgii vektérleri cinsinden yazilabilir:

x(l) = Lhaq + La, + l;a; (3.2.4)

Eger Dirac deltasinin tanimi kullanilir, Denklem 3.2.4 ve Denklem 3.2.3, Denklem

3.2.2'de yerine yazilirsa diferansiyel sacilma tesir kesiti;

SK,w) = %Z exp{—iK - [x(1) — x()]}

g
N j dtei®t Z_lz o~ BEi Z(i| Yeexp[—i-K-u(D]j)
“o i J

X (j| X expli- K -u(l')] i)
E;—E;
x eR ! (3.2.5)

halde yazilabilir ve bu ifade Heisenberg gosterimi ve kanonik topluluk braketleri

kullanilarak basitlestirilebilir. Bu gosterimler su sekilde ifade edilirse;

u(l,t) = ei(%)Hu(l, O)e_i(%)H

(0) = Z‘lz e PEi(i|0|}) (3.2.6)

diferansiyel sacilma tesir kesiti S(K, w) su sekilde olur:

S(K, w) = %Z exp{—iK - [x(]) — x(I]}

uw

X j dteit (exp[—iK - u(l, )] x exp[iK - u(l, 0)]) (3.2.7)
Goraldaga Gzere integralin icerisindeki terim bilinirse, diferansiyel sacilma tesir kesiti
hesaplanabilir. Buradan da sac¢ilmanin spektral dagilimi bulunur. Sacilmanin spektral
dagilimi sicakhga bagli hesaplanabilirse, spektrumun sicakhga bagli kaymasi bulunur.

Eger integralin ici kiimilantlara bagh yazilip ortalama degerler alinirsa
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(exp[—iK - u(l,t)] x exp[iK - u(l,0)]) terimi, braketlerden kurtarilabilir. Eger gerekli
islemler yapilip anharmonik Debye-Waller ¢arpani kullanilirsa stel ifade braketlerden

kurtarilabilir[33]:

(exp[—iK - u(l,t)] x exp[iK - u(l,0)]) = e ?M exp[(K - u(l,t) - K -u(l,0))] (3.2.8)

Dolayisi ile diferansiyel sacilma tesir kesiti S(K, w) su sekilde olur:

" exp{—iK - [x() — x()]}

[

S(K,w) = ¢

X f dte’texp[(K -u(l,t) - K - u(l,0))] (3.2.9)

Eger tek bir fonon icin diferansiyel tesir kesiti yazilmak istenirse, yukaridaki ifadeyi
Taylor serisine aglp ilk terimi almak yeterlidir. Zaten Denklem 3.2.8’i yazarken de

kiimilant terimlerinden ilk terimlerden gelen katkilar hesaba katildi. Bu sebeple:

exp[(K - u(l,t) - K-u(l,0))] =1+ (K-u(,t) - K -u(l,0)) + - (3.2.10)

Denklem 3.2.10, Denklem 3.2.9’da yerine yazilirsa su sonug ortaya ¢ikar:

—-2M —-2M

S(K, w) = 2 — 5(w)AK/2m) + ezﬂ Z exp{—iK - [x(1) — x(I]}
i’
. j dteit (K -u(lt) - K - u(l,0)) (3.2.11)

e M K
So(K, w) = Z—5(w)a (E)
S.(K,w) = e_:TMZ exp{—iK - [x(1) — ()]} x f dtett (K -u(l,t) - K - u(l, 0))

u’ )

S(K, ) = So(K, ) + S, (K, w) (3.2.12)

Burada S, (K, w) ahenkli sagilmaya karsilik gelirken, S; (K, w) ahenkli olmayan; enerji
alis verisinin gozlemlendigi bu calismanin konusu olan sacilmaya karsilik gelir. Yani
problem artik diferansiyel tesir kesiti S;(K,w) hesaplanmaya indirgendi. Bunu

hesaplamak icin soyle bir fonksiyon tanimlamak uygun olur:
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[0

By, (Il'; ) = f dte™t (u, (1, ) - 1, (1, 0)) (3.2.13)
e—ZM .
S, (K, ) = = Z exp{—iK - [x(1) — x(l )]}xzy KBy (IU'; 0)K, (3.2.14)

Eger integral operatorlerin komitasyonu cinsinden yazilmak istenirse soyle bir keyfi
fonksiyon tanimlanabilir:

[00]

Ay (U'; @) = f dt e ([u, (L, t),u, (1, 0)]) (3.2.15)

Eger braketler ve oparatorlerin zamana baghligi Denklem 3.2.6’da oldugu gibi acik

sekilde yazilip Cauchy integral formula kullanilirsa;

Ay (I'; w)

B (l30) = 7 = ooy

(3.2.16)

oldugu gorilir. Yer degistirme operatorleri Hermityen oldugu icin, komitasyonu su

sekilde olur:

([ux (L, 0), u, (1, 0)]) = 2i Im(uy (1, ) - u,, (1, 0)) (3.2.17)

Eger Denklem 3.2.17, Denklem 3.2.15’de yerine yazilirsa:

E;—E

Ay, (s w) = j dteiwfz-lze-ﬁEz<i|ux(z,0)|j>(j|uy(z,0)|i)><e< 7t (3.2.18)
—oo0 ij

Bu da su sekilde ifade edilebilir:

Ay (I'; w)

— 2n[z-1 Z e FE (i, (1, 0) 1), (1, 0)]) & (a) - (E" - Ef) t)
ij

_z1 Z e FE (il (1, 0) )|, (1, 0) i) & (—a)

g
_ (Ei ;EJ> t)] (3.2.19)
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Eger p(w) fonksiyonu tanimlamak sureti ile kisaltma yapilip Ay, (II'; w) fonksiyonu

yazilirsa By, (II'; w) fonksiyonu su sekilde olur:

p(@) =271 ) e PEu(ilu (1, 0))jluy 1, 0)]1) 8 (@ - (Ei - E") t)
ij

By, (Il'; w) = 2m[p(w) — p(—w)] (3.2.20)

Yer degistirme oparatorleri hermitik ve reel oldugundan;

p(—w) = efp(w) (3.2.21)

seklinde yazilabilir. Dolayisi ile uygun p(w) fonksiyonlari yazilirsa diferansiyel tesir
kesiti, oradan da sacgilmanin spektral dagilimi hesaplanabilir. Bunun icin de zaman
siralama operatérii kullanihp Fourier analizi ile uygun fonksiyonun katsayilari bulunup
anharmonik potansiyellerle pertiirbasyon yapilirsa, anharmonik potansiyel kaynakh
spektral dagilim elde edilir. Eger u, B sirasiyla zaman ve kristalin karsilikli sicaklig

olarak tanitilirsa zaman siralama operatéri su sekilde yazilir:

f@w) =Z7Tr e PHe ™y, (1,0)e ™ “Hu,(1,0) u>0

f@) = Z7Tr e PHu, (1, 0)e* u, (1,0)e ™ u <0 (3.2.22)

fu+p)=fw -pf<u<o (3.2.23)

Dolayisi ile fonksiyon f3 ya gore Fourier serisine agilabilir. Seri agilimi da su sekilde olur:

fw) = Z a,e?™i/B (3.2.24)
[=—0o0

Buradan da Fourier katsayilari su sekilde verilir:

1 (B _2mil
a = — f(u)e B du
B Jo
1 eﬁ(Em_En) -1
_ _pE, 10 10 3.2.25
= Gz 2 € e, O) )y 4, 0)m) x 2 (322
mn

E(Em_En)_W

y .y 2mil . . . . 2mil .
Eger kesikli % katsayilardan surekli katsayilara gecilmek istenirse % yerine v

konulup karmasik integral hesaplanir. Bunun sonucu da su sekilde verilir:
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ﬁ(Em_En) —_
a(v) = ﬁ%Z e PEm (m|u,(1,0)|In)(n|u, (I, 0)|m) x 1e ! (3.2.26)

E(Em_En)_l9

Kompleks dizlem g6z oOninde bulundurulursa denklem su sekilde yazilabilir:

a(v+ie) —alv—ieg)

e>07t 2mi

1
- 25 (e = D)p(w)

Bh a(v+ie) —a(v—ie)

pw) = (ePwv — 1) ellglw“ 2mi

(3.2.27)

Denklem 3.2.27 de, Denklem 3.2.20 de yerine konulursa Bxy(ll’; w) su sekilde yazilir:

2nfh o a(v+ie) —a(v—ie)

By (s 0) = (ePv — 1) em0 21l

(3.2.28)

Goraldiagh  lGzere sacilma fonksiyonu Fourier katsayilari  cinsinden ifade
edilebilmektedir. Bu esitligin en blylk avantaji bitlin hesabin Fourier katsayilar
cinsinden bulunup hesaplanabilmesidir. Bu da hesapta ciddi bir kolaylastirma saglar.
Eger yer degistirme operatorleri merdiven operatorleri cinsinden ifade edilirse, fonon
propagatéri tanimlanmis olur. Denklem 3.2.22°deki yer degistirme operatorleri,

Denklem 2.3.16 ile birlestirilirse Denklem 3.2.22;

fw) = h Z ex(kj)ey(k’j’) e 2mikx(D—2mik’ x(l')
2NM £ T (k) (k]2
J]

X (Te* (ay; + a_kj+)e‘uH(a_k/]-/ +ayit)) (3.2.29)

seklinde yazilir. Bu denklem aslinda fononun spektrumunu kapali sekilde veren ifadedir.
Spektrumu verecek olan ifade de braketlerin icerisinde sakhdir. Ancak daha Once
anlatildigi Gizere bu ifade sadece harmonik model igin gecerlidir. Anharmonik kuantum
salinicinin tam ¢6zUimi daha bulunamadigindan, bu ¢dzim Uzerinden pertlirbasyon
yapilarak anharmonik etkiler hesaplanir. Eger merdiven operatorleri su sekilde

kisaltma yapilarak tanimlanirsa;

Akj = akj + a_ij

Ay = a_yj + ay;t (3.2.30)
Denklem (3.1.14) de ki Hamiltonyen’ in anharmonik kismi su sekilde olur:
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Hy = z V3(k1j1Fkzjzik3j3)Ak1j1Ak2j2Ak3j3
k1,k2,k3

+ Z Va(kqj1; Kaj2; K3jz; Kaja)Ar, j, Aky jy Aks jaAiyjy T
kq,k2,k3,kq

<,‘D(k1j1; kyj2; k3j3)

h
e
Vslahilahiktals) = [w(kyjD o) w(kaj3)] 2

T
22X 6 N2
Va(kqj1; kaj2; k3jz; kajs)
2
T 22x24N
% d)(k]jl; kyjz; k3js; k4j4)
[w (k1j1)w(k2j2)w(k3j3)w(k4j4)]1/2

A(kl + k2 + k3) X

A(ky + k; + k3 + ky)

(3.2.31)

Van Hove yaptigl calismalara gére n. mertebeden anharmonik potansiyelinin enerji 6z

u

n-—2
degerlerinin mertebesi; 1y komsu atom uzakhgl olmak Uzere hw( ) ile orantilidir.

7o

Dolayisi ile pertiirbasyon terimi/l;riolarak secilebilir. Sonu¢ olarak anharmonik
0

potansiyel su sekilde sematik olarak ifade edilir:

Hy = AVs(kqj1; Kajz; kajz) + A2Va(kyji; Kajz; kajs; kaja) + -+ (3.2.32)

Bdyle bir potanisyelin enerji 6z degerlerini ¢ézmek i¢cin zamana bagh pertiirbasyon

teorisi kullanilirsa Denklem (3.2.29) un braketli bolimi su sekilde olur:

N f
F(k]; k’j’;u) = (TeuHAkje_uHAkllez Y X f dﬁl f dﬁn
n=0 ) 0 0

' HA(ﬁl) ---HA(ﬁn))Oc
0(B) = ePHopge=FHo (3.2.33)

Goraldagu tzere her bir integralden zamana baglilik operatérleri ve o her bir integralde
de anharmonik potansiyelin n. terimine kadar olan potansiyeller vardir. Boyle bir

_1\n
integralin sistematik ¢6zUmu ise diyagram teknigi ile verilir. Bu integralde Z;’f’zo( :,) X

foﬁ dp; ... foﬁ dB,, - Hy(By) ... H4(B,)) zamana bagli pertiirbasyon teorisinin sonucu olan

seri acihmindan, bastaki e”HAkje‘”HAk,j,T ¢arpani da harmonik dalga fonksiyonundan
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gelir. Braketin sonundaki Oc indisi ise kanonik topluluktaki ortalama anlamindadir. Eger

anharmonik etkilesmeler olmasaydi fononlarin sicakhga baghligi su sekilde olacakti:

gy (W) = (e A e Ay = n(kj)e“™ + [n(kj) + 1]e e
— (euHAkje—uHAkj’l')

n(kj) = (efr — 1)1 (3.2.34)

Dolayisiyla gy j(u) fonksiyonu, Denklem 3.2.22 ve Denklem 3.2.24’de oldugu gibi
Fourier serisine agilirsa:

Zmlu

Zw(k]) > 2milu
_ ke B
i) = Z wl +a)2(k]) lZ a;(kj)e
2mil 2w(kj 1
w = 2 o, (k) = 20 (3.2.35)

B Bh  w? + w?(kj)

Buradan hareketle F(kj; k'j'; u) fonksiyonu da Fourier serisine aglilabilir. Fourier
katsayilari cinsinden F (kj; k'j'; u) da su sekilde olur:
2milu

F(kj; K'j' ) = Z A(kj, K j)e B (3.2.36)

l=—00

Ayrica kristal, oteleme vektori (izerinden olusan yer degistirmeye karsi invaryant
olacagindan A;(kj, k'j") su sekilde yazilabilir:
A;(kj,K'j") = Ak — K" )A;(kjj") (3.2.37)

Bu agilimlarin isiginda Denklem (3.2.33)"in integral kismi da diklik bagintisi sebebiyle su

sekilde olur:

A 2milu
j e P dx =8, (3.2.38)
0

Sonug olarak Denklem 3.2.33 deki F(kj;k'j';u) fonksiyonunun ¢6zimi olan

diyagram teknigi sirasiyla su sekilde verilir:

e Once etkilesmeye giren (kj) fononlari ile etkilesmeden cikan (k'j") fononlari,

n’ inci mertebe diyagramlarla topolojik olarak cizilir.
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e Her bir etkilesen fonon ona uygun a;(kj) katsayilari ile ¢arpilir.

e Enerji ve momentum korunumunun saglanmasi sarti aranir.

° % X B™ carpani ile garpilir.
e Her bir diyagramdaki batin farkli ¢ift etkilesmelerin sayisini veren kombinasyon
carpani ile carpilr.

e Son olarak ortaya gikan deger butin K'lar, j'ler, I'ler Gzerinden toplanir.

A;(kjj") katsayilarini olusturan diyagramlar proper ve improper olarak iki sekilde ele
alinirlar. Diyagrama giren (kj) olan fonon cizgisi, etkilesip (keyfi komplekslikte bir
seyler olup[8]), (k'j") olan fonon gizgisi olarak diagramdan g¢ikar. Bu diagramlar
yukarida ele alinan kurallara gére hesaplanir. Eger bu etkilesim diyagrami, serbest
fonon c¢izgisinden kesilip iki ayri diyagram olarak ele alinabiliyorsa o diyagrama
improper diyagram, ayrilamiyorsa o diyagrama proper diyagram denir. A;(kjj")

Fourier katsayilari, proper diyagramlardan gelen katkilarla hesaplanir.

(@) (b)

Sekil 3.2.1 Solda olan (a) improper diyagram, sagda olan (b) proper diyagram
Sekil 3.2.1’de gortilen proper diyagram acikca su sekilde yazilir:
a;(kj) Gy (kjj)a;(K'j") (3.2.39)
Buradaki G;(kjj") fonksiyonuna proper self enerji denir. Eger A;(kjj") katsayilari ikiye

ayrilabilen proper diyagramlardan olusan bir improper diyagramdan gelen katki ile

olusuyorsa diyagram acik bicimde soyle olur:
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> @) Gk e ki (kjrj Day (k') (3.240)
J1

Bu yolla islemler yapilirsa, en genel halde A;(kjj") su sekilde yazilir:
Aj(kjj") = 655 a1 (kj) + a; (k)G (kjj)a,(K'j") + a;(kj)

x Z G (kjja;(kj) G (kjj )a(k'j") + - (3.2.41)
J1

Bu esitlik aslinda 3x3 matris esitliginin iterasyon ¢d6ziminden baska bir sey degildir.

Dolayisi ile Denklem 3.2.41 su sekilde ele alinabilir:
Al = 80,06) + (k) ) Gi(kjj) Ak
J1
G,j' =1,23) (3.2.42)

Bu esitlige fonon propagatérii icin Dyson esitligi denir. Eger bu esitlik asagidaki gibi

yazilip, proper self enerjinin diyagonal olmayan kisimlari sifir kabul edilirse;

> 81, — aukDGu(kii YAk ) = & pan(ki) (3.243)
J1
Gkij") = 8, Guk) + GY Uiy G (ki) = 0 (3.244)

oldugu gorlir. Dolayisi ile Denklem 3.2.43, Denklem 3.2.44’(in yardimiyla su hale gelir:

DI IREEACHIACNIN D
J1

= 8y paiie) + ). @, ()G (kjj)A ()" (3.2.45)
J1

Bu denklem de iterasyon metodu ile ¢oziiliirse, ikinci mertebeden su sekilde ¢éziimler
gelir:
5. .y 1 1
J] N Y
. — + , ~ X G (kjj") . -
o () — Gk @ k) — Gk (k) — GiCky)
+ - (3.2.46)

Ay (kjj") =

Eger en disik mertebeli anharmonik kuvvet sabitleri 0(4%) alinirsa A;(kjj")

fonksiyonu su sekilde olur:

45



2w (kj)
A(kjj') = §;

ii' " gh (3.2.47)

2w(kj)
h

1
wlz +(‘)2(kj) - [ ,3

] G (kj)

Kullanim agisindan rahat olmasindan 6tliri Denklem 3.2.47’nin paydasi parcal halde

yazilir. Yani:

2w(kj) 1
PR i+ 0k — (75) Gutied)

A (kjj") = 6

1
+ (3.2.48)

—ie + (k) — () 61 (k)

Goruldugu uzere self enerjinin diyagonal kismi w (kj) frekansini ve dolayisi ile o kipteki
fononun enerijisini etkiler. Bu sebeple G;(kj) fonksiyonuna self enerji denir. Eger self
enerji fonksiyonu olan G;(kj) topolojik diyagramlara goére incelenirse en dislk

mertebeli etkilesmeler Sekil 3.2.2’de ve Sekil 3.2.3’deki gibi olur.

(b)

Sekil 3.2.3 ikinci mertebeden 0(A?) katkilari
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Sekil 3.2.2’de var olan birinci mertebeden 0(A?) katkilari yukarida verilen kurallara

gore yazilabilir:

GO = =126 ) N VO (—kji ks eafo; —eufi) a, (o) (3.249)
kiji L
Buradaki 12 carpani kombinasyon ¢arpanidir. Etkilesim noktasina giren (kj) fononu,
girdaptaki her hangi 4 fonondan biri olabilir yani 4 tane farkh dizilim vardir. Etkilesim
sonunda ortaya ¢ikan (kj") fononu ise kalan 3 fonondan biri olabilir, yani buradan da 3
farkh dizilim gelecektir. Dolayisi ile 4 X 3 = 12 tane farkh dizilim olacaktir. Yani 12 tane
farkh diyagram cizilebilir. Bu tip fononlara da anlik fononlar denir. Eger “neden
diyagramlarin en disiik seviyesi 0(1) degil de 0(A?) oldu?” diye sorulursa bilinmelidir
ki; 0(A)’'nin temsil ettigi ¢ fonon etkilesmelerinin potansiyel matris elemanlari icin
Bravais kristalinde ve her bir atomun tersinme simetrisinin merkezinde oldugu primitif
olmayan orgulerde, sifir olacagn icin O(1)’ da dan katki gelemez. Sekil 3.2.3'de

gosterilen ikinci mertebeden gelen 0(A1?) katkisi su sekilde olur:
Gl(Z)(k]]I)

= 1857 Y D VO ki kafo) VO U~k o —kaj) ey, (eaji)a, (o)
klijljZ lllZ

X 0141, +15,0 (3.2.50)

Sekil 3.2.3’de (a) ve (b) diyagramlari topolojik olarak aynidir. Dolayisi ile her bir
diyagramdan gelen katki 2 ile carpilirsa toplam diyagram sayisina ulasilir. Ancak ikinci
mertebe etkilesme oldugundan iki tane integral gelecektir. Bu sebeple 52 /2! terimi
carpan olarak gelir, ilk bastaki 2 carpani ile $2/2! carpanindaki 2 rakami bir birlerini
gotireceginden, sadece B2 carpani kalacaktir. Denklemin basindaki 18 carpani
kombinasyon c¢arpanidir. Diyagramin en altindaki ve en (stindeki etkilesim
noktalarinda 3 er tane farkh fonon dizilimi gelebilir. Etkilesim noktalari arasindaki
fononlar da 2 ser tane farkh dizilim getireceginden; 3 X 3 X 2 = 18 tane farkl dizilim
gelecektir. Eger Denklem 3.2.31'deki potansiyeller, Denklem 3.2.49°da vyerine

yerlestirilirse self enerjinin birinci mertebeden kismi su sekilde olur:
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hZ
Gl(l)(k]]’) == —12ﬁ z Z mA(—k + k + kl_kl)
kij1 U

Pk ki —kaj) —ay, (kyjy) (3.2.51)
[w(kj)w(kj)w(kji)w(kyj;)]?

Yukaridaki denklemde self enerji a; (kyj;) terimlerine bagh cikti. Bu terimlerin bitin
[, ‘ler Gzerinden toplami alinmasi gerekir. Bunun i¢in de Denklem 3.2.34’de hesap g6z

ontinde bulundurulursa, self enerjinin birinci mertebeden kismi su sekilde olur:

> @, ki) = 91y 0) = (A = nliejy) + [nlesjy) + 11 = 2n(yjy) + 1
ly=—0
n(kyjy) = n(w,T) = (e —1) 1 (3.2.52)

Denklem (3.2.51)" de;

hZ
Gl(l)(kjj’) = —123 Z mA(—k + k + kl_kl)
kij1

CD(—kj; k]"i kiji; —k1j1)
[w(kj)w(kj)w(kyj)w(kyj)]

[2n(kyjy) + 1] (3.2.53)

1
2

seklinde yazilir. Benzer sekilde Denklem 3.2.31’de ki potansiyeller Denklem 3.2.50’da

yerine yazilirsa self enerjinin ikinci mertebeden kismi da su sekilde olur:

flg
Gl(z)(kjj’) = 18,32 z ZmA(-k + k1 + kz)
kikzj1j2 l1l2
D(—kj; kqj1; K2j2)P(Kj'; —kqj1; —k2j2)
[w(=kj)w(kj)]Y? w(kyj)w(kzjz)
X 0141, +15,0 (3.2.54)

ap, (k1j1)a12 (k2j2)

Yukaridaki denklemde a;, (kqj1)a;, (k,j,) Fourier katsayilarinin [yve l,’ler (zerinden

toplami Denklem 3.2.35’ deki gibi yazilabilir:
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Gl(Z) (k]]’)

_ [izc Z ZA(—k + kg + k)

klijljZ lllz
D(—kj; kqji1; k2j2)P(kj'; —kqj1; —kaj2) 20 (kqj1) 1 2w(kyj;)
% PN . Bh @? +w?(ky,) Ph
[w(=kj)w(kj)]Zw(kyj)w(ks)z) h 1

X 6_ 3.2.55
(l)lzz + (l)z(kzjz) I+1,+1,,0 ( )

Bu fonksiyonunun [;ve [, izerinden toplami yapilirsa da;

a, (k1j1) a, (k2j2)
ll,lz=—00
_ Z 2w(kqj,) 1 2w(k2j,) 1
pr i +wi(ky) PR (@, — w)? + w(kyjz)

l1=—00

_ i{ n(kyi) +nlkyjz) +1  n(kyjy) +nlkajz) +1
Bhliw; + w(kyji) + w(kyjz)  iw;, — w(kyj;) — w(kyj,)
n(kqyj1) — n(kyjz) _ n(kqyj1) — n(kyjz)

iw; — w(kyj) + w(kyjz)  iw + w(kyji) — w(ksjz)

} (3.2.56)

olcagi gorillir. Sonug olarak self enerjinin ikinci mertebe kismi en genel halde su

sekilde yazilir:

@y _ BR
6PUgN = ' Ak + k)
k1k2j1j2

% ‘p(_kji kiji; kzjz)‘p(k]"; —kqj1; —kzjz){ n(k1j1) + n(kzjz) +1
1 . . .
(k)oK EwlajDolkyy) WO T @k +olie)
n(k1j1) + n(kzjz) +1 n(k1j1) - n(kzjz)
iw; — w(kyj;) —w(kyjz)  iw; —wlky;) + w(kyj;)

_ n(kyji) — n(kyj,) }
iw; + w(kyj;) — w(kyj,)

(3.2.57)

Toparlanacak olursa Denklem 3.2.26 self enerjiler cinsinden yazilip, Denklem 3.2.28

yardimiyla By, (Il'; w) yazilabilir:
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a(v) — h Z Ex (k])ey (k]) eZnik-x(l)—Znik-x(l')
2NM £ w(k))
2]

1 1
X_
PR v + wiie) - (g5) Gullesi )

1

. : (3.2.58)
—v+ w) — (77) Gl )
Byy(Ul'; )
_ 1 h Z ex(kNey(K) oritex-amikex(rr)
(1-ePh)2NM Ly w(k))
)
. 1

X — lim

ZMEO=0" | ) 4 s + w(kj) — ( )Gl(kj; w + i6)

1
Bh
) 1 . 1

V= i85+ wkj) - (%) G (kjs o —i8) —v —i6 + w(kj) — (ﬁ—lh) G, (kj: w + i6)

1
_ (3.2.59)

v 48+ wk)) — (%) G (kj: o — i6)

Buradan da self enerjilerin hesaplanan degerleri yazilirsa Bxy(ll’; w) artik diferansiyel
tesir kesiti yazilabilecek hale gelir. Ancak self enerjilerin gercek ve sanal terimleri ayri

ayri yazilirsa diferansiyel tesir kesiti anlamli bir sonuca ulasir. Bunun igin;

. 1 . N A T N e
SILIEI)L - ﬁGz(kJ' w *i6) = A(kj; w) + il'(kj; w) (3.2.60)
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. _ h P(=kj; kj'; k1j1; —kij1) .
A(kj; w) = 8Nw(k)) ,Z T [2n(kqj;) + 1]

0 w(ky)w(kyji)]?

h
_— A—k+ k
T ToNw (k) Z =kt
kikzj1Jj2

D(—kj; kqj1; k2j2)P(Kkj'; —kqj1; —kaj2)
a)(k1j1)w(k2jz)
{n(kﬂl) +n(kyj,) +1 _ n(kyj;) +n(kyj,) +1
w+ w(kyj;) + w(kyj,) o — w(kyji) — w(kyj;)

n(kqyj1) — n(kyjz) n(kqyj1) — n(kyjz) }

+ k;)

w—w(kyjy) + w(kzjy) o+ w(kyy) — w(kajy) (3.2.61a)

] h
M) = ToNwa) | ,Z ATk
1K2J1J2

‘D(_kji kiji; kzjz)‘p(kj'} —kqj1; —kzjz)
w(kqj)w(kzj,)

x {(n(kyj1) + nkzjz) + D)8 (w — w(kyj;) — w(kzjz))

— (n(kyjy) + n(kyjz) + D8 (0 + w(kyjr) + w(kyjz))

+ (n(kyjy) — n(kajz))8(w + w(kyjy) — w(kzjz))

— (n(kyjy) — n(kajz))8(w — w(kyjy) + w(kajz))} (3.2.61b)

+ k)

yazilirsa By, (Il'; w), A(kj; ) ve I'(kj; w) cinsinden su sekilde olur:

1 h Z ex(k])ey(k]) eZn:ik'x(l)—Zﬂik'x(l’)
(1-ePrOINMLs  w(k))
/]

I'(kj; w)
8 {[w T w(k)) + AkJ; ]2 + T(kj; )2

I'(kj; w)
" T — (k) — Ak; )]? + T w)Z}

By, (' w) =

(3.2.62)

Buradan da diferansiyel tesir kesiti yazilmasi igin Denklem 3.2.62, Denklem 3.2.14’de

yerine yazilip, oradan da Denklem 3.2.1 dlizenlenirse diferansiyel saciima tesir kesiti;
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dzaahenkli a2 q1
— 2 = 5 (K,
dedn  hgg )

—2M

R Na? q; " [K - e(k))]?
(1 — e~Phw) ZMn%Z w(kj)
['(kj; w)
{[w + w(kj) + A(kj; w)]? + T'(kj; w)?

N ['(kj; w) }
[w — w(kj) — A(kj; w)]? + T(kj; w)?

(3.2.63)

olarak yazilir. Buradaki birinci ¢carpan notronun kristalden aldig1 eneriji, ikinci terim de
notronun kristale verdigi enerji anlamindadir. Diferansiyel tesir kesitinin igi gegis
olasihgina karsilik geleceginden Gegis olasiliginin igerisindeki A(kj; w) frekansdaki
kaymaya, I'(kj; w) ise ¢izgi genislemesine karsilik gelir. Dolayisi ile anharmonik bir
kristalin frekanslarinin sicakhiga baghhgi yukarida oldugu gibi A(kj; w) fonksiyonun
hesaplanmasina baghdir. Kabaca kristalin anharmonikligi birinci mertebe self enerjiye

bagli ise kayma su sekilde olur:

A(kj; w) « [2n(kj) + 1] (3.2.64)

3.3 Cowley Modeli

Cowley 1965’ de Raman sagilmalari igin, Maradudi’nin ¢alismalarini genelleyerek yeni
bir model ortaya atmistir[12]. Daha dnceki konuda anlatildigi lizere Maradudi, sadece
notron sagilma deneyinin teorik agiklamasini yaparak anharmonikligi agiklamistir.
Cowley de bu acgiklamalarinin icerisine elektriksel polarizasyonu katarak, anharmonik
etkilesmeler icin Raman sagilmalarini igine alan yeni bir model ortaya koymustur.
Polarizasyon tensori isin icinde oldugundan hesaplarda kabuk modelini kullanmistir.
Eger Raman sacgilmasinda gegislerin oldugu durum goéz Onilinde bulundurularak

Poynting vektori Denklem 2.4.62'ye gore yazilirsa[31];

wo*
[ =—— Z nanﬁlaayﬁEyEa (331)

) (33.2)

Lays = Y (01Pag” 10XV |Prgl0)6 (w0 - 2
'V’
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oldugu gorulir. Burada E elektrik alani, i sagilan 1s18in elektrik alaninin polarizasyon
vektord, I da birim kati agidaki sacilma kesitidir(ya da Poynting vektori). Dirac deltanin
icerisindeki €, — &, farki ise iki seviye arasindaki enerji farkini gosterir. Denklem
(3.3.2) deki P, tenséri daha dnceki bolimlerde anlatilan polarizasyon tensérleridir.
Eger Maradudi'nin braketler icin yaptigl islemler polarizasyon tensori icin yapilirsa
(Bknz: Denklem 3.2.27) benzer sonuglar ¢ikacagi goralir:

o

1
Ia(?yﬁ = E f(PaS(t)*

— 00

P, (0)) e~ itdt (3.3.3a)

Lusyp = ﬁﬁiﬂ% {G(Pus"Pyg, w; +i€) — G(Pus"Pyp, wy — i€)} (3.3.3b)
Sacilma kesitinin hesabl, polarizasyonun kuvvet serisine acilip, daha 6nce Maradudi’nin
yaptigi gibi diyagramlardan Self enerjilerin elde edilmesi ile vyapilir. Buradaki
G(Pa,(g*Pyﬁ,.Q + ie) fonksiyonlari aslinda nétron sagilmasi hesabindaki a(v) katsayilari
gibidir. Diyagrama giren fonon P,;" ile isleme girerken, diyagramdan ¢ikan fonon Pyg
ile isleme girer. Dolayisi ile uygun polarizasyon tensorleri ile sagilma siddeti frekansi
bagh bir sekilde belirlenir. Polarizasyon tenséri fonon koordinatlarina gore seriye

acilirsa;

Pap = Pag” + ) Pap(ODAQ) + ) Pug(@ijA(-a)A()") + - (3:34)
J ajj’

oldugu goralur. Burada q dalga vektoru, j ise 1sik ig¢in polarizasyon indisidir.

Polarizasyon tensérleri de P,z(0j) ve Pyp(qjj’) sirasi ile tek fonon ve iki fonon

katkisindan sorumlu tensorler olmak Uzere, bu tensorler kabuk modelinden klasik

olarak bulunur[34]. Sekil 3.3.1’deki (a) diyagraminda temsil edilen etkilesmenin sacilma

siddetini bulmak icin Denklem 3.2.43'de fonon propagatérii icin Dyson esitligi,

Denklem 3.3.3 icin tekrardan yazilirsa;
Z{[wZ(Oj) — w?16;;, + 2w(0/)[A(0f]3; w;) — iT(0fjy; w)]}G(0fj1, w; + i€)
J1

20(0)

(3.3.5)
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buradan da Self enerjinin diyagonal olmayan terimleri ihmal edilirse yukaridaki

denklemin ¢6ziimi olarak Sekil 3.3.1’de (a) daki etkilesmede sagilma kesiti su sekilde

olur[33]:
lasyp
B 1
~ 2m(ePhor — 1)
4Pys" (0))Pyg(0)w(0/)*T(0jj; w))
X Z {w?(0j) — 0)12 + 2w (0)A(0jf; w)}? + 4w(0/)2T(0jj; w;)? (3.3.6)
= : E Pss
; — (@)
i = ®

~———— (c)
e — )

P —

(e)

R

]
1
i
I
i
i
1
'

(£

]

Sekil 3.3.1 Raman sac¢ilmasinda katkisi olan diyagramlar. Diyagram (a) tek fonon
etkilesmesi, (b) iki fononun ayri ayri oldugu etkilesme, (c) ve (d) tek ve iki fononun
icerdigi etkilesmenin ayni anda oldugu anharmonik etkilesmeler, (e) ve (f) anlik
fononlar sebebiyle sacilma siddeti degismis etkilesimler [11]

Buradaki A(0jj; w;) ve I'(0jj; w;) fonksiyonlari, Maradudi'nin tanimladigi Denklem
3.2.61a ve Denklem(3.2.61b) de gecen fonksiyonlarin aynisidir. Ayni ¢ozimler Sekil

3.3.1’de (b) ve (c) icin yapilirsa sirasiyla su sonuglar ortaya cikar:
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2
lasyp = (ePhor — 1)

X D Pus’ (@12 Pys @inf2)

qj1J2
X {(n(kﬂl) + n(kyj,) + 1)5(60 — w(kqyjy) — w(kzjz))
— (n(kqjy) + n(kyj,) + 1)5((‘) + w(kyjy) + a)(kzjz))
+ (n(klj1) - n(kzjz))d(w + w(kqyjy) — a)(kzjz))

- (n(klj1) - n(kzjz))d(w — w(kyjy) + a)(kzjz))} (3.3.7)
lasyp
= —mx Z Pys (0))V(0,q,—q; j, j1,j2) Pyp(Qj2j1)
qjJj1]2

[4w(0j)2F(01'j; w)R(w) + 20(0){w?(0)) — wf + 20(0)A(0)j; w)}S(w))
{w?(0)) — wf + 2w(0)A0jj; w)}* + 4w (0/)2T(0jj; w;)?

n(kyji) + n(kyj;) +1 B n(kqyjy) + n(kyj) +1
o+ w(kyji) + w(kyj;) w— w(kyji) — w(kyjz)

n(kqj1) — n(kyjz) _ n(kqj1) — n(kyjz) }
w — w(kyj) + wlkzj;) o+ w(kyj;) — w(kzj,)

S(wy) = m{(n(kyj1) + nkzjz) + D(w — w(kyjy) — w(kajz))
— (n(kqjy) +nlkzjz) + 1)8(0 + w(kqjy) + w(kyj2))
+ (n(kyjy) — n(kzjz2))8(w + w(kyji) — w(kzj>))
— (n(kyjr) = n(kzj2))8(w — w(kyjs) + w(kzjz))} (33.8)

R(w) = {

Oteki diyagramlar da benzer metotlarla ¢ézilir. Denklem ¢ézilirken dalga
vektorlerinin durumuna ve kag¢ fonon etkilestigine dikkat edilmelidir. Herhangi bir
anharmonik kristaldeki sagilma Sekil 3.3.1’deki etkilesmelerin toplami seklinde
yazilabilir. Burada 6nemli olan kristalde hangi etkilesmelerin var oldugudur. Bu da
kristalin simetri ve korunum sartlarindan tahmin edilir. Sonug olarak bu model Metalik

olmayan ve kabuk modelinin ¢alistigi kristallerde iyi sonug verir.
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Cizelge 3.3.1 Literatilirde 6lglilms titresim frekanslari ile Cowley Modelinin 6ngdrdigu
titresim frekanslarinin karsilagtirmasi. Deney yapilan kristal: Nal [11]

Krishnan ve Krishnamurthy 90° K’ de hesaplanan degerler
0.57 0.56

1.26 1.30

1.74 1.60

2.64 2.80

3.09 3.10

3.60 3.65

6.00-7.50 6.50-8.50

Cizelge 3.3.2 Literatlirde Olclilmus titresim frekanslari ile Cowley Modelinin 6ngordigi
titresim frekanslarinin karsilagtirmasi. Deney yapilan kristal: KBr [11]

Stekhanov ve Eliashburg Menzies ve Skinner 90° K de hesaplanan
degerler
1.33 1.60
1.77 2.30
2.49 2.55 2.60
3.15 3.15
3.78 3.50
4.29 3.81 4.10
5.04 4.26 4.60
6.51 5.90
6.36 6.40
7.20 7.40

3.4 Klemens Modeli

Bu modele gore (ic fonon etkilesmesi kaynakli anharmonikligin sebebi; kristaldeki
gerilmenin, kristaldeki kuvvet sabitlerini pertirbe etmesidir ve bu pertiirbasyonun
kaynag ise etkilesmeden Once var olan optik fonondur. Yani optik fononun kristalin
kuvvet sabitlerini pertiirbe ederek optik kipi iki farkh akustik kipe donistirdigi

dustnalir.

Eger dalga vektorli k = 0 ve frekansi wg olan bir optik fonon dislinllirse, momentum

ve enerji korunumu geregi etkilesme sonrasi fononlarin frekansi w, = w’' + w'’ ve
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dalga vektori k = 0 = k' + k'’ seklinde olur. Boyle bir etkilesme icin tedirgenmis

Hamiltonyen;

1 . ! rn
H' = Z — pilk—K'—k )xc(k, kK'k'") xa(k)a*(k")a* (k') (3.4.1)
kiK' x

seklinde yazilabilir. Burada c(k, k'k'") anharmoniklik ile ilgili bir katsayi, G kristaldeki
atom sayisi, a(k) ise merdiven operatorleridir. Pertlirbasyon teorisine gére k modun

da sayisi N olan fonon sayisindaki degisim su sekilde verilir[12]:

th_ZZ c?h® 1 —cos(Aw-t)
t  La M3oww
J.j'"k

d "w'" Aw?h?

X [(N+ 1DN'N" = N(N' + 1)(N" + 1)] (3.4.2)
Aw =wyg—w' —w" (3.4.3)

N° N’in denge halindeki sayisi olmak {izere N"ve N’ denge durumunda ve N = N° +
nise Denklem (3.4.3)'lin parantez igerisi, —n[N' + N"’ + 1] seklinde yazilabilir. Eger
sicaklik da sifira giderse geriye sadece —n kalacaktir. Bu durumda toplam semboli

integral halinde hesaplanirsa;

fl—cos(Aw-t)d B
(Aw) =m-t (3.4.4)

Aw?h?

yazilabilir. Ayrica v k'dalga vektoriine sahip dalganin hizi, av k"' dalga vektériine sahip

dalganin hizi olarak énerilirse frekans farki su sekilde olur:

Aw =w— 1+ a)vk’ (3.4.5)

Burada k' ve k'" ayni polarizasyon dalinda iseler, a = 1 olur. Bu 6nerme, Klemens

modelinin temel 6nermesidir. Dolayisi ile Denklem 3.4.5 su hale gelir:

dAw B

Aw = w — 2vk"; —— = —2 4.
w=w vk'; T v (3.4.6)

Bununla beraber Denklem 3.4.2°de ki toplam semboli, dalga vektori uzayi Uzerinden
integral haline cevrilebilir. Eger T relaksasyon zamani olarak tanimlanirsa, relaksasyon

zamanini fonon sayisi degisimine gore su sekilde yazilabilir:
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1 1dN
;Z_EE (3.4.7)
Z— 4 fd3k'— G, fk'zdk' 3.4.8
T T et G498

Burada V kristalin, a® her bir atomun hacmidir. Enerji ve momentum korunumu ayni

anda saglanacagindan frekanslar su sekilde alinabilir:

Wo
w=w"= > (3.4.9)

M atomik kiitle olmak lizere Denklem 3.4.9, Denklem 3.4.8 ve Denklem 3.4.6; Denklem

3.4.2'de yerine yazilip oradan da Denklem (3.4.7)’ye gore durulma zamani gekilirse, su

sekilde olur:
] . §*Gdiwy?
; = 327_[ hwo M3 v3 (DO (3410)

Burada J bir parametre, g ise etkilesim sabiti ve ayni zamanda c(k, k'k'") katsayisina

bagli bir sayidir. Burada ki c(k, k'k'") katsayisi acikca soyle tanimlanir:

c(k, K'K'") = gow'w" (3.4.11)
Denklem 3.4.11 deki c(k, k'k'") katsayisi daha 6nce yapilan ¢alismalara gore Griineisen
sabiti y’ ya bagli da yazilabilir[14][15]:

i 2M1
c(k,k'k'") = —\/—Eyﬁ;a)w’w” = gow'w" (3.4.12)

Dolayisi ile Denklem 3.4.10 su hale gelir:

1 ], hwy ddwy®
T Y27 Mv2 o8

(3.4.13)

Denklem 3.4.10, uygun parametrelerle birlikte Debye frekansi kullanilarak daha da

basitlestirilirse;

adwy?

3
= a3k’ = E(Zn)3~60;

Y =2 J=1
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relaksasyon zamani su sekilde olur:

1 3 hw,
T wOMvZ

(3.4.14)

Buradan da herhangi bir T sicakligi igin uygun deneysel degerlerle T ile w, arasinda

baglanti kurulabilir. Silikon i¢in bilinen degerler yerine yazildiginda[35]:

1
~ = 0.06, (3.4.15)

Ancak yapilan g¢alismalarda ¢izgi genislemesinin [12] Denklem 3.4.15’e goére g¢ikan
degerden daha duslik ciktigi gérilmustir. Dolayisi ile Hamiltonyen'i biraz degistirmek

gerekir. Eger Tedirgenmemis Hamiltonyen yazilirsa;

Hy = Z Mww'a(k)a” (k')e (k-K)x (3.4.16)
kK’

pertlirbasyon potansiyeli de, kristaldeki optik titresim kipi sebebiyle olusuyorsa bunun

Tedirgenmemis Hamiltonyen’ de ki karsihgi su sekilde olur:

H' = Hy = z 2Mwdw a(k)ar (k')eilk—H)x (3.4.17)
kK’

Dolayisi ile bunun c(k, k'k'") katsayisi cinsinden yazimi su sekilde olacaktir:

c(k,kK'k'")a(k =0) =2Mwlw’ (3.4.18)

Bu model i1s1ginda iki kuvvet sabitli lineer zincir modeli tekrardan ele alinirsa;

1/2
sin?(ka) (3.4.19)

2=a’+ﬁ_|_ (a+B)?* 4ap

@ i e

Eger k = 0 ise:
2(a+B)

2= 3.4.20
Wo M ( )
Kucuk k degerleri icin Denklem (3.4.19) su hale gelir:

2af

2 = ——sin?(k 3.4.21

W (a+,8)Msm (ka) ( )
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Sinir sartlarinda ise frekanslar su sekilde olur:

2a 2
2 - 22, 2 20 3.4.22
= =N ( )

Orgiiye € kadar bir gerilme verildiginde yeni kuvvet sabitleri su sekilde dnerilirse;

a = ay(1+ 2y¢)
B = Bo(1 — 2ye) (3.4.23)

ve eger € birinci mertebeye gore acildiginda Denklem 3.4.19 ¢6zimi degismiyorsa su

sekilde bir esitlik yazilabilir:

a+ B = (ap+ By [1 + ( ;[ﬁg] l (3.4.24)

Eger Denklem 3.4.24, Denklem 3.4.19’a vyerlestirilir, k = 0 ve 0’ = % oldugu kabul
edilirse w’ degisimi su sekilde olur:

S _4(@=p)\
)2 3\(a+p)’

(3.4.25)

Bu degerin de karekokd;

5(0)0) _ (a—p)

- 2 \/_ CETILL (3.4.26)

aynizamanda T = 0 da;

1_ 5(ﬂ) _ A(ﬁ) \/_ E ;g) A(0) (3.4.27)

olacagindan, herhangi bir sicaklikta bu deger Denklem 3.4.2’den dolayi [N’ + N"' + 1]

ile carpilir. Dolayisi ile ¢izgi genisliginin sicakliga bagliligi denge durumunda su sekilde

olur:

A(T) = AO)[N' + N" + 1] = A(0) [Zn (%T) + 1]

= A(0) +1 (3.4.28)

flwo
eZkBT —1
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3.5 Modellerin Karsilastiriimasi

Literatlirde yapilan pek ¢ok calisma tarafindan bu iki modelde de deneysel verilerden
sapmalar oldugunu gosterildi. Ozellikle Menendez [16] tarafindan 1984’ de yapilan
¢alisma bu iki modelin karsilastiriimasidir. Yapilan ¢alismanin sonuglari Cizelge 3.5.1" de

gosterilmektedir.

Goruldigu Uzere gore iki model de malzemeden malzemeye farkli sonuglar

vermektedir. Bunun sebepleri su sekilde 6zetlenebilir:

e Klemens modelindeki sadece ayni polarizasyonlu fononlarin etkilestigi
varsayimi.

e Cowley modelinin kabuk modeli kullanmasi.

Bu sebeple kristaldeki anharmoniklik hesaplanirken, kristalin 6zelliklerine gére model
secilmesi onemlidir. Eger kristalde anharmonikligi saglayan fononlardan esit
polarizasyonlu durumlarin etkilesmesi baskinsa Klemens modeli tutarli olur iken, esit
polarizasyonlu fononlar baskin degilse tipki Cizelge (3.5.1)" de goruldigu gibi Klemens
modeli hatali sonug verecektir. Ote yandan, Ge ve Si gibi kristallerde oldugu gibi kabuk
modelinin yetersiz oldugu kristallerde de Cowley modeli hatali sonug¢ verecektir. Bu
sapmanin dizeltilmesi icin Cowley modeline ek olarak Weber’in adyabatik bagl yiik

modeli gibi modeller kullanilarak kabuk modelindeki potansiyeller iyilestirilebilir[16].
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Cizelge 3.5.1 Literatlirdeki farkh ¢alismalarin Cowley ve Klemens modeline gére verdigi
sonuclar[16]

Meteryal Yapilan ¢alisma FWHM

Elmas Krishnan (Deneysel) 2.9
Anastassakis (Deneysel) 2.0
Borer (Deneysel) 1.68+0.05
Klemens (Teori) 0.035
Cowley (Teori) 2.74

Silikon Hart (Deneysel) 2.1
Menendez (Deneysel) 1.24+0.07
Klemens (Deneysel) 0.048
Cowley (Deneysel) 11.34

Germanyum Ray (Deneysel) 1.4
Cerdeira (Deneysel) 1.1
Klemens (Teori) 0.029
Cowley (Teori) 5.34

a-Sn Menendez (Deneysel) 0.81+0.15
Klemens 0.047

3.6 Cizgi Geniglemesi ve Frekanslarin Sicakliga Baghlig

Su ana kadar anharmonik bir sacilmanin hesaplama teknikleri ve frekansa baglilig
anlatildi. Bunlarin yaninda frekanslarin sicakhga baghliginin bulunmasi igin ¢esitli
hesaplama teknikleri énerildi. Bu bolimde yukarida anlatilan hesaplama tekniklerine

gore cizgi genislemesi ve frekanslarin sicakliga baghhgi ele alinacaktir.

1 adyp

= o ¥ Z Ps" (0)V (0,4, ~ ], j1, j2) Pyp (@jajs)

qjj1Jz
4w(0/)*T(0jj; w)R(w;) + 20(0)){w?(0)) — w} + 2w(0/)A(0)j; w,)}S(w;)
{02(0)) — wf + 2w(0j)A0jj; w)}? + 4w (0/)2T(0jj; w,)?
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n(kyj;) +n(kyj,) +1 _ n(kqj;) +n(kyj,) +1
w+ w(kyj;) + w(kyj,) o — w(kyji) — w(kyj;)

n(ky) —nlkyjz)  nlkys) —n(kzj,) }
w — w(kyjy) + w(kajz) w+ w(kyjy) — w(kyjz)

S(w) = mf{(n(kyj1) + nkzjz) + D6 (w — w(kyjs) — w(kzjz))
— (n(kqj) + n(kyj;) + D6 (0 + w(kyjy) + w(kyj))
+ (n(kyjy) —n(kzj2))8(w + w(kyjy) — w(kyjz))
— (n(kyjy) — n(kzj2))8(w — w(kyjy) + w(kzjz))} (33.8)

R(w) = {

Cowley modelinde Ug¢ fonon etkilesmesindeki sagilma kesiti olan Denklem 3.3.8
yeniden yazilirsa paydaki parantezin son terimin icerisindeki ifade pikin merkezinde
asimetrik oldugu gorulir ve S(w;) fonksiyonu da w; = 0 olmadigi durumda isaret
degistirmez. Dolayisi ile paydaki son terimin isareti o} > w?(0j) + 2w(0j)A(0jj; w;)
ve w? < w?(0j) + 2w(0/)A(0jj; w;) olan durumlara bagldir. Bu katki pikin
pozisyonunu kaydiracagindan ve S(w;) fonksiyonunu sifir yapmayan deger w; = 0
durumunda olacagindan denklemin  ¢dzimi ;% = Wanharmonik> = @2(0j) +
2w(0/)A(0jj; w;) olarak verilebilir. Bu ¢ézim modeli literatir de Cowley’in Pseudo-

harmonik modeli olarak adlandirilir.

Wan® = 0?(0)) + 2w (0/)A(0jj; w,) (3.6.1)

Eger isin icine cizgi genislemesi de katilirsa Denklem 3.6.1 su sekilde yazilabilir:
Wan® = w?(0)) + 2w(0/)){A(0jj; w,) + iT(0jj; w,)} (3.6.2)
Denklem 3.6.2'deki gercek ve sanal kisimlar bir birlerinin Hilbert dénlsimudir. Eger

A(0jj; w;) ve T (0jj; w;) fonksiyonlar, w(0j)’dan ¢ok kiguk iseler Denklem 3.6.2 su
sekilde yazilir [16]:

Wan = a)(Oj) + A(Ojj; wl) + lT(Ojj; wl) (3-6-3)
Buradan da uygun A(0jj; w;) ve T'(0jj; w;) fonksiyonlari ile anharmonik frekanslar
hesaplanabilir.

Ayrica, Balkanski 1983’de [17], Klemens’ in ve Hart’ in[18] Si kristalinde yaptigi ¢calisma

ve Olcimlerden hareketle, lic fonon etkilesmesindeki cizgi genislemesi formilini
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(Denklem 3.4.28) dort fonon etkilesmesine genellestirmistir. Bunun igin G¢ fonon
etkilesmesindeki c¢izgi genisligi denklem olan Denklem 3.4.28’in ¢ikarilisi gibi oran
esitligini dért fonon etkilesmesi icin yazmistir. Ug fonon etkilesmesi sonucunda olusan
genislemenin formli Klemens modelinde asagidaki gibidir:

I(T) = T(0)[N' + N” + 1] = T'(0) +1 (3.6.4)

e <2hka))3T> -1

Eger [N' + N” + 1] gibi bir esitlik dort fonon etkilesmesi icin yazilmak istenirse

denklem;
d
E(Sno) = —B[(6ny + no)(ny + D(ny + D(nz + 1)
— (6ng + ny + Dnynynsg| (3.6.5)
seklinde olur. Burada n, termal dengedeki gelen fononun sayisi, én, ise termal

dengedeki gelen fononun sayisindaki sapma ve B ise bir parametredir. Eger denge sarti

kullanilirsa;

(no)(nl + 1)(”2 + 1)("3 + 1) - (no + 1)”1”2"3 == O (366)
olacagindan, Denklem (3.6.6) yardimiyla Denklem (3.6.5) su sekilde diizenlenebilir:

d
E(&IO) = —B[nyn, + nyng + nyng + ny +n, + ngldng (3.6.7)

w . .
Denklem 3.6.7, ?0 = wy; = W, = w3 korunum ve n; = n, = nz termodinamik denge

kosullarinda ¢ozillirse dort fonon etkilesmesinden kaynakh ¢izgi genisligi su sekilde

olur:

I[ ]
['(T) = I(0) ll +

+

3
. <e(3hka;0T) - 1)j

(3.6.8)

Sonug olarak toplam c¢izgi genisligini veren sicakliga bagh fonksiyon Denklem 3.6.4 ve

Denklem 3.6.8 yardimiyla su sekilde yazilir:
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3 3
+

o5r) _ 1 <e(§§<%) _ 1>2

rT=A4

|
Frog +1|+B|1+
e(ZkBT>—1

1
j (3.6.9)

Buradaki A ve B katsayilari T = 0 daki gizgi genislikleridir.

Gizgi genislemesi Denklem 3.6.9’daki gibi olan bir kristalin frekans kaymasi da gizgi
genislemesine benzer bir fonksiyona uydurularak (fit edilerek) yazilabilir [17]. Cowley
modelinin sonucu olan Denklem 3.6.3 g6z o©niinde bulundurulursa anharmonik

frekansin sicakhga bagh fonksiyonu wy harmonik frekans olmak Uzere su sekilde

yazilabilir:

Wan = wo + A(T) (3.6.10)
|

AT) =C +1|+D|1+ (3.6.11)

2 3 N 3 ]I
N R () 1)2 |

Buradaki C ve D parametreleri de deneysel verilere uygun sayilar verilerek bulunur.
Sonug olarak anharmonik bir kristalin ¢izgi genisligi ve kip frekanslarinin sicakliga bagh

fonksiyonu sirasiyla su sekilde verilir:

3 3
+1|+B L + + } (3.6.12a)

F(T) =A T wo »
e(zthT) -1 l e(3thT) -1 <e(3hk30T) — 1)2

Wan(T) = wog + C

(3.6.12b)

Gorialdagi Gzere T = 0 da kayma ve cizgi genisligi gézlemlenir ve bu kaymanin ve ¢izgi

genislemesinin nedeni kristaldeki anharmoniklik kaynaklidir. T = 0’da Denklem
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Sekil 3.6.1 Silikon "da Raman aktif LO modunun ¢izgi pozisyonunun sicakliga baglligi.
Noktalar deneysel veriler, kalin ¢izgi Denklem 3.6.10’nun C=5,28, D=-2.96’da ki ¢izimi,
kesikli Klemens modeline gore Denklem (3.6.4)’(in ¢izimi[17]

(3.6.12b) su hale indirgenir:

Wan(0) =we+C+D (3.6.13)
Buradaki w, harmonik frekans iken C ve D sabitleri ise T = 0 daki anharmoniklik
kaynakli kaymalara karsilik gelir. Bu sartlar altindaki cizgi genisligi ise su sekilde olur:
r(0)=A+8B (3.6.14)
Etkilesme cesidine gbre A veya B ikisi ayni anda olmamak sarti ile sifir olabilir. Ancak

literatlirde ¢izgi genislemesi formili olan Denklem 3.6.15’de goris ayriligi vardir. Bazi

bilim insanlari calismalarinda Denklem 3.6.12a’yi su sekilde kullanirlar:

F(T)=F0+A W—l_l +B|1+ (hwo) + hove > (3615)
e\2kgT/ — 1 e\3ksT/ — 1 <e(3kBT) -1

S6zu edilen c¢alismalarda I}, sabitine kristal kusurlarindan dolayr olusan ¢izgi
genislemesi denmektedir. Cizgi genislemesi denklemini Denklem 3.6.12a olarak alan
calismalar ile Denklem 3.6.15 olarak alan calismalar Cizelge 3.6.1’de verilmistir. Bizce

dogru kullanim Denklem 3.6.12a’da verilen gibidir. Clnkl Denklem 3.6.12a’daki
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terimlerin hepsi anharmonik Hamiltonyen’ den gelen katkilarin ¢éziimiinden gelir ve
kristal kusurlarindan dolayi gelen katki zaten A ve B katsayilar 6lgllirken ayni anda
Olguliir; A ve B katsayilari ile Iy ayri ayri Olglilemeyeceginden I'ysabitini kullanmaya
gerek yoktur. Tarihsel olarak bakildiginda ise Balkanski’nin makalesinden sonra I,
sabiti hesaplamalara girmis gozikmektedir. Balkanski’ den 6nce bdyle bir kullanim

literatlrde yapilmamistir.

Cizelge 3.6.1 Cizgi genisligi denklemini farkli alan ¢alismalar

Denklem (3.6.12a) seklinde alanlar:
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3.7 Deneysel Veriler: CsCdCls, CsCdBr3

CsCdClz ve CsCdBrs kristalleri, iyon-iyon ve iyon-6rgi etkilesmesi kaynakh, up-
conversiyon mekanizmalarini Gzerinde barindiran, perovskite kristal yapisina sahip
kristallerdir [36]. Dolayisi ile bu kristallerde anharmonik etkilesmeler kaynakli Raman
spektrumu gozlenebilir. Bu konu igerisinde CsCdCls ve CsCdBrsz kristallerin Raman
sagllmalari verilip, yukarida anlatilan modellerle uygunlugu gosterilecektir. Sekil 3.7.1

ve Sekil 3.7.2°de her iki kristalin sicakliga bagli Raman spektrumu verilmistir.

CsCdCl,
|

AN 300K
NN 250K
~ 200K
150 K
100K
BO K
50K
10K

75 100 125 150 175 200 225 250 275
Raman Shift, cm’™
Sekil 3.7.1 CsCdCls kristalinin sicakliga bagl Raman emisyon spektrumu [36]

50 75 100 125 150 175 200 225 250
Raman Shift, cm™

Sekil 3.7.2 CsCdBrs kristalinin sicakhiga bagli Raman emisyon spektrumu [36]

68



Yukarida bahsedilen kristallerde Sekil 3.7.2 ve Sekil 3.7.1’de ki emisyonlarin gizgi

genislikleri asagida gosterilmistir.

22

CsCdCl,
20 -

18
164 _
144
12 /

10

Linewidth, cm’”

)] 50 100 150 200 250 300
Temperature, K

Sekil 3.7.3 CsCdCls kristalinin sicakliga bagli gizgi genislemesi [36]

CsCdBr,
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Sekil 3.7.4 CsCdBrs kristalinin sicakhiga bagh cizgi genislemesi [36]

CsCdClz ve CsCdBrs kristalinde en cok genisleyen bant Sekil 3.7.4 ve Sekil 3.7.5'de
goriuldugl Uzere Ezg bandidir. Ancak bu galismada daha rahat ayirt edilebildigi icin A1g
bandinin hesabi verilmistir. Oteki bantlarla ilgili hesaplardan da benzer sonuclar

¢ikmaktadir. Genislemenin teorik sebebi, orgliniin termal genlesmesi ve yukarida
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genisce anlatildigi (izere fonon-fonon etkilesmesidir. CsCdClz ve CsCdBrs kristallerinin
termal genlesme katsayilari disik oldugundan spektruma %2 den daha az bir katkisi
vardir [37]. Dolayisi ile genislemenin kaynagl fonon-fonon etkilesmesi olarak

duslintimektedir.
Cizg Genisligi

8

50 100 150 200 250 300

+— Sicaklk

Sekil 3.7.5 CsCdBrs kristalinde A1z bandinda yuksek sicaklikli verilerden yararlanilarak
formillere gore ¢izilen ¢izgi genislikleri. Kirmizi olan Denklem 3.6.12a, Mavi olan
Denklem 3.6.15, Noktalar ise deneysel degerler [36]

Sekil 3.7.5" de Denklem 3.6.12a ve Denklem 3.6.15 igin yuksek sicakhktaki veriler
dikkate alinarak egriler cizilmistir. Her iki formilde yilksek sicaklikta uyumlu iken,
dislik sicakliga inildiginde Denklem 3.6.15, deneysel verilerle uyumsuzluk

olusturmaktadir.

Sekil 3.7.6’ de 3.6.12a ve Denklem 3.6.15 icin duslik sicakliktaki veriler dikkate alinarak
egriler gizilmistir. Grafikte gorildigu Uzere I'o sabiti arttik¢a, egri deneysel degerlerden
sapmaktadir. Deneysel verilerle en iyi uyum saglayan egrinin Denklem 3.6.12a’ ya gore
cizilen egri oldugu gorilmektedir. Ustten ikinci egri disiik sicakliga gdre Denklem

3.6.15’in fit edildigi egridir. Bu egrinin deneysel verilerle uyumlu oldugu gorilmektedir.
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Sekil 3.7.6 CsCdBrs kristalinde A1z bandinda diistik sicaklikli verilerden yararlanilarak

formdillere gore gizilen ¢izgi genislikleri. Yukaridan asagiya sirasiile [ : 0, 0.2, 0.3, 0.4,
0.5, 0.6, Noktalar ise deneysel degerler [36]

Cizg Genisligi

Sicaklik

50 100 150 200 250

Sekil 3.7.7 CsCdCls kristalinde Aig bandinda yliksek sicaklikl verilerden yararlanilarak
formillere gore cizilen cizgi genislikleri. Kirmizi olan Denklem 3.6.12a, Mavi olan
Denklem 3.6.15, Noktalar ise deneysel degerler [36]
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Sekil 3.7.7’de CsCdCls kristalinde Alg bandi igin Denklem 3.6.12a ve Denklem 3.6.15
kullanilarak gizgi genislikleri gosterilmektedir. Kirmizi olan egri yani Denklem 3.6.12a
hem dusuk sicakhktaki (50K ile 100K arasinda), hem de yiiksek sicakliktaki degerlerle
uyumlu iken, mavi olan egri yani Denklem 3.6.15 disik sicaklikta uyumsuzdur. Ancak
Denklem 3.6.12a’nin gizimi i¢in yukaridaki konularda anlatildigi Gizere OK ve civarindaki
veriler yani, disuk sicakhkli veriler gerektiginden, disuk sicaklikli veriler kullanilarak
kirmizi egri daha da iyilestirilebilir. Sekil 3.7.6’da da gosterildigi gibi dusilik sicaklikta fit

edilen Denklem 3.6.12a’ya gore gizilen egri yliksek sicakliklarla iyi uyum igerisindedir.

Sekil 3.7.8'de de ayni kristalde dusuk sicakhkli verilerle gore fit edilen ¢izgi
geniglikleridir. Egrilere bakildiginda, Denklem 3.6.15 ile ¢izilen egrinin yiksek

sicakliklarda hata verdigi gorilmektedir.

Cizgl Genisligi
14 i |

12|

10 |

50 100 150 200 250

Sicaklik

Sekil 3.7.8 CsCdCls kristalinde Aig bandinda dustik sicaklikli verilerden yararlanilarak
formiillere gore gizilen gizgi genislikleri. Kirmizi olan Denklem 3.6.12a, Mavi olan
Denklem 3.6.15, Noktalar ise deneysel degerler [36]

Yapilan bitin bu fit islemleri Matematica kullanilarak yapilmistir ve veriler arasindan
en uygun kat sayilari saglayan verilerden vyararlanilarak olusturulan katsayilar
denklemlerde kullanilmistir. Yiiksek sicaklkli veriler hesaplanirken, 150K ve (zeri
sicaklikll cizgi genisligi verileri, dasik sicaklikh veriler hesaplanirken ise 150K ve

asagisindaki sicakhkli cizgi genisligi verileri hesaba katilmistir. Sonug¢ olarak Denklem
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3.6.12a ile yapilan fit isleminin, Denklem 3.6.15’e gére yapilan fit islemine gore, deney
verileri ile daha uyumlu oldugu gozlemlenmistir. Bunun sebebi olarak Ug¢ fonon
etkilesmesinde Denklem 3.6.15’de (g tane fit terimi, Denklem 3.6.12a’de ise 2 tane fit
terimi olmasi, iki fonon etkilesmesinde ise Denklem 3.6.15’de 2 tane fit terimi,
Denklem 3.6.12a’de ise 1 tane fit terimi olmasi gosterilebilir. Bir baska degisle iki fonon
etkilesmesi baskin kristallerde Denklem 3.6.12a teki A carpani fit teriminden ziyade 0K
deki cizgi genisligi oldugundan, o6zellikle iki fonon etkilesmelerinin baskin oldugu
kristallerde Denklem 3.6.12a, Denklem 3.6.15'e gore deneysel verilerle
karsilastirildiginda daha ¢ok uyum icerisinde oldugu gorilmistiir. Oteki tarafindan g
fonon etkilesmesinde, eger l¢ fonon etkilesmesi ile iki fonon etkilesmesinin orani
biliniyorsa Denklem 3.6.12a deneysel verilerle karsilastirildiginda, Denklem 3.6.15’e

gore daha hatasiz sonuglar verir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Ayni tip etkilesmeler igin ¢izgi genislemelerinin ve frekans kaymalarinin sicakliga gére
degisimi su ana kadar anlatilan bitiin modellerde aynidir. Modeller arasindaki tek fark
potansiyellerin ve Hamiltonyen’nin farkli hesaplanmasindan dolayi degisen degerlerdir.
Dolayisi ile anharmoniklik sonucu olusan cizgi genislemeleri hesaplanirken Klemens’in
veya Balkanski’'nin ortaya koydugu formiller kullanilabilir (Kristaldeki etkilesme
durumuna gore). Eger cizgi genislemesi denklemine yeniden bakilirsa Balkanski'nin
cikarttig formul konu igerisinde anlatildigi Gzere su sekildedir:

l[l + > + >

hw

]
|
(R <e<m>_1)2]

r)=A+B

I'(T) = A +1|+B

e(%) -1

Burada A ve B katsayilari T = 0 da ki 6lglilen gizgi genislemeridir.
I

+1|+B

3 3
1+—55 +

]
|
(R (e@kza)_l)zl

r0)=T,+A+B

M(T) =Ty +A|—m
e(W) -1

[, terimi, A ve B katsayilarindan ayri bir dlculebilir olmadigindan yada bir baska deyisle
[y sabitinin katkisi zaten A ve B katsayilarinin igerisinde var oldugundan deneysel
verilerle yapilan fit isleminde deneysel verilerden sapmaya sebep olur. Bu olgu, CsCdCl3

ve CsCdBr3 kristallerinde yapilan fitleme islemlerinde goériilmektedir. Bu nedenle
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genisleme hesaplanirken, I, sabiti olmadan hesaplama yapilmah ve I}, terimi
denkleme eklenmemelidir. Cizelge 3.6.1’de gosterildigi gibi literatirde bu iki
denklemde kullanilmaktadir. Denklem 3.6.15%i kullanan kaynaklarda Balkanski’nin
calismasi referans olarak gosterilmesine ragmen, Balkanski’'nin g¢alismasinda gizgi
genigligi ile ilgili bdyle bir sonu¢ bulunmamaktadir. Yukaridaki konuda anlatildigi (izere

Balkanski asagidaki denklemi 6nermistir:

3 3 }
+1|+D[1+ + 5

Wan(T) = wg + C|———7—
an 0 e(%)_l |l e(%)—1 (e(sfl%)—1>|

|

Burada wy harmonik frekans oldugundan (bknz: Cowley modeli yada Maradudi’nin
hesaplari) frekans kaymasinda w, sabiti kullanilabilirken, ¢izgi genislemesindeki
eklenen I, terimi gereksizdir. Sonu¢ olarak ¢izgi genislemesi hesaplanirken Denklem

3.6.12a’ nin kullanilmasinin daha dogru olacagi gortlmektedir.
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