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OZET

Bu ¢alismada, 6klid uzayda, konveks olmasi zorunlu olmayan iki kiimenin ayrilmasi i¢in
yapilar sunulmustur. Bu yapilar, hiperdiizlemlerle ayrilamayan kiimelere ¢esitli yaklagimlar
olugturarak ayrilmasina dayanmaktadir. Bunun i¢in negatif olmayan koniler segilerek iyi

tanimlanmis fonksiyon tizerine ingaa edilmistir.

I1k olarak, konveks kiimeler ele alinmistir. Hiperdiizlemler ile iki konveks kiimenin

ayrilmasi ve sinir noktalarinda hiperdiizlemler ile desteklenmesi sunulmustur. Sonra, konveks
olmasi zorunlu olmayan kiimelerin koniler yardimiyla iyi tanimlanmis fonksiyon ile
ayrilmasi saglanmistir. En son olarak, konveks olmayan vektoér optimizasyonda skalarizasyon

sonuglart kullanilarak bir uygulama sunulmustur.

Anahtar kelime: Konveks kiimeler, konveks olmayan kiimeler, ayirma teoremleri, efektif

noktalar, zayif efektif noktalar
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ABSTRACT

In this study, structures for separation of two sets which are not to be necassary convex in
euclidean space are presented. These structures depend on combining different approaches for
the sets which cannot be separated by hyperplanes. Because of that, nonnegative cones are

selected and built on well defined function.

First of all, convex sets are taken into consideration and hyperplanes separation of two convex
sets and hyperplanes presented by supporting with hyperplanes at boundary point. Then,
separation of not necassarily convex sets that are provided by well defined function. Finally,

an application by using the scalarization result in nonconvex vector optimization is presented.

Key words: convex sets, nonconvex sets, hyperplane separation of sets, efficient point,

weakly efficient point
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1 GIRIS

Konveks analizde yapilan bir ¢ok uygulama, ayirma (separation) teoremlerine dayanir. Bu
nedenle, ayirma teoremleri konveks analizde 6nemli bir rol oynar. iki konveks kiimenin
ayrimi; basitge, kapali bir konveks kiime ile bu kiimeye ait olmayan bir noktanin ayrimi
temeline dayanir. Bir nokta ile bir konveks kiimenin ayrilmasi, konveks iki kiimenin ayrilmasi
olarak genellestirilebilir. Bunun igin, iki konveks kiimenin kesisiminin bos kiime olmas: ya
da sinir noktalarinin kesisimi belirli 6ngoriiler altinda lineer fonksiyonlar ile ayrilmasi iizerine
ayirma teoremleri ingaa edilmisti. Bu ayirma teoremleri igin geometrik olarak,

hiperdiizlemler kullanilmigtir.

Hiperdiizlem ile bir konveks kiimenin desteklenmesi ya da iki konveks kiimenin ayrilmasi
konveks analizde cesitli teorilerle gosterilmigtir. Ayrica, hemen hemen tiim optimallik
kosullar1 ve dualite sonuglarinda, konveks kiimelerin ayrilmasi ya da desteklenmesi teoremleri
kullanilir. Konveks kiimelerin sinir noktalarinda destek hiperdiizleme sahip olduklar1 bilinen
bir gergektir. Bu destek hiperdiizlemler, konveks analizin en 6nemli kavramlarindan olan

subgradyant kavramini ortaya ¢ikarmstir.

Konveks olmayan optimizasyon teorisinin gelismesiyle konveks olmayan ayirma teoremlerine
ihtiyag ortaya ¢ikmustir. Konveks kiime ile konveks olmayan bir kiimenin siirekli konveks
fonksiyonlar ile ayirma teoremleri Nehse (1981) ve Hildenbrandt (1984) tarafindan

gosterilmistir.

Konveks olmasi zorunlu olmayan kiimelerin, lineer fonksiyonlarla sinir noktasinda negatif
olmayan koni yardimiyla genel gergevesi olusturulabilir. Konveks olmasi zorunlu olmayan
kiimelerin ayirma teoremleri, sadece lineer fonksiyonlarin degil, bunun digindaki yapilar1 da

dikkate almay1 gerekli kilan durumlar1 da formiilize etmemizi saglar.



Konveks olmayan vektér optimizasyon teorisinde, ayirma teoremleri efficient (efektif) ve
weakly effecient (zayif efektif) noktalarda uygulamlabilir. Minimumuna, efficient (efektif)
bir noktada ulasan fonksiyonun aymi zamanda weakly efficient (zayif efektif) noktas: ile
iligkisi agiklanabilir. Ayirma teoremleri ile olusturulan skaler fonksiyonlar, her reel degerde

hedefine ulagr.

Konveks olmayan vektor optimizasyon problemlerin, weakly efficient (zayif efektif)
noktalarda ayirma teoremleri igin belirlenen sekil, skalarizasyon fonksiyonlardir. Ama
normalde bu lineer fonksiyonlar ( hiperdiizlemler) ile olmaz. Ozellikle zayif ve tam efektif
noktalar, vektdr optimizasyonda uygulanirken genellestirilmis efektif teoremlerini ortaya
¢ikarmamizi saglar. Ayirma teoremlerini yapisindaki yeterlilik konsepti Weidner (1985) ‘e
dayanir ve zorunlu olarak koni olmalarn gerekli olan egemen kiimeler ile iligkilidir.

Fonksiyonlarin 6zellikleri, noktanin efektif kiimenin 6zelliklerine bagiml olarak gosterilir.



2. KONVEKS ANALIZ

Konveks Analiz, optimizasyon teorisinin ingaasinda ¢ok énemli bir yere sahiptir. Bu boliimde;

konveks kiimeler, konveks orten ve konveks fonksiyonlar yapilarini tanitacagiz.

2.1 KONVEKS KUMELER

Tanim 2.1
S, bog kiimeden farkhi E,° de bir kiime olsun. S kiimesinin herhangi iki elemanimi
birlestiren dogru pargasi, S kiimesine ait ise veya bagka bir ifadeyle Vx,,x,eS ve

VA€[0]] igin Ax, +(1-A)x, €S ise S kiimesine konveks kiime denir.

(b) konveks olmayan

(a) konveks

Sekil: 2.1 Konveks kiime ile konveks olmayan kiimenin farki

Onerme 2.2
Konveks kiimelerin E,* de dnemli baz1 6zellikleri sunlardir:

1. S konveks kiime ve a reel bir say1 olmak iizere,
aS ={ax|x e S,a € R} konvekstir.
2. §, ve S, konveks kiimeler ise

S, +S, ={x, +x,|x, €S5,,x, €S,} konvekstir.

3. Konveks kiimelerin kesisimi yine konvekstir.

S, ve S, konveks kiimeler = S, NS, konvekstir.



2.2 KONVEKS ORTEN

Tanim 2.3

S, bos kiimeden farkli E,’ de keyfi bir kiime olsun. S  kiimesinin sonlu sayida

n

elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarinin topluluguna, S kiimesinin konveks orteni

denir ve coS ile gosterilir.

k
it {z,@xj |Vke N,VA, 20:3 4, =1,Vx, € S}
j=1

cosS i

Sekil 2.2 Konveks Orten 6rnekleri

Onerme 2.4
S, E,’ de keyfi bir kiime olsun. coS , S ‘iigeren en kiigiik konveks kiimedir veya baska

bir ifadeyle coS, S kiimesini igeren tiim konveks kiimelerin kesigimidir.

2.2.1 KARATEODORi TEOREMI

Tanim 2.3 ‘den, bir kiimenin konveks orteninin bir noktasi, kiime i¢indeki sonlu say1 da
noktalarin konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir. Teorem 2.5 * de , S kiimesinin

konveks ortenindeki herhangi bir x noktasi, S ‘deki en fazla n+1 noktanin konveks

kombinasyonu olarak gdsterilebilir.



Teorem 2.5
S, E,” de keyfi bir kiime olsun. x € coS ise o halde x,,...,x,,, €S, V4, 20 ve Z/L =1

n+l

i¢in x = ZA,x, olarak gosterilebilir.
i=]

Ispat:

Tanim 2.3 de x’1 coS ’in bir elemam olarak segelim.
k k

Burada x, € S, j=1,..k i¢in x=z/11xj ve 4, >0 igin le =1 “dir.
J=1 J=1 \

Eger k <n+1 ise sonug¢ dogrudur.

Simdi, farzedelim & > n+1 olsun. Miimkiin ¢6ziimler ve kiimenin extreme noktalari, yani

{A: ZA X, =X, ZAJ =1, 120}, A’ n+1 bileseninden daha fazlas: pozitif degildir.

k k
J=1

J=1
Sonug ispatlanir. Ayrica, bagimsiz bir tartigmay: ispatlamaya devam edelim. Oncelikle,

X, =X, Xy =X, .....X, —X, lineer bagimsizdir. Bu yiizden, u,, y;...., s, hepsi sifirdan farkh
skalerler ~ bulunur o&yle ki Z’;=2 H(x;—x)=0 ‘dir. g = —ijz u,; olur. Burada
Z’;:l ux; =0, ijl p, =0 u, ’lerin hepsi sifira esit degildir. I¢lerinden en az bir tanesi

sifirdan farkhidir.

O zaman, herhangi bir reel & igin
k k k k 3
x=) Ax,+0=) Ax —a) ux, =) (A -au,)x, ‘dir
J=1 J=1 J=1 J=1
Simdi @ §Oyle ifade edelim,

A A
baz1 i € {l,....,k} i¢in @ = minimum{—’ i > 0} =—, a>0 ‘dir.
1<)k /uj /.l,-

Eger u, <0 olsa, 0zaman A, —au, >0’ dirveya u;, >0 ohalde A, /u; > 4, /p, = ve bu
yizden A, —au, >0 ‘dir. Bagka bir ifadeyle x=zl;=l(lj—ayj)xj, her j=1,...,k igin
A, —au, >0 ‘dir. Ozel olarak j=l..k igin A, —au,=0 olsun. O halde
Z;l(l] —ay,) =1 ve bunun yaninda 4, —ay, =0 dir. Yani x, S iginde en fazla k —1 tane

noktanin bir konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir. Olusum x, S i¢inde en fazla n+1

tane noktanin bir konveks kombinasyonu olarak gosterilene kadar tekrarlandirilir.



2.2.2 BIR KUMENIN iCi VE KAPANISINDAKI NOKTALAR ARASINDAKI
DOGRU PARCASI

i¢i bog olmayan bir konveks kiime verildiginde, kiimenin i¢indeki bir nokta ile kiimenin
kapanigindaki bir noktay: birlegtiren dogru pargasi (bitig noktalari harig) kiimenin igine aittir.

Bu sonucun ispati teorem 2.6 verilecektir.

Sekil 2.3 Bir Kiimenin i¢i ve kapamgindaki noktalar arasindaki dogru pargasi

Teorem 2.6

S, igi bog olmayan E,’ de konveks bir kiime olsun. x, € ¢IS ve x, € intS olsun.

O halde, VA € (0,1) i¢in Ax, +(1—A)x,, intS “in bir elemanidir.

Ispat:

x, €intS oldugundan bir & >0 bulunur dyle ki {z:||z—x2||<£}cS ‘dir. y’i soyle
tanimlayalim: A € (0,1) igin y = Ax, + (1 - A)x, olsun. 2.1

ispat , y’nin intS ait olmasidir. Ozel olarak {z:|z-y|<(1-A)s}cS gosterelim.

|z—y| <(1-A)e olacak sekilde z ‘i segelim. x, € cIS oldugundan,

{x x-x < e l)g/; n y||} NS bos kiime degildir.



(1-A)e —“z —y|
A

Ozel olarak bir z, € S bulunur yle ki ||z, — x| < “dir. 2.2)

- Az .
Simdi, z, = Zl /1' oldugunu (2.1) ‘den sdyleriz. Uggen esitsizliginden ve (2.2) ‘den

e, e frn ol | fade) JO -
1 1 G
:l_l”(z—y)‘l‘/l(-x]"’Zl)“sl_l(”Z—y”%-/l”xl—zl”)<g dir.

Ayrica, z, € § ‘dir. z,’in tammdan z = Az, +(1-A4)z, soyleyebiliriz. Ciinkii hem z, hem

de z, , S kiimesine aittir. O zaman, z de S kiimesine aittir.

Onerme 2.7

S, konveks bir kiime olsun. Teorem 2.6 ‘dan yararlanarak asagidaki sonuglar elde edilir.
1) intS ° de konvekstir.
2) cIS ‘de konvekstir.

Onerme 2.8

S, i¢i bos olmayan konveks bir kiime olsun. O halde, c/(intS) = cIS “dir

Ispat:

cl(intS)c clS oldugu agiktir. Simdi xeclS olsun ve ye ntS segelim (IntS # D).
O zaman, Ax+(1-A)yeintS her bir A€(0,]) i¢in saglamr. 4 —>1  ye yeterince
yakinlastinirsak x € c/(int S) gosterilir.

Ornek 2.9

S kiimesini, konveks olmayan bir kiime segelim. S, Q rasyonel sayilar kiimesi olsun.

O halde,
cl(IntS) = cl(IntQ) = cID =D “dir. (2.3)
clS = clQ = R dir. (2.4)

(2.3) ve (2.4) elde ettigimiz sonuglar birbirine esit degildir. S konveks kiime olmayan bir

kiime oldugundan cl(intS) # cIS dir. Ciinkii R # D dir.



Onerme 2.10
S, i¢i bos olmayan konveks bir kiime olsun. O halde, int(c/S)=intS ’dir.

Ispat:
< intS c int(clS) oldugu asikardir.

= x, €int(clS) olsun. x, € intS oldugunu géstermeliyiz.

Bir £ >0 mevcuttur dyle ki “ Y- X " <& budaimaeder ki yeclS’ dir. $Simdi x, # x,, intS

ait olsun. y = (1+ A)x, — Ax, olsun. Burada ||y - X, || =¢/2 oldugu igin A = 6‘/(2”)61 -X,

)’ dir.
O zaman y € cIS dir. Ama x, = Ay + (1 - A)x, oldugundan A =1/(1+ A) € (0,1) dir.

Ciinkii y € cIS ve x, € IntS, 0 zaman teorem 2.6 ile x, € IntS boylece ispat tamamlanur.

Ornek 2.11
Ornek 2.9 oldugu gibi bu drnegimizde de S kiimesini, konveks olmayan bir kiime segelim

ve S, Q rasyonel sayilar kiimesi olsun.

O halde,
int(clS) = int(clQ) = int R = R ’dir. (2.5)
intS=intQ =9 “dir. (2.6)

(2.5) ve (2.6) elde ettigimiz sonuglar birbirine esit degildir. S konveks olmayan bir kiime

se¢ildiginde int(clS) # int S dir. Ciinkii R # < “dir.



2.3 KONVEKS FONKSIiYONLAR

Tanim 2.12

f:S—E, bir fonksiyonve S, bos kiimeden farkli konveks bir kiime olsun.
Vx,,x, €S ve VAe[0]] i¢in f(Ax, +(1—-Ax,) <A (x,)+ (- A)f(x,)

sartin1 sagliyorsa , f* ye S tlizerinde Konveks bir fonksiyon denir.

Eger —f , S tizerinde konveksise f’ ye S iizerinde konkav bir fonksiyon denir.

f
Xe M+ (1-N)% X X M +(1-N)% % % X2
konveks fonksiyon konkav fonksiyon poek;(i(;g\r/\eks ne de konkav

Sekil 2.4 Konveks ve konkav fonksiyon 6rnekleri

Onerme 2.13

Konveks fonksiyonlarin 6nemli baz1 6zellikleri sunlardir:

1. fl, f2,..-, fk : E, = E, konveks fonksiyonlar olsun. O zaman
k
e f(X)=Yaf(x) @ >0 j=12,.k konveks fonksiyondur
i=1

e f(x)=max{f, (x), f,(x),..., f, (x)} bir konveks fonksiyondur.

2. g:E,—~E,  konkav bir fonksiyon oldugunu farzedelim.
S={x:g(x)>0} ve f:S—> R olmak lizere f(x)= —(1—) tanimlansin.
g(x

O zaman f, S iizerinde konvekstir.
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3. g:E — E, azalmayan, konveks fonksiyon ve %: E, — E, konveks

bir fonksiyon olsun.

O zaman Bilesik fonksiyon f:E, — R olarak tammlanan f(x)= g(h(x))
bir konveks fonksiyondur.

4. g:E, — E, bir konveks fonksiyon olsun ve 4: E, — E, tannmhi h(x) = Ax+b

formunun afin fonksiyonu olsun. A bir m x n matris ve b, m x1 vektordiir. O zaman

bilesik fonksiyon f:E, — E, tanimh f(x) = g(h(x)) konveks fonksiyondur.

Onerme 2.14
S, bos kiimeden farkl1 £, de bir kiime, f :S — E, bir konveks fonksiyon olsun. O zaman
a bir skaler igin S, ={xeS: f(x)<a} kimesine f’in diizey kiime denir.Bu kiime

konveks bir kiimedir.

Ispat:
x,,X, €S, olsun. Ayrica énerme 2.14 ‘ten x,,x, € S i¢in f(x,)<a ve f(x,)<a olur.
Simdi 4 € (0,]) i¢in x = Ax, + (1—A)x, olsun. S konveks kiime oldugundan, x € § “dir.
f(x)=f(Ax, +(1-A)x,) f, konveks fonksiyon
<A (x)+(1-2)f(x,)

fla+(1-Aa=a

2.3.1 Konveks fonksiyonun yon tiirevi

Tanim 2.17 3

S, bos kiimeden farkli E,’ de bir kiime ve f:S — E, konveks bir fonksiyon olsun. x € S

ve d sifirdan farkli 6yle bir vektor olsun ki yeteri kadar kii¢iik pozitif tiim A degerleri igin

X+ Ad € S olsun.
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Eger lim

A-0"

J(x+Ad) - f(%)
A

var ise o halde X noktasinda, d vektorii yoniindeki f

fonksiyonun yonsel tiirevi f'(x,d)ile gosterilir.

JS(x+4d) - f(X)
A

f'(®:d) = lim
A-0"

Onerme 2.18
f:S — E, bir konveks fonksiyon olsun. x € E, her hangi bir nokta ve d € E, sifirdan farkl

tirev oldugunu diisiinelim. O zaman, f'(x,d) yonsel tirevi , f’in X’ te d yOniinde

bulunur.

ispat
A, > 4, >0 olsun.

f ‘in konveksliginden yararlanarak

f(f+ﬂqd)=f{%(ﬁﬂzdh(l—%ﬁ}

i G
<+ f(x d 1-D)f(x
izf( +4,d)+( ﬂz)f()

Bu esitsizlikten,
[G+Ad)~[F) _ [G+Ad) - (D)
4 4

A= % €[0,1] v¢ 24— 0" yakinlastirilirsa [f(x+Ad - f(X)]/ A diferansiyeli aktarnmi f

fonksiyonu monoton azalmayan oldugunu gosterir

O halde,

A>0 ve f, konveks olsun.

d bt el
f(x)—f[lhl(x d)+1+l(f(X+ﬂd)}
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<—l—f(f—d)+Lf(f+/1d)
B =" ] I+1

Boylece

- ’1? ~S®) 5 1)~ f(E-d) dir.
A—0"  yakinlagtirilirsa [ f(x+Ad-f(x )]//1 degeri monoton azalmayan dizisi

f(x)— f(x —d) sabit degerinden dolay1 sinirhdir.

Her iki tarafin limit alinirsa

i JE+AD~f®) _. o [E+4d)~ f(F)
A-0* A >0 7

2.3.2 Konveks Fonksiyonlarin siirekligi

Konveks fonksiyonlarin 6nemli bir 6zelligi, i¢ bolgelerinde siirekli fonksiyonlar olmalaridir.

Teorem 2.16
S, bos kiimeden farkl1 £, de bir kiime ve f:S — E, konveks bir fonksiyon olsun.

O halde, intS bos kiimeden farkli olmak iizere , / fonksiyonu intS ° de siireklidir.

2.3.3 Bir fonksiyonun Epigrafigi ve hipografigi

Tanim 2.19

S, E, ’de bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

S :S — E, bir fonksiyon olsun.
O halde;

J ’in epigrafi: epif ={(x,y):xeS,yeE,y= f(x)} ve
S ’in hipografigi : hipof ={(x,y):xe€ S,y € E,,y < f(x)} olarak tanimlanr.
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Sekil 2.5 Epigrafik ve hipografik 6rnekleri

Teorem 2.20
S, E,’de bos kiimeden farkli bir konveks kiime olsun. f:S — E, bir fonksiyon olsun.O

halde f konveks <> epif konveks kiimedir.

Ispat
= (x,3), (x,,y,) € epif olsun.
O halde x, x, € S segilirse Ax, +(1-A4)€ S olacaktir.
Tanim 2.19° den y, > f(x,) ve y, = f(x,) soyleyebiliriz.
In+(1=)y, 2 Af(x)+(1-2) f(x,)
> f(Ax, +(1-A)x,) *dir
Ax, +(A=)x,, Ay, +(1-A)y,) €epif
= epif konvekstir.
< x5 E8 W Exl,f(xl) » (x, f(x,) €epif olsun.
O halde;
(Ax, +(1-A)x,, Ay, + (1— A)y,) € epif oldugundan epif konveksliginden yararlanarak
A €[0,1] olmak iizere A£(x,)+(1-A)f(x,) = f(Ax, +(1- A)x,) *dir
f, konvekstir.
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3. KONVEKS KUMELERI AYIRMA VE DESTEKLEME

Konveks kiimenin ayrimi, kapali bir konveks kiime ile bu kiimeye ait olmayan bir noktanin
ayrimi temeline dayanir. Bir nokta ile bir konveks kiimenin ayrilmasini, konveks iki kiimenin
ayrilmasi olarak genellestirilebilir. Bunun i¢in Hiperdiizlemler kullanilir. Bu bdliimde,
Hiperdiizlem ile bir konveks kiimenin desteklenmesi ya da iki konveks kiimenin ayrilmasi
teorileri gosterilmigtir. Ayirca, destek hiperdiiziemler olan subgradyant kavramindan da

bahsedilmigtir.

3.1 HIPERDUZLEMLER

Tanim 3.1

p . E,’ de sifirdan farkli bir vektor ve « bir skaler olsun.
H=Y xe'B. | <p x> tn}

H, E,’de hiperdiizlem olarak adlandirilir. H( p, @) olarak ifade edilir.

E,’ de bir hiperdiizlem, bir dogrudur. Ornegin, p,R*’ de bir vektér ve @ € R igin E, ‘ de
segilen (y,,y,)noktalar i¢in hiperdiizlem p,.y, + p,.y, =a seklinde bir dogrudur. E,’ de

hiperdiizlem ise bir diizlemdir.

p vektorii, hiperdiizlemin normalidir. Bir H hiperdiizlemi, H' ={x|< p'x>>a ve

H™ ={x|< p'x > < olacak sekilde iki yar1 kapal1 uzay belirtir
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Sekil 3.1 Hiperdiizleme bir 6rnek ve yar1 uzaylarin gésterilmesi

H hiperdiizlemi, {x|<p,x>}>a ve {x|<p,x>}<a sekilde agik yan uzay olarak

tanimlar.

Teorem 3.2 ( En yakin nokta Teoremi)

S, E,’ de bos olmayan kapal1 bir konveks kiime ve y ¢ S olsun. O halde, S kiimesinde , y

noktasina uzakligi minimum olan yalniz bir nokta vardir.

Ayrica,

VxeS§ i¢gin (x—X)'(y—x)<0° diir.

Sekil 3.2 Kapali bir konveks kiimede minimum uzaklik
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Ispat:

Ik olarak en yakin noktamin varligim kuralim.S, bos olmayan kapali bir konveks kiime
oldugundan bir %¥e€ S noktasi bulunur. §=85nN{x: ||y—x][ < ||y—£|] }igin - hedefimizi
noktanin en yakin nokta ile simirlandirinz.

Bagka bir ifadeyle, {

y-x|:xeS}, inf{|y—x|:xeS} ifadeleri birbirine esittir.

S iizerinde bos olmayan ve kompakt (kapali ve smirl1) bir kiimenin siirekli fonksiyonun
problemini ¢zmek sonraki problemizdir. Oncelikle, Weierstrass Teoreminden yararlanarak

S kiimesi i¢inde en yakin noktasi y olan minimum bir X noktas1 vardir.

x"e€ S olsun dyle ki Hy— J_c|| = ||y —J_c'” =y dir. S, konveks oldugundan (x+Xx")/2€S

tiggen esitsizliginden

x+x'
2

b-Z 5 < -5t by-51-7

bir X noktasim1 igerir ve en yakin nokta ise y ‘dir. Ayrica bazi A igin

y-X=AMy-x)esitligi saglanir. Ciinkii [y —x|=[y—-%]|=7,

Al=1 dir. 2#-1 oldugu
agiktir , ¢linkii aksi takdirde y=(x+x")/2€ S ‘diir. Boylece y ¢ S Ongoriisti ortaya g¢ikar.
Buyiizden 4 =1, x"=Xx esitligi ve tekligi kurulabilir.

Ispati tamamlamak i¢in (y—X¥)(x—X)<0 her xe S icin sagladigim gostermeliyiz. Hem
gerek hem yeter kosul i¢in S kiimesi i¢inde bir X noktasinin en yakin noktas1 y olmalidir.
= x € § olsun. O zaman,

=’ =ly=%+3-sf =y -7 + - +2G -0 -5)

||f - xu2 20ve (x-x)(y-x)20, |y— x”2 > ||y - J?||2 tarafindan tizerine alinir ve minimum

bir ¥ noktast vardr.

& |y-* 2|y-x her xeS olsun.S konveks oldugundan X+ A(x-%)eS , 0<A<I
igin saglar. Bu yiizden,

y-x-ax-%)|" 2|y-3’ 3.1)

ly-%-aG-%) =|y-%" + 2-%|- 240 -®'(-% (32)
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(3.1) ve (3.2) den
24y —%)(x—%) < 2|x-x|’ (3.3)
biitiin 0 £ 4 <1 i¢in elde ederiz.

(3.3) “iin esitsizliginden yararlanarak ve A >0 bdliinerek ve A — 0" yaklastirarak sonucu

bulunur.

3.2 BIR NOKTA IiLE KONVEKS KUMENIN AYRILMASI

Ayirma teoremleri olustururken, oncelikle bir nokta ile kapali bir konveks kiimenin ayrilmasi
yapisi olusturulur. Olusturulan ayirma teoremi, hiperdiizlemler ile iki konveks kiimenin
ayrilmasi veya konveks kiimenin sinir noktalarinda hiperdiizlemlerle desteklenmesi olarak

genellestirilecektir.

Teorem 3.3

S, bos kiimeden farkli, kapali konveks bir kiime ve y ¢ S olsun. O halde, sifirdan farkl bir

p vektorii ve bir a skaleri i¢in < p,y>>a ve < p,x> <a olacak sekilde her bir x € §

vardir.

Ispat:
S, bos kiimeden farkli , kapali konveks kiime ve y ¢ S segilirse Teorem 3.2 ‘den bir tek
nokta x € S bulunur 6yle ki her bir x€ S igin (x-X)(y—-x)<0’dir. p=(y—-x)#0 ve

a=<X,(y—X)>=< p,Xx >, herbir x€ S i¢in < p,x > <a oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece

py-a=-x) =|y-% >0 dir.
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3.3 SINIR NOKTALARDA KUMENIN HIPERDUZLEM ILE
DESTEKLENMESI

Tanim 3.4

S, bos kiimeden farkli E,’ de bir kime ve x€dS olsun. H={x|<p,(x—-X)>}=0

n

seklindeki bir hiperdiizlem i¢in S’in x’ de H, hiperdiizlemi ile desteklenmesi olarak

adlandirilir.

>

Sekil 3.3 Hiperdiizlemler ile desteklenmesi ile ilgili rnekler

Teorem 3.5

S, bos kiimeden farkli E,’ de bir kiime ve x € 8S olsun. Her bir x € ¢IS ve sifirdan farkl:
bir p vektorii i¢in < p,(x—X)> <0 olacak sekilde x noktasinda S’i destekleyen bir

hiperdiizlem bulunur.

Ispat :

x e oS ise clS igil\ide bir {y, }dizisi bulunur ve y, — X yakinlagsin. Teorem 3.3” de her
hangi normu 1 olan y, dizisi uydurulabilir ve bir p, i¢in her bir x € ¢S olmak iizere Teorem
3.3 kullanarak p,y, > p,x saglanir. |p,|=1 olacak sekilde normal vektor normu tarafindan
normalize edilir, ¢iinkii {p, } stmrlandirilmigtir.

Aynica, bir {p,}alt dizisiyle, limiti pve normu 1 esit olur. Alt dizisinin uyumlulugu

kullanarak her bir x e cISigin p,y, > pix’ dir. Oyle xeclS olacak sekilde segilebilir
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keN — oo yakinlagir. Boylece < p,(x—X)> <0 elde ederiz. Ciinkii bu, her bir x € ¢S

i¢in dogrudur.

Onerme 3.6

S, bos kiimeden farkli E,’ de bir kiime ve x ¢ intS olsun. Sifirdan farkli p vektorii ve her

xeclS i¢in < p,(x—X)> <0 bulunur.

Onerme 3.7

S, bos kiimeden farkli £,’ de bir kiime ve y¢intcoS olsun. S ve y’i aywran bir

hiperdiizlem vardir.

Onerme 3.8

S, bos kiimeden farkli E,” de bir kiime ve x ¢ S coS olsun. X’ de S’ destekleyen bir

hiperdiizlem vardir.
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3.4 KONVEKS KUMELERIN AYRILMASI

Bir konveks kiime ile bu kiimenin i¢inde olmayan bir noktanin ayrilmasini incelerken sinir
noktasinda kiimenin hiperdiizlemler ile desteklendigini diisiindiik. ilave olarak, iki konveks
kiimeyi birlestiren pargalar , /H  hiperdiizlemi tarafindan ayrilabilecegini ve ayrilan bu

kiimelerden birinin H "’ a ait ise digeri kiime H~ ° a ait olmahdir.

S2

uygun olmayan ayirma -

kesin ayirma

Sekil 3.4 Konveks kiimelerin ayrilmasina 6rnekler

Teorem 3.9

S, ve S,, E,’ de bos olmayan kenveks iki kiime ve S, NS, =@ olsun. O zaman E,’ de

sifirdan farkli bir p vektérii igin S, ve S, ’yi ayiwran bir hiperdiizlem bulunur.
inf{< p,x>|xeS,} >sup{< p, x> xeS,}

Ispat:

§=8,-8,={x, —x: |x, €S vex, €S,} olsun. S, konveks oldugundan 0¢ S’ dir. Aksi
durumda S, NS, =@ olacaktir. Teorem 3.5 ve Onerme 3.8 ‘den dyle bir p € E, mevcuttur
ki biitin x € S i¢in < p,x > >0 saglanir. Buradan yararlanarak biitiin x € S, ve x € S, i¢in

<pX > 2 & p;x, > dir.
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Onerme 3.10

S, ve S,, E,’ de bos olmayan konveks kiimeler ve intS, bos kiimeden farkli ve
S, NnintS, =¢ olsun. O halde, E,’ de sifirdan farkl bir p vektérii igin S, ve S, ’yi ayiran
bir hiperdiizlem bulunur.

inf{p'x|x e S,} >sup{p'x|x€S,}

Sekil 3.5 Iki kiimenin ayrilmasi

Onerme 3.11
S, ve §,. E,’ de bos olmayan bir kiime ve coS, (i=12 igin) bos kiimeden fakli olsun.
intcoS, NintcoS, bos kiimeden farkliise S, ve S, ’yi ayiran bir hiperdiizlem bulunur.
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Teorem 3.12 (Giiclii ayirma)

S, ve S, , kapah konveks kiimeler ve S, sinirli olsun. Eger S, NS, bos kiime ise o zaman,

S, ve S, giiclii ayiran sifirdan farkli p vektérii ve & > 0 olacak sekilde bir hiperdiizlem

bulunur.

inf{< p,x>xe S} 2e+sup{< p,x>xeS8,}

Sekil 3.6 Giiglii ayirma

Ispat:

S§=S§,-S, olsun. S ‘in konveks oldugunu biliyoruz. Simdi S 'nin kapal1 bir konveks kiime
oldugunu gostermeliyiz. x ‘de S ° e dogru {x,} seklinde bir noktada birlesen biri dizi
tammlayalim. S’in tanimindan , y, €S8, ve z €S, i¢in x, =y, —z 'dir. Cilinkii S,
kompakttir (kapali ve sinirl). S, ’in iginde limiti y olan {y, } alt dizisi vardir. y, -z, - x,
k € ¥ olmak iizere z, > z,k € N i¢in saglanir. Ciinkii S, kapalhdir ve z € S, ‘dir. Ayrica
x=y-zile yeS, ve ze S, ‘dir. Bundan dolay1, x € § ve S kapahdur.

Teorem 3.3 ‘den sifirdan farkli p vektorii meveuttur ve her bir x € S ve € igin < p,x>>¢
ve < p,0> <g’ dir. Bu yiizden £ > 0’ dir. S ‘in tanimindan, her bir x, € S, ve x, € S, igin

<p,x, > 2 g+ < p,x, > oldugu gosterilir.
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Onerme 3.13

S, ve S, , E, ° de bos olmayan kiimeler ve S, sinirh olsun. Eger clcoS, NclcoS, bos kiime

ise S, ve S,’yi giiglii ayiran bir hiperdiizlem bulunur.

3.5 KONVEKS KONIi

Tanim 3.14

K, E,’ de bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

Vxe K , VA20= Axe K igin K °‘ye sifir koseli bir koni denir

K kiimesi, konveks bir kiime ise K konveks koni olarak adlandirilir.

Ornek 3.15
Sekil 2.4 (a) © da goriildiigii gibi K ={ye R’:y, >0} konisi, konveks koni olarak &rnek

gosterilebilir. Bu, negatif olmayan elemanlarin konisidir.

¥, Y2“
5?. e o
4... RS il B o BEie 4
<t B 5 -0 e 3
2-0 . K—R2 S Wiy 2.
1_.. A et o “m— 8 1
_- e

tggezt 23 4 0 8 1

(a) (b)
Sekil 3.7 iki koni Grnegi
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Tanim 3.16

K, E,’ de bos olmayan bir kiime olsun. O zaman, K’ nin kutupsal konisi , K" olarak ifade

edilir. O halde ,

K ={x’| <xx >»<0 Yoek}

Sekil 3.8 Konveks Koni ve Polar Koninin Orneklendirilmesi

Eger K bos ise K, E,’ ile yorumlanacaktir. Kutupsal koniler hakkinda baz1 gercekler

asagida verilmistir.

Onerme 3.17

K, K, ve K,, E,’ de bos olmayan konveks kiimeler olsun. O zaman, Asagidaki sonuglar
ulasilir.

1. K", kapah konveks bir konidir.

2. K ‘\dlr. Burada K* ’nin kutupsal konisi K™ “dir.

3. K, cK, ise K, c K; gerektirir.

Simdi kapali konveks koniler i¢in 6nemli teoremi ispatlayacagiz.
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Teorem 3.18

K , bos olmayan kapal1 konveks koni olsun. O zaman K = K™ ‘dir.

Ispat :

Onermeden K < K™ agiktir. Simdi x € K™ olsun ve geliskiyi varsayalim, Bu x € K ‘dir.
Teorem 3.3 , sifirdan fakl bir x* vektorii ve bir @ skaleri bulunur dyle ki <x*,y ><a her
yeKigin ve <x',x>>a‘dir. Ama y=0€ K, O haldle @« >0 ve bununla birlikte
<x",x>>0 ‘dir. Simdi x" € K" oldugunu gosterelim. Eger degilse ,0 zaman < x",y >>0
bazs ye K igin ve <x",Ay > yeterince biiyiik A degerleri igin keyfi biiyiikk degerler
yapilabilir. Bu geligkiler ashinda <x*,y ><a her ye K igindir. Bu yiizden x" € K™ “dir
Cinki xeK"={u:<u,v><0 her veK" igin }. O halde <x*,x><0 ¢ dir. Bu

celiskidir. Ashinda < x",x > > 0°dir. Sonug olarak x € K © dir.

3.6 KONJUGET FONKSIYONU

Tanim 3.19
f:E, > R olsun. f ‘in konjuget fonksiyonu f*:E, — R s6yle tammhdur.

Her x" € E,

fT(x") =sup{<x,x" >—f(x)}

xekE,

Onerme 3.20

f:E, — R fonksiyonuve f*:E, > R f’in konjuget fonksiyonu olsun. O halde,
VzeE, [f(x)<g(x)=f1(")2g'(x") dir.

Ispat \

Tamim 3.19 *dan

VxeE, igin f(x)<g(x)=—f(x)2-g(x)

=><x,x >—f(x)2<x,x" >—-g(x)

= sup{< x,x* > —f(x)} > sup{< x,x* >—g(x)}

xekE, xek,

=>f(x)2g"(x")
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Onerme 3.21
f:E, >R ,f :E, > R olsun.O halde asagidakilerden dogrudur.

*

Q) (H)'(x") = ﬂf‘(’; ), VA>0
Qi) (f+@)' () =f"(x")-a , Yaer

Ispat:
(i) Tanmim 3.19 ‘dan,

(A1) (x7) =sup{< x,x" > -4 (x)}

xek,

- Zsupi x,x; 1)

.
=4 X,

(i) Tanim 3.19 “den,
(f +@)"(x") =sup{< x,x" > ([ + a)(x)}

xek,

=sup{<x,x" >—f(x)—-a}

xekE,

=sup{<x,x >—f(x)}-a

xekE,

=fG")-a

Tanim 3.22

f:E,—>R olsun. f ‘in konjuget fonksiyonu f*:E, — R olsun. f’in ikincil konjuget
fonksiyonu ™ : E, — R olmak iizere

Her xe E,

7 (x)=sup{<x,x">-f(x")}

x"eE,
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Onerme 3.23
f:E,— R olsun. f*(x") ve f**(x) fonksiyonlari konvekstir.
Ispat:

x,",x, € E, ve 2€[0,1] olsun.

£ (Ax" +(1-A)x," ) =sup{< x, Ax,” + (1= A)x,” > —f(x)}

xek,

=sup{d <x,x,” >+H1-A)<x,x, >+Af(x) - Af (x) - f(x)}

xek,

=sup{d <x,x, >+(1-A)<x,x,” >-Af (x)-(1-1)f(x)}

xek,

=sup{A[< x,x,” >—f(X)]+(A-D[< x,x,” >—f(x)}

xek,

<sup{A[<x,x," > —f ()]} +sup{(1- D[< x,x,” > —f(x)}

xeE, xek,

= Asup{< x,x," >—f(x)} +(1- A)sup{< x,x, >—f(x)}

xek,

M (" )+A-Df(x)

Benzer sekilde /™ (x) fonksiyonun da konveks oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.24
f:E, - R olsun. O halde

VxeE, igin 7 (x) < f(x)’ dir.

ispat:
Vx,x" € E, igin <x,x" >—f(x)< f"(x"),

<x,x">-f(x")< f(x),

X noktasini sabitleyip supremum alirsak,

sup <x,x" >—f"(x") < f(x)

x'eE,

T f(x)

(3.4
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3.7 SUBDIFERANSIYEL

Tanim 3.25
f:E, > R bir fonksiyon olsun. Eger,
f(x) smurh ve Vxe E, i¢in <x*,x—X>+f(X) < f(x)olacak sekilde x" € E, var ise x"

vektoriine f’in X ’daki subgradyanti denir. f’in X ’daki subgradyantlarinin kiimesine

f’in subdiferansiyeli denir ve 0f(x) ile gosterilir.

) I L

>

konveks fonksiyon

Sekil 3.9 Subgradyantlarin geometrik yorumu

Teorem 3.26
o \
f:E, —> R bir fonksiyon olsun. O halde,

o (xX)2D ise f(X)=f"(x) *dir.

Ispat:

of (x) # D oldugundan Ix" € E,: x" € of (x) * dir.
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Tanim 3.25 ‘den,
<x",x-X>+f(X)< f(x), VxeE,

<x",x>—f(x)<<x",x >—f(X), VxeE,
) <x"x>-f(x) (3.5)
f (By %3 b 32" < LI (3.6)

(3.4)ve (3.6) “dan f(X)= f" (%) dir.

Teorem 3.27

f:E,— R bir fonksiyon olsun. f* ise f ’in konjuget fonksiyonu olsun. O halde,
xe@il®l © fE)+ (X )=<%.x">dn

Ispat:
= x e€df(x) ise Tamm 3.25 ve (3.5) ‘den,
f[x)=<x"x>-f(x)
&)+ fx)<x",x> (3.7)
Ayrica Tanim 3.19 ‘den
<x",x>-f(X)< f*(x") dir. Yani,
<x"X>Xf(X)+ 7 (x") (3.8)
(3.6) ve (3.8) ‘dan
f@+ [ (x")=<X,x" > dir.

<= Tanmim 3.19 ‘dan,

<x"\Xx>-f(x)<f'(x"), VxekE,

<x",X>-f(x)< f*(x*)=<X,x" >—f(X), VxeE, (hipotez)
<xx" >—-<Xx">+f(X)< f(x), VxeE,
<x=-%x">+f(X)< f(x),Vx€E,

x" € of (x) dir.
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4. KUMELERIN AYRILMASI

iki konveks kiimenin birbirinden ayrilmasinda ve smr noktalarinda desteklenmesinde
hiperdiizlemlerin  kullamilabilecegini, 3.bslimde cesitli teorilerle gosterdik. Ama bu
kiimelerin konveks kiime olma zorunlulugu vardi. Bu béliimde ise bu zorunlulugu ortadan

kaldiracak sekilde yapilar olusturulacaktir. Bu yapilarin ingaasi; n boyutlu £, 6klid uzayinda
yapilacaktir.

R", n boyutlu vektér uzayr ve C, E, ‘de keyfi ve agik bir kiime olmak iizere ayirma

teoremleri agsagidaki 6zellikleri saglar:

Onerme 4.1
k° , R" “de bir vektor olmak iizere, C ‘in smmirindan (8C ), E,’ in her bir 6gesi i¢in k° ve
—k° ‘a dogru uzanir veya baska bir ifadeyle;

3k’ e R" :R" =U{&C +ak’ | € R} *dur.

Ornek 4.2
E, ‘de calisalim.

C =intR? olmak iizere, k° = (1,])’ vektoriinii segelim.

O zaman R* = U{6C + a(1,]) | @ € R} oldugu gosterilebilir.

yz.fl
¥ 4
1
O 2
e nafidiial ’
C:Rf::/;; ¥,
/- [ R

Sekil 4.1 R*’in C kiimesi ile iligkilendirilmesi
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Onerme 4.3

k° , R" ‘de bir vektdr olmak iizere, C ‘in simrindan (8C), —k° vektorii yoniine dogru

ulasabilen biitiin vektorlerin kiimesi C olarak ifade edilir veya bagka bir ifadeyle;
C=U{6C-ak’|aeR\{0}}

Ornek 4.4
E, ‘de ¢aligalim.

C =int R? olmak iizere, k° = (1,])) ve —k° = (~1,-1)" vektoriinii secelim.

O zaman C ‘nin simirindan (8C), —k° vektorii yoniine dogru ulasabilen biitiin vektorlerin

kimesi C ‘tir. C=U{6C—-a(l,1)|a € R \{0}} olarak gosterilebilir.

Yan 74

Sekil 4.2 Ornek 4.4 “iin sekillendirilmesi

Onerme 4.5
C, konveks kiimedir veya C kiimesi, i¢i bog olmayan bir konveks koni ile onun kapaniginin
farkl1 lineer bilesenlerini igerir.

Ikinci durumda ise, C konveks olmayan kiime olabilir.

Bu ngoriiler altinda Onerme 4.1 ve Onerme 4.5 iizerine olusturacagimiz yapilar igin
ayirma fonksiyonlan siireklidir ve her bir reel deger i¢in hedefe ulagilir. Ayrica, ¢/C konveks
ise 8C+8C < cIC mevcuttur.

Ayirma teoremlerinden $nemli bir yere sahip olan monotonluk kavramini tanimlayalim.
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Tanim 4.6
D, E, ‘de bos olmayan bir kiimesi olsun.

(a) z:E, > E, bir fonksiyon olmak iizere y' € y*+ D igin zy' > zy’ise D-monoton
olarak adlandirilir.
(b) z:E, —> E, bir fonksiyon olmak iizere y' € y* +(D\{0}) i¢in zy' > zy*ise

D, kesinlikle monoton olarak adlandirilir.

4.1 AYIRMA TEOREMLERI

iki kiimenin ayrilmasi i¢in iki teorem verilecek dyle ki bu kiimelerden en az biri konveks
olmasina ihtiyag¢ yoktur.

ilk teoremi hazirlamak igin 3 kullanish 6nerme asagida verilmistir.

Onerme 4.7

R', E, ¢ de negatif olmayan bir koni ve /ntR” bos kiimeden farklidir. R” ‘un , her k° i¢

noktasi igin  R" =U{int R” — Ak° | A € R, \{0}} dur.

ispat:

k’ eint R” olsun.

V=IntR" —k° € E, olmak iizere R’ , bir koni oldugundan 0 € V' “diir.

her A€ R \{0} igin AV = A(intR" —k") cint R} — Ak’ “dur.

Ayrica; \

U{AV | A€ R \{0}} c U{ntR" - 2k" | A € R,\{0} } olduBunu sdyleyebiliriz.

Ak’ €int R oldugu igin R" = Ufint R” — Ak°} dir.(Kantorowitch ve Akilow,1978)

Sonug olarak; R" =Uf{intR” — Ak’ | A€ R, \{0}} dir.
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Onerme 4.7 © in iddias1 bir keyfi k° € R” igin gegerli kalmaz.
Ornek 4.8

E, ‘de caligalim.

R’ ,negatif olmayan bir koni ve k° = (0,1)" segelim.
Gosterilebilir ki ;

U(intR" — Ak°| A€ R \{0}} = {y € E, | y, > 0} # R"dir.

A
o~
—

w v

Sekil 4.3 Onerme 4.7 ‘de keyfi bir £° € R” igin gegerli olmadiginin gosterilmesi

Onerme 4.9

R!, E,* de negatif olmayan konveks bir koni ve C, E, ’in bir alt kiimesi ve int R} ise bog
kiimeden farklidir.

\
»' € E, olacak sekilde bir eleman ve y°—intR!cC varsa her bir k°e/mR; igin

R"=U{C + Ak° | A€ R,\{0}} bulunur.

Ispat:
ye€E, olacak sekilde keyfi bir eleman ve k° € IntR" verilsin. Onerme 4.7 ‘ten dolay:

A€ R \{0} igin k € ImtR! bulunur. Oyleki y°-y=k—2k" ‘dir.
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y-_—yo—k+/Uc° e C+ Ak’ ‘dur. Ciinkii y° —intR" < C diir.

Bu yiizden
yeU{C+Ak"| A€ R, \{0}} dir.

Boylece R" =U{C +Ak° | A€ R \{0}} soyleyebiliriz veya degisik bir ifadeyle kiime yerine

parametreler kullanarak, Y =U{Q—- k" | 1€ P} sekline getirerek Gerstwitz ve Ivanow

(1985) ‘un ayirma teoremine benzetilebilir.

Gerstwitz ve Ivanow “Q ile iligkili Y yoniinde” diye adlandinlir. Ama Onerme 4.7 ve

Onerme 4.9 &yle bir kosuldan agik¢a kaginmamizi ister.
Onerme 4.9¢ in agiklamalarindan biri R” ve C kiimelerinin arasindaki bir iligkiyi ifade eder.

C ‘niin etkili yapist ile iligkisini Onerme 4.10° da gosterecegiz.

Onerme 4.10

R!, E, ’de negatif olmayan bir koni ve C , E ’in bir alt kiimesi olsun.

clC — IntR" < cl(int C) kosulunu yerine getirirse ¢/C = cl(int C) diir.

Ispat:
c € clC olacak sekilde keyfi bir eleman diigiinelim.
c—cl(int R") =cl(c—int R") c cl(cIC —int R)  cl(cl(int C)) = cl(int C) olur.

int R” U {0} seklinde bir koni verilirse 0 € c/(int R) i¢in ¢ = ¢ —0 € c/(int C) "diir.
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41.1 iLK AYIRMA TEOREMi

Teorem 4.11
R" E,’ de negatif olmayan bir koni ve C' , E, ’in i¢i bog olmayan tamamiyla alt kiimesi

oyleki clC-IntR! cintC olsun. 4, E, ‘de bos kiimeden farkli bir kiime olsun.

O halde;

z:E, > E, bir fonksiyon, IntR! (—o0,4+0) araliginda kesin monoton oldugundan

AnintC =@ olacak sekilde yalmz ve yalmz siirekli bir fonksiyon bulunur ve asagidaki

iliskiler gecerlidir:
z2(4) 20, z(int 4) >0 , z(C)<0 z(0A)=0 , z(intC)<0
Ayrica;

B, E, * de bir kiime ve z -fonksiyonu i¢gin

e cIC bir konveks kiime ise fonksiyonda konvekstir.

e z fonksiyonu, B-monotonlugu i¢in her bir B c E, kiimesi ile C - B c cIC ve
clC -(B\{0}) cintC ise B, kesinlikle monotondur.

e 0C+0C cclC ise z fonksiyonu E, ’in alt kiimelerini ilavesi ihtiva eder.

Ispat:
z — fonksiyonunu tanimi;

z: E, — E, olmak iizere keyfi bir eleman k “eint R} segelim.

Simdi her bir A€ R ve her ye E, i¢in S, :=cIC+ Ak’ olacak sekilde y €S, bulunur.
Ciinkii, Onerme 4.7° de R" =U{cIC +ak’ | & € R} oldugunu biliyoruz. Eger y e S,ise o
zaman her bir x> A igin yeintC+ 1k’ gegerlidir. Oyle ki ye S , oldugunu ima eder.

Buradan yararlanarak y — uk” = y — Ak’ +(A— )k’ € cIC -int R}  int Cdiir. 4.1

Her yeE, igin A€ R olmak iizere y ¢ S, oldugunu gostermeliyiz. Farz edelim ki

¥°,E,” in her bir eleman ve aym zamanda her 4 € R igin S, a ait olsun.
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O zaman (4.1)’ den yararlanarak her A € R igin y° € intC + Ak°" dur.
Boylece {y° — Ak’ | A € R} c intC sdylenir.

Onerme 4.7 'ten yararlanarak R" =U{intR” —ak’ |a@ e R,\{0}} her ye E, i¢in keintR]

‘un varlig1 bu verir. Ayrica, @ € R \{0} ile — y = k —ak® i¢in

y=—k+ak’+y" -y’ =" +ak’)—k-)’ eintC-intR" —y° < C-»°
Boylece,

E,cC-y" dyleki E, =C diir. Bu geligkidir. C # E,’ diir.

(4.1)’ dan dolay1 eger ye E, ve S, ait degilse 0 zaman x <A i¢in S, ait olmadig
soyleyebiliriz. Bu gergekler gosterir ki;
z:E, > E, fonksiyonu zy =inf{A|y € §,} iyi tammlanmugtir.

Ciinkii sadece o sinirli degerler hedefine ulagilir.

e Fonksiyon arahg: tammmlayalim;

Herbir r € R i¢in

y<re yeintC+rk’ (4.2)
zy<r e yeclC +rk° (4.3)
y=ryedC+rk’ (4.4)
zy2r < yeintC+rk’ 4.5)
zy>r <:>ye£ch+rk° (4.6)

Simdi bu 6zellikleri gosterelim:
\

(42) En az bir A<r ig¢in yeS,’dan zy<r oldugu verilir. Bu yiizden (4.1)’den

yeintC+rk®’ dir. Eger y eintC +rk’ise ceintC ve y =c+rk’ bulunur

Ciinkii £,° de ¢ > 0 bir reel deger icind:=r—tc+ tk° € intC soylenebilir. A:=r—t igin

y=c+rk’ =c+(r—d)k" + Ak’ =(c+tk")+k° eintC+ k"’ dur.
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Bundan dolayr A <r igin y € S,’ den zy <r oldugu gosterir.
(4.3) Farz edelim zy <r’ dir.

rk®* in U gibi keyfi bir komsulugunu diigiinelim.

A<rve Ak® €U bulunsun. zy<r=yeS, =clC+ k" “ dir,

Bu yiizden #&°, y—clC ve U komsuluguna aittir.

Sonug olarak: rk® € d(y—cC)=y—cIC” dir. Burada. z ‘in tammmndan y e imtC + 7k’
olmahdir Burada zy <r “dir.

Benzer gekillerde (4.3)44.2)° den (4.5).(4.3) ve (4.4)°den (4.3) ve (4.5) den yarahanardk
gosterilir.

z "in tnmwmds sadisce smrh deferlern igin bedefine ulagtsfom gostenmighik. Simdi (4.9) “dem
dolayr arok : “im her i disgen acm hedefine ulastigmg wyleyeiling,

o Fesksivonun svurmms dnling:
r=0 gm
(43)" dem O <@..
44y dem =@0)=0..
45) “ dem zfinn@)<® i
AnimtC =@ oiifiinmitar  dslepy @3] tew A2V v WAOWMC =L g
int ANelinmn@) =@ ot sinlemir.
Onerme 4 10t Ll =@~ div. (#6Y daw #2(4) =0 diw.

¢ Famissvomur monotoningy:
Eger y' e " +im ¥ vee =5y i€
0 zzman
Y ¥ i (et i R A s (@3 e ey
Y <r=cz “ dir Bolee. it e Aot
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o Fonksiyonun siirekliligi;

(4.2) ve (4.6) ‘den dolay: agikardur.

e Fonksiyonun konveksliligi;

Eger cIC konveks ise (4.3) ‘“den z ’in konveksligi gosterilir.

¢ Fonksiyonun B-monotonlugu;
v,y €k, ile y'ey’ +(B\{0}) ve r:=2zy'"’ dir. (4.4)’ den dolay1 y' =¢ +rk° olacak
sekilde en az bir ¢ € 6C vardur.

Bu yiizden ;

Eger oC — B c cIC ise
y'ey'-Bc(c+rk°)-Bc (0C-B)+rk’ c clC +rk°

Buradan yararlanarak zy’ <r oldugunu (4.3)’ den sdyleyebiliriz.

Eger oC -(B\{0}) cintC ise
y ey -(B\{0}) c (€ +rk°)-(B\{0}) c (C +rk")— (B\{0}) cintC +rk"’ dur.

Buradan yararlanarak zy' <r oldugunu (4.2) ‘den sdyleyebiliriz.

¢ Fonksiyonun altkiimeleri ihtiva etmesi;
ifadeler;

7' =r, < y' €dC+rk°

' =r, &y’ €dC+rk’

ima et,

yl+y2€6C+6C+(r, +r2)k°cch+(r,+r2)k0
eger

0C +0C < clC ve bu yiizden

z(y' +y*)<r, +r, =zy' +zy” biitiin y',y’ € E, igin

(4.4) ve (4.3) “den dolay: saglanr.
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Onerme 4.12

ilk Ayirma Teoremi(Teorem 4.10) ‘in C’in konveksligini ima etmez.

Ornek 4.13
E,’ de galigalim.
R’?, negatif olmayan koni ve C=-R[{(»,y,)€R?|y, >-1y,>-1} kosullar

tammlayalim. Goriildiigii gibi burada C kiimesi konveks degildir.

Fa A
€ -
C‘ . Y1

Sekil 4.4  C kiimesinin konveks olmayan bir kiime olabileceginin gosterilmesi

Onerme 4.14
R c E, negatif olmayan konveks koni ve 4, E,’ in bos olmayan bir kiimesi olmak iizere;

z:E, — E, bir fonksiyon, intR] (—oo,+o0)aralifinda kesinlikle monoton oldugundan

An—int R" =D olacak sekilde yalniz ve yalmz siirekli bir fonksiyon bulunur ve asagidaki

iliskiler gegerlidir:
\

2(4) >0 z(int 4) > 0 2(-R")<0  z(-SR")=0

z(-intR?) <0 z(R7)=0 z(intR") >0
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Ispat:
Teorem 4.11° da  C=-R olsun. Teoremin ispatinda (10.4)’ in sonucundan yararlanarak
z(0)=0’dir. Ciinkii OeR]-intR c0C oldugunu sdyleyebiliriz. Teorem 4.11¢ de

fonksiyonun altkiimeleri ihtiva etmesinden dolay1 z, altkiimeleridir.

(10.4)’ den yararlanarak z(Ay) =r ve A€ R \{0}i¢in Ay € 8C +rk° ima edebiliriz.
Aynica yel/A-8C+r/A-k’ c8C+r/A-k° dur.

Ciinkii C, konveks konidir.
Boylece zy=r/A ve z(Ay)=Azy oldugu bulunur. Bu yiizden, z, altlineerdir. Aslinda

z2(-R!)<0, z(=intR])<O0’dir. z ‘in altlineer sonucundan yararlanarak z(R)>0,
z(int R") > 0 °dur.

IntR", kesinlikle monoton fonksiyonlar ile ilgili yapisi, Teorem 4.11 ve Onerme 3.14
agiklandi. Eger R" # E, negatif olmayan konveks koni oldugundan, /ntR! kesinlikle

monoton oldugunu ima eder.

Ornek 4.15
OgintR" ve R’ ccl(intR") ozelligiyle birlikte R kiimesini diigiinelim. O zaman, her

fonksiyon, siirekli ve /ntR”, kesinlikle monoton oldugundan R ‘da monotondur.
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4.1.2 IKINCi AYIRMA TEOREMi

Teorem 4.16

C, konveks ve agik, E,’in tamamiyla alt kiimesi ve k°, E, ’in bir elemam olsun. E,’de her

aeR, igin clC-ak’ cintC bulunsun. R" = U{clC + ak® | a € R} olarak ifade edilsin.

A, E, ‘de bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

O halde;

ANC =9 olmak lizere, yalmz ve yalmz (—oo,4+00) aralifinda z:E, — E, siirekli bir

fonksiyon bulunur ve asagidaki iligkiler gegerlidir:

2(4)=0, z(int A) >0 , HCISY z(64) =0
Ayrica;
B, E, © de bir kiime, z — fonksiyonu i¢in

= Eger BC E, ve 6C-BcclC ise ozaman B’ de monotondur.
= Eger Bc E, ve 6C-(B\{0}) ise o zaman B’ de kesinlikle monotondur.

= Eger 6C + 6C c cIC ise o zaman z fonksiyonu, alt kiimelerini ihtiva eder.

Ispat:
z -Fonksiyonun tanimi;

Her Ae R igin S, :==clIC + Ak° tammlayalim. Her y € E, igin A reel degeri olmak iizere

y€S, bulunur.Ciinkii R" = U{cIC + ak’ |a € R} *dir. Egery € S, olursa O zaman her bir

i> A igin ye C+ pk® gegerlidir. Bu, y € S, oldugunu ima eder.

Her ae R\+ icin  clC-ak’cclC ve R"=U{cIC+ak’|aeR} yararlanarak
R" = U{cIC + ak’ | @ € R, } sbyleyebiliriz. $imdi, A€ R ile ye S, ve 1, :==pu—1>0 igin
¢'=y- k" eclC disinelim. O zaman k°, E,” in bir elemam ve E, ‘ de her « € R, igin

clC -ak® c ¢IC’ den dolay1 ¢* ==y —pk’ =c' —1,k° e cIC" dir.
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y', E,’ de keyfi bir eleman igin y’ =y'+c¢’ diisiinelim. O zaman r, € R, olmak iizere

y? =¢c* +nrk’ igin ¢’ € ¢IC bulunur.

Eger r, =0 ise 0 zaman y*> =¢’ + y' e ¢IC *dur.
Eger r, >0 ise tammdan ¢, =r, /(t, +r,) € (0,1) *dur.
O zaman,

het +(1-0)y7 = 1,(' = 1k*)+ (1=, +7k") =6,¢" +(1-1,)c’ € clC

Ayrica, 1, :=1-1, € (0,]) igin ¢’ +1,y' € cIC "’ dir. Ciinkii cIC, konvekstir. Her y' € E, igin
t, >0 bulunur dyle ki her 7, €[0,,] igin ¢’ +£,y' € cIC’ dir.Bu esitlikten ¢? € cor(clC)
soyleyebiliriz. Ciinkii C, agik ve konvekstir. Ayrica, int(c/C) =intC =C # ¢ olmak iizere
Cor(clC) = int(cIC) = C oldugu soylenir. (Holmes, 1975)

¢’eC oldugunu disiinelim. Bu nedenle yeC+uk’ dir. (4.1) ifade

bize R" = U{cIC + ak’ | & € R, } oldugunu gosterir.

Her A € R reel deger olmak iizere y € E, i¢in y ¢ S, oldugunu gostermeliyiz.

Varsayalim A€ R olmak iizere E,’ in y° elemam aym zamanda S, ait olacak sekilde
bulunsun. O zaman (4.1) den yararlanarak her 4 € R igin y° € C + 2k’ oldugu gésterilebilir.
yeE, olacak sekilde keyfi bir elemen diigiinelim ve y' =2y-y° olsun. oyle ki

R" =U{C + ak® | € R} olmak iizere c € C ve r € R igin y' =c+rk" oldugu gosterilir.

Buradan gosterebiliriz ki,
y=1/22y-y° —rk®) +1/2(y° +rk°)
=1/2()' —rk®) +1/2(3° +rk°) =1/2¢ +1/2(y° +rk°) e C
Ciinkii y° +7k° € C ve C, konvekstir.
Bdylece E, c C oldu@u soylenir.Aksine C # E, olmahdir.
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e Fonksiyonun ayirma ozelligi;
r =0 igin soyleyebiliriz ki
(42) den z(C)<0 ve (4.4)’ den dolay1 z(6C)=0 oldugunu gosterebiliriz. ANC =9
oldugundan z(4) >0 sdylenir. IntANC =@ ise IntANclC =2’ dir. Bu yiizden (4.6)’ dan
z(int A) > 0 oldugunu ima edilir.
Teorem 4.11 © de ispatladigimiz fonksiyonun monotonlugu, siirekliligi, konveksligi ve alt

kiimeleri ilave etmesi gibi sonuglar benzer sekilde Teorem 4.16 ispatlariz.
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5. KONVEKS OLMAYAN VEKTOR OPTIMiZASYONDA
SKALARAZYON

Ayirma teoremlerinin yapisi, 3. Bolimde konveks kiimeler i¢in ve 4. Béliimde ise
konveks olmayan kiimeler i¢in olusturuldu. Bu béliimde, 6zellikle 4. Boliimde olusturulan
teoremlerin, konveks olmayan vektér optimizasyon igindeki optimal noktalarda

uygulanmasina galisacagiz. Oncelikle E, ‘de siralama tamimim verelim.

Tanim 5.1

a veb, E,’ nin iki eleman1 olmak iizere, asagidaki ifadeler gegerlidir.

i)  Eger a’nmin her bir bileseni, b ’den biiyiik ise a, b’den biyiiktiir denir ya da baska
ifadeyle

Jda,be E, ve a,>b, i=1,2.,nise a>b’ dir.

ii) Eger a, b’den farkli, a 'nin bilesenleri, 5 *den kii¢iik degilse a, b ’den yeterince biiyiik
degildir denir ya da bagka ifadeyle

Ja,beE,, a,2b, i=12.,nve a#bise a2b’dr.

F, E,’ de bos kiimeden farkli ve miimkiin noktalarin kiimesi ve R negatif olmayan

koniyi diisiinelim. Yalmz ve yalmz y* € y' —(R"\0} olursa y* € F igin y' € F tercih edilir.
O zaman, F ‘in en ¢ok tercih edilen noktalan agagida tanimlanan efficient (efektif) nokta

kiimesine ait olmalidir.

Tamim 5.2 Efficient ( Efektif) Nokta
y' ve y*, E, ‘in elemanlar olsun. y', yalniz ve yalmz y”> € F ile y’€y' —R" olacak

sekilde F ‘in bir eleman1 olmazsa y', F ‘in bir efficient (efektif) noktas: olarak adlandirilir

Baska bir ifadeyle;
JPeF ve y*#y yoktur ki y*<y' olsun. Ayrca, (y' —R)NF ={y'} olmak iizere

Y ey -R" igin y? #y' ve y* e F “dir’
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F ‘in efficient (efektif) noktalar kiimesi R], negatif olmayan koni igin Eff (F, R!)olarak

tanimlanir.

Ornek 5.3

R", negatif olmayan koni olsun.
y'ey’ +R! ise
= y'=y’+d ,deR’

=> y'=y-dey -R]

> y'ey' —-R “dir

Sekil 5.1 Eff (F,R’)kiimesinin gosterilmesi

Tanim 5.4 Weakly Efficient point (zayif efektif nokta)

y' ve y*, E, ‘in elemanlar olsun. y', yalmz ve yalmz y’ € F ile y* € y' —intR" olacak
sekilde F ‘in bir elemam bulunmazsa y', F ‘in bir weakly efficient (zayif efektif) noktas:

olarak adlandirilir

Bagka bir ifadeyle;
I’ eF ve y>#y' yoktur ki y* <y' olsun. Ayrica, (y' —intR")NF = olmak iizere

y ey'-intR" igin y*#y' ve y’ e F “dir.

R", negatif olmayan koni, F ’in tiim weakly efficient (zayif efektif) noktalar kiimesi

weff (F,R") olarak gdsterilmistir.
\
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Ornek 5.5
F={(y>»,)€R*:0<y <1, 0<y, <1} ve R’ negatif olmayan koni olsun.

O zaman
Ef(F.R)=2 ve weff (F,R})=(0,1)x{0}={y e R*|0< y, < y,,y, = 0} dir.

Y2
2 —w—eff (F,D)
1=y
o
I,‘ '.I
L
B —
-2 »

Sekil 5.2 Eff (F,R?) bos kiime oldugu halde weff (F,R}) bos kiime degildir.

Simdi kapali kareye bakalim
F={(y,y,) e R*:0<y, <1} ve R; negatif koni olsun.

Eff (F,R?) = {0} ve weff (F,R})={(,5,) € R |y, =0 veya y, =0} dur.

35!
s — w— Ef(F,D)
\ * Eff (F,D)
1.
LE] o
1 25

Sekil 5.3 Efficient(efektif) ve weakly efficient (zayif efektif) noktalar
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Weidner, efficient ve weakly efficient arasindaki iliskiyi agiklamigtir. Bu ¢alismada Jahn
(1984), Weidner(1985) ve Rockafellar (1986) ‘in  referanslarin yaminda efficient nokta ve

n
+ 2

weakly efficient nokta kiimesi i¢in F , R F+R! veya F ’in kapamsi i¢in konveks

ongoriileri altinda lineer fonksiyonellerin optimasi olarak karakterize edilmistir.

4. Bolimdeki ayirma teoremleri, sadece lineer fonksiyonlarin digindaki kesin siniflar
dikkate almayr gerekli kilan konveks olmayan F, R’ kiimeleri igin bu tip durumlan

formiilize etmemizde kolaylik saglar. Bu yiizden Lineer olmayan fonksiyonlarin optimay1
kullanarak efficient ve weakly efficient yeterli sartlarn Jahn (1984), Weidner(1985) ve
Rockafellar(1986) tarafindan gosterilmistir.

Teorem 5.6
R!, E,’ de negatif olmayan koni ve 0OeR]-intR] igin c/R]+intK cintR] olacak

sekilde i¢i bos olmayan bir K konisi bulunur.

O halde;

Y’ e weff (F,R"), kesinlikle intR” (—w,+o0) araliginda monoton oldugundan yalniz ve

yalmz y° € F olacak sekilde siirekli bir fonksiyon bulunur ve asagidaki 6zellikleri saglar:

zy° =0, z(F) >0, z(int F) > 0,
z(y°—Rf)sO, z(y°* —intR") <0, z(y°—5Rf)=O,
Ispat:

»* e weff (F,R") oldugundan dolayr F N(y° —intR}) = dir. Teorem 4.11 ‘da A= F ve
C=3"- Rf\ yerine yazarsak ki kesinlikle int R} (—o0,+o0) aralifinda monoton oldugundan
z:E,— R siirekli fonksiyon igin

2(F)> 0, 2(int F) > 0, 2(y° - R?) <0, z(y° ~intR}) <0,
2(y° ~6R") =0,

Ciinkii y° € F ve 0€R] i¢in zy" =0 oldugu sdylenebilir. Bu esitliginin etrafinda diger

ispatlar saglanir.
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z(y" —intR}) <0 ve z(F) 20 igin FN (" —int R") =D oldugunu diisiinelim.
O halde Teorem 4.11 ‘den diger kisimlarda gosterilebilir. Bunun i¢in Teorem 4.11 ‘da

B=intR] ve B =R segilerek ispatlanir.

Ornek 5.7

E’ de R segilmek {izere , fonksiyon ispati k° eintR?” ile
zy=inf{te R|ye y’ —R” +1k"} igin verilir. Weakly efficient (zayif efektif) noktalar igin
skalarizasyon sonuglari ve bu ifadenin anlami Bernau (1987) ve k° =(l..1)" igin

Brosowski (1987) tarafindan ispatlanmustir.

Onerme 5.8

R?, negatif olmayan konveks koni olsun.
y' e weff (F,R"), kesinlikle intR" (—o0,40) aralifinda monoton ise yalmz ve yalmz

y'eF igin z:E, — E, siirekli bir konveks fonksiyon bulunur ve asagidaki ozellikleri

saglar:
2y’ =0, z(F) =0, z(int F) > 0,
2(y° - R!) <0, z(y" —int R}) <0, z2(y" - R!) =0,

Eger y° =0 ise

Ayrica,
V' e weff (F, oy % int R?, (—o0,+0) araliginda monoton, yalmz ve yalmz y' e F igin

z:E, — E, siirekli bir altlineer fonksiyon bulunur ve asagidaki 6zellikleri saglar:

\

2(F-y°)22z(y°-y°)=0 z(int F — y°) > 0, z(-R)) <0,
z(-6R") =0, z(—int R}) <0, z(R}) 20, z(int R}) >0,
Ispat:

Teorem 5.6 ¢ de K = R] yerine konur.
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Ayrica, A= F-y° ve R! negatif olmayan koni secilerek Gnerme 4.14 ¢ de yerine

konularak ispat tamamlanir.

Boliim 4° de ikinci Ayirma Teoreminin (Teorem 4.16) sonuglarim inceleyelim.

Teorem 5.9
R!, E,’ de negatif olmayan bir koni ve 0 € cl(int R})-int R’ olmak iizere £,” de k° gibi bir
eleman1  vardir. Oyle ki cl(intR)+ak’ c cl(intR") ve her bir ae R, igin

R" =U{cl(int R")+ak’ | @ € R} olsun.

O halde,
¥ eweff (F,R") ise (—o0,+w) araliginda, yalmiz ve yalmz y° € F igin z: E, — E, strekli

bir konveks fonksiyon bulunur ve agagidaki 6zellikleri saglar:

7’ =0, z2(F)>0, z(int F) > 0,
z2(y" -int R") <0, z(y’ - 8(intR")) =0,
Ispat:

Y eweff(F,R") oldugu igin FN(O —intR")=@’dir. A=F ve C=)"—intR"
koyarsak fonksiyonun Teorem 4.16 gibi saglanmasi isteriz. z(y’-JS(intR"))=0 ve
0ed(intR")igin zy° =0 oldugunu ima eder. Diger kisim Teorem 4.16 ‘den B=intR” ile

izlenir ve yine Teorem 4.16  de z(F)>0 yerine yazilarak sonuglandirilir.

\

Onerme 5.10

Eger R, negatif olmyan konveks koni ise cIR] ve SR] igin Teorem 5.9 yararlanarak ,
cl(intR") ve S(int R")’in yerleri degistirilebilir.

Simdiye kadar weakly efficiently (zayif efektif) tizerinde durduk.
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Teorem 4.11 ve Teorem 4.16 “ ta eger C=F ve A=)’ —(R" \{0}) olacak sekilde yerine
konursa agik kiime F ‘in efficient (efektif) elemanlarini karakterize etmek igin -fakat daha

snceki teoremlere karsilik- y°, z fonksiyonun optimumunu, F ’den aldig1 noktada gerekli
degildir. Eger bu nokta, R}\{0}’in kapamgina ait degilse agik kiime F ‘in efficient (efektif)
noktalarmin R ile iliskili olarak var oldugunu vurgulamak zorundayiz. Bu Weidner

tarafindan gosterilmistir.

Bu boliimiin kalaninda ise R monotonun fonksiyonelleri, F ‘de optimumlarina ulasirken,
F ‘in H > R’\{0} kiimelerindeki oldugu gibi F’ in elemanlarimin R’ ile olan iligkilerini
tasvir edecegiz. Bu arastirma Lampe (1981), Getr , Ivanov (1985) “un proper efficient

(tamamen efektif), kesin diigiinceleriyle baglantilidir.
Genel olarak proper efficient (tamamen efektif) noktay: asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Tanim 5.11
F ‘in E de bos kiimeden farkl bir kiime, y' bir elemam , eger H € Z olacak sekilde

kimesi var ise Z ° in ailesi ile H > R"\{0} kiimesi ve R; kiimesi iligkileri ile F ’in
properly efficient (tamamen efektif) noktasi olarak adlandinlir. F ‘in R} ile iligkili her
properly efficient (tamamen efektif) noktast1 aynca R} ile iligkili olarak

y' € Eff (F, H) seklinde gosterilir.

Teorem 5.12
Rﬂ

+ 2

negatif olmayan konveks koni, monoton fonksiyon z olsun ve onun, ¥/ minimumda

Y eF bir nokta ki z de hedefine ulagir. O zaman su sonuglar elde edilir.

e °, R’ ile alakali, F ‘in bir elemanidir.
e Eper z sirekli ise, bir agk kiime H > RI\{0} ile c/H+(R\{0})cH ve

y°’ € Eff (F,H) bulunur.
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e Eger z , konveks ise, bir konveks kime HoR'\{0} oyle ki
y° € Eff (F, H)bulunur.

o Eger z , konveks ve siireklidir, bir agik konveks kiime H o R"\{0} ile
clH +(R]\{0}) c H bulunur dyle ki y° € Eff (F,H) dir.

e Eger Oecl(R’\{0}) varsa O e clH - H dir.

e Eger z , lineer ise bir kiime H S R”\{0} bulunur éyle ki H# U {0} bir konveks koni

ve y° € Eff (F,H) dir.

z , lineer ve siirekli ise H U {0} bir konveks konidir

ispat:

zy=2z(y+y°), herbir yeE, isinve H:={yeE,|z(-y+)°)<2"}.

Gosteririz ki zZ(F-)°)=z(F)>z°"=2(0) ve zZ(-H)<z(0) buda ima eder ki
(F-y)n—H = ¢’ dir.

O zaman, y° e Eff(F,H)’dir. y°eR'\{0} Zz’in kesinlikle R"- monoton oldugundan
0e-y+(R'\{0}) ve z(—y) < z(0) verir. Bu ylizden R;\{0} c H olmalidir. Eger z konveks
ise H © da bu yiizden konvekstir. Ayrica z siirekli ise H , agiktir.

yecH ve xe-y+ (R'\{0}) distnelim. z’in R’ ° de monotonlugu ve
yeclH c{y|z(-y)<z(0)} ‘den dolay1n -yex+(R'\{0}) ve Zz(-x)<z(-y)<z(0)

esitsizligi saglanir.

Ornek 5.13
0ecl(R"\{0}) oldugundan, O zaman Teorem 5.12 * da olusturulan / kiimesi Oec/H *

unu yerinev getirmekte basarisiz olabilir.
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Ornegin;

E,=R, R\(0,1) i¢in koni olmak iizere = F=[1,4] tammlayalim:

ZA Zy
y+152, y <12
gy =11, 12€ <1
he y>1

/‘.172

Sekil 5.4 zy fonksiyonun geometrik yorumu
z, siirekli ve R, \(0,1) de monotondur. F ‘in minimum degeri igin y° :=1 hedefine ulagir.

Bu arada “0” kiimenin bir grup noktasi degildir.

H={yeR|z(-y+y°)< zp°}=(1/2,0)

Ornek 5.14
Teorem 5.12 olugtururken R ’nin yerine int R} U {0} kullanalim.
Sonug olarak, Teorem 5.6 ve Onerme 5.8 ongoriileri altinda bu noktaya ulasiniz veya

Teorem 5.10, bazi noktalar int R” de monoton fonksiyonelinin minimumunu ¥ ’te hedefine

ulagir. Ayrica weff (F,R"), F ‘deki biitiin noktalarin kiimesidir.
Teorem 5.15
y’ € Eff (F,H) her bir agik kon5eks kiime H O R’\{0} olsun 6yle ki Oec/H-H ve bir

elemank’ € R" ile clH +ak® c cIH her a € R, igin R" =U{clH +ak’ |« € R} olsun.
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O zaman sonuglari elde ederiz:

z:E, = E, siirekli bir konveks fonksiyon , (—o0,+0) araliginda bulunur ve

Zyo ::O, Z(F)ZO, Z(int F)>0,
20~ H) <0, 2" ~6H)=0
Ispat:

Teorem 5.9 ‘deki iddiamiz Teorem 4.16 ¢ deki gibi A=F, C=y"~-H ve B=R"

yazilarak sonuglanir.

Teorem 5.16

R" pozitif konveks koni olmak iizere,
v’ € Eff (F, H) her bir agik konveks kiime igin H > R”"\{0} olsun. O halde, O c/H - H ve

clH +int R” ¢ H bulunsun.

Siirekli bir z—fonksiyonu, (—oo,+00) araliginda kesinlikle int R! monoton i¢in asagidaki

sonuglar elde ederiz:

z° =0, z(F) >0, z(int F) > 0,
2(y’ - H) <0, 2(y°* —6H) = 0.
Ispat :

Teorem 4.11 ‘de A=F ve C=y"—-H , B=K=R" yerine yazilir. Ayrica iddiamiz

Onerme 4. 10 ‘da yer verilir.

Onerme 5.17

Her a e R, , k°c E,ve ak’<cR" igin R} =U{cIR} +ak’|a € R} olsun. O zaman y° € F
oyle bir nokta ki baz1 siirekli konveks z fonksiyonu i¢in kesinlikle R}-monoton ile onun
F iizerinde minimumu yalmz ve yalnz y® € Eff (F,H) verir. Ayrica baz1 agik konveks

kiimeler igin H o R"\{0} ile Oec/H -H ve cIH +(RI\{0}) c H ‘dur.
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ispat :
Esitligin ilk yonii , Teorem 5 .12 © den yola ¢ikilarak elde edilir.

R =U{clH +ak’ |a € R} oldugundan H SR"—{0} ve R"=U{cIR" +ak’|acR} igin

ak’ € R" ve clH +(R"\{0}) c H olacaktir.

Sonug olarak Teorem 5.16° de esitliklerden bir baska yoniinii verir

Ornek 5.18

R!, negatif olmayan konveks koni olmak iizere, Onerme 4.7 ‘den dolay1, Onerme 5.17 ‘in

ongoriileri gergeklesir .

Onerme 5.19

R", E, * de negatif olmayan konveks bir koni olsun. O zaman y° € F' 6yle bir nokta ki bazi
siirekli konveks z fonksiyonu ile kesinlikle R’ -monoton i¢in onun F iizerinde minimumu
verir. Oyle ki H D R" {0} ile OeclH—H , clH+intR'c H ve SH+(R'\{0})c H

yalniz ve yalmz bazi1 agik kiimeler i¢in y° € Eff (F, H) elde ederiz.

[spat:

Teorem 5.12 ve Teorem 5.16 yararlanarak ispatlanir.

Bitran ve Manganti ,R” konveks koni igin tamimlar vermigtir.  “in R] ile alakal bir
noktas1 y', properly efficient (tamamiyla efektif) nokta olarak adlandirihir. Eger z: E, — E,

bir lineer siirekli fonksiyon ve E, ‘de kesinlikle R} -monoton ise onun minimumu F

iizerinde y' igin hedefine ulagr.
/

Ayrica E,, oklid uzay1 ve bu uzay iginde R, negatif olmayan koni ise o zaman properly

efficieny (tamamuyla efektif) tarafindan Bitran ve Manganti , Onerme 5.17 ve Onerme 5.19
oldugu gibi properly efficient (tamamiyla efektif) noktalarmin tanimi, konveks olmayan F

ve R" kiimeleri i¢in bile miimkiin olan kesin R-monoton fonksiyonelleri vasitasiyla

oldugunu gostermistir.
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6. UYGULAMA

Ornek 6.1 (Konveks Kiime)

F, E,’ de konveks bir kiime olsun.

F={(».,y,) € R?| y,.y, > 1} kiimesini tanimlayalim.
p vektoriinii (1,1) olacak sekilde se¢elim. @ =2 olsun.

0 halde Hiperdiizlem,

H(p,2)={y,,y, € R’ |y, +y, =2}

, \\\\\\\1}

\“‘ " \\ /
= e -~ >
Py - 12X
™, -~
\“ \\ } 2
\\ ‘\
N\

Sekil 6.1 Iki farkls hiperdiizlemin F kiimesi ile iligkisinin gosterilmesi
/

F’in smrlan i¢in  y,.y, 21 ve y,,y, 20 ise

O halde y, +y, 2y, +l >2 oldugunu gosterebiliriz
1

H(p,2) hiperdiizlemi (I,1) noktasinda F ’i destekler. Ciinkii /"N H(p,2) bos kiimeden
farkhdir.
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ﬁAyrlca a=1 ig¢in H'(p,1) hiperdiizlemi, F kiimesi ile C=-R kiimesini birbirinden

| kesinlikle ayiran hiperdiizlemdir.

: F kiimesinin p—R?’ dan ayrabiliriz.
Bunun igin ayirma teoremlerini kullanabiliriz.
F={(.3) € R | y.3, 21}

C=p-R? segilerek birbirinden 4. ve 5. Béliimde olugturulan yapilan kullanarak birbirinden
ayirabiliriz

Vi

o
2%
_F

/
e o
el o /////

-+ o+ = .

> > o 0 >

‘.
. o . "W .,2

v

AT~

. . . .

.+ 4+ > &> o 0

Sekil 6.2 F kiimesinin p— R’’dan ayriimas:

z , fonksiyonu olusturalim.
z2(F)>20 ve z(p-R?>)<0’dur.

2F)={L.»)eF | y*=y+1 ve y,*=y,+1, ¥y, 20}
z(p-f(f):—Rf < O olacaktir.
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v/
7k
Y, 2(F)

' ﬂ///, >
TG

/A

A 4

-1

Sekil 6.3 z -fonksiyonu tarafindan F ile C = p— R’ kiimelerinin ayirimi1 gosterilmesi

Ornek 6.2 (konveks olmayan kiime)

F ,E,’de bir kiime olsun. F ={(y,,,)€ R’ |y +(», =3)’ <B3U{(,»,) e R’ | »,20,y, > 1}

Y3

A/
7%,

)

T

0

=

W

1

2 4]

Sekil 6.4 Konveks olmayan F kiimesinin geometrik yorumu
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F kiimesinin efficient (efektif) noktalarin kiimesi Eff (F, R?)ile gosterirsek

Eff(F,R) ={(v, 1) € F | 3] +(3,-3)* =1} U {(0,1)}

1/%

.%F

Yo

-Eff(F, RS) : 2
s //// 4
W e © :
1 »
4

Sekil 6.5 Fff (F,R?) kiimesinin geometrik olarak gdsterilmesi

Omegin F , konveks olmayan kiimesini hiperdiizlemler yardimiyla (—-%,g) noktasindan

}’:A///
47
=
= e g
7 \H

Sekil 6.6 Konveks olmayan F kiimesi ile (—%,g) noktasinin hiperdiizlemlerle

ayrilamamasimin geometrik yorumu
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Ama k"vektoriinii (0,2) olacak sekilde C=k"—R? kiimesi segilerek F kiimesi ile

(_%,—173) noktasini birbirinden ayrilir.

F

%1/////

0

X1

?
- I o e Gl s b
4

5 1 13
Sekil 6.7 Konveks olmayan F' kiimesi ile (—;,—7—) noktasinin ayrilmasi

c=k" —Rf ile birbirinden ayirabiliriz. Ayrica burada (0,2) noktas: efficient(efektif)
noktadir.
Bunun i¢in ayirma teoremlerini kullanabiliriz.

/
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Genel olarak C=k"—R’ segilerek birbirinden 4. ve 5. Boliimde olugturulan yapilar
kullanarak birbirinden ayirabiliriz

2F)={:2,) € R | 0" + (0, -2 <BU{(,3,) € R? | 3, 20,3, <1}

2(C)=z(k’ - R})=-R}

Z2(F)20 ve z(C)<0 ‘dur.

o e
® o0 0 0]

2
oy

Sekil 6.8 F ile C =k’ — R} kiimelerinin z -fonksiyonu ile ayriimasi
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7. SONUCLAR

Bu ¢ahigmada, ilk olarak n boyutlu E,, 6klid uzay: kullamlarak konveks kiimelerin

hiperdiizlemler ile ayirma teoremlerini ve sinir noktalarinda desteklenmesini gosterdik.

Bu hiperdiizlem, E, 6klid uzayinda, sifirdan farkli bir p vektér ve a reel degeri igin
H(p,a)={xe€E |< p,x>=a}

olacak sekilde tamimlanmis ve konveks kiimeler ayrilmasinda kullanilmigtir.

Ayrica, bu hiperdiizlemlerin optimal noktalarda destek noktasi olacagimi vurguladik. Bunun
en onemli sonucu olarak subgradyant kavramindan bahsettik. Konveks kiimenin smir ile

hiperdiizlemin kesim noktasinin bogs kiimeden farkli oldugu gosterdik.

Ama, bu yaklasimlarin konveks olmayan kiimelerde olmayacagini ve bu nedenle farklh
yapilarin insa edilmesi gerektigini ve bunun i¢in E,’° de negatif olmayan koni ile iyi

tanimlanmus bir z -fonksiyonu segilerek ayirma teoremleri olusturduk.

C=k"—R" olmak iizere, E,de sifirdan farkh bir k” vektorii ve R} , negatif olmayan koni

icin ¢/C — IntR" —intC olacaktir.

S, =cIC+ Ak’ ve A€ R olmak iizere z: E, — E, fonksiyonu i¢in zy =inf{A|ye S} iyi

tammlanmistir. Ciinkii sadece o sinirli degerler hedefine ulagilir.
Ayrica, bu fonksiyonun araligim zy <r <> y € clC +rk” olacak sekildeki olusturulmustur.

Olusturulan bu form, konveks olmayan vektdr optimizasyon teorisinde, ayirma teoremlerinin

effecient point (efektif nokta) ve weakly efficient (zayif efektif) noktalarda, S, ve z-

fonksiyonu yardimiyla kullamlabilecegini gosterdik.
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