YILDIZ TEKNiIiK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

HIYERARSIK LINEER MODELLER VE BIR UYGULAMA

Istatistik¢i Serpil KILIC

F.B.E. istatistik Anabilim Dali’nda
Hazirlanan

YUKSEK LiSANS TEZI

Tez Damsmani: Yrd. Dog. Dr. Ibrahim DEMIR

ISTANBUL, 2008



ICINDEKILER

Sayfa
SIMGE LISTESI ..ottt sttt v
KISALTMA LISTESI ..ottt viii
SEKIL LISTESI ..ottt sttt iX
CIZELGE LISTESI ..ottt X
ONSOZ ettt ettt Xi
OZET oottt ettt bbbt Xii
ABSTRACT ettt bbbt e bRt bbbt b nbe e ne e Xii
L 128 £ TR 1
1. HIYERARSIK VERI YAPISL....ocoiiitiiieiceesse ettt 3
2. COK ASAMALI REGRESYON MODELLERI ........coooiiiiiiiiiceeeeeecee e 6
3. HIYERARSIK LINEER MODELLERIN SINIFLANDIRILMASI.........cccocevvrunee. 10
3.1 Sabit Parametresi Tesadiifi Olarak Degisen Modeller ............ccccvviiiniiiiiiciinnnn, 10
3.1.1  Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA Modeli.......ccooiiiiiiiiiniiiiiienie e 10
3.1.2  Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANCOVA Modeli........cooviiiiiiiiiiieieeee e 12
3.1.3  Sabit Parametrelerin Cikt1 Oldugu Regresyon Modeli............cooiriiniiiiicnicninnnn 13
3.1.4  Egim Parametresi Tesadiifi Olarak Degismeyen Modeller............cccoovviiiiiiiinnnnn 13
3.2 Egim ve Sabit Parametresi Tesadiifi Olarak Degisen Modeller...........cccoovevriueerinnnne 13
3.21  Tesadiifi Katsayili Regresyon Modelleri...........oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiccc 14
3.2.2  Sabit ve Egim Katsayilarinin Cikti Oldugu Modeller ..., 15
3.3 Birden Fazla 1. Asama (Xs) ve 2. Asama (Ws) Agiklayic1 Degiskeni I¢in Basit
Hiyerargik Lineer Modeller ..o 15
4. HIYERARSIK LINEER MODELLERDE TAHMIN PRENSIPLERI...................... 17
4.1 Sabit EtKilerin Tahmini ... 17
41.1  Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA Modelinde Nokta ve Aralik Tahmini............... 17

4.1.2  Sabit Parametrelerin Cikt1 Oldugu Regresyon Modelinde Nokta ve Aralik Tahmini 19
4.1.3  Genel Modellerde (Tam Hiyerarsik Modeller — Sabit ve Egim Parametrelerinin Cikt1

Oldugu Modeller) Nokta ve Aralik Tahmini.........cccocoveiieniiiiiiiiceceeecee 21
4.2 Birinci Asama Tesadiifi Katsayilarinin Tahmini...........ccooiviiiiniiiiciiee 24
4.2.1  Tesadiifi Etkili Tek YOonlii ANOVA Modeli.......occooieiiiiiiiiiieiisieseee e 24
4.2.2  Sabit Parametrelerin Cikt1 Oldugu Regresyon Modeli............ccooiviiiiniiiiiiicninnnn, 26
4.2.3  Genel Modeller (Tam Hiyerarsik Modeller — Sabit ve Egim Parametrelerinin Cikt1

Oldugu MOEIIET) ...t 27
4.3 Varyans Kovaryans Bilesenlerinin Tahmini ..........cccocooiiiiiinnce 29
4.3.1  Tam En Cok Olabilirlik (TECO) YONtEMI.....c.cerviiiieiiiiiiieiie e 29



4.3.2
4.3.3

4.3.4

5.1
5.2
5.3

6.1
6.1.1
6.1.1.1
6.1.1.2
6.1.2
6.2
6.2.1
6.2.2
6.2.3
6.3
6.3.1
6.3.2
6.3.3

7.1
7.1.1
7.2
7.3
7.4
7.5

8.1

8.2
8.2.1
8.2.2
8.3
8.4
8.4.1
8.4.2
8.5

Smirlandirilmig En Cok Olabilirlik (SECO) YONtemMi ..ooevvvvevvviiiiiieiiiie i 30
EM (Expectation-Maximization) Algoritmast Kullanilarak Yapilan ECO

TANMINIEIT ..o 31
En Cok Olabilirlige Bagli Olarak Varyans Bilesenleri I¢in Giiven Araliklari........... 32
HIYERARSIK LINEER MODELLER iCIN HIPOTEZ TESTLERI ........cccccou........ 34
Sabit Etkiler Igin Hipotez TeStIEri........ccvvuiviieererieiieieeeeecieieee s, 35
Birinci Asama Tesadiifi Katsayilari Icin Hipotez Testleri.....covevereverererererererereeeeeenns 38
Varyans Kovaryans Bilesenleri I¢in Hipotez Testi ........ccocoeviiiiiiiiiiicniieiiiieieee 39

HIYERARSIK LINEER MODELLERIN VARSAYIMLARININ INCELENMESi41

Birinci Asama Modelinin Yeterliliginin Kontrol Edilmesi..........cccccooiiiiiiiiinicnns 42
Birinci Asama Modelinin BelirleNmMESi.........ccccceeiiiiiiiiie e 42
Ikinci Asama Tahminleri i¢in Birinci Asamanin Yanlis Belirlenmesinin Sonuglari. 43
Birinci Asama Tahminleri I¢in ikinci Asamanin Yanlis Belirlenmesinin Sonuglari . 44

Birinci Asama Tesadiifi Etkiler Hakkinda Varsayimlarin Arastirilmast.................... 45
Ikinci Asama Modelinin Yeterliliginin Kontrol Edilmesi..........c.coveveverivevcvererennnen. 47
Ikinci Asama Modelinin BelirleNMESi .........ccocoveveveeeeeieiiececeeeeee e 47
Ikinci Asama Tesadiifi Etkileri Hakkindaki Varsayimlarin Arastirilmast ................. 47
Robust Standart HAtalart ...........cccoieiiiiiiiiis e e 48
Orneklem Kiigiik Oldugunda Cikarsamalarin Gegerlilifi.........ccccoivvevcuivererreicenennans 51
Sabit Etkiler Uzerindeki C1Karsamalar.............cocooveverueieveeeeceeerssesessesiesssesesesesenns 51
Varyans Bilesenleri Hakkindaki Cikarsamalar ............ccoccoooeiiniiiiiiicec 53
Birinci Asama Tesadiifi Katsayilar1 Hakkinda Cikarsamalar .............cocceoiniiennnne 54
UC ASAMALI MODELLER .....coovoviitiieeieeecsiee e esesesas s en s sss s, 55
Tam Kosulsuz Model (A Fully Unconditional Model) ...........cccoovviiiiiiiiiniieen, 55
Varyans Ayristirmasi ve GUvenilirliKIeri ..o 56
Kosullu Modeller (Conditional MOdelS) ..........cooviiiiiiiiiiiiece e 57
Kosulsuz Modeller (Unconditional Models)..........cccovveiiiiiiiiiiniiciceesee e 59
Ug Asamali Modellerde HipoteZ TeStIETi........ccvvrrveeeeeeeeeeeeeeeseeeseeeseeesesenesennans 59
Uc Asamali Modellerde Tesadiifi Katsayilarn Tahmini .............cocoeeerevevceererennnn. 59
GENELLESTIRILMIS HIYERARSIK LINEER MODELLER .........ccccccecvuvvrunnne. 61
Genellestirilmis Hiyerarsik Lineer Modellerin (HGLM) Ozel Durumu Olarak Iki

Asamali Hiyerarsik Lineer Modeller...........ccocoiiiiiiiiiiiiiee e 62
Iki Degerli Ciktilar I¢in iki ve Ug Asamalt Modeller ..........ccevevvceerererieccecreiennen. 62
Birim Ozellikli Modeller (Unit- Specific Models)............cccceeviviicrcreiiciccreee 63
Anakiitle Ortalama Modelleri (Population- Average Models)........cccocevvveieiennnnnn. 64
Sayma (Count) Veriler Igin Hiyerarsik Modeller...........cccovvrueveririvecrerereieieeaerenans 65
Ordinal (Siral1) Veriler I¢in Hiyerarsik Modeller ..........ccoovevveueuerereececieeeeeeeeeienans 66
Tek Asamali Veriler I¢gin Kiimiilatif Olasilik Modeli .........cccoeveveveveieveeereeeeeenee, 67
Iki Asamalilara Kars1 Genisletme (Extension to Two Levels)........c.cocovvevrerirennne. 69
Cokterimli (Multinomial) Veriler i¢in Hiyerarsik Modeller...............cccceverrvirerenanan 70
UY GULADMA ettt be e bt et e rte e bt e s nbeesbeeenreeas 72



9.1 Uluslararas1 Ogrenci Degerlendirme Programi (Programme For International Student

ASSESSIMENT, PISA) ..ottt es 72
9.2 Tiim Modeller i¢in Bagimli ve Bagimsiz Degiskenlerin Belirlenmesi...................... 73
9.3 TKi ASAMAII MOAEIIET........c.cuivvieeeceeieiet ettt 78
9.3.1  Tesadiifi Etkili Tek YOonli ANOVA Modeli.......ccoooveiiiiiiniiiiiiiiicicee e 78
9.3.2  Tesadiifi Katsayili Regresyon Modeli..........ccocoviiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 80
9.3.3  Sabit Parametrelerin Cikt1 Oldugu Model..........ccocovviiiiiiiiiiii e 81
94 UG ASAMAIT MOGEL......cuvviicececieieeeeccte ettt n e, 83
9.5 Tki Asamali Bernoulli MOAEli........c.cvcveueeiiieieeieeiee et 85
9.6 Ug Asamalt Bernoulli MOdEli ........c.ccovcueveviiieccieieeieseeeee e eseesie e en e, 87
9.7 Tki Asamali Ordinal MOdeL..........cocvoviveueuiiiieieeeiee ettt 89
9.8 Ug Asamalt Ordinal MOdel ........c.ccvevvecueueieiieeccieieeieseeeee e es s en e ses s, 91
10. SONUCLAR ve ONERILER ........cocooiiuiiiiiieicieeieseseeete et 94
KAY NAKLAR ...ttt ettt et be e st ek e e st e e sbe e e nb e e e b e e e be e nreeenbeearnas 98
(07461 20 @11, 1 TSRS 101



SIMGE LISTESI

Yo Gruplar i¢i korelasyon katsayisi

Aarep Gruplar i¢in ortalama drnek buiytikliigii

Too Gruplar arasi varyans

o’ Gruplar i¢i varyans (1. agsama varyansi)

n, J. gruptaki birim sayisi

J Grup sayisi

Y, J. gruptaki i. birime ait gozlenen ¢ikt1 (bagimli degisken)

Xi 1. asama agiklayici degiskeni

ﬂo Sabit parametre ya da kesim noktasi

B Egim parametresi

f Hata terimi

;| J. gruptaki i. birim igin tesadiifi etki

By, J. grup i¢in regresyon sabiti

Yoo Gergek sabit parametre (ﬂo ’1n tahmincisi)

Yot 2. asama degiskeni w, i¢in egim parametresi

U, J. grubun w, 'ye gore kosullandirilmis ortalama ¢ikt1 izerindeki etkisi (2. asama
hata pay1)

B J. grup icin egim parametresi

Y10 Gergek egim parametresi (ﬂl ’in tahmincisi)

T 2. agama degiskeni w, i¢in egim katsay1si

uj, J- grubun w, "ye gore kosullandiriimig egim parametresi tizerindeki etkisi (2.
asama hata pay1)

W, 2. asama agciklayici degiskeni

Ty Egim parametreleri arasindaki ana kiitle varyansi

Toy Egim ve sabit terimler arasindaki ana kiitle kovaryansi

Hy, J. grup icin ortalama ¢ikt1

ij Ornek ortalamasi

vV, Hata varyansi ( g, 'nin tahmini Y:- ‘nin varyanst)

A, Y__j ‘nin kalint1 varyansi, w, verildigi durumda Y:- ‘nin kosullu varyansi

}700 Y *1n tek, minimum varyansli, yansiz tahmin edicisi

-1 VAR RPN
A Y ; "nin kesinligi
};00 Yoo 1 agirlikl en kiigiik kareler tahmincisi

DA Ty’ kesinligi



Var(7,) 7y 1n varyanst

7701 Yo 10 en kii¢lik kareler tahmincisi

Y, n, x1 boyutlu bagimli degisken vektorii

B, n, x1 boyutlu bilinmeyen parametre vektorii

I n, =<n, boyutlu birim matris

r n, x1 boyutlu tesadiifi hatalara ait vektor

ﬁ i Katsayilar vektorii s, "ye ait en kiigiik kareler tahmincisi
T 2. asama tesadiifi etkilerine ait varyans-kovaryans matrisi
v, 7 ’nin dagilim matrisi

z, 1. asama agiklayict degiskeni X, ’nin alt kiimesi

A f,, i¢in yapilan en kii¢iik kareler tahmincisi Y_‘j "nin tahmincisi glivenirligi
B Cekilmis tahminci (Shrinkage estimator)

U:j /)’0 ;'ye karsilik gelen Ampirik Bayes kalintist

A, Cok degiskenli giivenilirlik matrisi

Vq*qj Vj* ‘in . kosegen elemant

N 1. asama birimlerinin toplam 6rnek biiyikligi

|ML Tam en ¢ok olabilirlik yontemi ile en ¢ok olabilirlik fonksiyonu
F 7 sabit etkiler vektoriindeki toplam eleman sayisi

C'y Contrast vektor

D. i. modele ait deviyans istatistigi

m Modeldeki 1. asama tesadiifi agiklayici degisken sayisi
SJ? j. grup i¢in tahmin edilen kalint1 varyanslari

d Gruba bagli kalint1 varyansi SJ? ‘nin standardize edilmis kalint1 dagilim1 6l¢iisii
H 1. asama kalintilar1 i¢in homojenlik testi

4 Standardize E.K.K. kalintilar1
¢

D

Tesadiifi kisimdaki tiim parametrelerin vektorii
j. grup i¢in ¢ok degiskenli kalintilar

deff Tasarim etkisi
T, 2. asama varyanst
7, 3. asama varyansi
75 Basar1 odsunun (oransal olasilik) logaritmasi
m, Denemedeki basar1 sayisi
o Her denemedeki basarmin olasiligi

ij

; (?lay orani
Y Ug asamali modele ait gdzlenen ¢ikt1 (bagimli degisken)
7 o Ug asamal1 modele ait 1. asama katsayilari
€ Uc asamali modelde 1. asama tesadiifi etkisi

Vi



Boa Ug asamali modele ait 2. asama katsayilari
Ug asamal1 modelde 2. asama tesadiifi etkisi
¥ s Ug asamal1 modele ait 3. asama katsayilari

Uc asamali modelde 3. asama tesadiifi etkisi

vii



KISALTMA LISTESI

AB
E.K.K.
ECO
EM
G.EKK
HGLM
HLM
MEB
OECD
PISA
SECOY
TECOY

Ampirik Bayes

En Kiigiik Kareler Yontemi (OLS)

En Cok Olabilirlik Y&ntemi
Expectation-Maximization Algoritmasi
Genellestirilmis En Kii¢iik Kareler Yontemi
Genellestirilmis Hiyerarsik Lineer Modeller
Hiyerarsik Lineer Modeller (Hierarchical Linear Models)
Milli Egitim Bakanligi

Ekonomik Isbirligi ve Kalkinma Orgiitii
Uluslararas1 Ogrenci Degerlendirme Programi
Sinirlandirilmis En Cok Olabilirlik Yontemi
Tam En Cok Olabilirlik Yontemi

viii



SEKIL LiSTESI

Sekil 1.1
Sekil 1.2
Sekil 2.1
Sekil 2.2
Sekil 3.1
Sekil 5.1
Sekil 8.1

Sayfa
Asamalar ve degiskenler i¢in kullanilan alternatif isimler ...........ccccvvviiiiieiinnnns 3
Tek ve ¢ok asamali veri setleri i¢in kullanilacak analizler............cccoooiiiiiniininnn. 4
Basar1 ve ses arasindaki regresyon dOZIUSU .....c.uevvivieiiieniiiiniiiiee e siee e 6
Iki farkli okul igin basar1 ve ses arasindaki regresyon dogrusu.............ccevveeevennnne. 7
Cok agamali modellerin ( hiyerarsik lineer modellerin) siniflandirilmast............. 10
o T 101 (o748 (= £ LT o OSSR 35
Meslege baglilik derecesi ve kiimiilatif olasiliklar ..........ccccocvviiiiiiiiiiniiien, 67



CIZELGE LISTESI

Cizelge 5.1
Cizelge 9.1
Cizelge 9.2
Cizelge 9.3
Cizelge 9.4
Cizelge 9.5
Cizelge 9.6
Cizelge 9.7
Cizelge 9.8
Cizelge 9.9
Cizelge 9.10
Cizelge 9.11

Sayfa
Tek ve cok parametre i¢in hipotez teStleri ......ccovvvviiiiiiiiieniie e 34
PISA 2003 calismasina katilan iilkeler ve matematik ortalamalari .................. 73
Matematik puan dlUZEYIETT .....ccvvviiiiiiiiiiiciiie e 74
BelirleyiCi IStatiStKIET .........ccviiieee e 77
Tesadiifi etkili tek yonlit ANOVA modeli ¢IKtIST.....ooovviiiiiiiiiiiiiciiicece 79
Tesadiifi katsayili regresyon modeli GIKtIST ..ovvveviieiiiiiiiiiieniiie e 80
Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu model ¢1KtiST....ccvvviiiiiiiiiiiic 82
Uc asamall MOAe] GIKEIST........oveviviiieiieeiriseesieiees st s sttt 84
Iki asamali bernoulli MOodeli GIKEISI........ccevevevreceererereeeeeeeete st 85
Uc asamali bernoulli modeli GIKEISI ......ovvvevivceceiiieceeeccee s 87
Iki asamali ordinal MOdel GIKEIST..........c.vrveverereeceeeeiesee ettt eseee e 89
Ug asamali ordinal model GIKHISL......c.cveuiveveveieieeieeeeere et 92



ONSOZ

“Hiyerarsik Lineer Modeller ve Bir Uygulama” konulu yiiksek lisans tez ¢aligmam siiresince
beni maddi ve manevi destekleyen degerli aileme c¢ok tesekkiir ediyorum.

Bu c¢aligmamin hazirlanmas1 agamasinda degerli bilgilerini aktarip yardim ve destegini
esirgemeyen, calismalarimu titizlikle ele alip inceleyen ve ¢alismamin her asamasinda bana
yol gosteren kiymetli hocam ve tez danismanim Yrd. Dog. Dr. Ibrahim DEMIR’e sonsuz
tesekkiirlerimi sunuyorum. Her zaman fikir ve &nerilerine deger verdigim degerli YTU
Istatistik Boliimii hocalarima da tesekkiirii bir borg biliyorum.

Ayrica yiiksek lisans egitimim siiresince verdigi maddi destekten otiirii TUBITAK ’a tesekkiir
ediyorum.
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HIYERARSIK LINEER MODELLER VE BiR UYGULAMA

Serpil Kilig
Istatistik, Yiiksek Lisans Tezi

Hiyerarsik lineer modeller regresyon yontemlerinin genellestirilmesidir. Bu modeller
kiimelenmis ya da hiyerarsik yapiya sahip verilere uygulanabilmesi ve neden sonug iliskilerini
daha iyi yansitabilmesi sebebiyle olduk¢a Onemlidir. Hiyerarsik yapiya sahip verilerde
genellikle klasik dogrusal regresyon yonteminin varsayimlarindan birisi olan goézlemlerin
birbirinden bagimsiz olmasi varsayimi bozuldugundan ¢ok asamali regresyon modelleri tercih
edilir.

Bir toplumun gelecegini olusturan genclerin bilgi diizeyleri o toplumun gelismislik diizeyini
belirlerken ayn1 zamanda gelecek icin gelismis ve kiiltiirli bir toplumun temellerini de
olusturmaktadir. Bu sebeple 6grencilerin bilgi diizeylerinin 6l¢giilmesi ve basarilarina etki eden
faktorlerin belirlenmesi oldukga dnemli bir hal almaktadir. Ogrencilerin basarisinda, 6grenim
gordiikleri okullarin, bulunduklar1 cografi bolgelerin ve 6grencilerin kisisel ozelliklerinin
etkisinin yliksek oldugu bilinmektedir. Bu amagla Matematik basarisin1 6lgen PISA 2003
verisi kullanilarak cografi etkilerin, kisisel 6zelliklerin Matematik basarisi lizerinde etkisinin
var olup olmadig1 hiyerarsik lineer modeller ile incelenmistir. ilk olarak iki asamal1 ve ii¢
asamali modeller kurularak o6grenci, okul ve bolge gibi Ozelliklerin Matematik basarisi
tizerindeki etkisi Ol¢lilmeye ¢alisilmistir. Daha sonra iki ve li¢ agsamali modeller i¢in nominal
ve ordinal bagimli degiskenler ele alinarak hangi spesifik ozelliklere sahip 6grencilerin
basarili olup olmadigina ve basari durumuna bakilmistir. Bu ¢alisma sonucunda Matematik
basarisina etki eden ve etmeyen faktorler ve Tirkiye’deki ortadgretimin kalitesinin
yiikseltilmesi i¢cin uygulanmasi gereken stratejiler belirlenmeye ¢aligilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Hiyerarsik Lineer Modeller, Hiyerarsik Lineer
Modeller, Logit Modeller, Matematik Basarisi, PISA.

JURI:
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2. Prof. Dr., Sahamet Biilbiil Sayfa Sayisi: 114

3. Yrd. Dog. Dr., Dogan Yildiz
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HIERARCHICAL LINEAR MODELS AND AN APPLICATION

Serpil Kilig
Statistics, M.S. Thesis

Hierarchical linear models are the generalization of the regression approaches. These types of
models are important because they can measure causation and be applied to the data having a
hierarchical or clustered structure. When working on a data having a hierarchical cluster,
multilevel regression models are preferred because of multicollinearity, which is one of the
assumptions of classical linear regression model.

While standards of attainments of young people which to constitute future of the community
determine degree of development of community simultaneously, it also constitutes base of
developed cultivated community for future. That's why, assessing the level of students’
knowledge and determining the affects of students’ achievement are very important. It is
known that school types, region of the schools and student characteristics effect student
achievement. Therefore parameters consisting of school types, region of the schools and
student characteristics taken from Programme for International Student Assessment (PISA)
2003 data are used if they effect students' achievement in mathematics or not by using
hierarchical linear models. Firstly, two and three level models were used for assessing the
effects of student, school and region characteristics on mathematics achievement and
secondly, two and three level models with ordinal and nominal dependent variables were used
to determine success criteria and the level of success based on specific attributes for the
students in the analysis. As a result of this study, factors effectings success in mathematics
achievement and strategies to increase quality of education in secondary schools in Turkey
will be determined.

Keywords: Generalized Hierarchical Linear Models, Hierarchical Linear Models, Logit
Models, Mathematics Achievement, PISA.

JURI:
1. Yrd. Dog. Dr.,ibrahim Demir Kabul tarihi: 30.06.2008
2. Prof. Dr., Sahamet Biilbiil Sayfa Sayisi: 114

3. Yrd. Dog. Dr., Dogan Yildiz

Xiii



GIRIS

Hiyerarsik lineer modeller regresyon yontemlerinin genellestirilmesidir. Bu modeller
kiimelenmis ya da hiyerarsik yapiya sahip verilere uygulanabilmesi ve neden sonug iligkilerini
daha iyi yansitabilmesi sebebiyle olduk¢ca Onemlidir. Kiimelenmis yapiya sahip verilerle
calisirken, klasik dogrusal regresyon yonteminin varsayimlarindan biri olan goézlemlerin

birbirinden bagimsiz olmasi varsayimi bozuldugundan bu tip verilere ¢ok asamali regresyon
modelleri uygulanmaktadir.

Cok asamali modellerde ilk asama birey ya da birimlerden, ikinci agsama birimlerin meydana
getirdigi gruplardan, li¢iincii agama ise gruplarin meydana getirdigi topluluklardan olusur ve
her asama i¢in ayr1 regresyon modelleri kurulur. Modeller birlestirilerek birlestirilmis model
meydana gelir ve istatistiksel analizler yapilir. 2. ve 3. asama katsayilarindaki degisimler, 1.
asama katsayilarin1 da etkilediginden yorumlamaya dikkat edilmesi gerekir.

Genglerin bilgi diizeyleri o toplumun gelismislik diizeyini belirlerken ayn1 zamanda gelecek
icin geligmis ve kiiltiirlii bir toplumun temellerini de olusturmaktadir. Bu sebeple 6grencilerin
bilgi diizeylerinin Slgiilmesi ve basarilarina etki eden faktorlerin belirlenmesi olduk¢a 6nemli
bir hal almaktadir. Ogrencilerin basarisinda, 6grenim gordiikleri okullarin, bulunduklari
cografi bolgelerin ve ogrencilerin kigisel 6zelliklerinin etkili olup olmadigi da Snemlidir.
Uygulamada matematik basarisina etki eden faktorler hiyerarsik bir yapr olusturdugu igin
hiyerarsik lineer modeller kullanilarak matematik basarist analiz edilmistir.

Bu caligmanin ilk boliimiinde hiyerarsik veri yapisi, tek asamali ve ¢ok asamali veri setlerinde
kullanilacak analizler, ¢ok asamali modellerin tanimi1 ve kullanilma sebepleri incelenmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde hiyerarsik lineer modeller, regresyon ve varyans analizinden
faydalanilarak agiklanmaya calisilmistir.

Cok asamal1 modellerin 6zel hallerinden meydana gelen alt modeller ve bu modellerin nasil
kurulacagi tigiincii boliimde incelenmistir.

Calismanin dordiincti boliimiinde iki asamali hiyerarsik lineer modellerde, sabit etkiler, 1.
asama tesadiifi katsayilar ve varyans kovaryans bilesenleri i¢in parametrelere bagli tahminler
yapilmugtir.

Sabit etkilerin, 1. asama tesadiifi katsayilarinin ve varyans kovaryans bilesenlerinin tek ya da
birden fazla parametre tahminleri icin hipotez testleri calismanin besinci bdliimiinde
incelenmistir.

Hiyerarsik lineer modeller icin gerekli varsayimlarin neler oldugu ve varsayimlar
saglanamadiginda diizeltilebilmesi i¢in neler yapilacagi altinci béliimde agiklanmaistir.

Calismanin yedinci boliimiinde iic asamali modeller, hipotez testleri ve tesadiifi katsayilarin
tahmini, sekizinci boliimiinde ise iki ve ti¢ asamali modeller i¢in bagimli degiskenin nominal
(iki degerli), count (sayma), ordinal ve ¢ok terimli veri olmasi durumunda genellestirilmis
hiyerarsik lineer modellerin nasil ve hangi durumlarda kullanilacagi ele alinmistir.

Calismanin dokuzuncu boliimiinde PISA’nin derlemis oldugu 2003 yili Tiirkiye verileri
kullanilarak Matematik basarisinda ele aldigimiz degiskenlerin ne derece etkili oldugu,
okullar ve bolgeler arasinda farklilik gosterip gostermedigi ve bu degiskenlerin sonuglarina
gore neler yapilmasi gerektigi iki ve ii¢ asamali hiyerarsik lineer modeller kullanilarak
incelenmistir. Ayrica iki ve ii¢c agamali modeller i¢cin nominal ve ordinal bagimli degiskenler
ele alinarak hangi spesifik Ozelliklere sahip 6grencilerin basarili olup olmadigi ve basari
durumu belirlenmistir. Bu ¢alisma sonucunda Matematik basarisina etki eden ve etmeyen



faktorler ve Tirkiye’deki ortadgretimin kalitesinin yiikseltilmesi i¢in uygulanmasi gereken
stratejiler belirlenmeye caligilmistir.

Son boliimde ise uygulamada elde edilen sonuglarin yorumlari ve 6neriler bulunmaktadir.



1. HIYERARSIK VERI YAPISI

Gilinlimiizde hiyerarsik bir veri yapisina sahip birgok sosyal arastirma s6z konusudur. Ana
kiitle etrafinda olusan hiyerarsik yapidan g¢ekilen ornekler “cok asamali ornekler” olarak
tanimlanir. Bu ¢ok asamali 6rneklerin ilk olarak yiiksek seviyeli birimlerden daha sonra ise alt
birimlerden ¢ekildigi varsayilmaktadir. Asamalar ve asamalarda bulunan degiskenler i¢in

farkli isimler kullanilmaktadir. Bunlar Sekil 1.1 ‘de verilmistir.

Asamalar igin Kullanilan Degiskenler i¢in Kullanilan
Alternatif Isimler Alternatif Isimler
(. . . N (", i .
1.Asama l¢in 1.Asama I¢in
¢1.Asama Birimleri *1.Asama Degiskenler
eMikro Birimler *Mikro Asamadaki
eTemel Birimler Tahminci
*Birincil Birimler *Mikro Degisken
\ N e
(. . . A (. i .
2.Asama I¢in 2.Asama l¢in
¢2.Asama Birimler ¢2.Asama Degiskenler
eMakro Birimler *Makro Asamadaki
eGruplar Tahminci
eikincil Birimler *Makro Degigken
o / (. _/

Sekil 1.1 Asamalar ve degiskenler i¢in kullanilan alternatif isimler (Snjders ve Bosker, 1999;
Monette, 2001)

Sekil 1.1°deki yap1 bir 6rnekle agiklanacak olursa; herhangi bir 6gretim yilinda bir siniftaki
Ogrenciler ve Ogretmen arasinda yapilan calisma oOgrencilerin bireysel gelisimini, kisisel
Ozelliklerini ve 6grenme stratejilerini igermektedir. Bu veri iki asamali hiyerarsik bir yap1
olusturur. 1. asama Ogrenciler, 2. asama ise siniflardir. Bu tip 6rneklerde gruplarin i¢indeki
birimler, ana kiitlenin tamamindan basit tesadiifi 6rnekleme yolu ile ¢ekilmis birimlere gére
daha fazla benzer olma egilimindedirler (Hox, 1998). Bir¢ok analizde gézlemlerin birbirinden
bagimsiz olmasi varsayimi gegerlidir. Cok asamali modellerde ise gruplardaki birimler benzer

ozelliklere sahiptir, bu ylizden de gbzlemlerin birbirine bagimli olma olasilig1 yiiksektir.

Kiimelenmis veri seti iizerinde klasik dogrusal regresyon analizi uygulandiginda ayn1 gruptan

elde edilen hata terimleri arasinda korelasyon ortaya ¢ikar ve bu durumda en kiigiik kareler



yonteminin temel varsayimlarindan biri olan hata terimlerinin birbirinden bagimsiz olmasi
varsayimi ¢ignenmis olacaktir. Hiyerarsik verilerde bu varsayim ¢ignendiginden en kiiglik
kareler regresyonu, standart hatalar1 oldugundan daha kiiciik iiretir ve uygun istatistiksel
analizlerin kullanildig1i ve verilerin bagimsiz gozlemleri igerdigi durumlara gore sifir
hipotezinin red edilme olasiligini arttirir. Bu yiizden hiyerarsik ya da kiimelenmis yapiya
sahip verilerin istatistiksel analizinde ¢ok asamali modellerin kullanilmasi daha uygun olur
(Moerbeek v.d., 2002).

Tek asamali1 ve ¢ok asamali veri setlerinde kullanilacak analizler Sekil 1.2 ‘de gosterilmistir.

Veri Seti
Tek Asamali Cok Asamal
Veri Seti Veri Seti

iki Yada Daha Fazla . iki Yada Daha Fazla
Bagimli Degisken Tek Bagimh Degisken Bagimli Degisken

Tek Bagimli Degisken

Cok Degiskenli Varyans 7 Cok Asamal Faktor Analizi ™
Analizi Cok Asamali Vaplsa_l
Diskriminant Analizi Cok Asamalll!h'egresyon Doshiom Modeion
Ragresyen Ansita Faktor Analizi Ana. “ ) gg:k Asalmfllp:ﬁVzry”ans:
Korelasyon Analizi » Varyans Bilesenleri ilesenleri Modelleri
- Path Analizi Modelleri Gok Asamali ok Degiskenli
Varyans Analizi Kanonik Korelasyon Analizi Karma Lineer Modelleri Regresyon Analizi
Zaman Serileri Analizi Growth-Curve Modelleri Zaman Serileri Analizleri
) \l\Yapcsal Denklem Modelleri \ Latent Growth-Curve

- J

Modelleri /

Sekil 1.2 Tek ve ¢ok asamali veri setleri i¢in kullanilacak analizler (Heck ve Thomas, 2000)

Cok asamal1 modellerin kullanilma sebepleri baslica sunlardir:

1. Dogru sonuclar: Geleneksel ¢cok asamali regresyon teknikleri, analiz birimlerini bagimsiz
gozlemler olarak tanimlar. Hiyerarsik yapida karsilagilan tek eksiklik; regresyon
katsayilarinin standart hatalarinin kiigiik ¢ikmasidir, bu da istatistiksel anlamlilikta ve

giiven araliklarinda sorunlara sebep olur.



2. Grup etkilerinde sabit etki: Cok asamali modellerde 2. asama kalintilart 1. asama

kalintilarini diizenleyerek bagimli degiskendeki hatayr minimize eder.

3. Grup asamali tahmincilerin etkileriyle aym1 anda grup etkileri tahmini: Grup
etkilerini ayirmak igin bir alternatif yol da en kiicliik karelerle elde edilen regresyon
modelinde yer alan gruplardaki golge degiskenlerini kapsamaktir. Boyle bir modele
varyans analizi veya sabit etkiler modeli denilir. Bir sabit etki modelinde, grup asamali

tahmincilerin etkileri grup kuklalartyla (dummy) karistirilir.

4. Gruplarim ana kiitledeki anlamhhgi: Cok asamali modellerde gruplardaki ornekler,
gruplarin ana kiitlesinden gelen rasgele Ornekler gibi davranir. Cikarimlar Ornekte

gruplarin 6tesinde olamaz. (Rasbash, 2008)

Hiyerarsik lineer modeller; sosyolojik arastirmalarda “cok asamali lineer modeller”,
biyoistatistikte “karma etkili modeller” ve “tesadiifi etkili modeller”, ekonometride “tesadiifi
katsayil1 regresyon modelleri”, istatistik literatiiriinde ise “kovaryans bilesenleri modelleri”

gibi degisik isimlerle kullanilmaktadir.

Cok asamali modellerin analizinde bircok bilgisayar paket programlarindan faydalanilabilir.

HLM, SPSS, SAS, M-plus, Lisrel, MLWIN bu programlardan bazilaridir.



2. COK ASAMALI REGRESYON MODELLERI

Cok asamal1 regresyon modellerinde ilk asama birimlerden, diger asamalar ise gruplardan
meydana gelir. Bu modellerde; bagimli degisken birimler arasindan secilirken, agiklayici
degiskenler tiim asamalardan segilebilir, yani herhangi bir kisit yoktur. Model, regresyon ve
varyans analizinden faydalanilarak agiklanmaya g¢alisilir. Anlatimi1 kolaylastirmak amaciyla

iki asamali regresyon modelleri bir 6rnek {izerinden incelenecektir.

Bir okuldaki agiklayic1 degisken olan sosyo ekonomik statii (SES) ile 6grenci seviyesindeki
bagimli degisken Matematik basarisi arasindaki iliskinin regresyon denklemi su sekilde

yazilabilir:
Yo =B+ B X+, (2.1)

Basan
A

SES

Sekil 2.1 Basar1 ve SES arasindaki regresyon dogrusu (Raudenbush ve Bryk, 2002)

Burada serpilme diyagraminda da goriilecegi gibi ﬁo; SES’1 0 olan 6grencinin beklenen
Matematik basarisi, g, ise SES’deki bir birimlik artisla Matematik basarisinda beklenen
degisimi, egimi gosterir. I; ise hata terimidir ve I; 0 ortalamali, o varyansli normal dagilima

sahiptir, r ~ N(0,o2) seklinde gosterilir.



Bagimsiz degisken X’in ortalamasi aliarak da regresyon kurulabilir. X , varsayilan okuldaki
SES’in ortalamasidir. Yi , X, — X *nin bir fonksiyonu olarak ele alinirsa egim ( g3, ) degismez,
fakat sabit (ortalama Matematik basarisi, s, ) degisir.

Bagimli degiskeni Matematik basarisi, agiklayici degiskeni SES olan modelin serpilme

diyagramu iki okul i¢in ayr1 ayr1 yapilirsa Sekil 2.2 elde edilir.

Basar
o B AAA A A
F. A

48 1

BBBB

B

16 +

2 -] 0 i 2 SES
A 1.0kul B: 2.0kul

Sekil 2.2 Iki farkli okul igin basar1 ve ses arasindaki regresyon dogrusu

(Raudenbush ve Bryk, 2002)

Sekil 2.2°ye gore 1. Okul, 2. Okuldan daha yiiksek ortalamaya sahiptir, yani S, > f3,, dir.

Ayrica 1. Okul, 2. Okuldan daha diisiik Matematik basarisina sahiptir, 3,, < £, dir.

J tane okul i¢in 1. asama denklemi su sekilde yazilir:
Yi = Bo; +ﬂlj(xij_y-l—)+rij (2.2)

Burada r. ‘nin homojen varyansa sahip ve normal dagildig varsayilir. F; ~ N( 0,62) seklinde

gosterilir. Sabit ve egim parametrelerinin beklenen degeri, varyans ve kovaryanst;
E(,Bol‘ )= E(/Blj )=71, Var(ﬂOj )=Too: Var(ﬁlj ) =171, COV(ﬂOj 1ﬁ1j )=7Tn (2.3)

seklindedir.



Vo ; Gruplardan meydana gelen ana kiitle icin grup ortalamalarinin ortalamasi (okullardan

olusan ana kiitle i¢in ortalama okul ortalamasi)

71 Ana kiitle i¢in ortalama egim katsayist (ana kiitle i¢gin SES-Matematik Basaris1 egiminin

ortalamast)

1,05 Okul ortalamalari arasindaki ana kiitle varyansi, gruplar aras: varyans

7,,; Egim parametreleri arasindaki ana kiitle varyansi

Tor; Egim ve sabit terimler arasindaki ana kiitle kovaryansi

Ortalama ve egim katsayilar1 arasindaki ana kiitle korelasyonu su sekilde hesaplanir:

p(ﬁo;‘ uBlj )= for (2.4)

(TooTua )%
2. asama denklemi asagidaki gibi kurulur.

ﬂoj :700+701Wj + Ug;

Bij = V10 + 72W; + Uy, (2.5)
Yoos 1. asama ¢iktilarinin ortalama degeri

Yo1; 2. asama degiskeni W, i¢cin egim parametresi

V105 1. asamadaki egim katsayilarinin ortalama degeri

7115 2. asama degiskeni W, icin egim katsayist

Ue; 1 J- grubun w, 'ye gore kosullandirilmis ortalama g1kt tzerindeki etkisi

Uy, J. grubun W, ’ye gore kosullandirilmis egim parametresi lizerindeki etkisi

u,, Ve u,, 0 ortalamali, sirasiyla Ty Ve r,, varyanslarina sahip, kovaryansi da Ty olan

rastgele (tesadiifi) degiskenlerdir. Varyans kovaryans bilesenleri kosullu veya kalint1 varyans

kovaryans bilesenleridir. W, kontrol edildikten sonra g, ve g, ’de arta kalan degiskenligi

gosterirler.

Birlestirilmis model ise;

Yi =%Yoo T VoW, +7/10(Xij _Y-J')-i_)/lle(xij _Y-J’)"'UOJ +u1j(xij _Y-j)—i_rij (2.6)



seklinde gosterilir.
Birlestirilmis modelin hata terimi (stokastik kismi); Ug; +Uy;(X; —X i)+ r;, sabit

(deterministik) kismi; o0 + 7 W, + 730( Xj; —X j), etkilesim terimi ise 71 W, (X ~-Xj)
dir.

Verimli tahmin ve dogru hipotez testi yapabilmek i¢in En Kiiciikk Kareler (EKK) yontemi
kullanilir. EKK yonteminde hata terimleri 0 ortalamali, sabit varyansli normal dagilima

sahiptir. Hiyerarsik lincer modellerde standart regresyon analizi uygun olmamasina ragmen,

bazi modellerde iteratif Maksimum Likelihood stirecleri kullanilabilir.

Goriildiigii tizere ¢ok asamali regresyon modellerinde (6rnegin yukaridaki iki asamali
modelde) 2. asamadaki katsayilardaki degisimler 1. asamadaki katsayilar1 da etkilemektedir.
Bu durum ¢ok asamali modelleri klasik regresyon modelinden ayiran temel 6zelliktir. Cok
asamali regresyon modellerinde, sabit ve egim katsayilarinin gruplara gore degistigi
varsayildigindan bunlar tesadiifi katsayilar olarak adlandirilir (Heck, 2000). Gruplara karsilik

gelen egim ve sabit parametrelerinin, iki degiskenli normal dagilima sahip olduklari

varsayllmaktadir (Raudenbesh ve Bryk, 2002).
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3. HIYERARSIK LINEER MODELLERIN SINIFLANDIRILMASI

Iki asamali hiyerarsik veri yapisina gore, birlestirilmis modelde 1. asama birimler, 2. asama

gruplardir. r, 1. asama tesadiifi etkilerini, var( r,) 1. asama varyansini, g parametreleri de
1. asama katsayilarin1 gosterir. Uy, V€ u, 2. asama tesadiifi etkileri, var( U, )s Var(u,, ) Ve
Cov(u,,,u,, ) 2. asama varyans kovaryans bilesenlerini, y’lar ise 2. agsamadaki katsayilar

gosterir. Cok asamali modeller; sabit parametresi tesadiifi olarak degisen modeller, sabit ve
egim parametresi tesadiifi olarak degisen modeller diye 2’ye ayrilir. Modelin alt modelleri

Sekil 3.1°de gosterilmistir. Bunlardan kisaca bahsedelim.

Sabit ve Egim Parametresi

Sabit Parametresi Tesadiifi Olarak esadiifi Olarak Degisen Modeller

Degisen Modeller
(Random Intercept And Slopes

Models)

(Random Intercept Models)

GTesadi.ifi Etkili Tek Yonli ANOVA\ ’/ \
Modeli (One Way ANOVA With
Random Effects)

2.Tesadiifi Etkili Tek Y6nlii ANCOVA
Modeli (One Way ANCOVA With
Random Effects)

1.Tesadiifi katsayil Modeller
(Random Coefficients Models)

2.Sabit Ve Egim Katsayilarinin gikti
Oldugu Modeller (Intercepts And
Slopes As Outcomes)

3.Sabit Parametrelerin Cikti Oldugu
Regresyon Modeli (Means As
Outcomes Regression)

4.Egim Parametresi Tesadiifi Olarak
Degismeyen Modeller (A Model

\With Nonrandomly Varying Slopes)/ \ /

Sekil 3.1 Cok asamali modellerin ( hiyerarsik lineer modellerin) siniflandiriimasi

3.1 Sabit Parametresi Tesadiifi Olarak Degisen Modeller

Sabit parametresi tesadiifi olarak degisen modeller; tesadiifi etkili tek yonli ANOVA modeli,
tesadiifi etkili tek yonlii ANCOVA modeli, sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu regresyon modeli

ve egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen modellerden meydana gelir.

3.1.1 Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA Modeli

Hiyerarsik lineer modellerden en basit olani, tesadiifi etkili tek yonliit ANOVA modelidir. Bu

durumda, tiim j tane grup i¢in 1. asamadaki g, ’ler 0’a esittir. Burada 1. asama modeli;



11

Yi = Boj + 1 (3.1)
seklindedir. 1. asama hata terimi r, , 0 ortalamali ve sabit o2 varyansli normal dagilima

sahiptir. Bu model sayesinde, sadece bir tane 1. asama parametresi p = ile 1. asamadaki

c¢iktilar tahmin edilir. B> j. gruplar i¢in ortalama ciktidir, yani /3, j = My, ‘dir.

Tesadiifi etkili tek yonliit ANOVA modelinde 2. asama modeli asagidaki gibi yazilir:
Boj = Voo +Ug; (3.2)

Bu denklemde j,, ana kiitledeki biiyiik ortalama (J tane grubun ortalamalarinin ortalamast),

Uo; isej. gruba ait 0 ortalamali, 7, varyansh tesadiifi etkiyi gosterir.

Birlestirilmis model su sekildedir:

Yii =700 +Ugj +T; (3.3)

Yoo biyik ortalamali, u,, 2. grup etkili ve r, birey etkili tek ydnli ANOVA modelini

olusturur. Tesadiifi etkili olmasinin sebebi, grup etkilerinin rasgele olarak incelenmesidir.

Ciktilarin varyansi:
Var(Y; )=Var(uy; + 1, ) =15 +0° (3.9)

seklinde hesaplanir. Tek yonli ANOVA modeliyle elde edilen tahmin, hiyerarsik veri
analizinin ilk adimini olusturdugundan 6nemlidir. Bu model biiyiik ortalama ), i¢in, nokta
tahmini ve giiven aralig1 olusturmada kullanilir. Daha da 6nemlisi iki asamalilarin her birinde
¢ikt: degiskenligi hakkinda bilgi saglar. o grup ici varyansi (degiskenligi), Too gruplar arasi
varyansi (degiskenligi) gosterir. Birlestirilmis modelde, 1. asamaya ya da 2. asamaya ait
hicbir tahmincinin olmamasindan dolayr bu modele “tam kosulsuz model (fully

unconditional)” denir. Gruplar i¢i varyans, gruplarin kendi ortalamalar1 etrafindaki dagilim

olgiisii ve gruplar arasi varyans ise grup ortalamalar1 arasindaki varyanstir (Snjders ve Bosker,
1999).

Tek yonli ANOVA modelinden elde edilebilen yararli bir parametre ise gruplar ici
korelasyon katsayisidir (intracluster correlation coefficient) ve asagidaki formiilasyonla

hesaplanir:
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Too
—__"00 35
(Too+02) (35)

Bu katsayi, 2. asama gruplar1 arasinda ¢iktida bulunan varyans oranimi Olger ve bdylece

gruplarin toplam degiskenlikteki yiizdesini (payini) gosterir.

3.1.2 Tesadiifi Etkili Tek Yonli ANCOVA Modeli

Tesadiifi etkili tek yonli ANCOVA modeli, hiyerarsik lineer modelde bulunan 2. asama

katsayilart Yy, y,, ve u,, tesadifi etkileri tim j. gruplar i¢in 0’dir. Bu modelde, ortak

degisken olarak tek bir 1. asama tahmincisi bulunur. 1. asama modeli:
Yij :ﬂ0j+ﬂ1j(xij_x--)+rij (3-6)
2. asama modeli ise su sekildedir:

ﬂo,‘ =Yoo T Ug;j

3.7
1311' =710 (37)

X; ‘nin etkisi her bir 2. agsama birimleri i¢in ayni sabit degere (7 ) sahiptir. Birlestirilmis

model ise asagidaki gibidir:
Yi =700 +710( X =X ) +Ug; +1; (3.8)

Yukaridaki modelin Standart ANCOVA modelinden farki; buradaki grup etkisi g ’nin sabit

degil tesadiifi diistiniilmesidir.

Yoo; ortalama gruplar igi sabit

Y105 v, 'nin x . tzerindeki gruplar i¢i toplanmus regresyon katsayisi

Byjs X ’deki birimler arasi farklilii diizenlenmis her bir 2. asama birimi i¢in ortalama

¢iktidir. [y , j. gruptaki ortalama gikti olup, B,; = Hy, —710(Y, i —X.)’dir. 1. asama ortak

degiskeni X, belirlendikten sonra, kalinti varyansi Var( I )=0’ olur. Tesadiifi etkili

ANCOVA modeline 2. asamada bulunan g, ’ye W; gibi bir agiklayici degisken eklersek

birlestirilmis model asagidaki gibi olur:

Yi =700 +7oW; +710( X;; _Y--)"‘Uo,' + (3.9)
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Yukaridaki model Klasik ANCOVA modelinden farklidir. Klasik ANCOVA modeli 2. asama

aciklayict degiskeni Y ’in her grup i¢in ayni oldugunu varsaymaktadir.

3.1.3 Sabit Parametrelerin Cikt1 Oldugu Regresyon Modeli

Sabit parametrelerin ¢iktt oldugu regresyon modelleri, grup ozellikleri tarafindan tahmin
edilir. 1. asama modeli Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA modelinin ilk asamasi gibidir. 2.

asama modeli ise;

By =Yoo T 7 Uy, (3.10)
seklindedir. Tek bir 2. asama degiskeni W, ’yi icermektedir. Birlestirilmis model de asagidaki
gibidir:

Yi =Yoo + VoW, +Ug; +1; (3.11)
Bu esitlikte y, farkl bir anlam tasimaktadir. Tesadiifi degiskeni v, biylk ortalamadan j.
birimin ortalamasinin sapmasini gosterir, yani Uy; = ,30 i — 7Yoo —}/01Wj dir. uy; 'nin varyansi

Too, W, "nin varliginda g, "nin kosullu veya kalint1 varyansidir.

3.1.4 Egim Parametresi Tesadiifi Olarak Degismeyen Modeller

Egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen modellerde 1. asama modeli Tesadiifi Etkili

Tek Yonlii ANOV A modelinin ilk agamasi gibidir. 2. asama modeli su sekilde gosterilir:

ﬂo;‘ = Yoo + VoW, +Ug;

(3.12)
B =10+ 7V,
Birlestirilmis model:
Yi =Yoo + 7o W + 720( X —Y_j )+ 71 W, (X —Y.,- )+Ug; +1; (3.13)

halini alir. Bu modelde egimler gruptan gruba degisir, fakat bu degisim tesadiifi degildir.

Model sabit parametresi tesadiifi olarak degisen modellere benzemektedir, ¢iinkii f,, 2. asama

birimleri karsisinda tesadiifi degisen tek bilesendir.

3.2 Egim ve Sabit Parametresi Tesadiifi Olarak Degisen Modeller

Egim ve sabit parametresi tesadiifi olarak degisen modeller 2 gruptan olugsmaktadir. Bunlar;

Tesadiifi katsayili modeller ve sabit ve egim parametresi ¢ikt1 olan modellerdir.
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3.2.1 Tesadiifi Katsayili Regresyon Modelleri

Tesadiifi katsayili regresyon modellerinde alt modellerin hepsi sabit parametresi tesadiifi

olarak degisen modeller varsayimu ile ele alinir. Sadece 1. asama sabit katsayisi g, tesadiifi

olarak goziikiir. 1. asamadaki egim katsayisi, tek yonlii ANOVA modeli ve sabit parametresi

¢ikt1 olan modellerde yoktur. Tesadiifi etkili ANCOVA modeli g yi igerir, fakat tiim gruplar

icin genel bir etkiye sahip olur. Bu modelde hem 1. asama sabiti hem de bir veya daha fazla 1.
asama egimleri tesadiifi olarak degisir, bu degiskenligi tahmin etmek pek miimkiin degildir. 1.

asama modeli Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA modelinin ilk asamasi gibidir. 2. asama
modelinde y,, ve y,, katsayilari sifirdir. Bunun sonucu olarak 2. asama modeli asagidaki

haliyle yazilir:

,Boj' = Yoo T Uy

(3.14)
Bij =710 + Uy

Yoo 2. asama birimleri karsisinda ortalama sabit,

V10; 2. asama birimleri karsisinda ortalama regresyon egimi,
Uy ; 2. asama j. birim ile iligkili olan sabitte meydana gelen artis,
Uy;; 2. asama j. birim ile iligkili olan egimde meydana gelen artistir.

2. asama tesadiifi etkilerinin dagilimi1 hakkinda bilgi edinmek i¢in, varyans kovaryans

matrisinden (T) yararlanilir.
Va{uoj } _ {700 701} -7 (3.15)

Var(u, J-) =Ty ; 1. asama sabitlerinde bulunan kosulsuz varyans

Var(u,;) =7,,; 1. asama egimlerinde bulunan kosulsuz varyans

Cov(uy;,uy;) = 7,,; 1. asama sabitleri ve egimleri arasindaki kosulsuz varyans

2. asamada tahminciler yoktur. Birlestirilmis model su sekildedir:

Y = Voo + 720 (X = X.5) +Ug; Uy (X — X )+ (3.16)

Bu modelde ¢ikti v, , ortalama regresyon denklemi yy, + 7,4 (X;; —Y.j) ve tesadiifi hatanin 3

bileseninin bir fonksiyonudur. Bu ii¢ bilesen sunlardir: uy; ortalamadaki j. birimin rasgele
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etkisi, u;;(X; —X ;) de bulunan u,;, fi egimindeki j. birimin tesadiifi etkisi ve r; 1. asama

hatasidir.

3.2.2 Sabit ve Egim Katsayilarinin Cikti Oldugu Modeller

Tesadiifi katsayili regresyon modelleri, 2. asama birimleri karsisinda hem sabitlerdeki hem de
egimlerdeki degiskenligi tahmin etmemizi saglar. Daha sonraki adim, degiskenligin modelinin

olusturulmasidir. Bu modellerde 1. asama tahmincisi X, ve 2. asama agiklayict degiskeni w,

bulundugundan bu modellere “tam hiyerarsik model (full model)” denilir.

Sonug olarak bu alti model birkag farkli yontemle de siniflandirilabilir. Sabit parametresi
tesadiifi olarak degisen modeller ve sabit ve egim parametresi tesadiifi olarak degisen
modeller birbirinden ayirt edilirler. Sabit parametresi tesadiifi olarak degisen modeller;
Tesadiifi etkili tek yonli ANOVA modeli, ortalamalarin ¢ikti oldugu model, tek yonlii

ANCOVA modeli ve egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen modellerdir. Bu
modellerin varyans bilesenleri; 1. asama varyansi ¢° ve 2. agama varyansi 7,, dir. ANOVA
ve ortalamalarin ¢ikt1 oldugu modellerde 1. asama egim parametresi bulunmazken, ANCOVA
modelinde 1. asama egim parametresi vardir. Ayrica ANCOVA modelinde 1. asama egimi; 2.
asama birimlerine kars1 degismez, sabittir. Egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen

modelde, egimler tesadiifi bilesenler olmadan w ’nin bir fonksiyonu olarak degistirilebilir.

Capraz asamal etkilesim terimi (cross-level interaction terms) y,W, (X;; ~X. j) ’dir. Genel

olarak birlestirilmis model, egimdeki varyasyon tahmin edilmek istendiginde ¢apraz asamali
etkilesim terimlerini igerecektir. Bu tip terimler, egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen

modeller ve sabit ve egimlerin ¢ikt1 oldugu modellerde gortiliir.

3.3 Birden Fazla 1. Asama (X;) ve 2. Asama (W) Aciklayici Degiskeni Icin Basit
Hiyerarsik Lineer Modeller

1. asama modelinde 2 tane agiklayict degisken ( X,. ve X.), 2. asama modelinde ise tek

1ij 2i
aciklayict degisken (Wj) olsun. 1. asama modelindeki Xlij ve X2ij ‘nin grup ortalamalari

etrafinda dagildigini varsayalim. O halde model asagidaki sekilde olur:

Yi = Boj + B (X —Yl_j)*'ﬂzj(xzij _Yz-j)-i_rij (3.17)
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B,; nin modellenmesinde 3 segenek vardir. 1. segenek; X,;’nin etkisi 2. asama birimleri
kargisinda degismez ve f3,; =7, seklinde gosterilir. Burada )y tiim 2. asama birimlerindeki
Xy 'nin ortak etkisidir. 2. asama birimlerine kargilik £, *nin etkisi sabittir. 2. segenek; egim

B,;, ortalama deger )y ve her bir 2. asama biriminin tesadiifi etkisi u,, Nin toplamudir,
Byj =7, U, dir. B,, tahminci igermez, gruplara karsi tesadiifi olarak degisir. 3. segenek ise;
egim parametresinin ¢ikti oldugu modeldeki gibidir, f,; =y, +7,W, +Uu,; seklinde yazilir.

Eger p, ’nin varyansi 6nemsiz ise egim parametresi tesadiifi olarak degismeyen modeldir,
yani B, =y, + W, olur.

2. agama aciklayict degiskeni (w,) bir tane olabildigi gibi birden fazla da olabilir. Genel

olarak 1. asama regresyon modeli agsagidaki gibi gosterilir:
S 2

Yy = Foj + 2 B X i ~N@.07) (3.18)
gq=1

Yukaridaki esitlikte bazilar1 sabit, bazilar1 tesadiifi bazilari ise tesadiifi olmayan Q+1 tane

katsayr vardir. 2. asama modelinde her bir g, su sekilde modellenir: (2. asama agiklayict

degisken sayist s olmak iizere)

Sq
By =Yoo +Z7qSWSj +Ug (3.19)
s=1

Birlestirilmis model:

s=1 q=1

Q Sq S¢ Q Q
Yi =700 +Z7qoxqij +2705Wsj +ZZ7/qusj Xgij +Uo; +Zquxqij 5 (3.20)
q=1 s=1 q=1

seklinde yazilir.
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4. HIYERARSIK LINEER MODELLERDE TAHMIN PRENSIPLERI

2 asamali hiyerarsik lineer modellerde, sabit etkiler, 1. asama tesadiifi katsayilar ve varyans
kovaryans bilesenleri i¢in tahmin yapilir. Her birinin tahmini diger parametrelere baglidir.
Basit sekilde agiklayacak olursak; varyans kovaryans bilesenleri bilindigi takdirde ilk olarak
sabit etkiler ve daha sonra tesadiifi katsayilar tahmin edilebilir. Ardindan varyans kovaryans
bilesenleri tahmin edilebilir.

4.1 Sabit Etkilerin Tahmini

Ug tane basit model icin sabit etkilerin tahmini yapilabilir. Bunlardan ilki, Tesadiifi etkili tek
yonli ANOVA modelidir. Bu 2. asama birimleri j’den gelen 6rnek ortalamalarinin optimal
agirhikli ortalamasi olarak tahmin edilen tam ortalamadir. Ikincisi, 2. asama regresyon
katsayisint bulunduran ortalamalarin ¢ikti oldugu modeldir. Optimal agirlikli prensibi bu
modelde de gegerlidir. Ugiinciisii ise, tam hiyerarsik modeldir, burada da optimal agirlikli

prensibi gegerlidir, fakat agirliklandirma ¢ok degiskenlidir ve matris notasyonu gerekir.

4.1.1 Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA Modelinde Nokta ve Aralik Tahmini

Nokta Tahmini

Tesadiifi etkili tek yonliit ANOVA modelinde 1. asama,;
2
Yi = Lo + 1 b ~ N(0,o%) (4.1)

seklinde verilir. 1. asama birimleri i¢in i=1,2,3,...,n; ve 2. asama i¢in j=1,2,3,...,3°dir. J.

gruptaki n;j gozleme karsilik 6rnek ortalamasini ¢ikti olarak alan 1. asama modeli asagidaki

gibi yazilir:
?.j = :801' -H_’,j
_ " .

Ornek ortalamasi v, gercek grup ortalamasi p,, nin tahminidir. Tahmin hatast r ; 'nin
varyanst;

2
O

Var(r ;) = =V (4.3)

j
i

seklindedir. Hata varyansi V)i By, ’nin tahmincisi olan Y, ’nin varyansidir.
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2. asama modeli ise;

ﬂoj =700 1 Up; (4.4)

yazilir. Uy, ~ N (O, 7o) varsayilir. Gergek ortalama B, ‘nin varyanst Ty’ dir. Y, ig¢in
birlestirilmis model;
V.j:}/OO-i-Uoj-i-F,j (4.5)
dir.
Y ;’nin varyansi 2 bilesenden olusur:
Var(\?_,-) =Var(u,;) +Var(F_j)
= 7o +Vj
= parametre varyansi + hata varyansi (4.6)
=4,
u,, Nin varyansi Ty, 2. asama birimleri karsisinda sabittir. Hata varyansi v, her bir 2. asama
birimi i¢in drnek buyiikligi n,’ye bagh olarak degisir. Eger 2. asama birimi ayni drnek
biyiikliigiine sahipse, her v, genel V’ye esit ve her A j’de genel A’ya esit olur, yani
A=14+V dir. yy 1n tek, minimum varyansli, yansiz tahmin edicisi, Y j’lerin ortalamas olur

ve asagidaki sekilde gosterilir:

- Y |
7 00 :ZTJ (4.7)

Eger ornek biiyiikliikleri esit degilse, Y j, A, =7 +V,; seklinde esit olmayan varyansa
sahiptir. Her Y j, Yoo 'In bagimsiz, yansiz, A, varyansl tahmin edicisidir. Y j ’nin kesinligi
(presicion):
Kesinlik (Y.;) = A" =1/Var(Y ;) (4.8)
seklindedir.

A;’nin bilindigini varsayarsak, y, 'in tek, minimum varyansli, yansiz tahmin edicisi;

kesinligin agirlikli ortalamasidir.
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Joo = A7V .3 /24T (4.9)
Bu esitlik y,,’m agirlikli en kiigiik kareler tahmincisidir, bu aym zamanda Maximum

Likelihood tahmincisine benzer. Tim kesinlikler esit oldugunda, kesinligin agirlikli

ortalamasi basit ortalamaya yaklasir.

Aralik Tahmini

7o 1n kesinligi, kesinlikler toplamina esittir.

Kesinlik (7o) = > A (4.10)

A

7 10 varyansti ise, toplam kesinligin tersidir.

R I ~1y-1
Var(yOO) - (ZAJ ) (411)
;A/OO icin %95 giliven araligy;
Yoo 21,963 A2 (4.12)
ile bulunur.

4.1.2 Sabit Parametrelerin Cikti Oldugu Regresyon Modelinde Nokta ve Aralik Tahmini

Nokta Tahmini

Sabit parametrelerin ¢ikti oldugu regresyon modelinde 1. asama ortalamasi, 2. asama

degiskeni tarafindan tahmin edilir. 2. asama modeli, 2. asama agiklayici1 degiskenleri w; yi

alacak sekilde genisletilmistir. Birlestirilmis model:

\7,,— =Yoo + YoWj +Up; +F,j (4.13)
seklindedir. W, verildiginde, Y j ’nin varyans1 asagidaki gibidir:

Var(Y.j) = 74, +Vj =4, (4.14)
Bu esitlikte, V; = 02/ n; “dir.

Aj, Y .j ’nin kalint1 varyansi yani W j verildiginde, Y _j ’nin kosullu varyansidir. 0; Ve 1,

‘nin bagimsiz ve normal dagildiklari varsayilir.
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Eger her grup aymi orneklem biiyiikliigiine sahipse, A, her grupta ayni olur ve y; ’in tek,

minimum varyansli ve yansiz tahmincisi, en kiigiik kareler tahmincisi olur.

2 W WYY (4.15)
oW, -w. )

Yo1

Burada W = ZWJ- /J ve Y. = Z\?_j/J sekilde hesaplanir. Jy’in en kiigiik Kkareler
tahmincisi 7700 =Y. —}OlV_V_’dir.

Eger ornek buyikliikleri esit degilse, v ; esit olmayan varyansa sahip olur ve 4, — 7 +v,
seklinde hesaplanir. Her 4 "nin bilindigi varsayilirsa, 7, in tek, minimum varyansli, yansiz
tahmincisi kendi kesinligi (AJT1 ) ile orantili olan agirlikli en kiigiik kareler tahmincisidir.

S AW, W )T

0= — 4.16
YA, w Y o

Esitlikte verilen W ve 2 kesinligi agirliklandirilmis ortalamadir.

_ -1
W = m Y = m (4.17)

24" DI
seklinde hesaplanir. y,, ’m agirlikli en kiigiik kareler tahmincisi asagidaki gibidir:

P N —

Vo =Y.~ 7 W. (4.18)

Aralik Tahmini

A, verildiginde ;/01 ’in 6rnek varyansi;

N J— -1
Var(y,,)=| 24 W, -W' ) | (4.19)
seklinde hesaplanabilir. jA/Ol ’in %95 giiven aralig1 ise asagidaki esitlikte verilmistir.

7o £1.96 [Var( Vo )]% (4.20)
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4.1.3 Genel Modellerde (Tam Hiyerarsik Modeller — Sabit ve Egim Parametrelerinin
Cikt1 Oldugu Modeller) Nokta ve Aralik Tahmini

Nokta Tahmini:

1. asama modelinde Q tane agiklayici degisken matris notasyonuyla agiklanabilir.

Y, =X B+, r,~N(0,0°I) (4.21)
Bu esitlikte;

Y;; n, x1boyutlu ¢ikt1 (bagimli degisken) vektora

X N, x(Q+1) boyutlu agiklayict degisken matrisi

Bji (Q+1)x1 boyutlu bilinmeyen parametre vektori

|5 n, <n, boyutlu birim matris

ry N, x1 boyutlu 0 ortalamali, kdsegen elemanlari o2, kdsegen disindaki elemanlart ise 0

olan varyans kovaryans matrisine sahiptir ve tesadiifi hatalarin normal dagildig: varsayilir.

S, "nin en kiigiik kareler tahmincisi;

ﬂj :(X}—XJ )_lijYj (4.22)
seklindedir.

B j “ye ait dagilim matrisi, yani varyans kovaryans matrisi Var(,@ ;) asagidaki gibi hesaplanir:
I 20y T -1
Var(ﬁj)zvjzo-(xjxj) (4.23)

B;’yi v, ’de yerine koydugumuzda f; i¢in model su hali alir:

~

Bi=p;+¢g e; ~N(0.V;) (4.24)

v, hata varyans matrisi, g 'nin tahmini olan f;’nmin hata dagilimin gosterir. 2. asama

modelinde s, i¢in genel model;
B, =W,y +u, u, —~ N(0,T) (4.25)

Esitlikte bulunan w,; (Q+1)=P boyutlu tahminciler, 7; Px1 boyutlu sabit etkiler, u ;

(Q+1)x1 boyutlu 2. asama hatalar veya tesadiifi etkiler, T ise (Q+1)x(Q+1) boyutlu
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varyans kovaryans matrisidir. T matrisi w, ‘nun beklenen degeri ile ilgili 4, "nin dagilimim

gosterir.

Birlestirilmis model asagidaki gibidir:
By =W,y +u; +e, (4.26)
W, verildiginde ﬁ ; ‘nin dagilimi ise soyledir:
Var(ﬁj )=Var(u; +e;)=T+V, =4,
= parametre dagilimi (varyansi) + hata dagilimi (varyansi) (4.27)

Eger her gruptaki 6rnek biiyiikliikleri sayisi ayniysa ve s ’nin her bileseni i¢in 2. asama

tahmincileri ayni1 degerleri aliyorsa, her ﬁ ; ayn1 dagilima (4) sahiptir,

A=T+V =T +o*(X'X)* (4.28)
Bu durumda y’nun tek, minimum varyansli, yansiz en kiiglik kareler tahmincisi asagidaki
gibidir:

y=CWw 'S w s, (4.29)
Eger her gruptaki 6rnek biytklikleri sayisi farkliysa, 4, degerleri gruptan gruba degisiklik

gosterir. Her 4 degerlerinin bilindigi varsayilirsa, 7 ’nun tek, minimum varyansh, yansiz

genellestirilmis en kiiciik kareler tahmincisi;
4 :(ZWjTAf W, )712W1T A7 B, (4.30)
seklinde hesaplanir.

Genellestirilmis en kiiclik kareler tahmincisi her gruptaki verinin kesinligi, yani varyans
kovaryans matrisinin tersi (Ail) ile agirliklandirilir. Ortalamalarin ¢ikti oldugu modelde

agirhkli en kiiglik kareler ile genellestirilmis en kiiciik kareler tahminleri birbirine

benzemektedir.

Aralik Tahmini:

7 icin giiven araligi, )A/ nin dagilim matrisi V; “ya baghdir.

V. =Var(y)=(> W/ 4w, )" (4.31)
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Omegin; 7, igin %95 giiven araligi asagidaki gibidir. Esitlikteki Vi, V; matrisinin h.

kosegen elemanidir.
7 £1.96(V,, )2 (4.32)

Ozellikle tiim 1. asama katsayilar1 tesadiifi ise ve her 2. asama birimindeki ,B ; ‘nin en kiigiik

kareler tahmini yeterli 6rnege sahipse 7 ve V; formiilleri gecgerlidir. 1. asama degiskenlerinin

hepsi (x,); sabit etkileri (7) ve tesadiifi etkileri (u,) birlestirebildigi gibi, bazi 1. asama
degiskenleri de sadece sabit etkilere sahip olabilir.

Y, = XW,y+Z,u; +r, (4.33)

z,, x, nin bir alt kiimesidir. z tesadifi etkilere sahip 1. asama degiskenlerini siitunlarinda
bulundururken,  x ’nin siitunlarinda ise sadece sabit etkileri igeren 1. asama degiskenleri

vardir. Bununla birlikte baz1 1. asama degiskenleri tesadiifi etkilere sahipken, bazilar1 da

tesadiifi etkilere sahip olmayabilir.
v, 'nin marjinal varyansi;
T 2
Var(Y, )=Vy]_ =Z,TZ; +o°l; (4.34)
seklinde hesaplamir. Bu esitlikte 1 n, xn, boyutlu birim matristir. Sabit etkilerin

genellestirilmis en kii¢iik kareler tahmincisi asagidaki sekildedir:

J J

N J J
Ty Ty/-1 -1 Ty Ty/-1
y:(zl“wj XV X W) Z;Wj XV, (4.35)
1= 1=
Varyans kovaryans matrisi ise;

~ J
Var(y)=(2 W/ XV X W)™ (4.36)

J
j=1
Eger z, — x, ise;
X[V, X =47 (4.37)

seklinde hesaplanir.
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4.2 Birinci Asama Tesadiifi Katsayillarinin Tahmini

1. asama modelinde yer alan bagimli degisken, 2. asamada bulunan katsayilara baglidir.

Ciinkii 2. asamadaki degiskenlik 1. asamadaki katsayilar1 da etkilemektedir.

4.2.1 Tesadiifi Etkili Tek Yonliit ANOVA Modeli

Nokta Tahmini:

1. asama modelinde 6rnek ortalamasinin ¢ikti oldugu model;

V=B ri~N(V,) V,=c/n, (4.38)
sekildedir. 2. asama modeli ise;

ﬁOj :700+u0j qu ~N(Oafoo) (439)
seklindedir. Bu modelde B, i¢in iki secenek vardir. Ilki; 1. asama modelinde v, varyansli By,
’nin  yansiz tahmincisi v, ’dir. Ikincisi ise, her 5, nin  genel bir tahmincisi olan
;/00 = ZAJTlV_ j / ZAJTI ‘dir. Bayes tahmincisi (f, ;) bu iki segenegin optimal agirlikli
kombinasyonudur.

By =25Y 3 +(1=2; oo (4.40)
A, p,, parametresi i¢in v ; "nin en kii¢iik kareler tahmincisinin giivenilirligine esittir.

A; =Var(f,,)/Var(Y )= 70 /(70 +V)) (4.41)

= (parametre varyansi) / (parametre varyansi + hata varyanst)

Klasik test teorisinde v, bilinmeyen parametre s ’nin ger¢ek Olgisiidir. Parametre

varyansinin Srnek ortalamasinin toplam varyansina bolinmesiyle giivenilirlik ( 2, ) elde edilir.

Giivenilirlik (2,); grup ortalamalart g her gruptaki ornek buyiikligiini sabit tutarak 2.
asama birimlerine kargilik degisirse ve 6rnek biyiklikleri (n ) yeterince buyiik ise 1’e esit
olabilir. Ornek ortalamalar yiiksek giivenilirlige sahip oldugunda, ﬂo i Y’ nin tizerinde 6nemli
bir agirliga sahip olur. Bununla birlikte 6rnek ortalamasi giivenilir degilse, bilyiik ortalama

tahmini (7y) /)’0] ‘nin olugsmasinda daha fazla agirliga sahip olacaktir. Agirlikli ortalama ﬂo j

asagidaki gibi de bilinebilir:
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A=V (V1)

) L (4.42)
1—ZJ. :rool/(Vj 1+T001)

4.42)’ye gore /)’ hesaplanirken y ; ’deki agirlik olan ; , V™ ile orantilidr. 7,; ’a uygun olan
0j i j j 00

1— 4, nin agirhgl, merkezi egilim Jy etrafinda g parametrelerinin yogunlugu ile ters

orantilidir.

Daha kii¢iik beklenen hata kareleri ortalamalarina sahip g, agirlikli ortalama /)’0 ;"den daha
optimaldir. Gergekte, /J’;j Jy a oranla sapmali bir tahmincidir. 4 ’nin ger¢ek degerleri Jy *dan
biiyiik oldugunda, ﬁo ; negatif sapmaly; 4 , Jy 'dan daha kii¢iik oldugunda, ﬂo | pozitif sapmali
olur. ﬂo j ortalama olarak sapmali tahminciye (v ; gibi) gore g, degerinde daha yakindr, ﬂo j
ile v, arasindaki iliski 4, 'ye yaklasir. Ciinkii ,BSJ-, Y.yl Jyp’a dogru geker, ,30] cekilmis
tahminci (shrinkage estimator) olarak adlandirilir.

Biiyiik ortalama kullanilarak ¢ekilme (shrinkage) yapilir. Bu biiyiik ortalamaya karsi hatali
grup ortalamalar1 belirli oranda diizeltilir. Eger tahminler hataliysa, sonuglarin etkisi de

azalabilir. Ornegin her gruptaki gozlem sayisi az ise, hata varyansi biiyiik olacaktir.
Cekmis (Shrunk) Grup Ortalamas1 = Giivenilirlik x Grup Ortalamast
seklinde hesaplanir.

Aralik Tahmini:

$,, 1¢in giiven aralig Vj* iizerine kurulmustur ve Vj* asagidaki gibi hesaplanmaktadir:
V=Vt (1= 4, Var( 7y ) (4.43)
5, 1¢in %095 giiven araligy;

x * 2
By £1.96V,Y (4.44)
seklinde gosterilir.

Ty Ve o? varyanslar bilindiginde, yukaridaki giiven araligi gergcek anlamda giiven sinirlarini

ifade etmektedir. Varyanslar bilinmediginde ise, giiven araligi daha dar olabilmektedir.
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4.2.2 Sabit Parametrelerin Cikti Oldugu Regresyon Modeli
Nokta Tahmini:

B, ’yi tahmin etmek i¢in 2. asama degiskeni w, ile ilgili bilgi kullanilabilir. 1. asama modeli:

Vi=p +1, (4.45)
ve 2. asama modeli:

Poj = Yoo + Vo Wj + U Uo; ~ N(O,7q ) (4.46)
seklindedir.

p,, 1ki farkli sekilde tahmin edilebilmektedir. Birincisi; ornek ortalamasi ,?30 i =Y ;’dir.
Ikincisi; w, verildifinde g ’'nin tahmini degerleri; ,@0 | = yA/OO +7A/01Wj "dir. Bu iki tahminciyi
birlesik tahmincide bir araya getirirsek asagidaki hali alir:

'B;J' :ﬂ’j?j +(1_/Ij )(7,;00 +7’;01Wj ) (4.47)

,B;j ¢ekilmis tahminci (shrinkage estimator) veya ampirik Bayes tahmincisidir. y; biiyiik
ortalamadan c¢ok agiklayic1i degiskene dogru ¢ekilmistir. Bu tahmin kosullu c¢ekilme

tahmincisidir, ¢linkii ¢ekilme miktar: w, “ye baghdir. v, ’nin uygun agirligi VJ-_1 ile orantilidir,

fakat aciklayic1 degiskenin uygun agirligi, regresyon dogrusu (QA/OO +;A/01Wj) etrafinda g

degerlerinin yogunlugu olan ;! ile orantilidir. Eger w, ile agiklanan 4 ’deki degisimin orani

biiyiik ise, regresyon dogrusu etrafindaki kalint1 varyans1 7y, kiigiik olacaktir.

Ampirik Bayes tahmincisi ,30 ;’a kargilik gelen ampirik bayes kalintis U; ;“dir. Bu kalinti, 2.

asama modelindeki agiklayic1 degiskenden gelen /)’0 ;’in en kiiglik kareler tahmincisinin

standart sapma tahmincisidir ve asagidaki gibi gosterilir:
U;j =ﬂ;j —700 _701Wj (4.48)

Bu esitlik en kiigiik kareler kalintisi l]oj' ile karsilastirmak icin gereklidir. 2. asama
modelinde agiklayict degiskenden gelen g "nin en kiigiik kareler tahmincisinin standart

sapma tahmincisi asagidaki sekilde hesaplanabilir:

Uoj =Y i — ¥ — oWV, (4.49)
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u; ; degeri l]o j ‘nin 0’a dogru cekildigi degerdir.
Uy, = A,Uoj (4.50)

Giivenilirlik ( 4,) tam ise, ¢ekilme meydana gelmez, ancak ,, —o ise agiklayici degiskene
dogru ¢ekilme gergeklesir.

Aralik Tahmini:

f,, i¢in giiven araligy VJ-* ve agiklayicr degisken w, tizerine kurulmustur.
Vi =V g (L4, Y Var(r + 76, | (4.51)
B, icin %95 giliven araligi su sekildedir:

B ﬂ.ge;vj“/2 (4.52)

4.2.3 Genel Modeller (Tam Hiyerarsik Modeller — Sabit ve Egim Parametrelerinin Cikti
Oldugu Modeller)

Nokta Tahmini:

Amacimiz g i¢in en iyi tahmini bulmaktir. Bunun i¢in iki segenek vardir. Birincisi; j.
gruptan gelen veriye gore regresyon tahmincisinin (ﬁ ;) en kiicik kareler tahmincisi
,g’ i =( XjTX i )"1XJ-TYj “dir. Ikincisi; w, “deki grup ozellikleri verilen g, ye ait agiklayict deger
2 ; :Wj}’dlr. Burada )A/ genellestirilmis en kiigiik kareler yontemi ile elde edilir. Bu iki
tahmincinin uygun birlesimi; ,BT = AJ.,@ i H(1-4 )WJ.;A/ “dir. Formiilde yer alan A, ise;

A =T(T+V, )" (4.53)
seklindedir. A;, g, i¢in parametre dagilim matrisi (T) toplam dagihm matrisi (T +V;)

oranina esittir. A, ’ye ¢ok degiskenli giivenilirlik matrisi denilir.

I. Birinci Asama En Kiiciik Kareler Katsayilarinin Giivenilirligi:

T ve V; 'nin kosegen elemanlart 7o V& Vg olarak gosterilir.

Giivenilirlik (B ) = 7 /(7o + Vg ) 4=0,12,..Q (4.54)
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~

B 'nin ornek varyansi v, J. birimler arasinda genelde farklilik gosterir ve her 2. asama

birimi tek gilivenilirlik indisine sahiptir. J tane 2. asama birimine karsilik tam giivenilirlik

asagidaki gibi 6zetlenebilir:
B 1
GUvenlllrllk(,Bq)=321qq/(rqq+quj) q=0,1,2,..Q (4.55)
=1

ii. Kalint1i Tahmini

Her asamadaki kalintilarin tahmini model varsayimlariin yeterliligini belirlemek i¢in oldukca

yararhdir. 2. agama kalintilarmin en kii¢iik kareler tahmini 1. asama katsayilarinin ( 3;) en

kiiglik kareler tahmininin bir fonksiyonudur.

~ ~

uj=p5,-W,y (4.56)
Her j birim i¢in 2. agamadaki Ampirik Bayes kalintilari:

Uy =5 ~Wyy (457)
seklindedir.

2. asama kalintilar1 gibi, 1. asama kalintilar1 da ya en kiiglik karelerle ya da ampirik bayes
yontemleriyle tahmin edilir. Bunlarin tahmininde 1. asama kalintilarinin dagilimi model

varsayimlari i¢cin 6nemlidir. En kii¢iik kareler kalintilar1 2. asama birimlerindeki x, tam ranka

sahipse bulunur ve su sekildedir:

ri =Y, — XjW, 7 -Z] u; (4.58)

i

T.
ij s

Bu esitlikte Xi} ve Z X ve Z;’nin i. satirinin elemanlarini goésterir. Her birim i¢in ampirik

bayes kalint1 tahminleri ayn1 forma sahiptir:
j

* T ~ T *
i :Yij =X WJV_Zijuj (4.59)

Aralik Tahmini:

B, i¢in giiven aralig1 varyans kovaryans matrisi Vj* iizerine kurulabilir.
Vi=(V AT +(1-4, )[Var(Wj y)}( 1-4) (4.60)

B, 1¢in %95 given araligr:
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B +1.96(V., )? (4.61)

qai

*

v

-y Vj* ‘nin q. kosegen elemamidir. Yukaridaki esitligin gergeklesmesi igin; ot ‘nin tim

elemanlarinin tesadiifi olmasi ve en kiiciik kareler ortalamalar1 ileﬁ ; hesaplamalarina yetecek
her j grup i¢in yeterli veri olmasi gerekir. ; 'nin tiim elemanlarinin tesadiifi oldugunu ancak
2. asama birimi i¢in £, 'nin tahminlerini en kii¢iik kareler yardimu ile hesaplamada yeterli

verinin olmadigini diisiinelim bu durumda Ampirik Bayes tahmini su sekilde olur:

B, =(X]X; +o T ) HX]Y, + T W, ) (4.62)

4.3 Varyans Kovaryans Bilesenlerinin Tahmini

Varyans kovaryans bilesenlerinin bilindigini varsayimi sabit ve tesadiifi etkilerin
anlasilmasma imkan vermesine ragmen, varyans ve kovaryans degerleri yaklasik olarak

tahmin edilebilir.

\2 ’lerin normal dagildig1 2 asamali modellerde ii¢ tip bilinmeyen parametre vardir. Bunlar; 1.

asama tesadiifi katsayilari (), 2. asama sabit parametreler (7) ve varyans kovaryans
parametreleridir. Varyans kovaryans parametreleri iki bilesenden olusur. Bunlar; 2. asama
parametrelerinin varyans kovaryans matrisi (T ) ve 1. asama kalint1 varyansi (o?)dir. Bu
parametreleri tahmin edebilmek icin iki tip genel stratejiden yararlanilabilir. Bu stratejilerden
birincisi 7, T ve &?’nin Tam En Cok Olabilirlik (TECO yani ECO) ve 2 'nin Ampirik Bayes
(AB) tahminine dayanmaktadir. Ikincisi ise T ve o2’ nin Smirlandirilmis En Cok Olabilirlik

(SECO) tahminine, 7 ve g ’nin Ampirik Bayes tahminine dayanmaktadir (Goldstein, 1986).

4.3.1 Tam En Cok Olabilirlik (TECO) Yontemi

En ¢ok olabilirlik (Maximum Likelihood) yonteminin asil amaci, ana kiitle Y ve ana kiitleden
cekilen ornek arasindaki benzerlik iliskisinden yararlanarak bu 6rnegin elde edilme ihtimalini
maksimum yapan y, T ve o’ parametrelerine ait tahmini se¢mektir. Bu yaklasimdaki
tahminler kesin Ozelliklere sahiptir. Bazi genel varsayimlar altinda, tutarli (yeterli veri
se¢ildiginde, tahminler yiiksek olasilikla dogru parametreye yaklasirlar) ve asimtotik olarak
etkili (veriden biiyiik 6rnek alindiginda, en ¢ok olabilirlik tahminleri minimum varyansla
yansizdirlar) tahminler yapilir. En ¢ok olabilirlik tahmincilerinin diger 6nemli 6zelligi; drnek

biiyiikliikleri arttiginda 6rnek dagilimi yaklasik olarak normal dagilima uymaktadir. Biiytik
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J’nin varhiginda, 1. asama katsayilar1 i¢in Ampirik Bayes tahminleri ortalama i¢in alternatif
metotlarla yapilan tahminlerden daha dogru olma egilimindedirler. Ampirik Bayes
tahminlerinin avantaji y, T ve ¢?’nin ECO tahminlerine bagli olmalarindandir (Morris,

1983; Raudenbush, 1988).

2. asama birim sayis1 kii¢iik oldugunda y ve T tahminleri hatali olabilir. Ozellikle T ’deki
varyans bilesenleri normal dagilima sahip olmayabilir. Veri dengesiz ise, y tahminleri
agirliklandirilir. Bu agirliklardaki tesadiifi hatalar, y’da yaniltic1 etkilere sebep olabilir. Veri
setleri dengesiz ise, agirliklar olduk¢a degisken olur. g ’nin AB tahminleri y, T ve o?’nin
ECO tahminlerine baglidir, bu ylizden de g i¢in giiven araliklari daralir ve £ igin anlamlilik
testleri yaniltici olabilir.

Tersi durumda, &% hakkindaki ECO ¢ikarsamalar1 genellikle kiigiik J ya da dengesiz verilere
kars1 duyarli degildir. Ciinkii ¢ tahmininin dogrulugu, 1. asama birimlerinin toplam 6rnek
genisligine baghdir (N = Zn ;) (Longford, 1993). Deviyans testinden yararlanilmak

isteniyorsa TECO, SECO yontemine gore daha ¢ok tercih edilir (Sullivian, 1999).

4.3.2 Simirlandirilmis En Cok Olabilirlik (SECO) Yontemi

Varyans kovaryans tahminlerinin tam en ¢ok olabilirlik (TECO) yontemine gore tek eksigi;
sabit etkilerin nokta tahminine bagimli olmasidir. Basit regresyon modeli asagidaki gibi

yazilabilir:

Yi=Lo+ LXK+ Lo Xy + ot f X + 1, (4.63)

i=1,2,...,n olmak tizere I[ 0 ortalama, &? varyansla normal dagilima sahiptir. Q+1 tane

regresyon katsayist g5 .., 'nun bilindigini varsayalim. Bu durumda o?’nin en ¢ok

olabilirlik tahmini;

o =>'r?/n (4.64)

seklinde hesaplanabilir. Regresyon parametreleri bilinmediginde ve tahmin edilmesi

gerektiginde asagidaki formiil kullanilir:
ri :Yi_ﬂo_ﬂlxli_ﬂzxzi_"'_ﬂqxqi (4.65)

Her /A}q en kiiglik kareler tahmincisidir. o 'nin yansiz tahmin edicisi ise (4.66)’daki gibidir:
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& =>F n-Q-1) (4.66)

Paydadaki (n—Q—1), (Q+1) tane regresyon parametresi tahmininde kullanilan serbestlik
derecesi diizeltmesidir. Q kiiclik oldugunda, diizeltme kiiciik etkiye sahip olacaktir. Q
artiginda ise, o2’nin tahmininde ciddi sapmalara neden olabilir. Sapma negatif yani o*
tahminleri oldukca kiiclik oldugunda giiven araliklar1 dar, hipotez testleri ise yaniltict
olacaktir. TECO ve SECO yontemlerine karsi varyans kovaryans tahminleri arasindaki
farklilik basit cebirsel formlarla anlatilamaz. Ayrica varyans bilesenleri i¢cin SECO tahminleri

sabit etkilerdeki belirsizlikleri diizeltir, ancak TECO bunu yapamaz. 2 asamali modellerde

TECO ve SECO o? i¢in benzer sonuglar1 verir. Fakat T ’nin tahmininde 6nemli farkliliklar

olusur.

433 EM (Expectation-Maximization) Algoritmas1 Kullamlarak Yapilan ECO

Tahminleri

1. ve 2. asama katsayilar1 i¢in varyans bilesenlerini bilmek gerekir, oysaki varyans
bilesenlerinin tahminleri de katsayilarin bilgisini gerektirir. Bu tahminlerdeki karsilikli
bagimlilik iteratif algoritmalarla ¢oziilebilir. Hiyerarsik modellerde kullanilan ilk prosediir
EM (Expectation-Maximization) algoritmasidir. EM algoritmasi, en ¢ok olabilirlik

tahminlerini hesaplarken 2. asama tesadiifi parametrelerini kayip veri olarak adlandirilir

(Dempster vd., 1977).

Kayip veri u,’nin gozlendigini varsayalim. En ¢ok olabilirlik yontemi ile yapilan tiim
parametre (7, T, o?) tahminlerinin hesabi daha kolay olacaktir. y’yu tahmin etmek igin,
birlestirilmis modelin her iki tarafindan da u, cikarilir. Buna gore y’nun en kiigiik kareler

tahmincisi soyledir:

}:iz(vﬁ—uj) >, (4.67)

. J
(Y —7—u, />, (4.68)
j=1
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2. asama tesadiifi parametreleri kayip veri olarak alindiginda, parametre tahmini igin

kullanilan istatistiklere “tamamlanmis veri yeterli istatistikleri” (complete data sufficient

statistics) denilir. Y verildiginde her  'nin U? ortalama ve Vj* varyansla normal dagildig

varsayilir. Bu sartlar altinda, parametre ilk tahminleri (7(0),7(0),0'2(0)) iist indis @ ile

gosterilir.
G=AOT )V =0 A0) (469

Bu tahminler su sekilde de yapilabilir:

a3 J o0
: zm——uj>|v,y<°>,r<°>,az<°>}= (¥, ;)
J

j=1i=1 j=1 i=1

= ZuﬂY,y(o’,r(‘”,o—Z(o)} =3 +V)) (4.70)
e

=t

1>
=1

i

n; n

[0 =7 —u v ]

i=1 j=1 i=

~ J
(Yij — ¥ —U; )2 |Y.7(0),T(O),O'2(O):|=Z

Algoritmadaki “E” adiminda, Y verisi ve parametre tahminleri verildigi durumdaki sarth
beklenen deger araciligiyla parametrelere ait ilk tahminler yapilir. “M” adiminda ise tahmin E
adiminda elde edilen tahminler, tam verinin verildigi durumdaki ECO tahminleri i¢in
kullanilan formiillerde yerine konulur. Dempster, Laird ve Rubin her bir EM algoritmasinin
olasiliklar1  biyiittiiglini ve bununda tahminleri lokal maksimuma yakinsattigini

ispatlamiglardir.

ECO-EM yaklasiminin dezavantaji, odak parametreler hakkindaki ¢ikarsamalarin bilinmeyen
parametreler hakkindaki belirsizligi hesaba katmamasidir. J kii¢iik ve 1.asama verileri oldukga
dengesiz oldugu zaman bu problem cok onemlidir. SECO yaklagimi kismen bu sorunu

cozebilmektedir (Goldstein, 2003).

4.3.4 En Cok Olabilirlige Bagh Olarak Varyans Bilesenleri I¢in Giiven Arahklari
T’de bulunan her varyans kovaryans terimi icin standart hata tahminlerini hesaplamak
miimkiindiir. Temel problem varyans tahminlerinin (7y) 6rneklem dagiliminin bilinmeyen

derecede bir ¢arpikliga sahip olmasidir. Sonugta, simetrik giiven araliklar1 ve istatistik testleri
olduk¢a yaniltict olabilir. TECO ve SECO yontemlerindeki eksiklikler; varyans kovaryans

tahmini yapmak i¢in Bayes yaklagimlarimi kullanmaya mecbur kilar. Sabit etkilerle ilgili
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sonuglar varyans kovaryans parametrelerinin nokta tahminine bagimlidir. Ornegin;

ortalamalarin ¢iktt oldugu modelde }A/m icin %95 giiven aralig1;
Yo £1.96(V, )*? (4.71)

seklindedir. Esitlikteki V; ise asagidaki gibi hesaplanir:
A~ N -1
V. =Var(ro) =| Zaj o, ~W ) | (4.72)

Yukaridaki formiilde Aj =70 +Vj yerine yazildigini varsayalim. Eger Ty yetersiz tahmin

edilmisse, giiven araligi hatali olabilir. Sadece V; bilindiginde (yq, — }/01)/ (V; ) ’nin

orneklem dagilimi normale yaklasir. Fotiu’s (1989) simiilasyon calismasinda, U kritik

degerinin kullanilmasinin daha uygun giiven araliklar1 verdigini gostermistir.

Yoo Tlooos N )]/2 (4.73)



34

5. HTYERARSIK LINEER MODELLER ICIN HIPOTEZ TESTLERI

Genel olarak 1. asama regresyon modeli;

Yi = Boj + B Xy + B X+t By Xoig +T
Q 2
= foi + 2 By X + 1 i ~N(0,07) (5.1)
gq=1

seklindedir. Bu esitlikte (Q+1) tane katsayidan bazilar tesadiifi, bazilar1 sabit, bazilar1 ise

tesadiifi olmayan parametrelerdir. 2. asama modelinde her B, katsayis1 su sekilde

modellenebilir:

ﬂqj =7q0 +7q1W1j +7q2W21‘ +"'+7quWSqi Uy

Sq
=70 +Z7/quSi + Uy (5-2)
s=1

Cizelge 5.1 Tek ve ¢ok parametre i¢in hipotez testleri

1.Asama

Hipotez Tipleri | Sabit Etkiler Tesadiift Varyans

Bilesenleri

Katsayilar:

Tek Ho 7,=0
Parametre
I¢in H, 7, #20 By =0 Tqq =0

Birden Fazla Ho C'}’ =0 C'ﬂ =0 T=T,
Pargmetre ‘ '
icin H, Cy=0 Cp+0 T=T,

2.asama modelindeki sabit etkilerin toplam1 F = Zq (S, +1) *dir. Her tesadiifi eleman y_ ¢ok
degiskenli normal dagilima uyar.

Var(uy) = 7 (5.3)
Cov(Uy, Ugy) = 7oy (5.4)

Varyans kovaryans parametreleri, 1. asama tesadiifi katsayilar (her ;) ve sabit etkiler (her

74 ) i¢in hipotez testleri yapilir. Testler ya tek parametre ya da birden fazla parametre testleri
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olabilir. Cizelge 5.1'de de goriildiigii lizere, temelde 2 ¢esit hipotez tipi vardir ve bunlarda
kendi aralarinda 3'e ayrilmaktadir. Sekil 5.1 ‘de ise bunlara karsilik gelen test istatistikleri

bulunmaktadir.

Sabit Etkiler

1.Asama
Tesadfi
Katsayilar

Tek Parametre
icin

Varyans Tek Degiskenli x?2
Bilesenleri ya da z orani

v

Hipotez Testleri

Genel Lineer
Hipotez Testleri

. Sabit Etkiler

v

. 1.Asama
Birden Fazla Tesadiifi

Parametre igin

Genel Lineer

Katsayilar Hipotez Testleri

v

v

Varyans Olabilirlik Oran

Bilesenleri Testi (x?)

Sekil 5.1 Hipotez testleri

5.1 Sabit Etkiler I¢in Hipotez Testleri

i. Tek Parametre icin Hipotez Testleri:
Tipik sifir hipotezi;
Ho:yg =0 (5.5)

Vas ‘in 0 olmasi, 2. agsama parametreleri ( g, ) tizerinde 2. asama agiklayici degiskenlerinin (

w, ) etkisini gosterir. Bu tip hipotezler igin test asagidaki gibidir:

t=7q/V5,)" (5.6)

jA/qs; 7 0 en gok olabilirlik tahmini, V;, ise ;A/qs’in tahmin edilen 6rnek varyansidir. t

istatistiginin serbestlik derecesi (5 — s, —1)’dir.
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ii. Birden Fazla Parametre Icin Hipotez Testleri:

J- gruptaki 1. birim i¢in, bagimli degisken vy, ve agiklayici degisken x “nin l.asama modeli
asagidaki gibidir:

Yi = Do + B X+ (5.7)
2. asama modeli:

ﬁo,‘ :7oo+701Wj +Uy;

(5.8)
ﬂlj =710 +711Wj +Uy;

Birden fazla parametre testlerinin yaklagimini anlamak i¢in matris notasyonu ile asagidaki

gibi formiile edebiliriz:

B 00 1 Wjjlrn Uy
Yani B; =W,y +u, dir.

Bilesik hipotez testi; H, : C" y = 0 seklindedir. Burada;

0100
Cc’ = (5.10)
0 001

seklinde yazilirsa sifir hipotezi de asagidaki gibi olur:

H, :CTF@MJ:(SJ (5.11)

Var (,/B\ ;) =A,; bilindiginde, ;A/’nln ornek varyansi;

Var(y)=Q_ W/ A W)™ =V. (5.12)
seklindedir. Boylece C'}A/ ‘nin varyansi da;

Var(C" y) = CTV;C = (say)V, (5.13)

seklinde hesaplanir. V; bilinmediginde ise:
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A~ ~A-1 -1
V; = (ZWJTAJ- Wj) (5.14)
sekilde tahmin edilir. 1 :c7, = o verildiginde, test edilen C' 'nin satir sayis1 esit serbestlik

derecesinde Y ’ dagilimina sahip test istatistigi:

AT ~-1 ~
H=y CV.C'y (5.15)
seklindedir.

Birden fazla parametre testleri i¢in ¢ok fazla kullanim vardir ve en 6nemli yarar1 da 1. tip hata

yapilma olasiligini azaltmasidir.

Birden fazla parametrenin test edilmesinde diger bir yaklasim; olabilirlik oran (likelihood-
ratio) testidir. Sabit etkiler durumunda, bu test yaklasimi sadece TECO tahmini ile elde edilir.
Iki modelden gelen karsilastirma ve tahmin sonuglar1 temel alinir. Birinci (sifir) model sabit
etkilerin sifir oldugu modeldir. Ikinci veya alternatif model tiim etkileri tahmin eder. Her

model i¢in deviyans istatistikleri hesaplanir. Birinci model igin deviyans istatistigi:
D, =—2log(L,) (5.16)

seklindedir. Burada, Lo sifir hipotezindeki en ¢ok olabilirlik tahminleri ile saglanan olabilirlik

degeridir. Ayn1 sekilde |-1 ’de alternatif modelde hesaplanan en ¢ok olabilirlik tahminleri i¢in

olabilirlik degeridir.
D, =-2log(L,) (5.17)

Sifir hipotezi altinda deviyanslarin fark: Do ~D, tahmin edilen parametre sayilarindaki farka

esit serbestlik dereceli }(2 dagilimma sahiptir. Deviyans farkinin biiyiik olmasi veri i¢in

birinci modelin ¢ok basit oldugunu gosterir. Hipotez testleri deviyans testine gore bazi

avantajlara sahiptir. Bunlar:

e Genel lineer hipotez yaklasimimi kullanirken sadece bir model i¢in tahminler
hesaplandiktan sonra test edilebilir. Ancak olabilirlik oran yaklagiminda tiim modeller

i¢cin tahminler test edilir.

¢ Genel lineer hipotez yaklasiminda parametreler arasindaki farkliliklar test edilebilir. Fakat

olabilirlik oran yaklasiminda parametreler arasinda yeni algoritmalara ihtiyag duyulur.
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e SECO yontemi kullanildiginda deviyans testi kullanilmaz.

Sabit etkiler hakkinda hipotez testi igin olabilirlik oran yaklasimi kullanilirken, varyans

kovaryans bilesenleri sifir ve alternatif modeller i¢in ayn1 olmalidir.

5.2 Birinci Asama Tesadiifi Katsayilari icin Hipotez Testleri

i. Tek Parametre I¢in Hipotez Testleri:

Tek gruba ait 6zel regresyon katsayinin sifir hipotezi su sekildedir:
Ho,: B, =0 (5.18)

Tahmin katsayisinin kendi standart sapmasina boliinmesiyle elde edilen : istatistigi ile
hesaplanir. Ayrica Ampirik Bayes veya En Kiiclik Kareler tahminleri de kullanilabilir.

Ampirik Bayes yaklasiminda oran;

2= N (5.19)

aq

*

olarak hesaplanir. Burada ﬂq] Ampirik Bayes tahmini, V,; B, katsayilarin art¢il varyans

q
kovaryans (posterior dispersion) matrisinin q. kosegen elemanidir ve z yaklasik olarak normal
dagilim gosterir. Artgil varyanslar TECO ve SECO yontemine gore daha biyiiktiir. TECO

yonteminde sabit etkilerin bilindigi varsayiliyorsa g ‘nin artgil varyansi belirsizligi

yansitmaz. Bu durumun olmamasi i¢in ancak 2. agsama birim sayisinin oldukga biiyiik olmasi

gerekmektedir. B, katsayilar en kiigik kareler yontemi ile tahmin edilmigse ve 1. asama

orneklem biiyiikligii kiiciik ise t testi kullanilir.

ii. Birden Fazla Parametre icin Hipotez Testleri:

B [I(Q+1)x1] boyutlu tesadiifi parametre vektérii igin hipotez;

H, :C" =0 (5.20)
seklindedir.

Ampirik Bayes tahminleri ﬂ* kullanilirsa test istatistigi asagidaki gibi olur:

H., =B8TC(C'V'C)'C" g (5.21)

Esitlikte V© [J(Q+1)xJ(Q+1)] boyutlu katsayilarin varyans kovaryans matrisidir.

SECO yonteminde V™ tam matristir (full matrix). Ayrica bu yontemde farkli 2 asamali

birimler i¢in Ampirik Bayes tahminleri karsilikli bagimlidir, ¢iinkii bunlar sabit etkilerin ayni
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tahminine dayanir. Diger taraftan TECO yonteminde farkli 2 asamali birimlerde Ampirik
Bayes tahminleri bagimsizsa, bu bagimsizlik sabit etkiler bilindiginde esas alinir. J genis

olmadik¢a, hem SECO hem de TECO yaklasimlar1 oldukca biiyiiktiir.

Eger g ’lar en kiiciik kareler yontemi ile tahmin ediliyorsa, genel lineer hipotez;

AT

Hos =8 C(C'VC)Y'CT B (5.22)

seklindedir. Burada V - (Q+1)x(Q+1) boyutlu blok diyagonal matristir ve su sekilde

hesaplanir:

Vi=o (XTX,)* (5.23)

5.3 Varyans Kovaryans Bilesenleri icin Hipotez Testi

i. Tek Parametre icin Hipotez Testleri:

Hiyerarsik analizlerin hepsinde 1. asama katsayilarinin sabit mi tesadiifi mi yoksa tesadiifi
olarak degismeyen yapida mi olduguna karar vermeye ihtiya¢ duyulur. Tesadiifi degisim

oldugunda, sifir hipotezi su sekilde kurulur:

H,:z, =0 (5.24)

qq
Burada 7, =Var(, ) dir. Hipotez red edilirse g ’deki tesadifi degisimin olduguna karar

verilir. Eger tiim gruplar en kiigiik kareler tahminlerini hesaplamak igin yeterli veriye sahipse,
en kullanish test S 7,4 =0 hipotezinin testidir. Vg, \7,— =82(xJij )*’nin q. kdsegen

elemanidir.
Sq

ﬂQi =790 +quswsj (525)
s=1

(5.26)’da goriildigu gibi, modelin (3 —s_—1) serbestlik dereceli }(2 dagilan istatistigi,

2 ~ A Sq . N
Z :Z(ﬁqj —7q0 _quswsj )2 quj (526)
i s=1

seklindedir. 1 f7gq =0 hipotezinin ikinci testi, tahminin standart hatasini esas alan en ¢ok

olabilirlik tahminlerinin biiyiik 6rneklem teorisi altinda normal dagilan ; testidir.

2= [ Var(z )Tﬁ (5.27)
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Ozellikle z,, 0’a yaklastiginda, normallik yaklasimi oldukea zayiflar. En ¢ok olabilirlik mod

etrafinda simetrik degildir ve bu sebeple z,, 1610 giiven aralig1 yamltici olabilir.

ii. Birden Fazla Parametre icin Hipotez Testleri:

Varyans ve kovaryans i¢in hipotez testlerinin en genel sekli olabilirlik oran testidir. Bu testin

yaygin kullanimi olan sifir hipotezi su sekildedir:
H, T =T, (5.28)

Alternatifi ise; H, :T =T, "dir. Buradaki T, T, in indirgenmis halidir. Hipotezi test etmek

icin her iki modelin D, ve D, deviyanslar1 bulunur ve test istatistigi hesaplanir.
Hy=D,-D, (5.29)

Bu istatistik m serbestlik dereceli }(2 dagilimina sahiptir. m iki modeldeki varyans

kovaryans bilesenlerinin tahminleri sayisindaki farkliliktir. Varyans kovaryans i¢in olabilirlik

oran testi kullanilirsa, karsilastiritlacak modellerdeki agiklayict degiskenler ayni olmalidir.
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6. HIYERARSIK LINEER MODELLERIN VARSAYIMLARININ
INCELENMESI

Standart lineer modellerdeki sonuglar modelin yapisal ve tesadiifi kismi ile ilgili
varsayimlarin tutarliligina baghidir. Hata terimini i¢eren bazi elemanlar modeldeki bir veya
daha fazla tahminciyi birlestirirken, belirsizlik meydana getirir. Hiyerarsik lineer modellerde,
modelin dogru tanimlanmasi varsayimlarina her asamada uyulmalidir. Ayrica bir asamadaki
belirsizlik, diger asamadaki sonuglari da etkileyebilir. Ciinkii 2 asamali denklemler

korelasyon hatalarina sahip olabilir ve bir denklemdeki belirsizlik digerini de yaniltabilir.

Modelin tesadiifi kismindaki terimler, en kii¢iik kareler regresyonu ile hatalarin esit varyansl
ve bagimsiz oldugunu varsayar. Standart hipotez testlerinde hatalarin normal dagilima uymasi
gerekir. Hiyerarsik analizlerde hem 1. asamada hem de 2. asamada hatalar normal
dagilmalidir. Bu varsayimdan sapmalar 2. asama parametrelerinin tahminini etkiledigi gibi,
standart hata tahminlerini ve sonug istatistiklerini de etkileyebilir. Benzer olarak, tesadiifi 1.

asama katsayilarinin tahmini ve varyans kovaryans bilesenleri yaniltici olabilir.

2 asamali modellerde 1. asama modeli;
Q

Y =By + 2 By Xai +1; (6.1)
g=1

Her B, i¢in 2. asama modeli;

Sq
ﬂqj =7q +Z7/qswsj + Uy (6.2)
Py

seklindedir.

Bu modeller i¢in varsayimlar asagida verilmistir:

1. j. gruptaki i. birim i¢in her r,; 0 ortalamall, o’ varyansl bagimsiz ve normal dagilima
sahiptir.

2. 2. asama tesadiifi bilesenleri y 0 ortalamah - varyansh ¢ok degiskenli normal dagilima
sahiptir. Ayrica | ve q' bilesenleri arasindaki kovaryans -  ’°dir. Tesadifi hata

vektorleri 2. asama birimleri (J) arasinda bagimsizdirlar.

3. 1. asama agiklayict degiskenleri x ., r,’lerden bagimsizdir.

4. 2. asama agiklayict degiskenleri w_, u  ’lerden bagimsizdir.
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5. 1. ve 2. agsama hatalar1 birbirinden bagimsizdir.

6. Her asamadaki aciklayici degiskenler ile diger asamadaki tesadiifi etkiler arasindaki

korelasyon 0’dir.
3., 4. ve 6. varsayimlar modelin yapisal kisminda bulunan degiskenler (x ve Ws,-) ile
tesadiifi terimler (r Ve y_ ) arasindaki iliskiler model Belirlenmesiunun yeterliligi ile ilgilidir.

Bu varsayimlar E(;A/qS)=7/qs olup olamayacag tizerine etkilidir. 1., 2. ve 5. varsayimlar

modelin tesadiifi kismi (;, ve g ) ile ilgilidir. Bunlar }qs’in standart sapma tahminlerinin

* ~2 A . . . - - eqe 1.
tutarlilig ﬂqj , 0 Ve T nin hipotez testleri ve giiven araliklarinin dogrulugunda etkilidir.

6.1 Birinci Asama Modelinin Yeterliliginin Kontrol Edilmesi

6.1.1 Birinci Asama Modelinin Belirlenmesi

Hiyerarsik analizde modeli tanimlamak i¢in iKi soruya ihtiyag duyulur. Bunlar;
a X, ’nin sabit etkisi 6nemli mi?

b. Egimin heterojenligi ile ilgili bir kanit var mi? (var( A,)>0) Egim parametresi
heterojenliginin istatistiksel ispat1, - ’nun nokta tahmini ve homojenlik test istatistikleri
ile bilinebilir.

Giivenilirlik ¢ok kiigiik oldugunda (<0.05 gibi), tahmin etmek istedigimiz varyanslar 0’a ¢ok
yakin olur. Bu durum, varyans kovaryans bilesenleri tahmininde belirli iteratif hesaplamalara
bagli olarak niimerik zorluklara sebep olabilir. Algoritmalar yakinsamazlar ve yavaglarlar.

EM algoritmasi, eger modelde oldukc¢a fazla sayida tesadiifi etki varsa ve veri sayisi az ise,

¢ok sayida iterasyona ihtiyag duyabilir.

1. asama katsayilar1 arasindaki korelasyonun kontrolii model spesifikasyonu i¢in oldukga
onemlidir. Coklu dogrusal baglant1 veya yliksek derecede dogrusal baglanti varsa, model

basitlestirilmelidir. Bir veya daha fazla tesadiifi etkinin 0 olmasi, baglantiy1 azaltir.

Genelde tesadiifi olarak 1. asama katsayilarinin belirlenmesinde bazi uyarilara dikkat
L . . m(m+1)
edilmelidir. Iki asamali modelde varyans kovaryans bilesenlerinin sayisi T-i-l dir.

Buradaki m, modeldeki 1. asama agiklayic1 degiskenlerinin sayisidir. m arttikga varyans
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kovaryans bilesenlerinin sayisi1 da artar. Tesadiifi etkilerin sayisi arttiginda, varyans kovaryans

bilesenlerinin tutarli tahmin edilebilmesi i¢in daha fazla bilgiye ihtiyag duyulur.

Sonug olarak 1. asama modelindeki bir degiskenin modelden ¢ikartilmasi i¢in asagidaki

kosullar saglanmalidir:
a. Egim parametresinin heterojenligine iligskin herhangi bir kanit olmamali
b. Ortalama veya sabit etkilere ait herhangi bir etki olmamali

C. Agciklayici degiskene karsilik gelen , a ait t oram da anlamsiz olmalidir.

1. asama aciklayici degiskeni ortalama olarak sifir olmayan sabit etkiye sahip olup olmadigin
kontrol etmek i¢in, modele yeni bir agiklayici degisken eklenebilir ve katsayinin anlamliligina
bakilir. Bu yontem agiklayici degisken ve ¢ikti arasinda lineer bir baglant1 oldugunu varsayar.
Dogrusallik varsayimi 1. asama Ampirik Bayes kalintilar1 tarafindan agiklayici degiskene

kars1 grafik olarak incelenebilir.
Eger modelde v, ve agiklayici degiskenlerden ( X ;) birisi ile iliskili ise, 1. asama aciklayict
degiskeni model disinda birakilirsa fg, ’lerden bir veya daha fazlasmin tahmini sapmali

olabilir. Ayrica gruptan gruba degisen ve diger 1. asama katsayilar1 ile ilgili olan degiskenin

1. asama modeline sabit etkili olarak dahil edilir.

6.1.1.1 ikinci Asama Tahminleri i¢in Birinci Asamanmin Yanhs Belirlenmesinin Sonuglar

i. Sabit Model

1. asama agiklayici degiskenlerinin belirlenmesindeki hatalar, sabitin 2. asama agiklayici
degiskenlerinin tahmininde de ciddi sapmalara yol agmaktadir. Iki sekilde bu sapmanin 6niine

gegilebilir:

v" 1. asama modeline agiklayic1 degisken kendi biiyiik ortalamasi etrafinda dagilacak sekilde

eklenir. Her birimin sabiti 4 icin bu degiskendeki gruplar arasindaki ortalama farklar

diizeltilir. Sapmalarin kaynag elimine edilerek, aciklayic1 degiskenin hatasiz olctildiigii

ve bagimli degiskenle lineer iliskili oldugu kabul edilir.

v" 1. asama modeline agiklayici degisken grup ortalamalar1 etrafinda dagilacak bir sekilde
eklenir. Bu durumda yansizlik, sabitin 2. asama degiskeni olarak grup ortalamalari
tarafindan diizeltilir. 2. asama degiskenine ait egim tesadiifi olarak goriiliiyorsa, ikinci yol

tercih edilir.
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ii. Egim Modeli

2. asama modelindeki egimlerin modellenmesinde 1. asamanin yanlig belirlenmesinin
sonuglar1 sabit modelden biraz daha karmasiktir. Egim modelindeki 7 katsayilarinin etkilerini
tanimlamak i¢in veri yeniden analiz edilir ve 1. asama agiklayict degiskeni eklenir. Bu

kosullar altinda sabit i¢in model herhangi bir etkiye sahip degildir. Diger taraftan egim

modelindeki tahmini etkiler oldukga farklidir. 1. asama agiklayici degiskeninin ithmal edilmesi
710’1 tahmininde etkilidir. Ciinkii diger aciklayict degiskenler ve eklenen degisken

birbirleriyle ve bagimli degiskenle pozitif iligkilidir.

Y ve 7 tahminlerindeki sapmanin kaynagi daha karmasiktir. Bu iki katsayi, 2. asama

degiskenleri ve 1. asama degiskenleri arasindaki etkilesimi kapsar. 1. asama degiskeninin
ihmal edilmesinin, asamalar aras1 etkilesimler fiizerinde etkili olmasi i¢in 3 kosul

saglanmalidir. Bunlar:

a. Modeldeki diger aciklayict degiskenler kontrol edildikten sonra, modelden diglanan
degisken Y ile iligkili olmalidir.

b. Modelde dislanan degisken modelde var olan bir X degiskeni ile iliskili olmalidir.

€. Modelden dislanan degisken ve X arasindaki iliski birimden birime degismelidir ve X 2.

asama agiklayici degiskenleri ile iliskili olmalidir.

1. kosul modelden dislanan degiskenin ve diger aciklayici degiskenlerin bagimli degisken
tizerindeki regresyon analizi incelenebilir. 2. ve 3. kosul ise modelde dislanan degisken ile

aciklayici degisken arasinda tesadiifi katsayili model kullanilarak arastirilabilir.

6.1.1.2 Birinci Asama Tahminleri I¢in ikinci Asamamin Yanhs Belirlenmesinin Sonuglar
Dislanan 2. asama degiskeni 1. asama degiskeni ile iliskili ise, 1. agsama degiskeni i¢in katsay1

sapmali tahmin edilecektir, yani Cov(uy, X,;;) #0’°dir. Bu problem 2. asama modelinde

il
ayrintilara inmeden ¢6ziilebilir. 2. asama tesadiifi etkisi ve 1. agsama tahmincileri arasindaki

kovaryans, grup ortalamalari X, Ve tesadiifi etki arasindaki kovaryans haline doniisiir. 1.

asama aciklayict degiskeninin grup ortalamalari etrafinda dagilmasiyla kovaryans yok

edilebilir. 2. asama modellerine X ; ’lerin agiklayici degisken olarak dahil edilmesi ile
kovaryans 0’a esit olabilir.

Bu yaklasimlar sabit 1. asama katsayilar1 iizerindeki ihmal edilen 2. asama agiklayici

degiskenlerinin etkisi i¢in test yapilmasini Onermektedir. 1. asama katsayilar1 ile grup
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ortalamalar1 etrafinda dagilan ya da dagilmayan bir model kurulmasi gerekir. Model
sonucunda 1. asama agiklayici degiskeni ile iligkili 1. asama sabit katsayilar1 degismiyorsa,

model sapmaya neden olmuyor denilebilir (Raudenbush ve Bryk, 2002).

6.1.2 Birinci Asama Tesadiifi Etkiler Hakkinda Varsayimlarin Arastirilmasi

i. Degisen Varyanshhik Durumu:

1. asama modelindeki hatalarin, esit o varyansa sahip oldugu varsayilir. 1. asama varyansi 2.
asama birimlerinde tesadiifi olarak degistigi halde varyanslarinin esit oldugunu varsayarsak,
2. agsama katsayilari ile ilgili sonuglar daha iyimser olacaktir. Diger taraftan, varyanslar 1.
asama veya 2. asama agiklayici degiskenlerinin fonksiyonu olarak bagimli ise, sonuglar daha

dogru olabilir. Degisen varyansliligin ¢esitli nedenleri olabilir. Bunlar:

1. Bir veya birden fazla onemli 1. asama agiklayict degiskeni model disinda birakilmig
olabilir. Eger bir degisken gruplar karsisinda esit olmayan varyansla dagiliyorsa, 1. asama

varyanslarinda heterojenlige neden olabilir.

2. Tesadiifi veya tesadiifi olmadan degisen 1. asama agiklayici degiskenin etkisi sabit olarak

ele alintyorsa ya da modelden dislanmissa degisen varyanslilik durumu ortaya cikar.

3. Bir veya birden fazla birim kétii veriye sahip olabilir. Ornegin; basit bir kod hatas1 bir
veya daha fazla grup icinde sisirilmis varyansa sebep olabilir, bu da varyanslarin

oldugundan biiyiik hesaplanmasina neden olabilir.

4. Normal olmayan yani basik verilerde varyansin heterojenligi i¢cin anlamli test istatistikleri
ortaya cikabilir. Parametrik testler nonnormallige oldukca hassastir ve basiklik varyansin

heterojenligi olarak gosterilebilir.

Bryk ve Raudenbush tarafindan ileri siiriilen yontem, 1. asama kalint1 varyanslariin gruplar
arasindaki farkliliklardan yararlanarak hetoraskedasitenin (Degisen varyans) belirlenmesidir.
Bu yontem her bir grup i¢i kalintinin en kiigiik kareler tahminine baglidir. Yani en kii¢iik
kareler kalintilarina baglidir. Bu yontem ancak tiim grup sayisi agiklayici degisken sayisindan
fazla ise uygulanabilir. 1. asama aciklayici degiskenlerinin sayisi dahil edilmekte diger
degiskenlerin sayis1 ise Onemsenmemektedir. Yani bu yOntemin uygulanabilmesi icin r

aciklayict degisken sayisi olmak iizere, minimum n,—r—1 tane (6rnek biiytikliikleri n, 10

ya da daha fazla) grup olmasi gereklidir. Tiim bu gruplara ayri ayr1 1. asama agiklayici

degiskenleri ile en kiiciik kareler regresyonu uygulanir. J grup i¢in tahmin edilen kalinti
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varyanslari SJ—Z, serbestlik derecesi ise df, =n, —r—1 ’dir. Her j grubu i¢in dagilimin standart
Olciisii;
2 2
L )= > df;In(S?)/> df | 63)
i 12 .
(3/df))
seklinde hesaplanmaktadir. Homojenlik icin yaygin kullanilan ve basit olan istatistik testi

(6.4)’deki gibidir;

H=>d? (6.4)

J toplam grup sayisim1 gostermek tizere H, J-1 serbestlik dereceli } ’ dagilimi gosterir. Veri

normal ve her birimdeki 6rnek biiyiikliikleri 10 ve daha fazla ise bu test uygundur.

H testinin avantaji ise, sadece gruplar i¢i regresyon modeline (l.asama modeline) bagh
olmasidir. 2. asama degiskenleri ve 2. asama tesadiifi etkilerinin bunda herhangi bir etkisi

yoktur, bu yiizden burada sadece 1. asama modelinin yapist kontrol edilir. Yine de H ve ¢,

’ye ait dagilim 1. asama varyanslarinin normalliine baghdir. Kalintilar sabit varyansa sahip
olsa bile, bu kalintilarin daha kalin kuyruklu dagilimlar1 daha yiiksek H degerine neden olur.

Bu yiizden H anlamli sonuglara neden oldugunda, d, degerleri incelenerek mimkiin

hetoraskedasite 6rnekleri ve en kiigiik kareler yontemi ile hesaplanan gruplar i¢i kalintilarinin

dagilimi normallik i¢in aragtirilmalidir (Snjders, 2003).

Olabilirlik oran testi 1. asamadaki heterojenligi belirlemede kullanilabilir. Homojen varyansl

modelin daha genel bir alternatif ile karsilastirilmasi i¢in sinirlandirilmis model kullanilabilir.

Hetoraskedasitenin test edilebilmesi i¢in bagimsiz degisken ya da 6ngdrii degerlerine karsi

kalint1 grafiklerinden yararlanilabilir.

Degisen varyansliligi diizeltmenin en iyi yolu, bagimli degiskenlere doniisiimler uygulamaktir
(Gujarati, 2001). Bunlar karekokiinii alma, logaritmasini alma gibi doniisiimlerdir. Tim bu
doniistimler uygulandiktan sonra kalintt ve serpilme grafikleri ¢izilerek doniisiimlerin

hetoraskedasiteyi yok edip etmedigine bakilir.
ii. Normallik Varsayimi:

1. asamada gozlenen bagimli degisken stirekli ve lineer bir modeldir. Normallik varsayimi
yine de basarisiz olabilir. Bu durumda 1. asamadaki hatalarin normal olmamasi 2. agama

etkilerinin tahmininde sapmali olmayacak, fakat asamalardaki giiven araliklar1 ve hipotez
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testlerinin hesaplanmasinda standart hatalar sapmali olacaktir. Eger J, birim sayisi, biiyiikse
birimler karsisinda kalintilar i¢in olasilik grafigine bakilir. Bagimli degiskendeki veya bir

veya daha fazla agiklayici degiskenlerdeki doniisiim, hata dagilimi normalligini diizeltir.

6.2 Ikinci Asama Modelinin Yeterliliginin Kontrol Edilmesi

6.2.1 ikinci Asama Modelinin Belirlenmesiu

2. asama esitliklerinde (Q+1) tane hata terimi, agiklayict degiskenlerin korelasyonsuz
oldugunu varsayar. Bunun anlami ihmal edilen agiklayici degiskenlerin modelde bulunan
degiskenlerle iliskisiz oldugudur. Bu varsayimin dogal sonucu tiim agiklayici degiskenlerin (

w. ) hatasiz 6l¢iildiiglidiir. Eger modelde bulunan 2. asama agiklayici degiskenlerin bir veya
sj y

daha fazlasi anlaml1 korelasyona sahipse, bir veya daha fazla 2. asama katsayilarinin tahmini
sapmali olacaktir. Sapmanin derecesi ihmal edilen degiskenin kestirim giicline ve modeldeki
diger degiskenlerle iligkisinin biiyiikliigline baglidir. Bir modelin yanlis kurulmasi diger
modelin de yanlis (sapmali) kurulmasina neden olabilir. Bu durum hatalar arasinda

korelasyona sebep olur.

Bo; Ve By arasindaki ornek kovaryansi ile g, ve g, gergek degerlerinin kovaryansinin

toplam1 0 ise, egim ve sabit modeller igin katsay1 tahminleri birbirinden bagimsiz olur. Bu

kosul pratikte ortaya ¢ikmamasina ragmen, Belirlenmesi testinin temeli olarak kullanilir.

2. asama esitligindeki agiklayict degiskenlerdeki tahmin hatalar1 diger 2. asama esitliklerinde
de hatali tahminlere yol agabilir. Ayni agiklayict degisken tim (Q+1) denklemlerinde
kullanilirsa, iki esitlik arasindaki korelasyon hatalar1 6nlenebilir. Her esitlikte ayn1 bagimsiz
degiskenler varsa ve veri tamamen dengeli ise, egim modelindeki 2. asama katsay1 tahminleri

sabit modelde tahmin edilen katsayilardan asimtotik olarak bagimsiz olacaktir.

Hata 6l¢timii modelin yanlis belirlenmesi olarak goriilebilir. Genel olarak 2. asama agiklayici
degiskenleri hatali dl¢iiliirse, onun katsayis1 ve diger 2. asama katsayilar1 sapmali olacaktir.
Sapmanin derecesi, bagimsiz degiskenin aciklayici giicline, Ol¢limlerde yapilan hatanin

blytikliigline ve aciklayici degiskenler arasindaki korelasyona baglhdir.

6.2.2 ikinci Asama Tesadiifi Etkileri Hakkindaki Varsayimlarin Arastirilmasi

i. Degisen Varyanshlik Durumu:

2. asama tesadiifi etkilerinin dagiliminin J tane birim karsisinda homojen oldugu varsayilir.

Sabit etki parametrelerinin tahmininde, homojenlik varsayimma uyulmadigi durumda bu
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etkilerin tahminini optimalden daha az agirliklandirmaya sahip olur. Bu sekilde 2. asama

katsayilar1 tahmin edilir ve sapmasiz olur.

Tesadiifi etkiler terimlerinde, sabit varyanslilik varsayimindan sapmalar sonucunda ﬂ; "deki
¢ekilme yanlis olabilir ve bu durum 3, tahmini i¢in ortalama hata kareleri artigini

saglayabilir. T ’deki esit dagilim alternatif hipotezlere karsi test edilebilir. T matrisinin esit

olup olmadigina bakmak i¢in en ¢ok olabilirlik oran testi kullanilir.
ii. Normallik Varsayimi:

Sabit etkilerin tahmini 2. asamada normallik varsayimindaki basarisizliklardan etkilenmez. 2.
asama tesadiifi etkilerin dagilimi kalin kuyruklara sahipse yani basiksa, bu durum normallige

bagli olan hipotez testlerinin ve giiven araliklarinin gegerliligini etkiler.

2. asama normallik varsayiminin kontrol edilmesi karmasiktir ve 2. asama ciktilari B,

tarafindan direk gozlemlenemezler. Ampirik Bayes kalintilar1 grafikle gosterilebilir, sapan
degerlerin arastirllmasinda bu grafiklerden yararlanilabilir. Onlarin marjinal varyanslar
normal dagilimdan gelen normal sira istatistiklerinin beklenen degeri ile standardize edilip

kargilastirilabilir. Her gruptaki 6rnek biiyiiklikleri n —kiigiik oldugunda, varyans tahminleri
belirsiz olacaktir.

Normallik varsayiminin kontrolii, Q+1 tane korelasyonlu tesadiifi etkinin her birimde tahmin
edilmesiyle yapilabilir. Her birimdeki Mahalanobis uzakhik 6l¢iisii’, normallikten gelen
tesadiifi etkilerin ayrilis derecesini ve sapan degerlerini bulmaya yardimci olabilir. 1. agsamada
ornek biiyiliklikleri yeterince biiyiik verilirse, bu istatistik (Q+1) serbestlik dereceli }(2

dagilimina uyar. Beklenen sira istatistiklerine karsi gozlenen Mahalanobis uzaklik

istatistiklerinin grafik yardimi ile normal dagilima uyup uymadigina bakilabilir.

6.2.3 Robust Standart Hatalari

2. asama tesadiifi etkilerinin dagilimi kalin kuyruklara sahipse, sapmalardan daha az etkilenen

robust tahmincilerinden yararlanilabilir. Hiyerarsik modellerde, sabit etkiler ile ilgili sonuglar

“ Mahalanobis uzakligi: U j*TV{lU j* seklindedir ve U j* , her J grubu i¢in tesadiifi etki u; ‘nin ampirik bayes

tahmin matrisidir, Vv, ise bu vektoriin hata dagilimidir. Vj = GZ(XJTXJ. )71 +T —Var(VVJ.;?) >dir.

Var(\Nj 2) (Wj};) ‘nin P+1 tane elemanina ait dagilim matrisidir.
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her asamadaki tesadiifi etkilerin dagilimu ile ilgili varsayimlara baglidir. En yiiksek asamadaki

birim sayis1 biiyiikse, robust standart hatalarinin tahmini analiz i¢in uygundur.

i. En Kiiciik Kareler Yontemi Altinda Robust Standart Hatalar:

Robust standart hatalariin mantigin1 anlamak ic¢in iki agamali modelde tek bir agiklayici
degisken x . ‘nin oldugunu diisiinelim. Bu durumda birlestirilmis model asagidaki sekli alir:
Yy =70+ 7 X ey (6.5)
Matris notasyonu ile gosterecek olursak;

Y1 €

(7 °j+ . (6.6)
. . 7/1 .
Y X . e

an nj njj

j

Kisaca Y, = X,y +e, seklindedir.

En kiigiik kareler ve normallik varsayimlar altinda e; ~ N (0, 0'2|n]_) olur. En kiigtik kareler

tahmincileri;

~ J 1y
7:[ZXJ'TXJ'J ZXJ'TYJ' (6.7)
=1 =1

Var(})z(ix}xjj inT[Var(Yj )}x{ix}xj] 6.8)
=1 =1 j=1

seklindedir. En kiigiik kareler varsayimlar altinda, Var(Y;)= o’| >dir. Buna gore Var( }A/) su

sekilde de yazilabilir:
3 -1

Var(y):az(Zx}xjj (6.9)
j=1

Y’nin varyansi bilinmeyen bir yapiya sahipse ve en kiigiik kareler varsayimlar

saglanmiyorsa, her 2. asama j birimi i¢in sapmasiz tahminci su sekildedir:
Var(Y; ) =(Y; = X; 7 )(Y; —Xj;/)T (6.10)

Robust varyans tahmincisi;
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A J -1 J ~ ~ J -1
Var(y)z{ZX}XjJ Zx}(vj—xjy)x(vj—xjy)ijEZXJijj (6.11)
=1 =1 =1

seklindedir. Bu tahmin J grup i¢in tutarhdir. e ile ilgili en kiigiik kareler varsayimlari hatali
olsa bile, J olduk¢a biiyilk oldugunda tahminci gergek standart hataya yakinsar.
(}A/qs— Vs ) / [\7&7( };q\s)T/Z her biiyiik J i¢in O ortalamali, birim varyansli normal dagilima
sahiptir. Robust tahminlerinden elde edilen kalintilar ¢, normal dagilmasada, bu ydntem
giiven araliklar1 ve testlerin duyarli hesaplanmalarina olanak verir.

ii. Genellestirilmis En Kiiciik Kareler Yontemi Altinda Robust Standart Hatalar:

Hiyerarsik lineer modellerde Vas tahminleri i¢in genellestirilmis en kiigiik kareler yontemi

kullanilabilir. Kalintilar (6.12)’deki gibidir:
€ =Uy; +Uy; X + & (6.12)

Matris notasyonu ise; e, = X,u, +¢ ’dir. Buradaki u, 2. asama tesadiifi etkilerin vektoridir.

Hiyerarsik lineer model varsayimlari ise;

u, ~ N(0,T) £~ N(0,02|nj ) (6.13)
ve

T 2
Var(Y;)=Var(Xu; +&;)=V; =X TX| +o I, (6.14)

ile gosterilir. Tiim bu varsayimlara dayanarak, genellestirilmis en kiigiik kareler tahminleri;

~ J 1y
V= [Z XViiX, J 2 XV, (6.15)
=i i1

seklinde hesaplanir. Genellestirilmis en kiigiik kareler tahminleri T ve o?’nin yerine geger.

Bu tahminlerin yaklagik olarak varyansi:
- \ Ty/-1 Ty/-1 —1J Ty/-1 B
Var(y)= lejvj X, lejvj [Var(Y;) XV, Z;xjvj X, (6.16)
= = =

seklindedir. Genellestirilmis en kiiclik kareler varsayimlarina gore Var(Y,; )=V, olur. Var( }A/ )

’y1 daha basit bir sekilde de soyle hesaplariz:
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-1
. J
Var(y)=[z X7V, 1xjj (6.17)
-1
Genellestirilmis en kiiciik kareler varsayimlart hatali ve Y’nin varyansi bilinmeyen bir yapida
oldugunda robust varyans tahmincileri (6.18)’deki gibidir:

-1

R J -1 J “ “ J
Var(y) = [Z XV, X jJ ><Zx}vj-1(\(j =X 7)Y, =X, )X jvj-l{Zx}vj-lx ,.] (6.18)
i=t j=t j=1

Bu durumda robust varyans tahmincisi J i¢in tutarhidir. Tesadiifi etkilerin dagilimi ve
kovaryans yapisi ile ilgili hiyerarsik lineer model varsayimlari hatali olsa bile, giiven araliklari
ve hipotez testleri dogru olacaktir. Ayrica, robust ve normal modelden elde edilen tahmin
degerleri arasinda biiyiik farklar oldugu durumda modelin yanlis belirlenme olasiligi oldukga

fazladir.

6.3 Orneklem Kiiciik Oldugunda Cikarsamalarin Gegerliligi

“Tamamen dengeli veri (completely balanced data)”” oldukga smirlandirilmis bir veri setidir.
Bu tip veride sabit etkiler hakkindaki ¢ikarsamalar igin kii¢iik 6rnek teorisi gegerlidir. Sabit
etkilerin nokta tahminleri varyans bilesenlerine bagli degildir, bu yiizden de sabit etkilerle

ilgili sonuglarin dengeli veride hatasiz olmasi miimkiindiir.

Dengesiz veriler ise, biiyiik 6rnek teorisine baglidir. Sabit etkiler ve sabit etkilerin standart
hatalar1 modeldeki varyans kovaryans bilesenlerinin her biri nokta tahminleri ile yakindan
ilgilidir. Sabit etkilerin ve varyans kovaryans bilesenlerinin nokta tahminlerinin karsilikli
iligkisinden dolayi, tahmincilerin 6rnekleme dagilimlari tam olarak bilinemez. Fakat en ¢ok
olabilirlik tahminleri kullanildiginda, en c¢ok olabilirlik tahmincilerinin biiylik 6rnek

ozellikleri bilinir.

6.3.1 Sabit Etkiler Uzerindeki Cikarsamalar

Sabit etkiler Ornek biiyiikliigiine bagli olmadigindan dolayr bu etkilerin tahminleri
sapmasizdir. Dengesiz durumlarda, sabit etkilerin standart hata tahminleri genelde kiigiiktiir

ve normal dagilima dayanan giiven araliklar1 oldukg¢a biiytiktiir.

*Tamamen dengeli veri oldukga siirlandirilmis bir veri setidir. 2 asamali hiyerarside, asagidaki 6zellikler gecerli
oldugunda tamamen dengeden so6z edilebilir:

-Birimler i¢indeki 6rnek genisligi esit olmalidir.

-Her birim i¢inde ayn1 1. agama agiklayici degisken degerleri bulunmalidir.

-Q+1 tane 2.asama esitligi i¢in, aynm agiklayici degisken setleri kullanilmalidir.

-1.asama ve 2.asama varyans bilesenleri tiim birimler i¢in sabit olmalidir.
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Tesadiifi etkili tek yonlii ANOVA modelinde }y, nokta tahmini:
~ ~ A \1l— ~ ~ 1
700=Z(Vj+TOO) Y.j/Z(V]+TOO) (6.19)

seklindedir. Esitlikteki V; ve v -

Vi=c /n, (6.20)
Yi=YY,/n, (6.21)

seklinde hesaplanir. 7,;00 “1n tahmin edilen standart hatasi;

[\7 (70 )T/Z - [Z(\? i+ 700 )_Tﬂ (6.22)

gibidir. Genelde 7y’ in nokta tahmini ve tahmin edilen standart hatasi o° ve Ty’

tahminlerinin bir fonksiyonudur. Fakat dengeli durumda bu dogru degildir.
Yo=Y /3 (6.23)
(6.23)’ten de goriilecegi gibi dengeli durumlarda 7;00, o’ ve Ty’a bagh degildir. Ayrica

V(?/oo) sadece V +7y tahminine ihtiya¢ duyar ve bilesenlere ayrilmaz. Boylece dengeli

durumlarda;

)

( 7 =7, ) / (MSbetween/nJ (6.24)

formiilii kullanilir. Bu Hg 17 =, hipotezi altinda (J —1)serbestlik dereceli t dagilimima
sahiptir.

Dengesiz durumlarda &% ve 7y en ¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin edilmigse biiyiik

orneklemlerde dagilim normaldir ve Z testi kullanilir. Uygulamada t dagilimi da uygun

olabilir.

2=(7-n)/[v ()] (629

V( ;/00 ) tahmini negatif sapmalidur. 7;00 ‘nin ger¢ek varyanst:
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Var(7s0) = Ey | Var (ool 0.0 ) | +Var, | E.(7n| 70,0 (6.26)

A ~2 A A2
gibi hesaplanir. E, ve Var,, Tw ve o ’'nin birlesik dagiliminin; E. ve Var, o ve o

verildiginde }A/OO “1n kosullu dagiliminin yerini alir. En ¢ok olabilirlik tahmini altinda sapma,

dengeli durumda 0’dir ve dengesiz durumlarda J arttikca 0’a yakinsar. Bazi kiiclik

orneklemlerde, bu terim ¢ok kiiciik olacaktir.

2. asamada J drneklem biiyiikliigii verildiginde, V (700) i¢cin sapmanin determinant biiyiikligii

farkl agirliklarda 7:00 tahminlerine gore hassastir. 7y 0’a yaklastiginda, agirliklar1 N / o’
’ye yaklasacaktir. 7,;00 icin agirlikli ortalama Zn J.V_ j / Z n; olur. 7y 0’dan farkli oldugunda
ise 74 :Zﬂj?_j/z/ij ve buradaki A, :TOO/[rOO+(O'2/nj )] seklinde hesaplanir. Ty

artiginda A; 1’e yaklastiginda ;/00 aritmetik ortalama ZV, / J ‘ye yaklasacaktir. Eger

i
agirhikli ortalama ile aritmetik ortalama sonuglar1 tutarsizsa, sapma biiyiik olacaktir ve V( }A/OO )
hiyerarsik tahmini oldukea kii¢iik olacaktir.

Bu analizler asagidaki genel sonuclara sahiptir:

1. 7 hakkindaki hipotez testlerinde normal dagilim yerine t dagilimi kullanilmalidar.

2. )A/ tahminlerinin agirlikli ortalamali yapiya karsi duyarli olup olmadigi denenir ve

duyarsiz ise V( }A/ ) standart hata tahmini olarak kullanilir.

3. Eger sonuclar agirlikli yapiya gore duyarh ise V(}A/)’ya baglh t testleri daha esnektir.

Hatasiz sonuglara Bayes yaklagimi ile ulasilabilir. Olduk¢a kapsamli hesaplamalara

ihtiyag duyan Bayes tahminleri } ve standart hatasinin tahmininde o ve T

tahminlerindeki belirsizligi dikkat alir (Raudenbush ve Bryk, 2002).

6.3.2 Varyans Bilesenleri Hakkindaki Cikarsamalar

o? ve T en ¢ok olabilirlik tahminlerinin biiyiik 6rneklem ozelliklerine baghdir. &? nin

nokta tahmini olduk¢a dogrudur. Eger o?’nin her birimde esit oldugunu varsayarsak, onun

tahmininin kesinligi biiyiik 6rnek biiyiikliigiine (N = Z n; ) bagl olacaktur.
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o’ ’nin 2. asama birimlerinde degistigini varsayarsak, tahmin edilen her &2 nin gézlem sayisi

n, ‘nin yeterince biiyik olmasi gerekmektedir. Diger taraftan o2 ve o2 iki grupta tahmin

edilirse, ¢® tahminlerinin dogrulugu ve givenilirliklerin anlamliligi her gruptaki toplam
ornek biiylikliigiine baghdir. T terimlerindeki tahminin dogrulugu 2. asama birimi J ile
ilgilidir. Ozellikle varyansin tahmini 0’a yakinsadiginda, biiyiikk 6rneklem biiyiikliigiine
ihtiya¢ duyulur.

T’nin elemanlarini test etmek icin 3 tip test vardir. Bunlar; tek degiskenli } ’ testi, tahminin
kendi standart sapmasina oranini temel alan tek degiskenli test ve en ¢ok olabilirlik oran
testidir. Tiim bu testler biiyiik 6rnekler igin gegerlidir. T elemanlarinin tahmin edilen standart
hatalar1 i¢in kullanilan testler, 6rnek genisligi kiigiik oldugu zaman giivenilmezdir. Bu
testlerin merkezlerinde tahminlerin giiven aralig1 vardir ve model hakkindaki olasilik simetrik
oldugunda anlamhidirlar. Cogu durumda olasilik olduk¢a carpiktir. Bu durum o&zellikle
varyans ¢ok kiiciik oldugu durumlarda dogrudur. Genelde kiiciik varyans bilesenleri ve biiytiik
veriler, testin dayandig1 biiylik 6rnek normallik yaklasiminin dogrulanmasina ihtiya¢ duyarlar

(Reise ve Duan, 2003).

6.3.3 Birinci Asama Tesadiifi Katsayilar1 Hakkinda Cikarsamalar
Tesadiifi katsayr f;’lerin her birimdeki hipotez testleri ve giiven araliklart igin ayri ayri en

kiiciik kareler tahminlerini kullanmak miimkiindiir. Ornek biiyiikliigii her birimde yeterince
biiyiilk olmadik¢a araliklar genis, testler ise yaniltict olacaktir. Alternatif; Ampirik Bayes

tahminleri ﬁ; tizerine kurulan giiven araliklart ve hipotez testleridir. Bununla birlikte bu

testler ve giiven araliklar1 varyans kovaryans bilesenleri hakkinda belirsizlik yansitmaz.
Boylece o ve T Kkesin olarak belirliyse araliklar kiigiik, testler ise oldukg¢a esnek yani

anlamli olacaktir.
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7. UC ASAMALI MODELLER

Uc asamali modeller psikoloji, sosyoloji ve egitim ile ilgili konular iizerine yapilan
arastirmalarda kullanilir. Ug asamali veri yapisina drnek olarak; cografi bolgeler icindeki
evler, evlerin igindeki bireyler, farkli endiistriler igindeki firmalar, firmalarin i¢indeki isciler

ya da bolgeler i¢indeki okullar, okullar i¢indeki 6grenciler verilebilir.

7.1 Tam Kosulsuz Model (A Fully Unconditional Model)

Ug asamali modellerin en basiti; hi¢cbir asamada aciklayic1 degisken icermeyen tam kosulsuz
modeldir. Model ¢ikt1 Olglisiindeki degisikligin ti¢ farkli asamaya karsi nasil oldugunu

gosterir. Egitim drnegini ele alirsak 1. asama 6grenciler, 2. asama siniflar, 3. asama okullardir.

1. asama modeli:
Yijk =ik t Gijk (7.1)
seklindedir. Formiildeki vy, k. okulun j. smifindaki i. 6grencinin basarisi, -, K. okuldaki j.

sinifin ortalama basarisi, e, tesadiifi 6grenci etkisi yani simif ortalamasindan gelen ijk.

ogrenci puaninin sapmasidir. Bu etkiler 0 ortalama &* varyansla normal dagilima uyar.

I, J,K indisleri sunlar1 ifade eder:

i=12,..n i k. okuldaki j. smifta bulunan 6grenciler

j =12,.., Jk k. okuldaki smiflar
k=12,...,K okullar

2. asama modelinde, her simf ortalamast -  bagiml degiskenin bazi okul ortalamalar

etrafinda tesadiifi olarak degistigini belirtir.
TTojk = Lok + 1o ik (7.2)
Burada fy k. okuldaki ortalama basari, r, , tesadifi simf etkisi yani okul ortalamasindan

gelen jk.smif ortalamasinin sapmasidir. Bu etkilerin 0 ortalama ve 7, varyansla normal

dagilima uydugu varsayilir. K tane okulun her birindeki siniflar arasindaki degisikligin ayni

oldugu kabul edilir.

3. asama modeli:
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Book = Yoo Yoo (7.3)

seklinde gosterilir. 3. asama modeli okullar arasindaki degisikligi ifade eder. Okul
ortalamalar1 ,BOOk, biiyiik ortalama etrafinda tesadiifi olarak degisir. Burada 7y, biiylik

ortalama, Uy, tesadiifi okul etkisi yani bilyiik ortalamadan gelen k. okul ortalamasinin

sapmasidir. Uy, 0 ortalamali - varyansli normal dagilima sahiptir.

7.1.1 Varyans Aynistirmasi Ve Giivenilirlikleri

Basit {i¢ asamali modellerde Y;. Siktisindaki toplam varyans U¢ bilesene ayrilir. Bunlar; 1.

asamadaki o® (smniflarda bulunan Ogrenciler arasindaki), 2. asamadaki 7, (okullardaki
smiflar arasinda) ve 3. asamadaki z, (okullar arasindaki) varyanslardir. Varyans oranini su

sekilde yazariz:
o’f(o?+7,+17,)
rﬁ/(a2 +7,+7,) (7.4)

2
Tﬂ/(O' +rﬁ+rﬁ)

Burada birincisi, siniflar i¢indeki 6grenciler arasindaki varyans oranini, ikincisi, okullardaki
siiflar arasindaki varyans oranmmi ve {lglinciisii ise okullar arasindaki varyans oranini

gostermektedir.

Iki asamali modeldeki gibi en kiigiik kareler tahmin katsayilarinmn giivenilirligini
inceleyebiliriz. Ayrica giivenilirlikler iki asamali modellerde tahmin edilir. 2. agamada her

jk. smif icin giivenilirlik;
Giivenilirlik (zox) =7, /[ 7, +&*/n, | (7.5)

seklinde hesaplanir. Yukaridaki esitlik ayni okuldaki siniflar arasinda ayirimi belirlemede

sinif 6rnek ortalamasinin giivenilirligidir. 3. agsamadaki k tane okul i¢in;

i . (7.6)

7, +{Z[rﬁ +az/njk]l} 1

Guvenilirlik (B, ) =

ile hesaplanir. Guvenilirlik (,@OOk); gercek ortalamanin tahmini olarak okulun ornek

ortalamasinin giivenilirligidir.
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7.2 Kosullu Modeller (Conditional Models)

Her asamadaki varyans (degiskenlik), her bir asamada Olgiilen degiskenler tarafindan
aciklanabilir ve hesaplanabilir. Bu modelde 6grenci, simif ve okul ozellikleri agiklayict
degiskenler olarak kullanilir. Ayrica simif ve okul asamalarindaki iligki birimler arasinda
tesadiifi olarak degisebilir. Ogrencinin cinsiyetinin akademik basar1 ile iliskili oldugunu
varsayalim. Cinsiyet etkisini gosteren 1. agsama regresyon katsayisi, 2. asamadaki 6gretmen ve
simif 6zelliklerine ait degiskenlere bagli olarak degisebilir. Benzer sekilde regresyon katsayisi
3. asamada (okul asamasinda) tesadiifi olarak degisebilir. 3. asama sabit terimleri tesadiifidir,

regresyon egimleri ise okullar arasinda farklilasabilir.

Genel 1. asama modeli; her smif igindeki Ogrenci basarisini 1. asama aciklayici

degiskenlerinin ve 1. asama tesadiifi hatasinin bir fonksiyonu olarak modellenir.

Yik = 7ojc + 71 jcBuijc + 7 g o+ 7 @i + Eic (1.7)
Esitlikteki;

Y k. okulun j. sinifindaki i. 6grencinin basarisi;

7o K okuldaki j. simif igin sabit;

a, basariyi etkileyen p=1,..., P tane agiklayici degisken (88renci 6zellikleri);

., her ogrenci 6zellii a Ve jk smufindaki ¢ikti arasinda birlesme etkinligini gésteren 1.

asama katsayilari,

e; 1. asama tesadiifi etkisi yani 1. asama modelinde tahmin edilen puandan gelen ijk.

Ogrenci puanmin sapmasidir. Kalintilarin 0 ortalama ve o&* varyansla normal dagildigi

varsayilir.

Genel 2. asama modeli; sabit terimi i¢inde bulunduran O6grenci asamasi modelindeki

regresyon katsayilarinin her biri ya sabit ya tesadiifi olarak degisen ya da tesadiifi olarak

degismeyen seklindedir. Her simf etkisi _ ;

Qp
o = Booe + 2 Bog X + Nk (7.8)
q=1

seklinde hesaplanir. Formiildeki,

Booc smif etkisi 7z, Modelindeki k tane okul igin sabit;
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X smufetkisi » “min agiklayici degiskeni olarak kullanilan simf 6zellikleri;
Poq suuf ozellikleri X, ve »  arasinda birlesme etkinligini gosteren katsayi;

r, 2.asama tesadiifi etkisidir.

2. asama modelinde (P+l) tane denklem vardir. Bu esitliklerdeki tesadiifi etkilerin
korelasyonlu oldugu varsayilir. r ’nin O ortalamali, ; varyansh, r ve r = eclemanlarn

arasindaki kovaryansi ;  olan ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir. Varyans kovaryans

matrisi T,, ile gosterilir, bu matrisin boyutu 1. asama katsayilarinin sayisina baghdir. Eger
smif etkisi 7 o sabit olarak belirlenirse 2. asama agiklayict degiskenleri modelde yer almaz
Ve r, da O olur. i tesadiifi olarak degismezse X degiskenleri modelde bulunur, fakat e
hala 0’dr.

Genel 3. asama modeli; 3. asama ¢iktisinin her biri bazi 3. asama 6zellikleri tarafindan tahmin

edilebilir. Model,

S

ﬁqu = j/pqo +Zypqswsk +uqu (79)
s=1

seklindedir. Burada;

Yoaor Boge 1610 3. asama (okul) modelindeki sabit terim;
W, okul etkisi PBoge 1¢in aciklayicr degisken olarak kullanilan okul 6zelligi;

Y ogs» OKul 0zelligi Wsk ve A . arasinda birlesme etkinligini gosteren 3. asama katsayist;

pak

u ., 3. asama tesadiifi etkisidir.

pak *

Her okul icin 3. asama modelinde Z (Qp +1) tane denklem vardir. Bu denklemlerden

P
p=0
gelen kalintilarin ¢ok degiskenli normal dagildig1 varsayilir. Varyans kovaryans matrisi 1, ile

gosterilir ve bu matrisin boyutu tesadiifi olarak belirtilen 2. asama katsayilarinin sayisina

baglidir. 2. asama modelindeki . katsayilar1 i¢in, £ katsayilarinin her biri ya sabit ya

tesadiifi olarak degismeyen ya da tesadiifi olabilir. g sabit ya da tesadiifi olarak degismeyen

sekilde belirleniyorsa, y_, 'nin 0 oldugu varsayilir.
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7.3 Kosulsuz Modeller (Unconditional Models)

1. asama modeli;
P

Yijk =T+ Z”pjkapijk + Eiji (7.10)
p=1

2. asama modeli;

7 pik = Pook + Tpik (7.11)

3. asama modeli ise;

Prook =7 pqo + Upk (7.12)

seklindedir.

7.4 U¢ Asamah Modellerde Hipotez Testleri

Uc asamali modellerde sabit etkiler, tesadiifi katsayilar ve varyans kovaryans bilesenleri ile
ilgili hipotezler test edilebilir. Hipotez tiplerinin her biri i¢in hem tek parametreli hem de ¢ok

parametreli testler uygundur.

Sabit etkiler icin tek parametreli testler arastirmacilara gerekli katsayilarin karar verilmesinde
yardim eder. Sabit etkiler i¢in ¢oklu parametre testleri sabit etkiler arasinda hem ¢ok amagh
testler hem de 6nsel karsilastirmalar yapmaya olanak verir. Ornegin; okullar; devlet okullari,
0zel okullar diye iki golge degiskeni seklinde siniflandirilabilir. Cok amagli testler golge
degiskenlerin etkileri 0 oldugunda kullanilir. Bu hipotez saglandiginda, okul tipleri modelden

atilabilir. Alternatif olarak, tek serbestlik dereceli karsilagtirmalar diisiiniilebilir.
Varyans bilesenleri i¢in tek parametre testleri hem 2. agsamada hem de 3. asamada sorun
yaratabilir. Hipotez T,[ ve 1, mn késegen elemanlarinin her biri 0 olacak sekilde kurulur.

Varyans bilesenleri i¢in ¢oklu parametre testleri 2. ve 3. asamada bulunan birden fazla

varyans bilesenleri ile ilgili hipotezleri sinamada kullanabilir.

7.5 U¢ Asamah Modellerde Tesadiifi Katsayilarin Tahmini

Ucg asamali model hem 2. asamadaki hem de 3. asamadaki tesadiifi katsayilar1 Ampirik Bayes
ile tahmin eder. U¢ asamali kosulsuz modeller icin hiyerarsik analiz, ikinci asamadaki her
smif ve tgiincli asamadaki her okul ortalamalarin1 Ampirik Bayes tahminleri ile test

edilmesine olanak saglar.
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ﬁ;}.k = f;rjkf.jk +(l_fi\«7[jk )Aﬁg(,k (7.13)
Book =28 Book +(1= 24 ) a0
Formiilde yer alan 5 ve Guvenilirlik (7Arojk) ve Glvenilirlik (ﬁow) ‘nin yani 2. ve 3.

asama ortalamalarinin givenilirlikleridir. y,,, biyiik ortalama tahmini, Sy, ,BOOk ‘nin

agirlikl en kiigiik kareler tahmincisidir.
A ~2 -1
Z[Tﬂ‘l'a njk:i Y ik

N j
ﬁook = R . )
Z[T” +o njk}
j

(7.14)

S, bilyiik ortalama Voo ya Karsi (1—ﬂﬁk) oranti miktar1 ile klasik agirlikli en kiigiik

A

kareler tahmincisi f,, "ya yakinsar. Benzer olarak 7 (1—/1njk) oram tarafindan g ’ya

kars1 6rnek ortalamast ¥ ;. ’ya yakinsar.
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8. GENELLESTIRILMIS HIYERARSIK LINEER MODELLER

Iki ve ii¢ asamal1 hiyerarsik lineer modeller igin;

a. Her asamadaki bagimli degiskenin, regresyon katsayilariin lineer bir fonksiyonu olarak

gosterilmesi,
b. Her asamadaki tesadiifi etkilerin normal dagildigs,

varsayilir. Bagimli degisken siirekli oldugunda, 1. asamadaki normallik varsayimi oldukca
yerinde olur. Hatta siirekli bir ¢ikt1 biiylik Olclide carpiksa, ¢ikti degiskenine uygulanacak

doniisiim en azindan 1. agama kalint1 dagilimlarinin normal dagilima uymasini saglayabilir.

Dogrusallik ve normallik varsayimlarinin saglanamamasi ve doniisiimiin yapilamamasi gibi
durumlar da olabilir. Ornegin Y 6grencinin liseden belirlenen dgretim yilinda mezun olup
olamadigin1 gosteren iki degerli bir ¢ikti degiskeni ise (6grenci belirlenen 6gretim yilinda
mezun olursa Y=1, mezun olmazsa Y=0) bilinen 1. asama modelinin kullanimi asagidaki

sebeplerden dolay1 uygun olmaz:

1. Hiyerarsik lineer modellerde 1. asama ¢iktisinin tahmin edilen degerlerinde kisitlama s6z
konusu degildir. Verilen 6rnekteki iki degerli ¢ikti olan Y’ nin tahmin edilen degeri (0,1)
araligindadir. Bu degere lineer olmayan transformasyon (logit veya probit doniigiimii

gibi) yapilir.

2. Ciktiya tahmin edilen degerler verildiginde, 1. asama tesadiifi etkisi iki degerden sadece

birini alabilir ve normal dagilima sahip olmayabilir.

3. 1. asama tesadiifi etkisi, homojen varyansa sahip olmayabilir, bu durumda 1. asama

tesadiifi etkinin varyansi tahmin edilen degere baglidir.

Hiyerarsik lineer modeller sayma (count) verileri ile de kullanilabilir. Ornegin; Y bir yil
boyunca bir kisinin sug isleme sayisi ya da bir saatlik ders sirasinda bir 6grencinin soru sorma
sayist olabilir. Y’nin negatif olmayan tamsay1 (0,1,2,...) degerlerini almasi, verinin pozitif

carpik olmasint meydana getirebilir. Veride sifir azsa bagimli degisken olan Y’ye

Y*:Iog(1+Y) veya Y =y gibi doniisimler yapilarak ¢arpiklik sorunu ortadan

kaldirilabilir. Ayrica olay oranlarmin diisiik olmasi, belirtilen zamanda istenilen olaymn
gerceklesmedigini gosterir. Bu durumda doniisiimler yardimiyla normallik varsayimina

yaklagilabilir.
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8.1 Genellestirilmis Hiyerarsik Lineer Modellerin (HGLM) Ozel Durumu Olarak iki
Asamal Hiyerarsik Lineer Modeller

Genellestirilmis hiyerarsik lineer modellerdeki 1. asama modeli {i¢ kistmdan olusur. Bunlar;
ornekleme modeli (sampling model), bag fonksiyonu (link function) ve yapisal model
(structural model)dir. Hiyerarsik lineer modeller (HLM), 6rnekleme modelinin normal, bag
fonksiyonunun benzer ve yapisal modelin lincer oldugu Genellestirilmis hiyerarsik lineer

modellerin (HGLM) 6zel bir hali gibi goriiniir.

1. Asama Ornekleme Modeli: iki asamali hiyerarsik lineer modellerde, érnekleme modeli

asagidaki gibi yazilir:
Y ‘/uij ~ NID( ) (8.1)

Bunun anlami1 tahmin degeri olan 4 bilindiginde 1. asama ¢iktis1 Y, ‘nin beklenen degeri, 4

ortalamali ve sabit ¢° varyanshdir, ayrica normal ve birbirinden bagimsiz dagilima sahiptir.

1. asama drnekleme modelinin beklenen degeri ve varyansi asagidaki gibi gosterilebilir:

E (Y” |/uij ) = K Var (Yu |/uij ) =o’ (8-2)

1. Asama Bag Fonksiyonu: Genelde 1. asama tahmin degeri s, Y1 donistirmek ve tahmin
degerini verilen aralik icinde tutmak miimkiindiir. Doniistiiriilmiis tahmin degeri 7 ile

gosterilir ve bu doniisiime bag fonksiyonu denir. Normal durumlarda doniigiim gerekli

degildir. Déniigim yapilmazsa ,, — ,, seklinde gosterilir. Bu durumdaki bag fonksiyonunu,

benzer bag fonksiyonu (identity link function) olarak tanimlamak miimkiindiir (Hosmer ve

Lemeshow, 2000).

1. Asama Yapisal Modeli: Doniistiirtilmils tahmin degeri ,, , lineer yapisal modeldeki

tahminciler ile iligkilidir.
i =B + Py Xaij + 5o Xgij + o+ By X i (8.3)

(8.1), (8.2) ve (8.3)te verilen modeller birlestirilerek hiyerarsik lineer modelin 1. asama

modeli olusturulur.

8.2 iki Degerli Ciktilar I¢in iki ve U¢ Asamalh Modeller

Hiyerarsik lineer modeller normal érnekleme modeli ve benzer bag fonksiyonu kullanirken,

iki degerli ¢ikti modelinde binom 6rnekleme modeli ve logit bagi kullanilir.
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8.2.1 Birim Ozellikli Modeller (Unit- Specific Models)

1. Asama Ornekleme Modeli:yij, m, denemedeki basari sayisi, 2 ise her denemedeki

basarmin olasilig1 olsun. Buna gére model;

Y ‘(Pij ~ B(m;.0) (8.4)
seklinde gosterilir. Binom dagilmmna gére, vy, ’nin beklenen degeri ve varyansi asagidaki
gibidir:

E(Y;|os) =myo, Var (Yo ) =mye; (1- 9, (8.5)
m, =1 oldugunda, v, sifir ya da bir degerini alan iki degerli bir degigkendir. Bu Bernoulli

dagilim1 olarak bilinen Binom dagiliminin 6zel halidir. 1. asama varyansi1 varsayillandan daha
genis (asir1 yayilim) ya da varsayilandan daha kiiglik (az yayilim) olabilir. Eger 1. agama

modelinin agiklama orami diisiikse, asir1 yayilim meydana gelebilir. Bu durumda skaler
varyans bileseni o? tahmin edilebilir. Boylece 1. asama varyansi azmij(oij (1—(pij) seklinde
olur.

1. Asama Bag Fonksiyonu: 1. asama ornekleme modeli binom oldugunda, birka¢ bag

fonksiyonu kullanilmasi miimkiindiir (Hedeker ve Gibbons, 1994). En kullanigh ve yaygin

olani logit bag modelidir ve gosterimi:
77", = |og [&J (86)
Dij

seklindedir. Burada n, basar oddsunun (oransal olasilik) logaritmasidir. Bir olayin oddsu,
olaymn meydana gelme ihtimalinin gelmeme ihtimaline oramidir. Eger basari olasiligi o, =0.5
ise, basar1 orani (pij/(l—gqj)=0.5/0.5=1 ve log-oddsu yani logiti log(1)=0 olur. Basari

oddsu 0.5°den az oldugunda oran 1’den az ve logit negatif olacaktir. Olasilik 0.5’den biiyiik

oldugunda ise, oran 1’den biiyiik ve logit pozitif olacaktir.

1. Asama Yapisal Modeli: Tahmin edilen log-oddslar, exp(nij) tarafindan oranlara

doniistiiriilebilir.
1
1+exp (- )

n, 1in her degeri i¢in 4 degeri 0 ile 1 arasinda olur.
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2. Asama ve 3. Asama Modelleri: Bu bdliimdeki 2. asama modeli, hiyerarsik lineer

modellerdeki 2. asama modeli ile aynidir.

Sq
By =7 +Z7qSWSj +Ug (8.8)
s=1

Buradaki tesadiifi etkiler y_, 0 ortalamali T varyans kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal

dagilima sahiptir. 3. asama modelleri de hiyerarsik lineer modellerdeki 3. asama modeli ile

aynidir.

8.2.2 Anakiitle Ortalama Modelleri (Population- Average Models)

Anakiitle ortalama ve birim 6zellikli sonuglar lineer olmayan bag fonksiyonlar1 ile modeller
olustururlar. Modellerin sonuglar1 benzer olmasma ragmen, modeller farkli arastirma

amaglarinda kullanilirlar.

Kosulsuz Model

Kosulsuz modelde, u,, —o olan okul i¢in yinelenen olasilik anakiitle ortalama olasiligy

degildir. Tesadiifi etkisi sifir olan okul, tesadiifi etkilerin sahip oldugu dagilimin
merkezindedir. Ciinkii 2. asamadaki tesadiifi etkilerin normal dagildig1 varsayilir, bu durumda
tesadiifi etkinin ortalama ve medyan degeri 6zdestir. Ayrica olasilik dagilimi pozitif yonde

carpiktir.  Maclaurin  serisini  kullanarak da 4 ’'yi anakiitle ortalama olasiligina

yaklastirabiliriz.

1

—(700 +Up j)

2= (Uo;) = Lie

’ 1 14
:¢ij(o)+uoj¢’ij (O)+Eu§j¢ij (0) (8.9)

(8.9)’daki katsayilar;

1
. (0) =
¢'J( ) 1+ 70

0;(0)=;(0)[ 1-¢,(0) ] (8.10)
(/7ij"(o)= (Dij,(o)lil_zq)ij(o)]
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(8.10)’daki gibi hesaplanir. | ’nin N(0,0 ? ) ’ye sahip oldugu varsayilarak E(¢. ) asagidaki
oj ¢Ij

gibi hesaplanir:
E((pi,-):(pi,— (0)+ 700 (0)[0-5_%‘ (0)] (8.11)

Eger ¢ (0) =05 veya Ty, =0 ise E(goij):gpij (0) olur. ¢; (0)<O.5 i¢in anakiitle ortalamasi
E (gpij ) 0.5’den yukariya dogru, o, >o0.5 i¢in E (goij ) 0.5’den asagiya dogru cekilecektir. Her
bir durumda, farkliligin biiytik ¢ogunlugu, 7y ’in genis ve @ (0) ‘in 0.5’den ne kadar uzak

olduguna baglidir.

Kosulsuz modelde, anakiitle ortalama modelinin tahmini;

1
Clte

Y.

ij

+e, (8.12)

seklinde gosterilir. 2. asama tesadiifi etkileri paydadaki tstellikten dolay1 e ’yi yok edebilir.

7oy T 1 birim Ozellikli tahmininden gelen anakiitle ortalama tahminini ayirt etmek igin

kullanilir.

1 1
E(Y,)=E = . 8.13
( IJ) [1+e(y00+u0j)J l+ e*)’oo ( )

Model kalintilar1 e "nin gruplardaki birimler arasinda korelasyonlu oldugu varsayilir.

Kosullu Model

Anakiitle ortalama tahminleri diger agiklayici degiskenler sabit tutularak bir aciklayici
degiskendeki bir birimlik artisa bagli olarak log-oddslardaki beklenen farklilig: verir, fakat 2.
asama tesadiifi etkilerinin dagilimi ortalamanin iizerindedir. Birim ozellikli ve anakiitle
ortalama modellerinin ikisinde de istatistiksel anlamlilik yaklagik olarak aynidir. Bununla
birlikte birim 6zellik katsayilarindaki karsilagtirmada formiil yaklagimindan dolay1 anakiitle

ortalama katsayilar1 0’a yaklasir.

8.3 Sayma (Count) Veriler i¢cin Hiyerarsik Modeller

Sayma verileri i¢in genellestirilmis lineer model Poisson 6rnek modeli ve logaritma bag

fonksiyonundan olusur.
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1. Asama Ornekleme Modeli: Y, » m, zaman araligi boyunca meydana gelen olay sayisidir.
Ornegin; Y, bes yil boyunca j tane sugtan i. bolgedeki bir kisinin su¢ isleme sayist ise,

m, =5 olur.
Yi ‘An ~ P(my, 4;) (8.14)

seklinde gosterilir. Burada v, , m, ile Poisson dagilimina sahiptir ve 4 ’nin her zaman
periyodundaki olay oramdir. Poisson dagilimma gore olay orani, —verildiginde v, 'nin

beklenen degeri ve varyansi:

E(Yij V’ij) =m;4,

ij 75

Var (Y| 4;) = m; 4, (8.15)

seklinde olacaktir. Burada, varyans ortalamaya esittir.

1. Asama Bag Fonksiyonu: 1. asama 6rnekleme modeli Poisson oldugundan, bag fonksiyonu

logaritma bag (log link)dir (Kleinbaum ve Klein, 2002).
m7; = log(4;;) (8.16)

n, » 0lay oranmn logaritmasidir. Boylece olay orani 3, 1 oldugunda, logaritmasi 0 olur. Olay

orani 1’den azsa logaritma negatif, olay oran1 1’den biiyiik ise logaritma pozitiftir.

1. Asama Yapisal Modeli: ﬂs’lerin tahmininde logaritma olay orani tahmini ;7” 'yi

olusturmak miimkiindiir. Logaritma olay orani tahmini, olay orami Aj’ye asagidaki gibi

doniistiiriilebilir:
;l\,ij =eXxp {T;ij } (8.17)

N

n; "nin hig bir degeri igin, Aj negatif olmayacaktir.

2. Asama Modeli: 2. asama modeli, binom ve normal durumdaki 2. asama modeli ile aynidr.

8.4 Ordinal (Siral) Veriler I¢in Hiyerarsik Modeller

Kategorik c¢iktilar sosyal bilimlerde ve tibbi arastirmalarda yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Ornegin; insanlarmn verilen bir ifade ile ilgili ayn1 goriiste olup olmadiklarini
verdikleri cevaplara gore anlayabiliriz. Cevaplar, Tamamen katiliyorum, Katiliyorum, Ne
katiliyorum ne katilmiyorum, Katilmiyorum, Hi¢ katilmiyorum seklinde olabilir. Bununla

birlikte Baz1 ¢alismalarda bagimli degisken siireklidir (yillik veri gibi), fakat uygun veri
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kategorilere gore simiflandirilmis olabilir (yiiksek, orta, diisikk gibi). Bu boliimde sirali

verilerden olusan bagimli degiskenler icin HLM analizi incelenecektir.

8.4.1 Tek Asamali Veriler I¢cin Kiimiilatif Olasihk Modeli

Sirali regresyon igin standart model kiimiilatif olasilik modelidir. Ornegin, dgretmenlerin
meslekleri ile ilgili veriye sahip oldugumuzu varsayalim ve soyle bir soru olsun: “Eger lise
yillaria geri donseydiniz ve her seye bastan baglasaydiniz, meslek olarak d6gretmenligi tekrar
secer miydiniz?” Olast cevaplar da 1=Evet, 2=Emin degilim, 3=Hayir seklinde verilsin.

Cevaplara gore 6gretmenlerin mesleklerine olan ilgisi tahmin edilebilir.

Sirali regresyon modelini meslege karsi baglilik derecesi diye belirtilen z siirekli degiskeni ile

gosterelim. Z degiskeni ve olasi cevaplar arasindaki iliski Sekil 8.1 ‘de gosterilmektedir.

Olasilik

0.8
0.6
04

0.2

0.0

Meslege Baglilik
-3 2 1 0 1 2 3 Derecesi (z)

Evet Cevabinin Orani
Emin Degilim Cevabinin orani
Hayir Cevabinin Qrani

Sekil 8.1 Meslege baglilik derecesi ve kiimiilatif olasiliklar (Raudenbush ve Bryk, 2002)

Meslege baglilik derecesi diisiik olan 6gretmenler, cogunlukla “Hayir” cevabini se¢gmislerdir.
Bu sebeple z’nin diisik degerleri igin, “Hayir” olasiligi yiiksektir. Bunun anlami “Emin
degilim” ve “Evet” cevaplarimin olasiliklarinin diisiik oldugudur. z oldukg¢a genis oldugunda
“Hayir” olasihigi azalmaktadir, “Emin degilim” ve “Evet” olasiliklar1 ise artmaya
baslamaktadir. z ¢ok yliksek degerler elde ettiginde, “Hayir” olasiligt “Emin degilim”

olasiligindan bile daha kii¢iik olmaktadir. Ogretmenler meslekleri ile ilgili tamamen kararsiz
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degillerse, cogunlukla Evet=1 yanitin1 vereceklerdir ve tekrar 6gretmenligi sececeklerdir. Bu

yiizden z’nin oldukga yiiksek degerleri i¢in “Evet” olasilig1 yiiksektir.

M tane miimkiin sirali kategori (m =1..M )ve etki (bagimli) degiskeni R olsun. R, m
degerini aldiginda bunun olasiligi, ¢, =Olasilik (R=m) seklinde gosterilir. Verilen 6rnekte
M=3"tiir ve (8.18)’deki gibidir:

¢, =P(R=1)=P("Evet")

@, =P(R=2)=P("Emin degilim") (8.18)
@, =P(R=3)=P("Hayir")

Regresyon denklemindeki bagimli degiskenin yapis1 geregi kendi olasiliklari yerine kiimiilatif
olasiliklarla ¢alismak daha uygundur. Kiimiilatif olasiliklarin gosterimi ise asagidaki gibidir

(Long, 1997):

¢;=P(R£m):¢l+¢2+...+¢m (8.19)
(0; =0
(P; =0+, (8.20)

P =0+, +p, =1

Kimilatif olasiliklarla c¢aligma fikri, m=1,....,M —1 i¢in kiimilatif logit kullanmaya

yonlendirir.

_ (o; _ P(R<m)
) (222

Basit lojistik regresyon modelini 7,, =60, + X, seklinde gosterebiliriz, ayn1 zamanda bu
formiile “oransal odds (proportional odds)” da denir. Model her kategori m igin sabit § ve

egim parametresi £ ’ya sahiptir. X = X1 ve X= X2 durumlarinda beklenen log-oddslari

karsilastirdigimizi varsayalim. Iki durum arasinda log-oddslardaki beklenen fark m’ye bagh

olmayacaktir.
Thoa = M2 :ﬂ(xl_xz) (8.22)

Boylece X’den farkli olan durumlar arasindaki log-oddslardaki beklenen farklar belirli

kategoriye bagli degildir. Bu iki durum i¢in iliski oddslar (relative odds):
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Oddsy, _ o)
Odds,,

(8.23)

gibidir.
X her kategori m i¢in olasilik oranini etkiler. Bu varsayim genellikle kontrol edilir ve her X

icin iki kiimiilatif logit arasinda logaritma olasiliklarindaki farklilik sadece sabitlere baghdir,

X’e bagl degildir yani 7, —7, =6, -6, seklindedir.

8.4.2 ki Asamahlara Kars1 Genisletme (Extension to Two Levels)
1. asamada j. gruptaki i. birim i¢in agiklayici degisken X;; olsun. 1. asama modeli;

My =615+ B Xy

(8.24)
Maij = 0y + Bri Xy

seklindedir. Ug tane tesadiifi katsayr vardir. Bunlar; X i¢in egim [, j ve iki tane esik deger
6, Ve g, dir. Her iki esik degerinin tesadiifi olarak degistigini hesaba katmak sonuglarin
yorumunu oldukga zorlagtinr. 2~ farkli gruplarda bulunan farkli yontemdeki kategorilere

dondstiirtlir. Ayrica bazi stratejiler her gruptaki tesadiifi etkilerin en azindan iki tanesine
ihtiyag duyar ve bunlar oldukga yiiksek korelasyonlu olur. Daha fazla kategori eklendiginde,

tahmin ve yorumlama problemleri artar. Tutarli bir yaklasim igin, 6 =6, -6, seklinde fark

alinir.

1. asama modeli;

N = Boj + B Xy

(8.25)
Noii = Poj + Brj Xy +6

seklinde olur. Model gruplar karsisinda tesadiifi olarak degisen p,, Ve yine tesadiifi olarak

degisen ve X’in egimi olan g, ; den olusur.

1. Asama Yapisal Modeli: M kategorilerine genelleme yaparsak, 1. asgama modeli;

Q M-1
Mij = ﬂo;‘ +Z:qu Xqij + Z Dmij5m (8.26)
g=1 m=2

seklindedir. Formiildeki p_ , m kategorisi igin bir gostergedir.
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1. Asama Ornekleme Modeli: Veri ordinal oldugunda, i. birimdeki j. grup igin

Y. Y, seklinde olan (|\/| —1) tane golge degisken vardir.

1ij 7+ Tm—1ij
Eger R, <m ise v, =1, diger durumlarda ise O olur. Ogretmenlerin mesleklerine karsi ilgisi
orneginde M=3 olduguna gore;

Eger R, =1 isey. —1

1ij

Eger R, <2 ise Y, =1 (8.27)

seklinde gosterilir. (0:1” =P(Y,; =1) olasiliklar, kiimiilatif olasiliklardur. go:ﬂj verildiginde

Y, ‘nin beklenen degeri, varyansi ve kovaryansi (8.28)’deki gibidir:

E (Ymij ‘(D:m ) = (D:qij
Var (Ymij ‘@;ij ) = Q):nij (1- ¢:nij ) (8.28)
Cov (Ymij ’Ym’ij ‘(Dmij 1 O ) = (";ij (1- (/);’ij )

2. Asama Modeli: 2. asama modeli genel olarak su sekildedir:

Sq
By =7 +Z7quSj +Ugy (8.29)
s=1

Buradaki tesadifi etki y_, tim j’ler i¢in tahmin edilebilir. Ayrica tesadifi etkilerin ¢ok

degiskenli normal dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir.

8.5 Cokterimli (Multinomial) Veriler i¢in Hiyerarsik Modeller

Bagimli degisken sirali olmakla birlikte buradaki sirali durum net olmayabilir ya da verinin
siral1 hali siipheli olabilir, oran oddslarinin varsayimlar: tartigilabilir. Bu durumda ¢okterimli
regresyon modelleri daha kullaniglidir. Ciktinin M tane miimkiin kategorisi vardir. Boylece
M=3 oldugunda olasiliklar su sekildedir;

P(Rij =1)= 21

P(R; =2) =@y (8.30)
P(Rij =3)= Dy = 1- Diij — Paij

Biitiin ¢iktilar1 belirlemek icin M —1=2 tane olasilia ihtiya¢ duyulur.

1. Asama Ornekleme Modeli: 1. asama 6rnekleme modelini aciklamak i¢in modele golge

(dummy) degiskenleri eklemeliyiz. Eger R; =m ise Y, ; =1, diger durumlarda v_. —o olur.
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Cok terimli dagilima gore, ¢, ; verildiginde Y, ;. 'nin beklenen degeri ve varyansi ;

E (Ymij |(Pmij ) = Dnijj Var (Ymij |§Dmij ) = Onij (1_¢’mij ) (8.31)
seklindedir. Bagimli degisken Y ;; ve Y, . arasindaki kovaryanst ise;

Cov (Ymij ’Ym’ij |(pmij + P ) = = Drij Prij (8.32)

seklinde hesaplanir.

1. Asama Bag Fonksiyonu: Cok terimli regresyon modelleri i¢in kullanilan bag fonksiyonu

cok terimli logit bagidir ve m=1,..., M —1 igin;

—toal @mi | _1oql PRy =m) 8.33
Tnij = Iog[ . J_ IOQ(P(R“ = M)j ( )

seklinde gosterilir.

1. Asama Yapisal Modeli: 1. asamada m=1,...,M —1 i¢in;

Qn

Moy = Bojimy + 2 Bymy X (8.34)
q=1

seklindedir. Ornegin M=3 oldugunda 1. asamada iki tane denklem yazilir.

Q
i = Pojy + Zﬁm— @ X
q=1

: (8.35)
Mo = Pojoy + leﬂqj(z) Xgi
q=
2. Asama Modeli: 2. asama modeli 4=0,...Qn igin;
Sq
Bajim = Vaom + 2_1:7 asmWVs F Ugim) (8.36)

seklindedir. M=3 oldugunda 2. agamadaki denklemler 1. asama yapisal modelinden de

goriildiigi gibi iki tane olacaktir.
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9. UYGULAMA

Ulkelerin cagdaslik seviyesine yiikselmesinde ve gelisimine katkida bulunmada genglerimize
ve onlar1 egiten dgretmenlerimize gorevler diismektedir. Ogrencilerin basarisinda, 6grenim
gordiikleri okullarin ve bulunduklar1 cografi bolgelerin etkili olup olmadigi onemlidir. Bu
sebeple calismada so6zii gegen faktorlerin basarida etkisinin olup olmadigi ve var olan etkinin
giiclinli 6lgmek amaciyla hiyerarsik lineer modeller kullanilmistir. Tiirkiye’deki 6grencilerin
2003 yili Matematik bagarisin1 6lgmede ilk olarak iki asamali ve ii¢ asamali modeller
kurulmustur. Daha sonra iki ve ii¢ asamali modeller i¢in nominal ve ordinal bagimli
degiskenler ele alinarak basar1 seviyesi belirlenmeye calisiimistir. Boylece anlatilan ¢ogu
model uygulamaya konulmus ve yorumlanmis olacaktir. HLM 6.04 (Student Version) ve

SPSS 15.0 (Demo) programlarindan yararlanilarak analizler yapilmistir.

9.1 Uluslararas1 Ogrenci Degerlendirme Programm (Programme For International
Student Assessment, PISA)

Uluslararas1 Ogrenci Degerlendirme Programi (PISA), kurucu iiyesi oldugumuz Ekonomik
Isbirligi ve Kalkinma Orgiitii olan OECD’nin ii¢ yillik aralarla diizenlemekte oldugu ve 15
yas grubu Ogrencilerin kazandiklart bilgi ve becerilerin degerlendirilmesine yonelik yapilan
bir tarama arastirmasidir. Bu proje, zorunlu egitimin sonunda orgiin egitime devam eden
ogrencilerin egitim programlarinda yer alan matematik, fen bilimleri ve okuma becerileri
konularinda ne dereceye kadar oOgrendikleri degil, sahip olduklar1 bilgi ve becerileri

kullanabilme yetenegini 6l¢gmeyi amaglamaktadir (MEB, 2003).

Ulkemizin bu projeye katilma amaci; uluslararasi diizeyde konumumuzu belirlemek, belirli
referans noktalarma gore lilkemizin egitim alaninda hangi diizeyde oldugunu, giderilmesi
gereken eksiklikleri ve alinmasi gereken tedbirleri belirlemek, sonuglart dogrultusunda gerekli
diizenlemeleri yaparak egitimde kaliteyi yiikseltmektir. Bu projeden elde edilen sonuglar;
egitim Ogretim programlarinin gelistirilmesinde ve egitim alaninda yapilan arastirmalara

kaynak olarak kullanilmistir (MEB, 2003).

PISA Matematik (Geometri, Cebir, Aritmetik ve Olasilik), Fen Bilimleri, Okuma ve Problem
Cozme alanlarindan olugmaktadir. PISA 2003 uygulamasina 30 OECD iiyesi olan ve 11
OECD tiiyesi olmayan iilke katilmigtir. Yaklasik 250000’in tizerindeki 6grencilere matematik,
fen bilimleri, okuma ve problem ¢6zme becerilerini ortaya koyacak 2 saatlik bir test
uygulanmistir. PISA 2003 projesinin test ve anketleri, ilkemizde 2003 yilinin Mayis ayida 7
cografi bolgeden tesadiifi yontemle segilen 12 ilkogretim okulu ve 147 lisede okumakta olan
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1987 dogumlu toplam 4855 6grenciye yapilmistir. Bu calismada PISA’nin derlemis oldugu
Tiirkiye verileri kullanilarak matematik basarisinda ele aldigimiz degiskenlerin ne derece
etkili oldugu, okullar ve bolgeler arasinda farklilik gosterip gostermedigi ve bu degiskenlerin
sonuglarma gore neler yapilmasi gerektigine bakilmistir. Hiyerarsik lineer modeller
Matematik, Fen ve Okuma ile ilgili basarinin saglanmasinda literatiirde siklikla kullanilan bir

yontemdir.

PISA 2003’te matematik alanimna agirlik verilmistir. Cizelge 9.1°de iilkeler ve Matematik

ortalamalar1 gosterilmistir.

Cizelge 9.1 PISA 2003 galismasina katilan iilkeler ve matematik ortalamalar1 (PISA, 2003)

Ulkeler Matematik Dlkeler Matematik Ulkeler Matematik
Puam Puam Puam

Honkong-Cin 550 Izlanda 515 Letonya 483
Finlandiya 544 Danimarka 514 Rusya Federasyonu 468
Kore 542 Isveg 509 Italya 466
Holanda 538 Avusturya 506 Portekiz 466
Lihtenstayn 536 Almanya 503 Yunanistan 445
Japonya 534 Irlanda 503 Sirbistan 437
Kanada 532 Slovakya Cumhuriyeti 498 Tiirkiye 423
Belgika 529 Norveg 495 Uruguay 422
Isvigre 527 Liiksemburg 493 Tayland 417
Macao-Cin 527 Macaristan 490 Meksika 385
Avusturalya 524 Polonya 490 Endonezya 360
Yeni Zelanda 523 Ispanya 485 Tunus 359
Cek Cumbhuriyeti 516 ABD 483 Brezilya 356

9.2 Tiim Modeller icin Bagimhi ve Bagimsiz Degiskenlerin Belirlenmesi

Bu calismada kullanilan veriler PISA 2003 calismasindan alimmistir ve kayip verilerin
temizlenmesi sonucu analizler yapilmistir. Bagimli ve bagimsiz degiskenler belirlenirken
literatiir taramasi sonucunda genel kabul goérmiis olan degiskenler ile c¢alisilmistir. Bu
degiskenlerin kapsami ve neden secildikleri asagida anlatilmistir.

Bagimli Degisken

Matematik Basarisi (Yjj), Bir 6grencinin matematik performansi matematigin 4 alaninda

dl¢iilmiistiir ve bu alanlar sirastyla Uzay ve Sekil (Geometri), Degisme ve iliskiler (Cebir),
Say1 (Aritmetik) ve Belirsizlik (Olasilik)’tir. Testlerde Ogrencilere ger¢ek yasamlarinda
karisabilecekleri tarzda 85 farkli problem sorulmustur. Genellikle bir yazi veya sema ile ifade

edilen bir matematiksel durum ile ilgili olarak birka¢ sorunun cevaplanmasi istenmistir.
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Matematik puanlari 6grencinin bilgi ve becerisine gore bazi diizeylere ayrilmaktadir. Bu

diizeyler Cizelge 9.2°de gosterilmektedir.

Cizelge 9.2 Matematik puan diizeyleri (PISA, 2003)

Diizey Puan Araligi
Minimum Maksimum

0 - 357.77
1 358.78 420.07
2 420.08 482.38
3 482.39 544.68
4 544.69 606.99
5 607.00 669.30
6 669.31 -

Belirli diizeylere gelebilen 6grenciler belirli karakteristik 6zelliklere ve kabiliyetlere sahiptir.

Kisaca hangi diizeyde neler yapabildikleri asagidaki gibi aciklanabilir.

Diizey 1: Bu diizeydeki Ogrenciler sorunun acik¢a belirtildigi, ¢6ziim icin gerekli tiim
bilgilerin verildigi sorular1 yanitlayabilirler. Kisaca bu diizeydeki bir 6grenci, agik olan ve tek

bir uyariciyi takip etmekle yapilabilen islemleri gerceklestirebilir.

Diizey 2: Bu dilizeydeki ogrenciler temel algoritmalari, formiilleri ve islem yollarim
kullanabilirler. Dogrudan ¢ikarim yapabilirler fakat goriilenin 6tesine gegmeyen yorumlar

yapabilirler.

Diizey 3: Bu diizeydeki 6grenciler, ardisik karar verme dahil olmak iizere agikga belirtilmis
islemleri yapabilirler. Ayrica sonuglarin yorumunu ve muhakemesini anlatan kisa raporlar

hazirlayabilirler.

Diizey 4: Bu 6grenciler kendi yorumlarina, goriislerine ve hareketlerine dayali aciklama ve

goriisler kurgulayabilirler ve bunlar1 bagkalarina anlatabilirler.

Diizey 5: Bu dilizeye erismis Ogrenciler karmagik durumlarla ilgili modeller gelistirip
kullanabilirler, cesitli stratejiler gelistirerek konu ile ilgili aciklamalar1 ve yorumlar

baskalarina anlatabilirler.

Diizey 6: Bu diizeydeki 6grenciler ise, kendi arastirmalarindan ve modelleme ¢alismalarindan
elde ettikleri bilgilere dayanarak karmasik problemleri ¢cozebilirler, genelleme yapabilirler ve

gercek hayatla iligkilendirebilirler.

Her bir diizey kendinden daha alttaki diizey veya diizeylerin 6zelliklerini de kapsamaktadir.
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Bagumsiz Degiskenler

Cinsiyet (C): Literatiirdeki ¢alismalarda genel olarak matematik basarisinin cinsiyete gore
farklilik gosterdigi gozlemlenmektedir. Bu sebeple Tiirkiye’de de matematik basarisinin
cinsiyete gore degiskenlik gosterebilecegi diisiincesiyle bu degiskeni ¢alismamizda
kullanmaktayiz. Ogrenci cinsiyeti 0-Bayan, 1-Bay olarak kodlanmistir. Toplam 6rneklemin

%43,1’ini bayanlar, %56,9’unu ise baylar olusturmaktadir.

Ekonomik, Sosyal ve Kiiltiirel Statii (ES): Ulkemizde Ekonomik, Sosyal ve Kiiltiirel Statiisii

diisiik olan ailelerdeki c¢ocuklarin kii¢iik yaslarda calismaya mecbur kalmalari okuldaki
basarilarini etkilemektedir. Bu durum iilkemizin dogusunda ¢ocuklarin okula gitmesine bile
engel olabilmektedir. Bu sebeplerden dolayr aile altyapisinin matematik basarisini
etkileyecegini diisiinmekteyiz. Bu indeks hesaplanirken aile altyapisim1 gosteren 3 farkl
degisken kullanilmistir. Bu degiskenler; en yiiksek anne baba egitim diizeyi, en yiiksek anne

baba mesleki statiisii ve toplam gelirden olugmaktadir.

Okul Lokasyonu (OL): Okul Lokasyonu, yani bir okulun kdyde veya sehirde bulunmasinin o

okuldaki basarty1 etkiledigi kagmilmaz bir gergektir. Ulkemizde gerek kdy okullarmdaki
Ogretmen yetersizligi gerekse ulasim zorlugu o okulun basarisin1 etkileyecegi icin
calismamizda bu degiskene yer vermekteyiz. Okul lokasyonu 5 farkli diizeyde incelenmistir
ve bu diizeyler 1-Koy (Niifusu 3000°den az), 2-Kii¢iik Kasaba (Niifusu 3000 ile 15000 aras1),
3-Kasaba (Niifusu 15000 ile 100000 arasi), 4-Sehir (Niifusu 100000 ile 1000000 aras1) ve 5-
Biiyiik Sehir (Niifusu 1000000°dan fazla) seklinde tanimlanmustir.

Okul Biiviikliigii (OB): Okul biiyiikliigii, bir okuldaki kiz ve erkek ogrencilerin toplam

sayisini ifade etmektedir. Gereginden kalabalik bir okulun veya etkin okullarin biiyiikligi

g0z Oniine alindiginda okul biiytikliigl bir okulun basarisinda 6nemli rol oynamaktadir.

Matematik Aktiviteleri (MA): Bir okulda matematik aktivitelerinin uygulanip uygulanmadigi
veya uygulanma sayisinin o okuldaki matematik basarisini biliylik oranda etkileyecegini
diisinmekteyiz. 5 farkli matematik aktivitesinin okul tarafindan saglanip saglanmadigin1 Evet

sikki sayisina gore belirleyen bir degiskendir.

Osretmen OgrenciIligkisi  (OOI): Dogru ve giivenilir bir &gretmen-6grenci iliskisi

kurulamadig1 takdirde bu durum sadece &grencinin matematik basarisini degil, tiim okul
hayatin1 etkilemektedir. Bu sebeple 6gretmen-0grenci iliskisini ¢calismamiza dahil etmekteyiz.
Bu puan 6grenci anketindeki 6gretmen 6grenci iliskilerini 6lgmeyi amaclayan 4’li likert

Olcegine sahip 5 soruya verilen cevaplardan olusmaktadir ve okul ortalamasi alinarak okul
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puanlart belirlenmistir. Hesaplama yapilirken “Kesinlikle Katilmiyorum” cevabi 1, diger

cevaplar 0 olarak kodlanmistir ve okul bazinda ortalamasi alinmistir.

Ogrencilerin morali (OM):. Ogrencinin morali sadece matematik basarisin1 degil, okuldaki

genel basarisin1 ve okula karst duydugu 6nemi de etkilemektedir. Bu degisken i¢in okul
anketindeki 11.soru i¢in verilen yanitlar 1-Tamamen katiliyorum, 2-Katiliyorum ve 3-
Katilmryorum/kesinlikle katilmiyorum olacak sekilde tekrar kodlanmistir. Bu degerler IRT
(Etki Tepki Teoremi-Item Response Theory) oOlgegi kullanilarak dondstiirilmistiir. Bu

degerin pozitif ve yiiksek olmasi 6grenci moralinin yiiksek olmas1 anlamina gelmektedir.

Osrencilerin davranisi (OD): Ogrenci davranislar1 o okuldaki basariy1 etkilemektedir. Yani

Ogrencilerin devamsizlik yapmasi, derslerden kagmasi gibi faktdrler bu okulun basarisini
olumsuz yonde etkileyecektir. Bu degisken i¢in cevaplar; 0-Tamamen katiliyorum, 1-
Katiliyorum, 2-Katilmiyorum ve 3-Tamamen katilmiyorum olarak kodlanmistir. Her bir sik
IRT 6lgegi kullanilarak dontistiiriilmiistiir. Bu degiskenin pozitif ve yiiksek olmasi o okuldaki

ogrenci davranislarinin iyi oldugunu gostermektedir.

Okul Yénetimi (OY): Ise alinacak ya da isten atilacak &gretmenlerin segilmesi gibi okul

yonetimi i¢in 6nemli kararlar1 kimin / kimlerin verecegi okul basarisinda énemli bir faktor
olusturabilmektedir ve boylece verilen kararlarin dogrulugu da smanmis olacaktir. Bu
degisken i¢in "okulun ana sorumluluklar1 arasinda yer almamaktadir” sikki O ve diger siklar 1
olarak kodlanmistir. Daha sonra IRT o6l¢eklendirmesi ile doniisiim yapilmistir. Bu degerin
pozitif ve yiiksek olmasi okul kararlarinin verilmesinin okul yonetiminin sorumlulugunda

oldugu sonucunu dogurur.

Detayli Ogrenme Stratejileri (DOS): Ogrencilere sorulan 5 farkli soru ile matematigi

kullanma stratejileri belirlenmistir. (matematigi giinliikk yasantida kullanmak, matematik
problemi ¢ozerken farkli yollar diigiinmek vs.) Farkli stratejiler kullanmaya ¢aligmak veya
matematigi bagka alanlarda kullanmaya ¢alismak matematigi sevdigini veya matematigin okul

tarafindan sevdirildigini gostermektedir ve bu da matematik bagarisini etkileyecektir.

Matematige Olan Ilgi (MOI): Ogrencilere sorulan 4 ayr1 soru ile matematige olan ilgi puan

hesaplanmistir. Matematik ile ilgili bir seyler okurken eglenirim ve matematik dersini
heyecanla beklerim bu sorulardan birkacidir. Cevaplar IRT ile dl¢eklendirildikten sonra puan
hesaplanir ve bu puanin pozitif ve yiiksek olmasi 6grencinin matematige oldukga ilgili
oldugunu gosterir. Matematige olan ilgi de basariy1 arttirir, bu yiizden bu degiskenin etkisi

oOl¢iilerek matematige olan ilginin arttirilmasi yollar1 aranilabilir.
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Ogretmen Davranislart (OGD): Bu degisken ile ilgili puan sorulan 7 farkli soruya verilen

cevaplarm IRT 6lcegi ile doniistiiriilmesi sonrasinda elde edilmistir. Ogrencilerin dgrenimine
engel olacak 6gretmen davranislarini igeren bu degiskenin negatif ve diisilk puanli olmasi
tercih edilir. Pozitif ve yiiksek degerler 6grencilerin 6grenimine engel olacak olan 6gretmenin
derse gec kalmasi, derste ¢ok kati davranmasi gibi olumsuz faktorlerin fazla oldugunu
gosterir. Ogrenci 6gretmen iliskisi ve dgretmenin davramslar1 her zaman igin 6grencilerin
ornek alacagi davranig bigimleri olacagindan, Ogrencinin okuldaki basaris1 agisindan bu

degisken 6nemlidir.

Okulun Egitim Kaynaklarimin Kalitesi (OEKK): Okulun kaynaklarinin kalitesi i¢in hesaplanan

puan ise 7 farkli soruya verilen cevaplardan IRT 6l¢eklendirmesi yardimi ile hesaplanmustir.
Bu kaynaklara 6rnek olarak kiitiiphane dokiimanlari, bilgisayar olanaklar1 vs. verilebilir. Bir
okuldaki materyallerin ve imkanlarin 6grencilerin egitimine katkida bulunacagi goriisiiyle

matematik basarisinda etkili oldugu diisiiniilmektedir.

Kisi Basina Gayri Safi Yurtici Hasila (GSYIH): Kisi basina gayri safi yurtici hasila bir {ilkenin

gelismislik diizeyini belirlemede ¢cok 6nemli bir faktordiir. Bir iilkenin gelismislik diizeyi ise o
iilkenin egitim seviyesi ile yakindan iliskilidir. Bu yiizden iilke bazinda okullarin basarisini
kargilastirmada bu degisken Onemli bir rol oynamaktadir. 2001 yili dolar bazinda

kullandigimiz veri TUIK” ten almmustir.

Okul Tiirii (OT): Ulkemizde matematik basarisinin okul tiirlerine gére dagilisinin énemli

oldugu diistiniilmektedir. Okul tiirleri 8 farkli kategoriye ayrilmistir. Bunlar: 1- Genel lise, 2-
Meslek lisesi, 3- Anadolu Meslek lisesi, 4- Fen lisesi, 5- Anadolu lisesi, 6- Ilkdgretim okulu,
7- Ozel lise, 8- Polis kolejidir. Tk gretim okulu ortadgretim diizeyinde bir okul tiirii degildir.
Bu tiirde verilen matematik puanlari, 15 yas grubunda oldugu halde ilkogretime devam

etmekte olan 6grencilere aittir.

Modellerde kullanilan bagimli ve bagimsiz degiskenlerin belirleyici istatistikleri Cizelge

9.3’te gosterilmektedir.

Cizelge 9.3 Belirleyici istatistikler

1. Asama Belirleyici Istatistikler

Degisken Adi N Ort. S.Hata Min Max
C 4810 - - 0.00 1.00
ES 4810 -0.96 1.08 -4.57 2.22
DOS 4493 0.44 1.09 -3.26 3.26
MOI 4493 0.56 1.06 -1.78 2.37
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MATORDINAL 4810 1.72 0.83 1 3
MATBERNOULLI 4810 - - 0 1
MATHACH(Yj) 4810  427.19 97.80 142.65 830.77
Degisken Adi N Ort. S.Hata Min Max
oL 158 - - 1.00 5.00
OM 152 -0.28 1.22 -2.77 2.59
OD 152 -0.43 1.45 -3.61 2.61
OGD 158 -0.88 1.25 -4.21 2.49
oYy 158 -0.76 0.61 -2.75 1.69
MA 158 0.43 0.73 0.00 3.00
001 158 0.07 0.04 0.00 0.44
Degisken Ad1 N Ort. S.Hata Min Max
GSYIH 7 9600.86 7207.57 3389 24943
OB 8 725.15 361.99 253.50 1311.92
OEKK 8 -1.30 0.53 -2.08 -0.28
9.3 iki Asamah Modeller

Uygulamamizda sirastyla Tesadiifi etkili tek yonliit ANOVA modeli, Tesadiifi etkili regresyon
modeli ve Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu model incelenmistir ve bu modellerden en uygunu

belirlenmistir.

9.3.1 Tesadiifi Etkili Tek Yonlii ANOVA Modeli

Hiyerarsik lineer modellerden en basit olani, tesadiifi etkili tek yonlii ANOVA modelidir. 1.

asama modeli:
Yy =Poj + 1 (9.1)

seklindedir. Ogrenci asamasi (1. asama) igin hata terimi r,» 0 ortalamali ve sabit o’

varyansli normal dagilima sahiptir. Bu model sayesinde, 1. asama parametresi g ile 1.

asamadaki ¢iktilar tahmin edilir. B,,» J- okul i¢in ortalama matematik basarisidir, yani
B = My, “dir.

Tesadiifi etkili tek yonli ANOVA modelinde okul asamasi (2. agsama) modeli asagidaki gibi

yazilir:
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Boj =Yoo + U 9.2

Bu denklemde 7}y ana kiitledeki biiyiik ortalama (J tane okulun matematik basarisi
ortalamalarmin ortalamasi), u,, ise j. okula ait O ortalamali, 7y varyansh tesadiifi etkiyi
gosterir. Birlestirilmis model su sekildedir:

Yi =700 tUgj +T; (9.3)
Tesadiifi etkili olmasinin sebebi, okul etkilerinin rasgele olarak incelenmesidir. Ciktilarin
varyansi asagidaki gibidir:

Var(Y; ) =Var(uy; + ;) =74 +0° (9.4)

Burada o okul igi varyansi (degiskenligi), Ty okullar arasi varyansi (degiskenligi) gosterir.

Tek yonliit ANOVA modelinden elde edilen yararli bir parametre ise gruplar i¢i korelasyon
katsayisidir (intracluster correlation coefficient). Bu katsayi, okullar arasinda matematik
basarisindaki varyans oranini dlger ve asagidaki gibi hesaplanir:

_ Yoo
" (tw+ ) 09

Cizelge 9.4 Tesadiifi etkili tek yonlii ANOVA modeli ¢iktisi

Sabit Etkiler Katsayilar Standart Hata
(Fixed Effects) (Coefficients) (SE)
Biiyiik Ortalama vygo 406.919760* 9.177287*
Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square
(Random Effects) (Variance Components) ~ Derecesi (df) (%)
Ogrenci Asamast Tij 4021.18694
Okul Asamasi ug; 7182.35859* 157 7855.16332
54199.514341 2
*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Toplam degiskenligin %36°s1 6grenciler arasindaki farkliliktan, %64’ ise okullar arasindaki
farkliliktan kaynaklanmaktadir. Okullar i¢i (Within School) ve okullar aras1 (Between School)
degiskenlik sirasiyla asagidaki gibi hesaplanir:
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o2 (o2 +Ty) = 4021.18694/(4021.18694+7182.35859) = 0.36

T/ (o2 +7g) = 7182.35859/(4021.18694+7182.35859) = 0.64

Katsayilarin ve varyans bilesenlerinin anlamli oldugu Cizelge 9.4’te gosterilmektedir. Sonug
olarak matematik basaris1 6grenciler ve okullar arasinda istatistiksel olarak anlamli bir

farklilik gostermektedir.

9.3.2 Tesadiifi Katsayilh Regresyon Modeli

Tesadiifi katsayili regresyon modelinde hem 1. asama sabiti hem de bir veya daha fazla 1.

asama egimleri tesadiifi olarak degisir. 1. asama modeli:
Yij ::Boj' +ﬂ1j(cij)+ﬂ2j(ESij)+rij (9.6)

seklinde gosterilir. 2. agama modeli asagidaki gibi yazilir:

,Boj' = Y00 T Uoj
Bii = V1o + Uy 9.7)
,sz = Y20 TUy;

Burada y,,; biiyiik ortalama, J,,; cinsiyetin matematik basarisi iizerindeki ortalama etkisi,

720 ; ekonomik sosyal ve kiiltiirel statiiniin matematik basarisi tizerindeki ortalama etkisi, u,; ;

tesadiifi okul etkisidir.
Bu iki modeli birlestirdigimizde asagidaki model elde edilir:

Yij =Y +710(Cij)+7zo(ESij)+u0j +U;; (Cij)+u2j(ESij)+rij (9'8)

Cizelge 9.5 Tesadiifi katsayili regresyon modeli ¢iktisi

Sabit Etkiler Katsayilar Standart Hata
(Fixed Effects) (Coefficients) (SE)
Biiyiik Ortalama ygo 386.134259* 9.575972
Cinsiyetin ¢ikt1 lizerindeki ortalama etkisi 19 19.780858* 2.490583
ES’nin ¢ikt1 lizerindeki ortalama etkisi 29 10.004709* 1.338080

Ogrenci Asamast 1ij 3802.86537

Okul Asamasi ug; 5691.85013* 146 621.66335
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Ortalama cinsiyet etkisi us; 168.45320* 146 201.24838
Ortalama ES etkisi uy; 39.59213* 146 194.59974

Deviyans Istatistigi Serbestlik Derecesi
53975.077084 7

*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.5’te matematik basaris1 lizerinde en fazla cinsiyet degiskeninin etkili oldugu
goriilmektedir. Cinsiyet degiskeninin yapisina gore erkeklerin kizlardan daha basarili oldugu
sOylenebilir. ES degiskenindeki 1 birimlik artis matematik basarisinda 10 birimlik artig

saglamaktadir.

Bu modele gore ortalama matematik basarisi okuldan okula istatistiksel agidan anlamli bir
sekilde degismektedir. Bununla beraber cinsiyet ve ES degiskenlerinin matematik basarisi

degerlendirilirken okuldan okula anlamli bir farklilik gosterdigi de sdylenebilir.

Deviyans istatistigi tek basina yorumlanamaz, ancak ayni veri seti i¢in olusturulan bagka bir
model ile yapilan karsilagtirmalarda yorumlanabilir. Deviyans ile ilgili yorum sabit

parametrelerin ¢ikt1 oldugu regresyon modelinde incelenmistir.
Ho=Tesadiifi etkili tek yonli ANOVA modeli
H;=Tesadiifi katsayil1 regresyon modeli

xz istatistigi 5 serbestlik dereceli 224.44 elde edilir, yani Hp red edilir ve Tesadiifi katsayili

regresyon modelinin daha uygun olduguna karar verilir.

9.3.3 Sabit Parametrelerin Cikti Oldugu Model

Sabit parametrelerin ¢ikti oldugu regresyon modelleri, okul ozellikleri tarafindan tahmin
edilen her bir okuldan gelen ortalamalari kapsar. 1. asama modeli Tesadiifi Katsayili

Regresyon modelinin ilk agsamasi gibidir. 2. agama modeli ise;

Boj = Voo "'7/01(O|—j)"'7’02(|\/I'A‘j)_'_}/‘)3(()(")].])_H/loj
Bij =710+ Uy o9
ﬂzj :7/20+u21

seklindedir. Birlestirilmis model de asagidaki gibidir:

Yij :700+701(0Lj)+702(MAj)+703(00jj)+710(Cj)+720(ESj)+“oj iy (Cj)+u2j(ESj)+rij (9.10)
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Bu esitlikte u,; farkli bir anlam tasimaktadir. Tesadifi degisken v, biiyiik ortalamadan j.

okulun ortalamasinin sapmasini gosterir.

Cizelge 9.6 Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu model ¢iktisi

Sabit Etkiler Katsayilar Standart Hata
(Fixed Effects) (Coefficients) (SE)
j- Okul Ortalama Matematik Basarisi p, igin;
Biiyiik Ortalama ygo 289.836503* 29.770937
Lokasyonun ¢ikt1 iizerindeki ortalama etkisi yo1 29.878892* 6.880646
MA’in ¢ikt1 lizerindeki ortalama etkisi yo 30.305368* 10.318813
OOTI’in ¢ikt1 lizerindeki ortalama etkisi yo3 -329.690048* 75.544772
j- Okulda Cinsiyetin Aywrt Edici Etkisi g
igin;
Sabit 20.811322* 2.543719
J. Okulda ES’nin Ayirt Edici Etkisi s, igin;
Sabit 7y 10.295256* 1.295967
Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square
(Random Effects) (Variance Components) De(r;;efc)esi ()
Ogrenci Asamast ij 3804.10839
Okul Asamasi ug; 4599.42059* 143 548.65483
Ortalama cinsiyet etkisi uy; 164.04780* 146 200.31956
Ortalama ES etkisi uy; 31.95718* 146 194.94910
53900.925525 7
*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.6’da matematik basarisi lizerinde en fazla zayif Ogretmen Ogrenci iliskisi
degiskeninin etkili oldugu goriilmektedir. Bu degiskenin katsayisinin negatif olmasi beklenen
bir sonugtur. Ciinkii degisken negatif bir anlam tagimaktadir. Sirasiyla matematik aktiviteleri
ve okul lokasyonu degiskenlerinin anlamli ve pozitif bir etkiye sahip oldugunu sdyleyebiliriz.

Matematik aktivitesindeki bir birimlik artis matematik basarisi iizerinde 30.31 birimlik artisa,
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lokasyondaki bir birimlik artig ise matematik basarist lizerinde 29.88 birimlik artisa neden

olur. Sonug olarak okullar arasinda istatistiksel olarak anlamli bir farklilik vardir.

Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu regresyon modeli ve Tesadiifi katsayili regresyon modeli
arasindaki deviyans farki, iki modelde tahmin edilen parametre farkina esit serbestlik derecesi
ile biiyik ornek y° dagilimima uymaktadir. y° istatistiginin bityik degerleri, indirgenmis

modelin uygun oldugunu sdyleyen Hg hipotezinin yanlis oldugunun kanitidir.
Deviyans istatistigine bakilirsa;

Ho= Tesadiifi katsayili regresyon modeli

Hi= Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu model

¥’ istatistigi O serbestlik dereceli 74.15 elde edilir, yani Ho red edilir. Yapilan
karsilagtirmalarin sonucunda kullanilmasi en uygun modelin Sabit parametrelerin ¢ikt1 oldugu
model oldugu sonucuna ulagilmistir. Bu modelin 1. asama kalintilar1 Kolmogorov Smirnov

Testine gore normal dagilima uymaktadir (p=0.201>0.05).

9.4 U¢c Asamah Model

Mevcut verilerle 3. asama bolgeler, 2. asama okullar ve 1. asama 6grencilerden olusan ii¢

asamali model asagidaki gibi kurulur.

1. asama modeli;

Yik = Tojc + 7 (C)+7rzjk(ES)+eijk (9.11)
2. asama modeli;

Zoi = Book + Bou (OM) + Book (OD) + Bos (MA) + I ik
T = Prok (9.12)

3. asama modeli;

Book =Yoo + Yo (GSYiH) + Uy

Bow = Yowo
Boa = Voo (9.13)
Bosk = Voao
Biok = V100
Book =200

seklindedir. Birlestirilmis model;
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Yik = oo + 7100 (C) + 7200 (ES) + Y010 (OM) + 705 (OD) + 7530 (MA) + 750, (GSYIH)) + € T 7ok + Uook (9.14)

Cizelge 9.7 Ug asamali model ¢iktist

Sabit Etkiler (Fixed Effects) Katsayilar (Coefficients) Standart Hata (SE)

*kkk

Cinsivet. % 22.642081 1.735085
. 9.917752" 1.035164
Okul Ozellikleri |
Osrenci Morali. Yain 11.181986 2.225814
Ogrenci Davranislart. Ynon 8.309269 4.004561
Aktiviteleri 12.579526" 5.420742

GSYIH. o 0.001224" 0.000485
Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square
(Random Effects) (Variance Components) De(r(';efc)ey ()
Ogrenci Asamasi, Six 4013.71783
Okul Asamasi, %o ix 4103.78809" 142 4074.68685
u 43478807 5 20.00814
Bolge Asamasi, 00k

Deviyans Istatistigi Serbestlik Derecesi

52174.585176 10

*p<.10, **p<.05, ***p<.01, ****p<.001

Uc¢ asamali model sonucuna gore, matematik basarisinda modele dahil edilen tiim
degiskenlerin istatistiksel olarak anlamli oldugu gézlemlenmistir. Matematik basarisi lizerinde
en fazla etkiye sahip olan degiskenin cinsiyet, en az etkiye sahip olan degiskenin ise GSYIH
oldugu goriilmektedir. Ornegin ES’deki bir birimlik artis matematik basari puaninda 9.92
birimlik bir artis yaratirken, kisi basina diisen gayri safi yurti¢i hasilanin (p=0.052 < 0.1’¢
gore anlamli) 1000$ artmasi halinde matematik basarisi 1.2 puan artmaktadir. Dogu Anadolu
ve Giineydogu Anadolu bélgeleri gibi dogu bélgelerindeki kisi bast GSYIH nin diisiik olmasi
bolgeler arasinda matematik basarisi agisindan farklilik yaratirken, bir okuldaki matematik

aktivitelerinin sayisi, 0grencilerin davranisi ve morali okul bazinda farkliliga yol agmaktadir.
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Ogrenciler arasindaki farkliik ise temelde cinsiyet farkliligindan kaynaklanmaktadir,
erkeklerin kizlara oranla daha basarili oldugu goriilmektedir. Sosyal ve ekonomik durumun
yiiksek olmasinin matematik basarisiyla iligkisi ise dogru orantilidir. Buradan hareketle
devletimizin dogu illerindeki yasam standardin1 yiikseltmek, okullardaki matematik
aktiviteleri sayisinin artirmak ve Ogrencilerin moralini yiiksek tutmak adina sosyal
aktivitelerin diizenlenmesi sonucunda daha yiiksek kiiltiir diizeyine sahip gencler

yetistirilebilir.

9.5 ki Asamali Bernoulli Modeli

Iki asamali bernoulli modelinde bagimli degisken olan matematik basarisi eger Tiirkiye
ortalamasi altinda ise 0, Ustiinde ise 1 olarak kodlanmistir. Boylece belirli 6zelliklerdeki bir
Ogrencinin basarili olup olmadig tespit edilmistir. Cizelgede katsayilar slitunundaki parantez
icindeki degerler standart hatalari, odds orani siitunundaki parantez igindeki degerler ise

giiven araliklarini gostermektedir.

1. asama modeli;
My = Poj + P (ES) + 55, (C) (9.15)
2. asama modeli;

Boi =70 +701(O|—)+702(MA)+703(OOi)+”0j

Bij = "o (9.16)
B, i =720
seklindedir.

Cizelge 9.8 iki asamali bernoulli modeli ¢iktis

Sabit Etkiler (Fixed Effects) Katsayilar (Coefficients) Odds Oram
-2.561710" 0.077173

Sabit, Yy (0.729750) (0.018,0.326)

Ogrenci Ozellikleri

0.329515 " 1.390294
ES, 71 (0.044359) (1.275,1.517)
- 0.542452""" 1.720220
Cinsiyet, 7y (0.095912) (1.425,2.076)
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Okul Ozellikleri

0.688856 1.991436
Lokasyon, 7y (0.176220) (1.407,2.819)
_ - 0.626757 " 1.871532
Matematik Aktiviteleri, 7y, (0.214814) (1.225,2.859)
) . o -8.884748" 0.000138
Ogrenci-Ogretmen iliskisi, }g (4.053684) (0.000,0.412)

Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square

(Random Effects) (Variance Components) Derecesi )

Okul Asamas, %; 2.39857" 154 1307.29050

*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.8’den de goriildiigli lizere matematik basarisinda en fazla etkili olan degiskenin
zayif 6grenci-0gretmen iliskisi, daha sonra sirasiyla okul lokasyonu, matematik aktiviteleri ve
cinsiyet oldugu goriilmektedir. Zayif 6gretmen 6grenci iliskisi ise matematik basarisi {izerinde
beklendigi iizere negatif ve anlamli bir etki yapmaktadir. Parametresi anlamli olan cinsiyet
degiskenine ait 1.72 olarak bulunan odds orani, erkeklerin kizlara gore matematikte basarili
olma olasiligin1 1.72 kat artirmaktadir. Parametreleri anlamli ve 1’den biiyiikk odds oranina
sahip olan Cinsiyet, Okul Lokasyonu ve Matematik aktiviteleri degiskenlerinin ortalama
matematik basaris1 {izerinde 6nemli risk faktorii oldugu sdylenebilir. Zayif 6grenci 6gretmen
iligkisi degiskeninde meydana gelecek degisim matematikte basarisiz olma olasiligin1 ¢ok
bliylik oranda artirmaktadir. ES’deki bir birimlik artig matematik basarisin1 %51 arttiracaktir.
Ornegin; Cinsiyet = Erkek (1), ES= -0.50723, Okul Lokasyonu = Sehir (4), Matematik
Aktiviteleri = 1, Ogrenci Ogretmen Iligkisi = 0.1 olan bir dgrencinin basarili olup olmadigini

modelde degerler yerine konularak tahmin edilebilir. Buna gore ,, =0.31 iken basarili olma

olasilig1 da 0.58 olarak hesaplanir. Boylece bu 6grencinin basarili olmasi beklenir.

Ulkemizde ortalama matematik basarisim arttirmak icin dgrenci 6gretmen iliskisine daha ¢ok
onem vermeliyiz, bunun i¢in de O&gretmen ve oOgrencilerin birlikte katilabilecegi cesitli
aktiviteler diizenlenmesi Onerilebilir. Kiicilik yerlesim yerlerindeki okullarin maddi ve manevi
olarak desteklenmesi gerektigi goriilmektedir. Ayrica okullardaki matematik aktivitelerinin

arttirilmasi okullarin basar1 diizeylerini de arttiracaktir.
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9.6 U¢c Asamah Bernoulli Modeli

Ug agsamali bernoulli modelinde bagimli degisken olan matematik basarisi eger Tiirkiye
ortalamasi altinda ise 0, Ustiinde ise 1 olarak kodlanmigtir. Boylece belirli 6zelliklerdeki bir
Ogrencinin basarili olup olmadig tespit edilmistir. Cizelgede katsayilar slitunundaki parantez
icindeki degerler standart hatalari, odds orani siitunundaki parantez i¢indeki degerler de giiven

araliklarini gostermektedir.

1. asama modeli;
i = o + M (C) + 705 (ES) + 775 (DOS)+ Taik (MOI) (9.17)
2. asama modeli;

Zoik = Book T Box (OL) + By (OGD) + Tk
Ty = Prox (9.18)

3. asama modeli;

Book =Yoo + Yo01 (OB) + Ug,

Bow = Yow

Poak = Yozo (9.19)
Bk = Yoz

Boak = Yoao

seklindedir.

Cizelge 9.9 Uc asamal1 bernoulli modeli ¢iktist

Sabit Etkiler (Fixed Effects) Katsayilar (Coefficients) Odds Oram

2.725765 15.268091

(1.846561) (0.258,902.184)

Ogrenci Ozellikleri

0.494711°" 1.640025
Cinsiyet, 7100 (0.046523) (1.497,1.797)

0.289726™" 1.336062
ES, 7200 (0.036723) (1.243,1.436)
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Detayli Ogrenme Stratejileri, -0.1331747" 0.875313
V00 (0.037366) (0.813,0.942)
, 0.506730"" 1.659854
Matematige Olan Ilgi, Y40 (0.039287) (1.537,1.793)
0.232432” 1.261665
Lokasyon, 7o (0.073002) (1.093,1.457)
) -0.164604™ 0.848230
Ogretmen Davranislari, Yy (0.058236) (0.756,0.951)

OKkul Tiirii Ozellikleri

-0.004237 0.995772
Okul Biyikligi, 7o (0.002065) (0.991,1.000)

Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square

(Random Effects) (Variance Components) De(r(;efc)esi ()

3.97647" 6 341.47478

Okul Tiirii Asamast, Uook

Okul Asamas, " 1.111307" 148 907.27971

*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.9’a gore matematik basarisina en ¢ok etki eden faktorler 6grencinin matematige
olan ilgisi ve cinsiyettir. Ogrencinin matematige olan ilgisindeki bir birimlik artis matematikte
basarili olmasint %61 arttirtyorken, grencinin erkek olmasi basariyr 1.64 kat arttirmaktadir.
Buna gore erkeklerin kizlardan daha basarili oldugunu sdyleyebiliriz. Okullar ve okul tiirleri
arasinda matematik basaris1 agisindan anlamli farkliliklarin oldugu fakat matematik
basarisinda okul biiyiikliiklerinin énemli olmadigi sonucuna varimustir. Ogrenme
stratejilerinde ise 6grencilerin detaylara fazlaca inmesinin getirdigi bir sorun ile kars1 karsiya
kalmaktayiz. Ogrenci fazla detayli diisiinerek basit problemi zorlastirabilir. Ogretmen
davraniglarinin agilimi Ggrencilerin 6grenmesine engel olabilecek davraniglardan olustugu
icin bu degiskenin negatif ¢ikmasi beklenen bir sonugtur. Ogretmenin yapacagi olumsuz
davraniglarin engellenmesi sonucunda oOgrencilerin basarisiz olmast %31 azalacaktir.

Ogrencinin basarili olup olmadig1 bir 6nceki modeldeki gibi hesaplanabilir.
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Matematik basarisint arttirmada onceki modellerde de oldugu gibi ekonomik sosyal ve
kiiltiirel acidan gelisimi saglamak ve matematik aktivitelerinin arttirilmasinin yani sira, kiigtik
yerlesim yerlerine daha fazla ilgi gosterilmelidir. Ayrica detayli 6grenme stratejilerinde ve

ogretmen davranislarinda iyilestirmelere gidilmesi gerekmektedir.

9.7 iki Asamah Ordinal Model

Iki asamal1 ordinal modelde bagimli degisken olan matematik basaris1 Tiirkiye ortalamasinin
(423) altinda ise 1 (Basarisiz), Tiirkiye ortalamasi ile OECD iilkeleri ortalamasi (489)
arasinda ise 2 (Orta Basarili) ve OECD iilkeleri ortalamasi iistiinde ise 3 (Basarili) olarak
kodlanmistir. Boylece belirli 6zelliklerdeki bir dgrencinin basari derecesi tespit edilmistir.
Cizelgedeki katsayilar siitunundaki parantez igindeki degerler standart hatalari, odds orani

stitunundaki parantez i¢indeki degerler de giiven araliklarini gostermektedir.

1. asama modeli;

i = Boj + B (ES) + B,;(C)

(9.20)

Maii = Boj + B (ES) + B, (C) + 6,
2. asama modeli;
Boi = 7w +}/01(OL)+702(MA)+}/03(00j)+u0j
By =7

U (9.21)
,sz =72
52] = 52
seklindedir.

Cizelge 9.10 Iki asamali ordinal model ¢iktist

Sabit Etkiler (Fixed Effects) Katsayilar (Coefficients) Odds Oram
1.950616 7.033020
Sabit, 7y (0.598610) (2.159,22.912)
1.646905 5.190888
d() (0.055092) (4.660,5.783)
Ogrenci Ozellikleri
-0.313769"" 0.730687
ES, Y (0.036377) (0.680,0.785)
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o -0.595924™" 0.551053
Cinsiyet, 7y (0.070021) (0.480,0.632)
-0.574704™ 0.562872
Lokasyon, 7o (0.136946) (0.430,0.737)
-0.700734™ 0.496221
Matematik Aktiviteleri, }y, (0.185902) (0.344,0.716)
) ) _ 10.671699" 43118.135126
Ogrenci Ogretmen Iligkisi, 7o (4.041406) (14.850,125196224.86)

Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square

(Random Effects) (Variance Components) De(':]%eSi ()

Okul Asamast, U 2.42212" 154 1781.46069

*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.10°dan da goriildiigii lizere bir 6grencinin basarisiz olmasinda en etkili faktor
ogretmen Ogrenci iliskisinin zayif olmasidir. Bagarili olmasinda en etkili faktorler ise sirastyla
ES, okulun lokasyonu, cinsiyet ve okuldaki uygulanan matematik aktiviteleridir. Ayrica hem
ogrenciler hem de okullar arasinda matematik basarilari agisindan istatistiksel olarak anlamli
bir farklilik vardir. Kukla degiskenlerde diger tiim degiskenler sabit iken exp(Bk); fark oranini
veya faktor degisimini verir. Siirekli degiskenlerde ise (exp( B — 1)*100) islemi ile yiizde

degisme bulunur. Modele gore elde edilen sonuclar sunlardir:

1. Erkek ogrenciler kiz 6grencilere gore daha basarilidir ¢iinkii erkek 6grencilerin basarisiz

olma olasilig1 kizlara gére 0.55 kat daha azdir.

2. Higbir matematik aktivitesi uygulamayan okullar 1 tane matematik aktivitesi uygulayan

okullara gore 0.50 kat daha basarisizdir.

3. Kiigiik yerlesim yerlerinden biiyiik yerlesim yerlerine gegildikce matematik basarist
artmaktadir. Ornegin kdy okullar1 kasaba okullarina gore 0.56 kat daha basarisizdir.

4. ES’deki 1 birimlik artis matematikte basar1 oranin1 %27 oraninda artirmaktadir.

5. Ogretmen dgrenci iliskisindeki azalis ise matematik basarisin1 en fazla azaltan etkendir.
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Ornegin bir 6grencinin ve okudugu okulun dzelliklerinin, Cinsiyet= Erkek (1), ES=1, Okul
Lokasyonu=3 (Kasaba, Niifusu 15000 ile 100000 arasi), Matematik Aktiviteleri=2 ve

Ogretmen Ogrenci Iliskisi=0.07 oldugu durumda bu 6grencinin basar1 olasiliklari;
Matematikte Basarisiz olma olasiligi: %21
Matematikte Orta Derecede Basarili olma olasiligi: %37

Matematikte Basarili olma olasilig1: %42 olarak hesaplanir.

9.8 U¢c Asamah Ordinal Model

Ug asamali ordinal modelde bagimli degisken olan matematik basaris1 Tiirkiye ortalamasinin
(423) altinda ise 1 (Basarisiz), Tiirkiye ortalamasi ile OECD iilkeleri ortalamasi (489)
arasinda ise 2 (Orta Basarili) ve OECD iilkeleri ortalamasi iistiinde ise 3 (Basarili) olarak
kodlanmistir. Boylece belirli 6zelliklerdeki bir 6grencinin bagar1 derecesi tespit edilmistir.
Cizelgedeki katsayilar siitunundaki parantez igindeki degerler standart hatalari, odds orani

siitunundaki parantez i¢indeki degerler de giiven araliklarini géstermektedir.

1. asama modeli;
i = o + 71y (DOS) + 7z, (MOJ) (9.22)
2. asama modeli;

Tojk = Book + By (OL) + B, (OY) + 1o
Tk = Biok (9.23)

Tk = Book
3. asama modeli;

Book = Yooo T Voor (OEKK) + Uy,

Powc = Yow0
Boak = Yox (9.24)
Prok = V10
Book = Va0

seklindedir.
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Cizelge 9.11 Ug asamali ordinal model ¢iktist

Sabit Etkiler (Fixed Effects) Katsayilar (Coefficients) Odds Oram
-2.433059" 0.087768

Sabit, Yqoo (0.640206) (0.021,0.361)
1.734322"" 5.665085

d(2) (0.035408) (5.285,6.072)

Ogrenci Ozellikleri

Detayli Ogrenme Stratejileri, 0.108963" 1.115121

V100 (0.031607) (1.048,1.186)
. -0.544443"" 0.580165

Matematige Olan Ilgi, 720 (0.047457) (0.529,0.637)
-0.330987" 0.718215

Lokasyon, 71 (0.072858) (0.622,0.829)
0.237706 1.268336

Okul Y6netimi, Yoz (0.246167) (0.781,2.061)
Okulun Egitim Kaynaklarinin -2.505528" 0.081632

Kalitesi, g0y (0.992868) (0.009,0.732)

Tesadiifi Etkiler Varyans Bilesenleri Serbestlik Chi-square

(Random Effects) (Variance Components) De(I;jefc)esi ()

Okul Asamasi, Yoix 1.35948™" 148 1357.33691

u 4578197 6 195.77519
Okul Tiirli Asamasi, 00k

*p<.05, **p<.01, ***p<.001

Cizelge 9.11°den de goriildiigii lizere, matematikte basarisizliga sebep olan etkenler sirasiyla
okul yonetimi ve detayli 6grenme stratejileridir. Fakat okul yOnetimi istatistiksel agidan
anlaml degildir. Matematikte basariya etki eden etkenler ise okuldaki egitim kaynaklarinin
kalitesi, 6grencinin matematige olan ilgisi ve okulun lokasyonudur. Ayrica égrenciler, okullar
ve okul tiirleri arasinda matematik basaris1 agisindan istatistiksel olarak anlamli bir farklilik

vardir. Modele gore elde edilen sonuclar sunlardir:
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1. Okulun kiiciik yerlesim yerinde bulunmasi basari icin negatif bir etkendir. Ornegin koy

okullar1 kasaba okullarina gére 0.71 kat daha basarisizdir.

2. Ogretmen alimi veya isten c¢ikarma gibi kararlarin okul ydnetimi tarafindan bizzat

alinmas1 matematik basarisin1 %46 oraninda diisiirmektedir.

3. Ogrencinin matematige olan ilgisinin artmast matematik basarisint %21 oraninda

artirmaktadir.
4. Ogrencinin ¢ok fazla detaya inmesi matematik basarisin1 %41 oraninda diisiirmektedir.

5. Okuldaki egitim kaynaklarmin kalitesinin artmasi ise matematik basarisin1 %3

artirmaktadir.

Omegin bir 6grencinin, okudugu okulun ve okul tiiriiniin dzelliklerinin, Detayli Ogrenme
Stratejileri=0.5, Matematige Olan Ilgi=1.5, Okul Lokasyonu=3 (Kasaba, Niifusu 15000 ile
100000 arast), Okul Yonetimi=0.76 ve Egitim Kaynaklarinin Kalitesi=-1.3 oldugu durumda

bu 6grencinin basari olasiliklari;
Matematikte Basarisiz olma olasiligi: %33
Matematikte Orta Derecede Basarili olma olasiligi: %41

Matematikte Basarili olma olasilig1: %26 olarak hesaplanir.
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10. SONUCLAR ve ONERILER

Bu uygulamada Tiirkiye’deki 6grencilerin 2003 yili Matematik basarisin1 6lgmek icin farkli
modeller ve farkli veri setleri kullanilmstir. Ilk olarak iki asamali ve i{i¢c asamali modeller
kurulmustur. Daha sonra iki ve ii¢ asamali modeller i¢in nominal ve ordinal bagimli
degiskenler ele alinarak basari seviyesi belirlenmeye calisilmistir. Boylece anlatilan tim

modellerin uygulamasi yapilmistir.

Uygulamada PISA 2003 calismasindan elde edilen verilerden faydalanilmistir. Bu verilerdeki
kayip degerlerin silinmesi ve degiskenlerin sec¢ilmesi gibi islemlerin yapilmasi sonucunda

analizler yapilmistir. Analizlerde HLM 6.04 ve SPSS 15.0 paket programlar1 kullanilmistir.

Iki asamali modellerde 1. asamay1 Ogrenciler 2. asamayr da okullar olusturmaktadir.
Uygulamada ilk olarak iki agamali modellerden Tesadiifi Etkili Tek Yonliit ANOVA Modeli
kullanilmistir. Bu model sonucunda toplam degiskenligin %36’sinin 6grenciler arasindaki
farkliliktan, %64 iiniin ise okullar arasindaki farkliliktan kaynaklandigi gosterilmistir. Sonug
olarak bu modelde matematik basarisinin 6grenciler ve okullar arasinda istatistiksel olarak

anlamli bir farklilik gosterdigi gorilmustiir.

Ikinci olarak iki asamali modellerden Tesadiifi Katsayili Regresyon Modeli kullanilmistir. Bu
modelde 6grenci 6zelliklerinden cinsiyet ve ekonomik, sosyal ve kiiltiirel statiiniin matematik
basarisim1 etkiledigi diisiinlilerek 1. asama modeline bu degiskenler dahil edilmistir. Bu
modelde, matematik basaris1 ilizerinde en fazla cinsiyet degiskeninin etkili oldugu
goriilmektedir. Cinsiyet degiskeninin yapisina gore erkeklerin kizlardan daha basarili oldugu
soylenebilir. ES degiskenindeki 1 birimlik artis, ortalama matematik basarisinda 10 birimlik
artis saglamaktadir. Bu modele gore ortalama matematik basarisi okuldan okula istatistiksel
olarak anlamli bir sekilde degismektedir. Bununla beraber cinsiyet ve ES degiskenlerinin

matematik basaris1 degerlendirilirken okuldan okula anlamli bir farklilik gosterdigidir.

Uciincii olarak iki asamali modellerden Sabit Parametrelerin Cikti Oldugu Model
kullanilmistir. Bu modelde 1. asamada cinsiyet ile ekonomik, sosyal ve kiiltiirel statii, 2.
asamada ise okulun lokasyonu, okuldaki matematik aktivitelerinin sayist ve dgrenci-0gretmen
iligkisi kullanilmistir. Bu modelde, matematik basaris1 lizerinde en fazla zayif 6gretmen
ogrenci iliskisi degigkeninin etkili oldugu goriilmektedir. Bu degiskenin katsayisinin negatif
olmast beklenen bir sonuctur. Ciinkii degisken negatif bir anlam tagimaktadir. Sirasiyla
matematik aktivitelerinin sayist ve okul lokasyonu degiskenlerinin anlamli ve pozitif bir

etkiye sahip oldugu gosterilmistir. Matematik aktivitesindeki bir birimlik artis matematik
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basarist lizerinde 30.31 birimlik artisa, lokasyondaki bir birimlik artis ise matematik basarisi
tizerinde 29.88 birimlik artiga neden olmustur. Sonug¢ olarak okullar arasinda istatistiksel

olarak anlamli bir farklilik vardair.

Dérdiincii olarak 1. asama dgrenciler, 2. asama okullar ve 3. asama bolgeler olmak iizere Ug
Asamali bir model kurulmustur. Ik asamada cinsiyet ile ekonomik, sosyal ve kiiltiirel statii, 2.
asamada Ogrencilerin morali, 6grencilerin davraniglar1 ve okuldaki matematik aktivitelerinin
sayis1, 3. asamada da Kisi Basima Diisen Gayri Safi Yurti¢i Hasila degiskenleri kullanilmistir.
U¢ asamali model sonucuna gére, matematik basarisinda modele dahil edilen tiim
degiskenlerin istatistiksel olarak anlamli oldugu gozlemlenmistir. Matematik basaris1 lizerinde
en fazla etkiye sahip olan degiskenin cinsiyet, en az etkiye sahip olan degiskenin ise GSYIH
oldugu goriilmektedir. Ornegin ES’deki bir birimlik artis matematik basari puaninda 9.92
birimlik bir artis yaratirken, kisi basina diisen gayri safi yurti¢i hasilanin (p=0.052 < 0.1°e
gore anlamli) 1000$ artmasi halinde matematik basarisi 1.2 puan artmaktadir. Dogu Anadolu
ve Giineydogu Anadolu bélgeleri gibi dogu bélgelerindeki kisi bast GSYIH nin diisiik olmasi
bolgeler arasinda matematik basaris1 agisindan farklilik yaratirken, bir okuldaki matematik
aktivitelerinin sayisi, 6grencilerin davranisi ve morali okul bazinda farkliliga yol agmaktadir.
Ogrenciler arasindaki farkliik ise temelde cinsiyet farkhiligindan kaynaklanmaktadir,
erkeklerin kizlara oranla daha basarili oldugu goriilmektedir. Sosyal ve ekonomik durumun

yiiksek olmasinin matematik basarisiyla iliskisi ise dogru orantilidir.

Besinci olarak ki Asamali Bernoulli Modeli kullanilmistir. Bu modelde matematik
basarisinda en fazla etkili olan degiskenin 6grenci-6gretmen iliskisi, daha sonra sirasiyla okul
lokasyonu, matematik aktiviteleri ve cinsiyet oldugu gosterilmistir. Zayif 6gretmen 6grenci
iligkisi ise matematik basarist lizerinde beklendigi ilizere negatif ve anlamli bir etki
yapmaktadir. Cinsiyet degiskeninde erkeklerin kizlara gdre basarili olma olasiligini 1.72 kat
artirmaktadir. Ekonomik, sosyal ve kiiltiirel statii, Cinsiyet, Okul lokasyonu ve Matematik
aktiviteleri degiskenlerinin ortalama matematik basarisi iizerinde énemli risk faktorii oldugu
gosterilmistir. Zayif 6grenci 6gretmen iligkisi degiskeninde meydana gelecek 1 birimlik artig

matematikte basarisiz olma olasiligini ¢ok biiyiik oranda artirdig1 gosterilmistir.

Altinc1 olarak U¢ Asamali Bernoulli Modeli kullamlmistir. Bu modele gdre, matematik
basarisina en cok etki eden faktorler Ggrencinin matematige olan ilgisi ve cinsiyettir.
Ogrencinin matematige olan ilgisindeki bir birimlik artis matematikte basarili olmasin1 %61
arttirryorken, 0grencinin erkek olmasi basariyr 1.64 kat artirmaktadir. Buna gore erkeklerin

kizlardan daha basarili oldugunu sdylenebilir. Okullar ve okul tiirleri arasinda matematik
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basarist1 acisindan anlamli farkliliklarin  oldugu fakat matematik basarisinda okul
biiyiikliiklerinin énemli olmadig1 sonucuna varilmistir. Ogrenme stratejilerinde ise detaylara
fazlaca inmenin getirdigi bir sorun ile kars1 karsiya kalindigi gériilmiistiir. Ogrenci fazla
detayli diisiiniirse ¢ok zorlanmaktadir. Ogretmen davranislarinin  acilimi  grencilerin
ogrenmesine engel olabilecek davraniglardan olustugu i¢cin bu degiskenin negatif ¢ikmasi
beklenen bir sonuctur. Ogretmenin yapacagi olumsuz davramslarin engellenmesi sonucunda

Ogrencilerin basarisiz olmasi %31 azalacaktir.

Yedinci olarak ki Asamali Ordinal Model kullanilmistir. Bu modele gore, bir 6grencinin
basarisiz olmasinda en etkili faktér 6gretmen Ogrenci iligkisinin zayif olmasidir. Basgarilt
olmasinda en etkili faktorler ise sirasiyla ES, okulun lokasyonu, cinsiyet ve okuldaki
uygulanan matematik aktiviteleridir. Ayrica hem 0&grenciler hem de okullar arasinda
matematik basarilar1 acisindan istatistiksel agidan anlamli farklilik oldugu goriilmiistiir.

Modele gore elde edilen sonuglar sunlardir:

1. Erkek ogrenciler kiz 6grencilere gore daha basarilidir ¢iinkii erkek 6grencilerin basarisiz

olma olasilig1 kizlara gore 0.55 kat daha azdir.

2. Hicbir matematik aktivitesi uygulamayan okullar 1 tane matematik aktivitesi uygulayan

okullara gore 0.50 kat daha basarisizdir.

3. Kiigiik yerlesim yerlerinden biiyiik yerlesim yerlerine gegildikce matematik basarist

artmaktadir. Ornegin kdy okullar1 kasaba okullarina gore 0.56 kat daha basarisizdir.
4. ES’deki 1 birimlik artis matematikte basar1 oranini %27 oraninda artirmaktadir.
5. Ogretmen dgrenci iliskisindeki azalis ise matematik basarisini en fazla azaltan etkendir.

Sekizinci olarak Ug¢ Asamali Ordinal Model kullanilmistir. Bu modele gére, matematikte
basarisizliga sebep olan etkenler sirasiyla okul yonetimi ve detayli 6grenme stratejileridir.
Matematikte bagartya etki eden etkenler ise okuldaki egitim kaynaklarinin kalitesi, 6Zrencinin
matematige olan ilgisi ve okulun lokasyonudur. Ayrica dgrenciler, okullar ve okul tiirleri
arasinda matematik basarisi agisindan istatistiksel olarak anlamli bir farklilik vardir. Modele

gore elde edilen sonuglar sunlardir:

1. Okulun kiiciik yerlesim yerinde bulunmasi basari icin negatif bir etkendir. Ornegin koy

okullar1 kasaba okullarina gore 0.71 kat daha basarisizdir.

2. Ogretmen alimi veya isten ¢ikarma gibi kararlarin okul yonetimi tarafindan bizzat

alinmas1 matematik basarisinit %46 oraninda diistirmektedir.
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3. Ogrencinin matematige olan ilgisinin artmasi matematik basarisint %21 oraninda

artirmasini saglamaktadir.
4. Ogrencinin ¢ok fazla detaya inmesi matematik basarisin1 %41 oraninda diisiirmektedir.

5. Okuldaki egitim kaynaklariin kalitesinin artmasi ise matematik basarisin1 %3

artirmaktadir.

Incelenen modellerden hareketle, devletimiz dogu illerindeki yasam standardini yiikseltmek,
okullardaki matematik aktiviteleri sayisini artirmak ve Ogrencilerin moralini yiiksek tutmak
adina sosyal aktivitelerin diizenlenmesi sonucunda daha yiiksek kiiltlir diizeyine sahip basarili
gengler yetistirebilir. Ayrica lilkemizde ortalama matematik basarisini arttirmak igin zayif
ogrenci 6gretmen iligkisini gliclendirmemiz gerektigi, bunun i¢in de 6gretmen ve 6grencilerin
birlikte katilabilecegi cesitli okul i¢i aktiviteler diizenlenmesi &nerilebilir. Ulkemizde gerek
koy okullarindaki 6gretmen yetersizligi gerekse ulasim zorlugu o okulun basarisini
etkilemektedir. Bununla birlikte kiigiik yerlesim yerlerindeki okullarin maddi ve manevi
olarak desteklenmesi gerektigi goriilmektedir. Bu yerlere egitim i¢in ayrilan payin artirilmasi
bu sorunu ¢ézmede en biiyiik etkenlerden biridir. Ekonomik sosyal ve kiiltiirel statiisii diisiik
olan ailelerdeki cocuklarin kiiciik yasta calismaya mecbur kalmalar1 okuldaki basarilarini
etkilemektedir. Bu durum iilkemizin dogusunda cocuklarin okula gitmesine bile engel
olabilmektedir. Bu sebeple ekonomik sosyal ve kiiltiirel acidan gelisimi saglanmalidir.
Matematik basarisini arttirmada diger bir konu da detayli 6grenme stratejilerinde ve 6gretmen
davraniglarinda iyilestirmelere gidilmesi gerektigidir. Sonu¢ olarak, 6gretmen secimlerinde
daha dikkatli davranilmasi ve Ogretmen maaglarinda yapilacak olan iyilestirmeler daha

basaril1 ve aydin bir nesil yetismesinde ¢ok biiyiik rol oynamaktadir.
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