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KONVEKS OLMAYAN COK KRITERLI OPTIMIiZASYON ve PORTFOY SECIMI
PROBLEMIi

Giilder KEMALBAY
Istatistik, Yiiksek Lisans Tezi

Bu calismada, konveks olmayan ¢ok kriterli optimizasyon teorisi, temel tanim ve teoremleri
ile irdelenmistir. Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaglarindan biri optimal
¢Oziimlerin varhigi hakkinda kosullar bulmaktir. Gasimov (1992) c¢alismasinda konveks
kiimelerin seviye kiimeleri yardimu ile lineer olmayan ayirma teoremi gelistirerek asil minimal
noktalar icin gerek kosul bulmustur. Calismamizda, Gasimov’un calismas1 gelistirilerek
verilen gerek kosulun yeter kosul olmasi i¢in uzayda siralama saglayan koni ile ayirma
fonksiyonunun recessive fonksiyonu arasinda iligki bulunmus ve bu iliskinin saglanmasi
halinde verilen noktanin asil minimal nokta oldugu ispat edilmistir.

Cok kriterli optimizasyon problemini ¢6zmek icin skalerlestirme yontemleri incelenmis ve
konveks olmayan cok kriterli problemin tiim etkin noktalarim1 elde edebilen konik
skalerlestirme tekniginin {stiinliikleri tartisilmistir. Elde edilen konveks olmayan ve
diferansiyellenemeyen yapidaki konik skaler problemin c¢oziimii icin genisletilmis sivri
Lagrangian dualite yaklagimmin ve F-MSG algoritmasinin teorisi ve istiinliikleri
gosterilmistir.

Calismanin son boliimiinde ise konveks olmayan c¢ok kriterli optimizasyon teorisinin
uygulama alanlarindan biri olan finans teorisinde portfoy se¢imi problemi incelenmistir.
Ortalama-varyans yaklasimina ilaveten yiiksek mertebeli merkezi momentleri ve varlik sayisi
kisitlamalarini1 goz Oniine alan problemin olduk¢a zor ve karmasik bir yapiya sahip oldugu
gosterilmis ve bu problemin ¢oziimii ile ilgili gelecekte yapilacak olan calismalar hakkinda
bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cok kriterli optimizasyon, asil minimal nokta, konveks olmayan ve
diferansiyellenemeyen optimizasyon, konik skalerlestirme, genisletilmis sivri Lagrangian
dualite, F-MSG yontemi, portfGy se¢imi problemi.
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NONCONVEX MULTICRITERIA OPTIMIZATION and PORTFOLIO SELECTION
PROBLEM

Giilder KEMALBAY
Statistics, M.S. Thesis

In this study, nonconvex multicriteria optimization theory with main definition and theorems
has been investigated thoroughly. One of the fundamental aims of the multicriteria
optimization theory is finding conditions about existence of optimal solutions. Gasimov
(1992), has found a necessary condition for proper minimal points by developing a nonlinear
separation theorem which is based on level set of convex sets. In our study, by developing
Gasimov’s study the relation between the recessive function of the separation function and the
cone which provides an order in space has been found for given necessary condition to be
sufficient and in the event of this relation, given point is the proper minimal point of the set
has been proved.

Scalarization methods have been investigated to solve multicriteria optimization problem and
advantages of the conic scalarization method which can obtain all efficient points of
nonconvex multicriteria problem have been dealt with. For solving the obtained nonconvex
and nondifferentiable conic scalar problem, the theory and advantages of sharp augmented
Lagrangian duality and F-MSG algorithm have been shown.

At the last part of this study, the portfolio selection problem in finance theory which is one of
the application area of nonconvex multicriteria optimization theory has been investigated. In
addition to mean-variance application, it has shown that the problem which takes into account
higher order central moments and cardinality constrained has quite complex and difficult form
and it has been informed about future studies concerned with the solution of this problem.

Keywords: Multicriteria optimization, proper minimal point, nonconvex nondifferentiable
optimization, conic scalarization, sharp augmented Lagrangian duality, F-MSG algorithm,
portfolio selection problem.
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1. GIRiS

Matematiksel ifade ile tek kriterli optimizasyon probleminin amaci, bir ama¢ fonksiyonuna
minimum veya maksimum degeri veren ¢dziimii bulmaktir; ancak giintimiizde karsilastigimiz
problemler gelisen teknoloji ve cevresel sartlar geregi genellikle karmagik bir dogaya sahiptir.
Bu nedenle bu tiir problemleri tek kriter ile karakterize edip optimal ¢Oziimiinii bulmanin pek
faydasi olmayacaktir. Karmagik problemler genellikle birbiri ile celisen ve kiyaslanamayan
amag¢ fonksiyonlan ile karakterize edilir; ornegin getiri, risk, kar, maliyet, zaman, performans
vs... Ancak cok kriterli optimizasyon probleminde bir ¢oziimiin tiim kriterlere gore en iyi
olmasi nadir rastlanan bir olaydir. Bu tiir ¢oziimler ideal ¢6ziim olarak adlandirilir. Genellikle
bir tek ¢6ziim yerine ¢6ziim kiimesinden bahsedilir. Bu ¢6ziimlere Pareto (veya etkin) ¢oziim
denilmektedir. Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, etkin olmayan ¢oziimleri
¢6ziim kiimesinden eleyerek etkin olan iyi ¢6ziimlere ulasmay1 amaclar.

Optimizasyon teorisinde, optimal ¢oziimler i¢in gerek ve yeter kosullarin bulunmasi ve
dualite teoremlerinin ispati i¢in ayirma teoremleri uygulanmaktadir. Bilindigi iizere, konveks
kiimelerin ~ ayrilmast icin uygulanilan aywrma teoremlerinde hiperdiizlemlerden
yararlanilmaktadir. Klasik ayirma teoreminin, optimizasyon teorisinde uygulanabilmesi i¢in
problemlerin konvekslik kosulunu saglamas1 gerekmektedir. Benzer olarak, cok kriterli
optimizasyonda da Pareto noktalarmi bulmak i¢in klasik ayirma teoremlerinin uygulanmasi
durumunda konvekslik sarti 6nemlidir. Cok kriterli, konveks optimizasyon teorisinde dualite
teoremlerinin elde edilmesi icin Azimov (2008a, 2008b) calismalarina bakilabilir. Ancak ister
dualite ister ¢ok kriterli optimizasyon teorisi olsun karsilagilan problemlerin ¢ogu konveks
olmayan optimizasyon problemleri olmaktadir. Konveks olmayan problemler icin dualite
teorisinin kurulmasinda ve konveks olmayan cok kriterli optimizasyon problemlerinde Pareto
¢Oziimiin bulunmasi i¢in, diizlemler yerine lineer olmayan kiimeler aracilifn ile ayirma
teoremleri gelistirilmistir. Burada lineer olmayan kiimeler, lineer olmayan fonksiyonlarin
seviye kiimesi olarak belirlenir. Konveks bir kiime ile konveks olmayan bir kiimenin, siirekli
konveks fonksiyonlar ile ayrilmasi Neshe (1981) ve Hildenbrandt (1984) tarafindan
gosterilmistir. Bu alanda, hem konveks olmayan dualite teorisinde hem de konveks olmayan
¢ok kriterli optimizasyonu problemlerinde optimal noktalarin bulunmasi icin lineer olmayan
ayirma teoremlerinin uygulandig: bir¢ok ¢alisma vardir.

Gasimov (1992), calismasinda konveks kiimelerin seviye kiimeleri yardimi ile bir ayirma
teoremi gelistirmis ve c¢ok kriterli optimizasyon alamina uygulamistir. Gasimov’un
calismasinda, kiimenin zayif ve asil minimal noktalarimin bulunmasi icin gerek kosullar

bulunmustur.



Bu caligmada ise Gasimov’un ispatlamis oldugu teorem gelistirilerek noktay1 kiimeden ayiran
seviye kiimesini veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda siralama saglayan koni
arasinda bir iliski bulunmug ve bu iliskinin saglanmasi durumunda verilen noktanin asil
minimal nokta oldugunu gosteren bir teorem ispatlanmigtir.

Cok kriterli optimizasyon problemlerinin ¢oziimii i¢in birinci asamadaki en temel yaklagim
skalerlestirme yontemi uygulamaktir. Boylece problem ¢ok kriter yerine tek kriter ile ifade
edilebilir. Literatiirdeki mevcut skalerlestirme yontemleri genellikle konveks problemlere
hitap etmektedir. Gasimov (2001) tarafindan gelistirilen konik skalerlestirme yontemi, amag
fonksiyonlar1 ve kisitlamalar tizerinde konvekslik kosulu aramadan ¢ok kriterli problemin
etkin yiizeyindeki tiim noktalarn1 elde eder. FElde edilen konik skaler problem
diferansiyellenemeyen yapida oldugundan tiirev bilgisi gerektiren klasik Lagrangian
yontemleri ile ¢oziillemez. Azimov ve Gasimov (1999, 2002), konveks olmayan optimizasyon
problemlerinde siklikla karsilasilan dual arali§i gidermek icin asil problem iizerinde herhangi
konvekslik veya diferansiyellenebilirlik sarti gerektirmeyen genisletilmis sivri Lagrangian
yaklasimimi 6nermislerdir. Izleyen caligmalar ile bu dual problemin ¢oziimii icin Gasimov
tarafindan gelistirilen Uygun Degerler Temelli Gelistirilmis Subgradient Yoéntemi (F-MSG),
skaler problem iizerinde konvekslik veya diferansiyellenebilirlik kosullar1 aramadigi igin
konveks olmayan, kisitlamali, ¢ok kriterli optimizasyon problemlerinin ¢éziimiinde mevcut
yontemlere gore birgok iistiinlitk saglamaktadir.

Cok kriterli optimizasyon teorisine hemen her alanda basvurulmaktadir. Bu alanlardan birisi
de finanstir. Finansal karar vermede temel yaklagim optimum portfdy olusturmaktir. Ancak
optimum portféy olusturmaya yonelik olan bircok normatif karar modelleri, yatirimcinin
elinde bulundurdugu servetini maksimize etmek icin sadece bir amaci1 géz Oniine alip karar
verici i¢in 6neme sahip diger olas1 amaglarin saglanmasimi dikkate almaz. Oysaki karar verici
icin birbirleri ile celisebilen pek ¢ok hedefin veya amacin esanli olarak saglanabilmesi veya
bu hedefler arasi ikame edilebilirligin belirlenmesi 6nemlidir. Bu yiizden, finans kelimesinin
daha da matematiksel bir anlam kazandig: giiniimiizde finansal karar verme problemlerine ¢ok
kriterli optimizasyon teorisini uygulamak daha yerinde olacaktir.

Portfoy olusturmada iki temel yaklasim s6z konusudur: Geleneksel yaklasim ve modern
yaklagim. Geleneksel portfoy yaklasimi, portfdyde bulunan menkul kiymetler arasindaki
iliskiye dikkat etmeksizin asir1 ¢esitlendirmeye gidilerek portfoy riskinin azaltilabilecegini
ongodrmektedir. Ancak bu yaklasim, Markowitz’in gelistirdigi teori ile beraber gecerliligini
yitirmigtir. Modern portfdy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952)

calismasinda, ilk defa portfyiin riskini ve getirisini matematiksel model ile ifade etmistir.



Portféy secimi probleminde klasik ortalama-varyans yaklasimina ilaveten iiclincli ve
dordiincii mertebeden merkezi momentler géz Oniine alindiginda problem genellikle konveks
olmayan, diferansiyellenemeyen, ¢ok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edilir. Bu
calismada, konveks olmayan ¢ok kriterli optimizasyon teorisinin uygulanabilecegi bir alam
ornek gostermek icin portfoy secimi problemleri 6nerilmistir: Optimum portféy olusturmak
icin Markowiz’in ortalama-varyans yaklagiminin temel varsayimlari ile bu model iizerine
baska kriterler ilave edilerek gelistirilen diger modeller incelenmis ve mevcut ¢oziim
yontemlerinden bahsedilmistir.

Bu tezin amaci, oldukg¢a zengin ve giin gegtikce gelisen bir alan olan ¢ok kriterli optimizasyon
teorisinin dayandigi temel tamimlar ve teoremleri; uzayda kismi siralama bagintis1 saglayan
koniye gore elde edilen zayif, kesin ve asil Pareto optimal coziimleri; bu c¢oziimleri
karakterize eden gerek ve yeter kosullari ile bu kosullarin bulunabilmesi i¢in faydalanilan
lineer olmayan ayirma teoremlerini incelemek; ¢ok kriterli problemin ¢6ziimii icin literatiirde
mevcut olan skalerlestirme yontemlerini 6grenmek; bu yontemler arasinda konveks olmayan
cok kriterli problemlere hitap eden konik skalerlestirme yonteminin Onemini ve
diferansiyellenemeyen yapida olan konik skaler problemin ¢oziimii igin gelistirilen
genigletilmis sivri Lagrangian dual problemi ve bu dual problemin ¢oziimii i¢in Onerilen
F-MSG yonteminin istiinliiklerini tartigmaktir. Ayrica konveks olmayan cok kriterli
optimizasyon teorisinin uygulama alanlarindan biri olan finans teorisinin en temel
problemlerinden biri olan portfoy secimi problemi i¢in Onerilen modelleri incelemek ve
problemin ¢6ziimii i¢in 6nerilen ¢oziim yontemlerine deginmektir. Bu amaglar dogrultusunda
tez alt1 boliimden olusmaktadir:

Birinci bolimde calismanin kapsami ve amacglarindan bahsedilecek; ikinci boliimde
optimizasyon teorisinde optimallik kosullarinin ve dualite teoremlerinin bulunmasi icin
onemli yere sahip olan konveks analiz teorisinin temel tanimlarina ve teoremlerine yer
verilecek; iiclincii boliimde cok kriterli optimizasyon teorisine giris yapilarak temel tanimlar
ve teoremleri incelenecek; dordiincii boliimde ¢ok kriterli optimizasyon problemin ¢6ziimii
icin skalerlestirme yontemlerinden bahsedilecek, konveks olmayan cok kriterli problemlere
hitap eden konik skalerlestime tekniginin ayricaliklar1 gosterilecek, konik skaler problemin
dual problemini elde etmek icin gelistirilmis sivri Lagrangian dualite teoremleri anlatilacak ve
konveks olmayan, diferansiyellenemeyen dual problemin ¢oziimil i¢in gelistirilen F-MSG
yontemi ile {istiinliikleri tartisilacaktir. Besinci bolimde portfdy se¢imi problemlerinin
matematiksel modelleri ile Onerilen ¢6ziim yaklasimlarma deginilecektir. Son bolimde ise

tezin gelecekteki calismalara katkist aciklanarak 6nerilerde bulunulacaktir.



2. KONVEKS ANALIZ

Konveks analiz, konveks kiimeleri ve konveks fonksiyonlar1 inceleyen optimizasyon
teorisinin olduk¢a onemli alanlarindan biridir. Optimizasyon teorisinde optimal ¢oziimler ve
dualite teoremleri i¢in gerek ve yeter kosullarin bulunmasi hakkinda ayirma teoremlerinden
yararlanilmaktadir. Bilinen klasik ayirma teoremlerinin uygulanabilmesi i¢in, optimizasyon
probleminin konvekslik sartin1 saglamas1 gerekmektedir. Benzer olarak ¢ok kriterli
optimizasyon problemlerinde Pareto ¢oziimlerin bulunabilmesi icin klasik ayirma
teoremlerinden yararlanabilmek i¢in de amag¢ fonksiyonlarinin konvekslik sartin1 saglamasi
gerekmektedir. Buna karsilik ¢ok amagl optimizasyon teorisinde karsilasilan problemlerin
bircogu konvekslik sartim1 saglamamaktadir (Azimli ve Kemalbay, 2007). Bu durumda
optimallik kosullarinin bulunmasi igin konveks analiz teorisinde elde edilen Onemli
teoremlerden hareketle yeni teoriler ortaya atilmistir.

Bu boliimde konveks analiz teorisinde 6nemli tanim ve teoremlere kisaca yer verilecektir.
2.1 Konveks Kiimeler

Tanmm 2.1
X < R” kiimesi verilsin. Eger Vx,x,€ X ve VA€ [0,1] icin

Ag+(1-A)x,e X (2.1)

Y

W ! . s
“
“, .
", g

Sekil 2.1 R?’de konveks ve konveks olmayan kiimeler (Boyd vd., 2004).

1se X kiimesine konveks kiime denir.

Sekil 2.1’de altigen, konveks kiimeye bir ornektir. Ortadaki kiime, herhangi iki noktasim
birlestiren dogru pargasini icermedigi icin konveks degildir. Karenin bazi simir noktalari

kiimeye dahil olmadigi i¢in konveks kiime degildir (Boyd vd., 2004).



Tanim 2.2

k k
X, X, € X vektorleri verilsin. V4 20 ve Y 4 =1 ise X =) Ax; vektdriine Xx,,...,x,
i=1 i=1

vektorlerinin konveks kombinasyonu denir.

Eger konveks kombinasyon taniminda A, ¢arpanlarinin negatif olmama kosulu ihmal edilirse

afin kombinasyon, VA € R, i=1,...,k kosulu gerceklesirse lineer kombinasyon tanimi elde

edilir.

Teorem 2.1

X cR" konveks kiime olsun. X’e ait keyfi sayidaki noktalarin konveks kombinasyonu

kiimeye aittir.

Ispat
k k ?
xeX, 420, Z/L =1 igin Z/iixieX
i=1 i=1
k =2 icin konveks kiimenin tanimindan teoremin dogrulugu asikardir. £ >2 i¢in teoremin
dogrulugunu tiimevarim yontemi ile gosterebiliriz.
k =2 i¢in teorem dogrudur.
k =n i¢in teoremin dogrulugunu kabul edelim.

k =n+1 icin teoremi ispat edelim:

n+l n+l

Z,zl.xi =x +(4, +...+/1n+l)z#xi ; burada 4, +..+ 4, =1-4
i1 =+t Ay

n+l n+l ﬂ

Z/lixi =Ax +(1_/1|)Z—lxi;

i1 i=1-4

n+l n+l

> A _Atetha =1 ve LZO oldugundan ) ——x; =Xe X ’tir.
in(1-4) 1-4 1-2) = 1-4

n+l n+l

Z/iixi = A, x,+(1—A)X olup X konveks kiime oldugundan Ziixi € X 'tir. m
i=1

i=1

Tanim 3.3

X c R" keyfi kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine X’in konveks kabugu

denir ve co(X) veya H(X) ile gosterilir.



Sekil 2.2 R*’de keyfi iki kiimenin konveks kabugu (Boyd vd., 2004).

Yardimc1 Teorem 2.1

X cR" keyfi kiimesini kapsayan en kiigiik konveks kiime co(X)’tir: Eger X ¢S ve §

konveks kiime ise co(X ) c S ’tir. Eger X konveks kiime ise X =co(X) ’tir.

Teorem 2.2

X c R" kiimesi i¢in co(X), X kiimesinin keyfi sayida konveks kombinasyonlar1 kiimesine

esittir.

k k
co(X) ={Z/1ixi e X, > A=1 42 O,Vk} (2.2)
i=1 i=1

Bu teoremin sonucuna gore, konveks kabugun her elemaninin X kiimesinin sonlu sayida
elemanlariin konveks kombinasyonu seklinde yazilabilecegi goriilmektedir. Ancak, konveks

analiz teorisinde ¢cok onemli teoremlerden biri olarak yer alan Carathéodory Teoremi’ne gore

eger X c R" ise k sayisi en fazla n+1 olabilir.

Teorem 2.3 [Carathéodory’s Theorem]

X < R" keyfi bir kiime ve afin boyutu n+1 olsun. Vxe co(X), xe€ co(x,,...,x,,;) elemani, X

kiimesinin en fazla n+1 elemaninin konveks kombinasyonu seklinde ifade edilebilir; yani

diger bir gosterim ile:

i=1
n+l

x;eX, D A=1 420 j=1..n+l
i=1



Ispat
k
x€ co(X)olsun. O halde x= 21] x;, x;€X, 21] =1, /1,' >0, j=L..,k. Burada 4 >0
j=1 j=l1
varsayllmaktadir; ¢iinkii aksi halde sifir olan A ’ler silinebilir ki bu durumda ispat
tamamlanmis olur. Eger k <n+1 ise ispat tamamdir. k >n+1 oldugunu varsayalim. Bu

durumda x elemammn k-1 sayida x; elemamnin konveks kombinasyonu seklinde

yazilabilecegini gostermeliyiz. k >n+1 olmasi halinde afin kabugun boyutu n+1 oldugundan

X;,...,X; vektorleri afin bagiml olacaktir. O halde x, —x,,...,x, —x, lineer bagimhdirlar. Bu

durumda hepsi birden sifir olmayan f,,..., 4, skalerleri mevcut olmak iizere

k k k k k
Doai(x;—x)=0"di. D p(x;—x)=0=> wx;—x» g, =0  olup ==Y u,
j=2 j=2 =

Jj=2 J=2

oldugunu g6z 6niine alirsak buradan 4, lerin hepsi birden sifir olmamak iizere z H;=0 ve
j=1
k k
z x; =0 sonucu elde edilir. Bu sonuglara gore x= Zi x; vektorinii su sekilde ifade
j=1 j=1

edebiliriz:
k k
xzz/ijx./ :Z %) ‘“Z/‘/ Xj Z(}“ —op)x;, ae R
j=1 Jj=1 Jj=l Jj=1
o= min —Lt="L 3Jie{l,...k}.Simdi & nin mevcut durumuna gore x’i inceleyelim:
lsjsk i | M

A ,
a>0 olsun. Eger u;<0 ise, ﬂj—a,uj>0; ;>0 ise, —’2i=a olup buradan
J i

/1]. —og; 20 olur. Sonug olarak, Vj=1,...k igin /1]. —oyt; 20 saglanacagindan ve ¢ ’nin

k
tanimindan dolayi en az bir j i¢in /1j —ogt; =0 olacakur. x= Z(/ij —og)x; olup j=1,...k

p=

k
icin Z(/ij —ou;)=1, A;—op; >0 ve j=i igin 4 —oy; =0 bulundu; yani x’i en fazla k -1

j=1

sayida vektoriin konveks kombinasyonu olarak ifade ettik. Eger k—1>n+1 ise bu islemler
tekrar edilerek x’in en fazla n+1 sayida vektoriin konveks kombinasyonu olarak ifade
edilebilecegi gosterilir (Rockafellar, 1970; Ben-Tal vd., 2004; Frenk vd., 2004; Bazaraa vd.,
1993) .m



2.2 Konveks Kiimelerin Bazi Topolojik Ozellikleri

Teorem 2.4

Her X c R" afin kiimesi kapahdir.

Sonug 2.1

Teorem 2.4’¢ gore X < R" herhangi bir kiime olmak tizere

clX c affX =aff(clX) (2.3)

Ispat
Herhangi bir X kiimesi icin X ceclX her zaman dogrudur. Afin operatoriin monoton
ozelliginden dolayr affX — aff (clX)oldugu kolaylikla goriiliir. Tersinin de dogru oldugunu

gostermeliyiz. Teorem 2.4’e gore afin kiime kapalidir. O halde ¢lX — affX ve buradan tekrar

afin operatorii kullanarak aff(clX)c affX oldugu goriilir. Her iki kapsama da

gosterildiginden affX = aff(clX) elde edilir.

2.2.1 Konveks Bir Kiimenin ici ile Kapamsi Arasindaki Noktalar1 Birlestiren Dogru

Parcasi

I¢i bos kiimeden farkli olacak sekilde konveks bir kiime verildiginde, kiimenin igindeki bir
nokta ile kapamisindaki bir noktayi birlestiren dogru parcasi (kapamisa dahil olan nokta

haricinde) kiimenin i¢ine aittir.

Sekil 2.3 Konveks kiimenin i¢i ile kapanis1 arasindaki noktalari birlestiren dogru pargasi

(Bazaraa vd., 1993).

Teorem 2.5

X cR" konveks kiime olsun. xjeclX ve x,eintX olmak iizere VAe (0,1) icin

Ax; + (1= A)x, € intX ’tir.



Ispat

Xy € intX olduguna gore etrafi X kiimesine dahildir: Bir £>0 igin {z:||z—x2|| < 8} cX
olacak sekilde bir z eleman: mevcuttur. y=Ax;+(1-A)x, olsun. yeintX oldugunu
gostermek icin y’nin etrafinin X e dahil oldugunu gostermeliyiz. Ozel olarak, y’nin kiiciik bir
etrafini {z : ||z - y|| < (1—/1)8} seklinde tanimlayalim. O halde teoremin ispati igin
{z : ||z - y|| < (1—2)8} c X oldugunu gostermeliyiz.

x; € clX oldugundan X NN, (x)) # D saglanr. O halde

No(x)= {xe X: ||x— x1|| < (1_/1)8/1_”Z — y”} olmak iizere,
. (1-Ae—|z-y L . N
xe X .||x—x1|| < 7 M X kiimesi bos kiimeden farklidir. O halde bu ozelligi

saglayan bir z;€ X elemammni bulmak miimkiindiir. Benzer tanim ile z=Az+(1-21)z,

I—AZ .. o " .
olsun. z, = L olmak iizere 7, € X oldugunu gosterelim:

)
3 Z- ﬂxl |z=Ax = (y—x)|
S R I
—/1||(z—y)+/1(xl—21)||

e+ -
€.

2, € X oldugu gosterildi. O halde z;,z,€ X ve X konveks kiime olduguna gore z’nin
tammindan ze X oldugu gosterildi. Oyleyse {z:”z— y||<(1—/1)8}cX olup yeintX

oldugu ispat edilir. m

Sonug 2.2

1) X kiimesi konveks ise intX kiimesi de konvekstir.

ii) X < R" konveks bir kiime ve intX # & olsun. O halde clX te konvekstir.
iii) X < R" konveks bir kiime ve intX #J ise cl(intX ) =clX ’tir.

iv) X < R" konveks bir kiime ve intX # & ise int(clX ) = intX ’tir.
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2.2.2 Konveks Kiimelerin Relatif Ici

Konveks kiimeler i¢in kiimenin i¢i tanimi, daha elverigli bir tanim olan relatif i¢i tanimina

doniismektedir.

Tanim 2.4

X c R" konveks kiimesi ve bir xe X noktasi verilsin. Eger X kiimesi, x merkezli yeterince

kiigciik bir yuvar ile afin kabugunun kesisimini igeriyorsa yani, J£>0 icin,
B(x; &) naftX E{y|ye affX, ||y—x||£€}cX 2.4)

oluyorsa x elemanina, relatif ic noktas: denir. Tiim relatif i¢ noktalardan olusan kiimeye

relatif ic denir ve riX ile gosterilir.

Yardimci Teorem 2.2
Relatif operatdor monoton degildir; yani X; ¢ X, ise riX; criX, her zaman dogru degildir.

Ancak affX| = affX, sarti1 saglandifinda X; ¢ X, = riX; criX, dogrudur.

Ornek 2.1
Relatif operatoriin monoton olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:
X,={0} VE X, =[0,1] konveks kiimeleri i¢in riX; ={0} ve riX, =(0,1)’dir. O halde

X, c X, ve riX| ¢riX, oldugu goriilmektedir.

Yardimci Teorem 2.3

X, X, cR" bos kiimeden farkli kiimeler olmak iizere VAe (0,1) icin asagidaki ozellik
saglanir:

(AX,+ (A=) X,)NaffX, c AX, +(1- 1) (X, naffX,) (2.5)

Teorem 2.6

X cR" bos kiimeden farkli konveks bir kiime olsun. x;€ clX ve x,eriX olmak iizere

VAe[0,1) igin; Ax; +(1-A)x, € riX (2.6)

Ispat

Bu teoremi ispatlamak i¢in VA€ [0,1) ve x, € riX olmak iizere AclX +(1—A)x, criX yani;
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diger bir gosterim ile (AclX +(1—-A)x, +€B)NaffX < X oldugunu gostermek gereklidir.

X, eriX = 3e>0 igin
(xz +%8BjmaffX c X 2.7)

oldugu relatif i¢c nokta tantmindan kolaylikla sdylenebilir.

Ayrica clX c N (X +&B) olmasindan dolay1 ¢lX < (X +&B) elde edilir. O halde;

>0

AclX +(1-A)x, +eBC AX +(1-A)(x, +%€B) *dir.

Simdi Yardimci Teorem 2.3’ten yararlanarak

(AclX +(1—A)x, + €B) NaffX c 1X +(1—/1)((x2 +%33)mafij:>

(AelX + (1= A)xy +€B)NaffX c AX +(1-A1)X = X, konveks kiime oldugundan

(AclX +(1—-A)x, +€B) NaffX < X elde edilir. O halde AclX +(1—A)x, criX ’tir. m

Diger bir yol ise X , n-boyutlu konveks kiime oldugundan riX =intX ’tir. Teorem 2.5’te

intX =riX alinarak ispat elde edilir. (Frenk vd., 2004)

Teorem 2.7

@+ X < R" konveks bir kiime olsun. O halde ¢lX = cl(riX) ve riX =ri(clX) 'tir.

2.3 Konveks Kiimeleri Ayirma ve Destekleme

Optimizasyon teorisinde neredeyse tiim optimallik kosullar1 ve dualite teoremleri konveks
kiimelerin ayrilmasi ve desteklenmesi Ozelliklerinden faydalanmaktadir. Konveks kiimelerin
ayrilmasi temel olarak, kapalt bir konveks kiime ile bu kiimeye ait olmayan bir noktanin bir
hiperdiizlem araciligi ile ayrilmasi kavramina dayanmaktadir. Bir nokta ile konveks bir

kiimenin ayrilmasi kavrami iki konveks kiimenin ayrilmasina genisletilmistir.

Teorem 2.8 (En Yakin Nokta Teoremi)
@ # X cR" kapali, konveks bir kiime ve y¢ X olsun. O halde X kiimesinden y noktasina
uzaklig1 minimum olan yalniz bir X€ X noktas1 vardir. Ayrica X 'nin kiimeden minimum

uzaklig1 veren nokta olmast i¢in gerek ve yeter kosul Vxe X i¢in (y—X)' (x—x) <0 dur.
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Sekil 2.4 Kapali konveks bir kiimeye minimum uzaklik (Bazaraa vd., 1993).

2.3.1 Kiimeye Ait Olmayan Bir Nokta ile Konveks Kiimenin Ayrilmasi

Teorem 2.9
@+ X cR" kapali konveks bir kiime ve y¢ X olsun. O halde Vxe X icin p'y>a ve

p'x < o saglanacak sekilde sifirdan farkli bir p vektorii ile bir & skaleri bulmak miimkiindiir.

Teorem 2.10
@ # X cR" konveks kiimesi i¢in, y¢& clX olsun. O halde € >0 sayisi ve sifirdan farkli 5yle
pe R" vektorii vardir ki Vxe X igin

(p.x)2(p.y)+e (2.8)

saglanir.

Teorem 2.11
X < R" konveks bir kiime ve yg X olsun. O halde 6yle bir p # 0 vektorii vardir ki Vxe X

icin <x, p> < <y, p> saglanir.

Ispat

X kiimesinin kapaliligindan bahsedilmemis. O halde iki durum s6z konusudur:

i) ye clX veyaii) yeeclX .

i) yeclX olsun. O halde Teorem 2.10’a gore y noktasi ile X kiimesini kuvvetli sekilde
ayirmak miimkiindiir.

ii) yeclX yani y, X’in bir sinir noktas1 olsun. X konveks kiime oldugundan, X’in nispi sinir
kiimesinin her noktasina, kapams1 disindan bir dizi ile yaklasmak miimkiindiir; yani 6yle bir

{x,} dizisi vardir ki x, & clX ve n—> oo i¢in x, — y dir. O halde Teorem 2.10’u uygularsak

her x, ¢ clX noktasiigin € >0 sayist ve p, #0 vektorii igin
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<x, pn> < <xn,pn>—8n; Vxe X, n=12,...
Burada €, 1 atabiliriz. Esitsizlik yine saglanir:

<x,pn>S<xn,pn>; Vxe X, n=12,...

Diziyi normuna bolelim. Boylece L q, ; normu 1 olan vektorler dizisi elde edilir. Bu dizi

|7

sinirh oldugundan yakinsak bir alt dizisi vardir ve bu yakinsak alt dizinin bir p#0 limiti
vardir. O halde her iki tarafi || pn” ile boliip limite gecersek Vxe X icin <x, p> < < v, p> elde

edilir (Bazaraa vd., 1993). m
2.3.2 Hiperdiizlemler ve iki Kiimenin Ayrilmasi

Hiperdiizlemler ve Yari uzaylar

R"’de hiperdiizlem, sifirdan farkli bir a vektorii ile i¢ carpimi sabit bir sayiy1 veren

noktalardan olusmaktadir.
H={x| " x=b} (2.9)

burada ae R", a#0 ve be R dir.

Tanmimdan hiperdiizlemin afin bir kiime, dolayisiyla da konveks kiime oldugu goriiliir.
Geometrik olarak, a vektorii hiperdiizlemin normal vektorii olmak iizere, b sabiti

hiperdiizlemin orijinden sapmasini belirler. Bunu matematiksel olarak,

H= {x‘aT (x—xy)= 0}

seklinde ifade ederiz, burada x, € H ’dir. Bu gosterim su sekilde de ifade edilebilir:
H ={x‘aT(x—x0) = 0} =x,+a",

a®, a vektoriiniin ortogonal bilesenleri kiimesi olup, a vektoriine ortogonal olan tiim

vektorlerden olusur: at = {v‘aTv = 0} .

Sekil 2.5 R*’de hiperdiizlem (Boyd vd., 2004).
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Sekil 2.5’te goriildiigii gibi, normal vektorii a olan ve x, noktasindan gegen hiperdiizlemde

diizleme ait herhangi bir x noktas1 i¢in (x—x,) vektorii a vektoriine ortogonaldir.
Hiperdiizlem, R" uzaymm iki yar1 uzaya boler. H, iki kapali yar1 uzay: H" :{x‘aTx 2 b} ,
H = {x‘aTx < b} ve iki agik yari uzay: H' = {x‘aTx > b} , H = {x‘aTx < b} tanimlar.

Tanmimdan goriildiigii gibi yar1 uzaylar konvekstir; ancak afin degildirler.

Sekil 2.6 R?’de hiperdiizlemin tanimladig1 yari uzaylar (Boyd vd., 2004).
H™ kapali yar uzayini su sekilde de ifade etmek miimkiindiir:
H™ ={x‘aT(x—x0) SO}
burada x,€ H ; yani a’x, =b"dir. a vektorii hiperdiizlemin dis normali olup, verilen x,

noktasina gore (x—x,) vektorlerinin a normali ile genis ag1 yaptiklan goriilmektedir. (Boyd

vd., 2004)

Tamm 2.5
&+ X,,X, cR" farkli kiimeler olsun. H = {x plx= af} verilen hiperdiizlemi i¢in
Vxe X, icin p'x>a
Vxe X, igin plx<a
saglaniyor ise X; ve X, kiimeleri hiperdiizlem tarafindan ayrilabilir denir.
1) Eger X; ve X, kiimeleri ayrilabiliyor ve ayrica
bir x, € X, ve bir x,€ X, i¢in p'xy>a ve p'x,<a
saglaniyor ise X ve X, kiimelerine asil (proper) ayrilabilir denir.
ii) Eger

Vxe X; igin plx>a ve Vxe X, igin Plx<a
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saglantyor ise X ve X, kiimeleri kesin (strictly) ayrilabilir denir.
iii) Eger
Vxe X, i¢in p'x=a+é€ ve Vxe X, igin p'x<a

saglantyor ise X ve X, kiimeleri kuvvetli (strongly) ayrilabilir denir.

S'.
o
_/
H 52
2 Al Olmavan (Improper) Asurma by Ael (Properly) Asarma
Sy 5y
Sa Sa
H,
-
o) Eesin (Strictly)Asarma ) Euwweth (Strongly)lfsarimna

Sekil 2.7 Cesitli ayirma yontemleri (Bazaraa vd., 1993).

Teorem 2.12

X, ve X, R"’de verilmis bos kiimeden farkli iki konveks kiime ve X, N X, =& olsun. O
halde X, ve X, kiimelerini ayiran 6yle p #0, pe R" vektorii vardir ki

<x1,p>S<x2,p>; vx e X, Vx,e X, (2.9)

Ispat

X =X,—-X, olsun. X konveks kiime olup, X, "X, = oldugundan O¢ X ’tir. Oyleyse
0¢ X noktas1 ile X kiimesini birbirinden ayirmak miimkiindiir. O halde sifirdan farkli bir
pe R" vektorii ile bir & skaleri i¢in

p'0>a ve p'x<a; Vxe X

saglanir. Buradan

<x,p> S(O,p} ; Ve X

oldugu agiktir. Vx, € X, ve Vx,e X, i¢cin x=x —x,€ X vektoriinii esitsizlikte yerine
yazarsak

<x1—x2,p>30:

<x1,p> S(xz,p>; Vx e X\, Vx, € X,

icin ispat edilir. m
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Teorem 2.13
X, ve X,, R"’de verilmis konveks kiimeler olmak tizere X, kompakt, X, kapali kiime olsun.
Eger X,nX, = ise, 0# p ve pe R" vektoriiile £ >0 igin

<x1,p>S<x2,p>—8; Vx € X, Vx, € X, (2.10)

Ispat
X =X,—X, olsun. X, veX, kiimeleri konveks oldugundan cebirsel farklari da konveks

kiimedir; ancak kapali olmalart X’in kapali olmasimi gerektirmez. Birinin kompakt kiime

olmasindan dolay1 X kiimesi kapalidir. Oncelikle bunu ispat edelim:

X kiimesinde x noktasina yakinsayan bir {x,} dizisini goz 6niine alahm. xe X oldugunu
gostermeliyiz. X’in tammindan x, =y, —z, olup burada y, € X; z, € X, ’dir. X, kompakt
kime oldugundan, limiti ye X, olan {y,} yakinsak alt dizisi mevcuttur. O halde
Yo — % —x ve Vke k i¢in y, = y oldugundan z, = z Vke x igin dogrudur. X, kapali

oldugundan ze X,’dir. O halde x=y—-z, ye X, ve ze X, oldugundan xe X dogrudur.

Oyleyse X’in kapali kiime oldugu ispat edilir.

X, N X, = oldugundan 0¢ X olup, Teorem 2.10’a gore sifirdan farkli bir pe R" vektorii
ile & skaleri i¢in

p'x=¢eve pO<e, Vxe X

saglanir. x=x, —x, € X yerine yazildiginda

Py —x)=2e=

p'x2p'x,+e; Vxe X, Vx,e X,. m
2.3.3 Siir Noktalarinda Kiimelerin Desteklenmesi

Tamm 2.6

D@+ X cR" ve xe dX olsun. Vxe X igin
i) p'(x—x)<0 veya

i) p'(x=x)=0

olacak sekilde p#0 ve pe R" vektorii mevcut ise



17

H ={x: pt(x—)_c)=0} hiperdiizlemine X’in X noktasindaki destek hiperdiizlemi denir.

Tanimdan goriildiigii gibi xe H ve i) durumunda X < H~, ii) durumunda ise X ¢ H " dir.
Bu tanima ek olarak eger X ¢ H ise yani H’ye X’in X noktasindaki asil destek hiperdiizlemi

denir.

)

Sekil 2.8 Hiperdiizlem ile kiimelerin sinir noktalarinda desteklenmesi (Bazaraa vd., 1993)

Teorem 2.14

@ # X cR" konveks bir kiime ve X € 0X olsun. O halde Vxe clX igin sifirdan farkli bir p
vektorii var ki p'(x—x) <0 olacak sekilde X’i X noktasinda destekleyen bir hiperdiizlem

mevcuttur.

X

J2 H

Sekil 2.9 Konveks kiimenin sinir noktasinda desteklenmesi (Bazaraa vd., 1993)
Ispat
X € dX sinir noktasi olsun. X konveks kiime oldugundan, X’in nispi sinir kiimesinin her
noktasina, kapamigt disindan bir dizi ile yaklasmak miimkiindiir; yani dyle bir {y,} dizisi
vardir ki y, ¢clX ve k—o icin y, = x’dir. O halde Teorem 2.10’u uygularsak her
¥; € clX noktasi i¢in € >0 sayis1 ve p, #0 vektorii i¢in
<x,pk>S <yk,pk>—8k; VxeclX, k=1,2,...
Burada €, “y1 atabiliriz. Esitsizlik yine saglanir:
<x,pk>S<yk,pk>; VxeclX, k=1,2,...

Diziyi normuna bolelim. Boylece Li q, ; normu 1 olan vektorler dizisi elde edilir. Bu dizi

[
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sinirli oldugundan yakinsak bir alt dizisi vardir ve bu yakinsak alt dizinin bir p#0 limiti
mevcuttur. O halde her iki tarafi || D || ile boliip limite gegcersek Vxe clX igin <x, p> < <f, p>
elde edilir. Buradan X' p—y'p <0= p'(¥x — y) <0 oldugu ispat edilir. m

Sonug olarak X < R” konveks kiimesinin her X dX sinir noktasinda destek hiperdiizlemi

vardir.

Teorem 2.15

X c R" konveks kiimesinin her x, relatif sinir noktasinda asil destek hiperdiizlemi vardur.

Teorem 2.16

X, veX,, R"’de verilmis konveks kiimelerinin asil ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul riX; NriX, =< olmasidir.

2.4 Konveks Fonksiyonlar

Tanim 2.7

X < R" konveks kiimesi ve f:X — R fonksiyonu verilsin. Vx,,x,€ X ve VA€ [0,1] igin

JAx+(1=-)x) SAf (x)+A-D) f(x;) (2.11)
saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
Fixik

Jix)

dam( )
Sekil 2.10 Konveks fonksiyon (http://ocw.mit.edu).

Eger f konveks ise —f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.
f =d'x+b afin fonksiyonu hem konveks hem de konkav fonksiyonlara 6rnek gosterilebilir.

Tamim 2.7°de x; #x, ve 0< A <1 icin ffonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.
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Tanim 2.8

X c R" kiimesi ve f:X — R fonksiyonu verilsin.
epi(f)={(t,x)e RXX|f(x) <1} (2.12)

kiimesine f fonksiyonunun epigrafigi denir. Epigrafik geometrik olarak, fonksiyon

grafiginin iist kismi anlamindadir.

epi( 1)

Sekil 2.11 Bir fonksiyonun epigrafigi (Boyd vd., 2004).

Yardimci Teorem 2.4

f:X - R fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul epi(f)cR™"

kiimesinin konveks olmasidir.

Ispat

f konveks fonksiyon olsun. V(z,x,), (¢,,x,)€ epi(f) ve Ae (0,1) alalim. O halde epi(f)’in
tammmundan f(x;) <t ve f(x,)<t, dir. f’in konveks olmasindan ve epigrafigin tanimindan
FOX+0-Mx) SM(x)+A-L) f(x,) =
<M +(1-Mt, =

(At + (1 =M)ty, Ax, +(1=A)x,) € epi( f) = Mt x)+(1=A)(t,, x,) € epi(f)  olup  epi(f)’in
konveksligi ispat edilir.

Tersine epi(f)’in konveks kiime oldugunu varsayalim. f’in konveks oldugunu gosterelim.
Vx,x, € X, Ae (0,1) i¢in f(x) =1, f(x,)=t, olsun. O halde (#,,x,),(t,,x,)€ epi(f) elde
edilir. epi(f) konveks kiime oldugundan

A, x) +(A=A)(1,,x,) € epi( f) = (M + (1= M)ty Ax, +(1—A)x,) € epi(f)
olup buradan epi(f)’in tanimina gore

O +A=2)x,) SM (x) +A=2) f(x,)

elde edilir. m
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Teorem 2.15 (Jensen Esitsizligi)

X cR" kiimesi ve f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. O halde A; >0, z%i =1 ve

i=1

xeX,i=1..m igin

FOAx) <Y Nf(x) (2.13)
i=1 i=1

Goriildiigii tizere Jensen esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢in verilen tanimin genellestirilmis

halidir; m=2 i¢in genel tanimin elde edildigi aciktir.

Tamm 2.9
X c R" kiimesi ve f:X — R konveks fonksiyonu verilsin.
L,={xe X|f(x)<a} (2.14)

kiimesine fin seviye kiimesi denir veya {ist seviye kiimesi ile karistirmamak icgin alt seviye

kiimesi de denir.

2.4.1 Konveks Fonksiyonlarin Siirekliligi

Konveks fonksiyonlarin 6nemli bir 6zelligi de i¢ noktalarinda her zaman siirekli olmalardir.
Konveks fonksiyon bir aralikta siirekli ise olsa olsa araligin u¢ noktalarinda siireksiz olabilir.

Yani agik bir kiime {izerinde konveks fonksiyon daima siireklidir.

Teorem 2.16
X < R"konveks kiimesi ve f: X — R konveks fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu x, € riX
noktasinin belirli bir etrafinda yukaridan smirh olsun. O halde f fonksiyonu x, noktasinda

siireklidir.

Teorem 2.17

X cR" konveks kiimesi ve f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. O halde f fonksiyonu

ri(X) kiimesinde siireklidir.

Ispat
Keyfi x,€ri(X) olsun. O halde x, € ri(co){x,....x,,,} olacak sekilde x;,...,x,,, € ri(X)

seklinde n+1 nokta bulunabilir.
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n+l n+l
co(X)z{xe X :szkixi, A, >0, ZAZ. :1}
i=1 i=1
olmak {iizere konveks kabugun her elemam X’in en fazla n+/ noktasinin konveks

n+l
kombinasyonu seklinde ifade edilebilir. xe co{x,...,x,,,} vektorii x=> A.x seklinde
i-1

gosterilebilir. f konveks fonksiyon oldugundan

n+l n+l
FO=FO hx) <D A f(x,) dir.

i=1 i=1

Burada a = max f(x;) segildiginde f(x)<a elde edilir; yani x, noktasinin co{x,...,x,,,}
1<i<n+1

etrafinda f fonksiyonu yukaridan simirhdir. O halde Teorem 2.16’ya gore f fonksiyonu X,

noktasinda siireklidir.

2.4.2 Konveks Fonksiyonlarin Yon Tiirevi ve Subgradienti

Bir Onceki boliimde konveks fonksiyonlarin her relatif i¢ noktasinda siirekli oldugunu
gosterdik. Bu boliimde ise konveks fonksiyonlarin her i¢ noktasinda uygun yonde tiirevinin

oldugu gosterilecektir.

Tanim 2.9

X cR” kimesinde f:X — R fonksiyonu tanimlansin. x,€ X ve 0#d e R" olmak iizere

f(xg+Ad)— f(xy)
A

fonksiyonunun x, noktasinda d yoniinde tiirevi vardir denir ve

f(xo +7\,d)—f(x0)

Ae (0,8) araligi icin x,+Ad e X olsun. Eger 17%1 limiti mevcut ise, f

f(xp:d) =lim k (2.15)
ile gosterilir. Benzer olarak
f’(xo;_d) — llm f(x() _kd)_ f(x()) — _hm f(x() _kd) _f(x())
20 A Mo A
—A =0 olsun. O halde A — 0" i¢in  — 0~ olur. Yerine yazarsak
F(xyi—d) =—lim L L0 0D = /(%) (2.16)
eTo 0

(Rockafellar, 1970).
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Yardimc1 Teorem 2.5

d>0 olmak iizere f: [—y, y] — R fonksiyonu verilsin. (xo,y] araliginda f asagidan simirh

ve monoton artan olsun. O halde inf f(x) vardir ve inf f(x)= liim f(x)
Xo<x<y Xo<x<Y xdxg

Teorem 2.18
X cR" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. Keyfi x,e X ve
0#deR" olsun. Vie [—8, 8] icin x,+Ade X olacak sekilde bir € >0 sayisimin mevcut

oldugunu kabul edelim. O halde f fonksiyonunun x, noktasinda d yoniinde tiirevi vardir ve

f o +2d) = F () oy
- :

f'(xg:d) = inf (2.17)

Tamm 2.10
@#X cR" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. Eger
f(x)—f(xo)z<x—x0,x@>, Vxe X icin (2.18)

saglaniyor ise x> vektdriine f fonksiyonunun x, noktasindaki subgradienti denir. fin
x, noktasindaki tiim subgradientlerinden olusan kiimesine f fonksiyonunun x, noktasindaki

subdiferansiyeli denir ve Jf (x,) ile gosterilir.

K2 = F (o) +{x = 70.5)
i

Fl)-ix)=0 ./

5d J (x*)! (%2 = xp), burada **=tan®
“
rx)-fxyzo|
4
2% 0 *2 i
Sekil 2.12 Konveks fonksiyonlarin subgradientinin geometrik yorumu (Burachik, 2007).

"_,_.“I
&'

f fonksiyonunun x, noktasinda subgradiente sahip olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul
I(x)=f(x,) +<x— Xy xE"> bir afin fonksiyon olmak iizere

) 1(x)=f(x)
i) I(x)< f(x), Vxe X
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kosullarinin saglanmasidir. Bunun geometrik anlami, grafigi (x,, f(x,)) noktasindan gecen
ve X kiimesinde f’in grafiginin asagisinda kalan afin bir fonksiyon var demektir.

Diger bir yorum agisindan x> vektoriiniin f fonksiyonunun x, noktasindaki subgradienti

olmasi icin gerek ve yeter kosul (x,, f(x,)) sinir noktasinda (xa,—l) dis normaline sahip

olan ve bu noktada epi( f)’1 destekleyen bir hiperdiizlemin bulunmasidir. (Burachik, 2007)

Teorem 2.18

X c R" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. x,€ X olmak iizere
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

) If(x)#D

il) epi(f) kimesi (x,,f(x,)) noktasinda (xa,a); a#0 dis normali olan destekleyici

hiperdiizleme sahiptir.

(x o
a y j(szj(xﬂﬁ{x—xu,xg}
epi(f) | '

x°e af(xy)

(XE:_”

e

o

Sekil 2.13 Epigrafigin, subgradient noktasinda desteklenmesi (Burachik, 2007).

Teorem 2.19

X cR" kiimesinde f:X — R fonksiyonu verilsin. O halde df(x,) konveks ve kapali bir

kiimedir.

Teorem 2.20
X cR" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyon ve x,€riX olsun. O halde

xte df (x,) olmasi igin gerek ve yeter kosul 0#d e R" igin f'(x,,d) > <d , x‘5> olmasidir.
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Ispat
e df(xy) ise Vre X icin f(x)— f(xo)z<x—x0,x§> dogrudur. Teorem 2.18’¢ gore f
konveks fonksiyonu i¢in x, € riX ve 0#d e R" oldugunda f’(x,,d) mevcuttur ve teoremin

varsayimindan VAe [-8,8] icin x,+Ad e X olacak sekilde bir §>0 sayist vardir. O halde
Fxo+Ad)— f(x)) 2 <x0 +Ad —xo,x§> = <7ud,x§>, Xy+Ade X

icin dogrudur. Bu esitsizligi A >0 sayisina boliip, A 0 icin limite gecersek

F (o, d) 2 (d %)

elde edilir. Tersine 0#d e R" i¢in f'(x,,d) > <d , x‘i> saglansin. q: [—8, 8] — R olmak iizere

J (g +Mx—x0)) — f (%)
A
oldugu kolaylikla gosterilebilinir. A€ (0,1) olsun. O halde ¢ monoton artan oldugundan

f(xo +1.(x—x0))—f(x0)
1

g(\) =

olsun. g(A) fonksiyonunu (0,€) arasinda monoton artan

(x=20.2%) < f (o= ) =limg(h) =inf g0) < gV S g(1) =
olup buradan

<x—x0,x§> < f(x)—=f(xy); Vxe X elde edilir. O halde xSe df (x,) saglanir. m

Teorem 2.21

X cR" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. O halde Vx, e riX

icin df (x,) # < "dir.
2.4.3 Diferansiyellenen Konveks Fonksiyonlar

Tamm 2.11

@ # X cR" bir kime ve f:X — R fonksiyonu verilsin. Eger Vxe X i¢in

F )= () +{x =20, VI (x0)) +[|x = x| o1, x = %) (2.19)
olacak sekilde bir Vf(x,) vektori ile bir oo:R" — R fonksiyonu bulmak miimkiinse o

zaman f fonksiyonu x,€intX noktasinda diferansiyellenendir denir. Burada a:R" - R

fonksiyonu i¢in lim oi(xy; x—x,) =0 Ozelligi saglanir.
X=X,

Diger bir deyisle
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o L= FO0) = (x =%, Vf (x9))

= o=

=0 (2.20)

Burada Vf(x,) vektorii, gradient vektorii olarak adlandirilip, eger f fonksiyonu x, noktasinda

diferansiyellenen ise sadece bir tek gradient vektorii olabilir:

I () If(x)
ox,  ox,

(Bazaraa vd., 1993).

Vf(x0)=[ J E[fl(xo),...,fn(xo)]t (2.21)

f, x, noktasinda diferansiyellenen olsun. x=x,+Ad ve 0#d e R" i¢in tanima gére

f o +Ad) = £(x)—(Vf (x). M) (f (x3d)—(VS (x).d))

0=1lim =
Mo Aa] ]
£ (x:d)=(Vf(x,).d), VdeR" (2.22)

elde edilir.

Ozel olarak; e i nXn ’lik birim matrisin j. siitunu olmak iizere d =e It j=1,...,n alinirsa

S (x +7\'ej)_f(x0) _ af(xo)

(Vf (xo)e;) = f (gre) =lim S N (2.23)
X, noktasinda x; degiskenine gore kismi tiirevi elde edilir.
O halde
, L of (x,
[z d) =(Vf (xo),d>=2%di (2.24)
i=1 i

(Rockafellar, 2007).
Simdi konveks fonksiyonlar icin diferansiyel ile subdiferansiyel arasindaki iliskiyi veren

teoremi ispat edelim:

Teorem 2.22

X c R" konveks kiimesinde f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu

X, € X noktasinda diferansiyellenen ise Vf(x,)€ df (x,) dur.

Teorem 2.23
@+ X cR" konveks kiimesinde f:X — R  konveks fonksiyonu verilsin.

X, € intX noktasinda f’in diferansiyellenen oldugunu varsayalim. O halde 9f (x,) ={Vf (x,)}.



26

Ispat

Teorem 2.22°ye gore Vf(x,)€ df (x,) dur. x5 £ Vf (x,) olmak iizere xeof (x,) oldugunu
kabul edelim. f, x,’da diferansiyellenen oldugundan

Q) fOpid)=(Vf(xy).d) ve

Teorem 2.20"ye gore x° € df (x,)

(i) [ (o) 2(x5,d), 0% d e R"

elde edilir. Simdi (i) ve (ii)’den

(Vf (i) d) 2 (x5,d) = 02(x*=Vf(x).d), 0%deR"

bulunur. Ancak bu esitsizlik 0#d € R" i¢in dogru oldugundan sadece x° —Vf(x))=0 i¢in
gerceklesebilir. Oyleyse Xt = Vf(x,) elde edileceginden bu durum teoremin kabulu ile ¢elisir.
O halde x* =V (x,)olup 9f (x,) ={Vf (x,)} olmalidir. m

Herhangi cok degiskenli fonksiyonun bir noktasinda tiim degiskenlere gore kismi tiirevi
mevcut ise bu noktada fonksiyonun diferansiyellendigini sdyleyemeyiz. Ancak asagidaki
teorem, konveks fonksiyonlarin bir noktada tiim degiskenlere gore kismi tiirevleri mevcut ise

fonksiyonun diferansiyellenen oldugunu séylemektedir.

Teorem 2.24

X cR” konveks kiime ve f:X — R konveks fonksiyonu verilsin. x,e€intX olsun. f
fonksiyonunun x, noktasinda tiim degiskenlere gore kismi tiirevleri mevcut ise f, x,

noktasinda diferansiyellenendir.

Ispat

g:R" > R fonksiyonunu sdyle tammlayalim: g(h) = f(x+h)— f (x)—(Vf(x),h) olsun. fin

X, noktasinda diferansiyellenen oldugunu gostermek icin }lln})ﬁ =0 olmalidir. £in kismi
—

tiirevleri mevcut olduguna gore

dg(h) _ of (x+h)  If (x) ;
oh, ox; ox,

1

=1,...n
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dg(0)

olup, g’nin kismi tiirevleri vardir. g fonksiyonunun tanimindan g(0)=0 ve “oh. =0 oldugu
J
goriiliir. g’nin konveks oldugu aciktir. e; =i. birim vektor olmak lizere h = Zhiei yazilabilir.
i=1

O halde

n 1 nq h, h
80 = (U he) = 8 Ynhe) <3 stwhe) = Y TR < a3 TR
i=1 i=1 i=1

(2.25)

yazilabilir. Burada esitsizlikleri olustururken iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerinden

yararlanilmistir. Soyle ki 2, we R”" olmak iizere;

n n n
2w S| wikle] = ]2
i=1 i=1 i=1

2 vy = o i o] =[]

ozelliginden yararlanilmistir.

(2.25) denkleminde A yerine —h alindiginda

g(= nhe)

l

g(=h)< ||h||z (2.26)

g’nin konveksliginden yararlanarak
0=g(0)= lh+l(—h) <L (h)+l (=h)=
8 8 T =3 8 > 8

-g(=h) < g(h) (2.27)
bulunur. Simdi (2.25), (2.26) ve (2.27) esitsizliklerini birlestirirsek

he)| . g(h) _ >|
< < < G (2.28)
p | by "W T A | B |
g(nhe;)  f(x+nhe)—f(x)
nh. - nhi

1

_<Vf(x),el>
(2.28) esitsizliginde 7 — 0 i¢in en sag ve en sol kismin limitleri 0’dir. O halde buradan

lim =—~ glh) _ =0 elde edilir (Burachik, 2007). m
=0 ]

Tanim 2.12

@ # X cR" birkiime ve f:X — R fonksiyonu verilsin. Vxe X i¢in

F) = f ) +(x— x5, VF (xp)) + <H(x0><x %) (= x)) + = x| g x =) (2.29)
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olacak sekilde bir Vf(x,) vektorii, nxn boyutlu simetrik H(x,) matrisi ile bir a.:R" - R

fonksiyonu bulmak miimkiinse o zaman f fonksiyonu x,e€intX noktasinda iki kez

diferansiyellenendir denir. Burada o.: R" — R fonksiyonu i¢in lim a(x,;x—x,) =0 ozelligi
X=X

saglanir. H(x,) matrisi, Hessian matris olarak adlandirilir ve ikinci mertebeden kismi
tiirevleri icerir: fl.j(xo):azf(xo)/axiaxj, i=1,..,n, j=1,..,n olmak lizere

M) fialx) o fin(x)

F1(xg)  foa(xg) o fo,(x0)

H(x,)= (2.30)

Fun(x0)  fra (o) oo S (%)
Teorem 2.25
@+ X cR" agik, konveks bir kiime ve f: X — R X kiimesinde diferansiyellenen fonksiyon

olsun. O halde fin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H(x,) Hessian matrisin X

kiimesindeki her noktada pozitif yari-belirli olmasidir.

Tanimm 2.13

X c R"kiimesinde f:R”" — R herhangi bir fonksiyon olsun. min{f(x): xe X} problemini
g0z Oniine alalim. O halde xe X vektoriine uygun (feasible) ¢oziim denir.

Vxe X icin f(x,) < f(x) (2.31)
esitsizligini saglayan x,e€ X vektoriine global minimum denir. Je>0 olmak iizere
Vxe X NB(x,,€) igin f(x)) < f(x) (2.32)
esitsizligini saglayan x, € X vektoriine lokal minimum denir.

Benzer olarak Je >0 olmak iizere

Vxe X NB(x,,€) ve x#x, icin f(x,) < f(x) (2.33)

esitsizligini saglayan x, € X vektoriine kesin lokal minimum denir.

Teorem 2.26

f:R" — R konveks bir fonksiyon ve & # X < R" konveks bir kiime olsun. O halde x,€ X

noktasinin min{ f(x):xe X} probleminin global minimumu olmast i¢in gerek ve yeter kosul

Vxe X igin <x—x0,x§>20 olacak sekilde fin x, noktasinda x5 subgradientinin mevcut

olmasidir.
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Ispat

Vxe X ig¢in <x—x0,x&> >0 olacak sekilde x° e of (x,) olsun. O halde
fx)2 f(x,) +<x—x0, x‘§>, Vxe X elde edilir. Buradan <x—x0,x‘§> >0 kosulu ile

FOO= fOq)+(x=x0,0%) 2 [ (x), Vxe X

olacagindan x;’in global minimum oldugu goriiliir. Tersine, x, problemin global minimum
¢Oziimii olsun. A,A, C R™"! olmak iizere asagidaki iki kiimeyi olusturalim:

A, :{(x—xo,y): xeR", y> f(x)—f(xo)} 5 Ay ={(x—xy,y): xe X, y<0}

A, ve A, kiimelerinin konveks oldugu aciktir. Ayrica A, NA, = dir. Aksi halde

(x—x5,¥y)€ Ay A, olsun. O halde 0<y < f(x)— f(x,) olacak sekilde xe X vardir. Ancak
bu durum x; ’in global minimum olmasi ile gelisir. Kesisimleri bos olan iki konveks kiimeyi
ayiran hiperdiizlem mevcuttur; yani 0 # (X,u)e R""' ve o skaler olmak iizere

(x—xp.8)+wy<a, xeR", y> f(x0)-f(x) (2.34)
(x—xp.®)+wy=a, xeX,y<0 (2.35)
(2.35)de x=x, ve y=0 almrsa oo<0 olur. 2.34’te x=x, ve y=€¢>0 almrsa pe<a
olur. O halde bu esitsizlik Ve >0 i¢in dogru oldugundan n <0 ve a=0 elde edilir. Sonug
olarak n <0 ve au=0 elde edilir. Eger p =0 alimirsa <x—x0,)?> <0, Vxe X olur. Burada
x=x,+x secilirse 02 <x— Xo, X — x0> = ||)Ac||2 elde edilir. Bu esitsizlik ancak x=0 igin
dogrudur, ancak bu durum 0# (%,1) olmasi ile celisir. O halde p<0 olmalidir. Oyleyse

(2.34) ve (2.35) denklemlerini —u ile bolerek, —x/pL yerine x> vektoriinii alirsak asagidaki

esitsizlikleri elde ederiz:

yz<x—x0,x§>, xeR", y> f(x)— f(x,) (2.36)
<x—x0,x‘5>—yzo, xe X, y<0 (2.37)
(2.37) denkleminde y =0 alinirsa <x—x0,x&> >0, Vxe X elde edilir. (2.37)’den

FO02 f(xp)+{x=%,2%), ¥xe R"

oldugu aciktir. O halde <x—x0,x§>20, Vxe X olacak sekilde x°  vektorii fin x,

noktasindaki subgradientine esittir (Bazaraa vd., 1993). m
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3. COK KRITERLI OPTIMiZASYON TEORISINE GIRiS

Matematiksel ifade ile tek kriterli optimizasyon probleminin amaci bir ama¢ fonksiyonuna
minimum veya maksimum degeri veren ¢dziimil bulmaktir; ancak giintimiizde karsilastigimiz
problemler gelisen teknoloji ve cevresel sartlar geregi genellikle karmagik bir dogaya sahiptir.
Bu nedenle bu tiir problemleri tek kriter ile karakterize edip optimal ¢6ziimiinii bulmanin pek
faydasi olmayacaktir. Karmagik problemler genellikle birbiri ile celisen ve kiyaslanamayan
amag¢ fonksiyonlan ile karakterize edilir; 6rnegin getiri, risk, kar, maliyet, zaman, performans
vs...(Steuer, 1986).

Cok kriterli optimizasyon probleminde bir ¢6ziimiin tiim kriterlere gore en iyi olmasi nadir
rastlanan bir olaydir. Eger ama¢ fonksiyonlar1 birbirleri ile celismiyorsa, tiim amag
fonksiyonlarini optimum yapan tek bir ¢6ziim bulunabilir. Bu tiir ¢oziimler ideal ¢dziim
olarak adlandirilir. Ancak genellikle amag¢ fonksiyonlar1 birbirleri ile celistiginden ve
kiyaslanamaz oldugundan tek en iyi ¢oziimden bahsetmek miimkiin degildir. Genellikle bir
tek ¢Oziim yerine ¢oziim kiimesinden bahsedilir. Bu c¢oziimlere Pareto (veya etkin) c¢oziim
denilmektedir (Miettinen, 1999; Collete vd., 2003).

Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, etkin olmayan c¢6ziimleri ¢oziim
kiimesinden eleyerek etkin olan iyi c¢Oziimlere ulasmayir amaclamaktir. Pareto optimal
¢Oziimler bulunduktan sonra bu coziimler arasindan en iyi karar1 segcmek genellikle karar
vericinin kisisel tercihlerine baglidir. Bu durumda karar vericinin kararlarin1 modellemek icin
iki teori s6z konusudur:

i) Coklu ozellik i¢in fayda teorisi (multi-attribute utility theory)

ii) Cok kriterli karar yardim teorisi (multicriteria decision aid theory)

(Tabucannon, 1988; Collete vd., 2003).

Buradan goriildiigii iizere ¢ok kriterli optimizasyon ile cok kriterli karar analizi birbirini
tamamlayan iki alandir. Bu tezin esas amagclarindan biri cok kriterli optimizasyon teorisini
incelemektir.

Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaclarindan biri optimal ¢oziimlerin varlig
hakkinda kosullar bulmaktir.

Gasimov (1992), calismasinda konveks kiimelerin seviye kiimeleri yardimi ile lineer olmayan
ayirma teoremi gelistirerek asil minimal noktalar i¢in gerek kosul bulmustur. Bu calismada ise
Gasimov’un ispatlamis oldugu teorem gelistirilerek noktay1 kilmeden ayiran seviye kiimesini
veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda siralama saglayan koni arasinda bir iliski
bulunmus ve bu iligkinin saglanmasi durumunda verilen noktanin asil minimal nokta

oldugunu gosteren bir teorem ispatlanmaistir.
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Tamm 3.1
X c R" kiimesinde f,(x),..., f; (x) fonksiyonlar1 verilmek iizere

min( £, (x),..., f, (x)) 3.1)

xe X

problemi ¢ok kriterli (¢cok amagl veya vektor) optimizasyon problemi olarak adlandirilir.
Burada xe R" karar degisken vektorii olmak iizere X wuygun kiime’sine ait Karar vektorii
uygun karar vektorii olarak adlandilir. R" karar degisken uzayi, R* ama¢ uzayt ve
fi:R" >R, i=1,..,k, k=22 amag fonksiyonlarr’dir. X uygun kiimesinin f:R”" — R

eslestirmesi altindaki goriintiisiine uygun amacg kiimesi denir ve Y = f(X) ile gosterilir. Y’ nin

elemanlar ise uygun amag vektorii olarak adlandinilir ve y = f(x)=(f,(x),..., f; (x))T ile

gosterilir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000).

(3.1) probleminin minimumunun bulunmasi1 demek ama¢ fonksiyonlarmin es anli olarak
minimize edilmesi anlamina gelir. Eger amag¢ fonksiyonlar birbirleri ile ¢elismiyorsa, tiim
ama¢ fonksiyonlarini optimum yapan tek bir ¢oziim bulunabilir. Ancak genellikle amag
fonksiyonlar1 birbirleri ile celistiginden ve kiyaslanamaz oldugundan tek en iyi ¢oziimden

bahsetmek miimkiin degildir (Miettinen, 1999).

Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas problemi, optimal c¢oziimlerin varligim ve
ozelliklerini incelemek, bu coziimler i¢in gerek ve yeter kosullar bulmaktir. Tek kriterli
optimizasyon problemlerinin amaci1 karar degisken uzaymi incelemek iken c¢ok kriterli
optimizasyon problemlerinde amac uzay: ile ilgilenilir. Ama¢ fonksiyonlarinin birbiri ile
celismesi ve Olciilememesi 6zelliklerinden dolayr amag¢ uzayinda genel siralama bagintisi
yerine kismi siralama bagintisindan bahsedilir. Bundan dolay1 optimallik kavramlart amag
uzayinda verilen kismi siralama bagitisi ile yakindan ilintilidir (Miettinen, 1999; Giorgi vd.,
2004). Optimallik kavramlarim1 incelemeden Once siralama ile iligkili kavramlar

aciklanacaktir.
3.1 Koniler

Tanim 3.2

K < R" bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Eger Vxe K ve VA >0 i¢in Axe K saglanyor

ise K’ya koni denir. K c R" Konisi igin
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1. K #0 ve K #R" ise K asikar olmayan (nontrivial) konidir.

ii. Vx,x,eK veLe[0,1] igin Ax; +(1-A)x, € K ise K konisi konvekstir.
ili. VxeK,x#0 icin —xg K ise yani KN (-K)c{0} ise K konisi sivri ug¢ludur
(pointed).

.12 A. 12
] -

2
£=R2

> *

Sekil 3.1 Konilere 6rnekler (Ehrgott, 2000).

Tanim 3.3

K c R" bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

K':{ye R"|(y,x)<0, Vxe K} (3.2)
kiimesine K’nin eslenik konisi denir.

K ={0} igin K’'=R", K =R" igin K'={0}, K =R} ={xe R"[x>0} i¢in K'=-K dr.

Tanim 3.4

K < R" bir koni ve K’ onun eslenigi olsun.
K”:{xe R"|(x,y) <0, Vye K’} (3.3)

kiimesine K’nin ikinci eslenik konisi denir.

Yardimc1 Teorem 3.1

K < R" bir koni olmak iizere, K” her zaman kapali konveks konidir.

Ispat

K ':{ye R" |< y,x> <0, Vxe K } kiimesinin kapali oldugunu gostermek igin bir y, € K’

?
dizisini gbz 6niine alalm. n — o igin y, — y, kabul edip y,€ K’
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y, €K'= ynTx <0, Vxe K olup buradan limite gecersek
= yoTxSO, Vxe K
=y ek
O halde K’ kapahdir. Simdi konveksligini gdsterelim. Vy,,y,€ K’, VAe[0,1] i¢in
Ay, +(1=A)y, e K oldugunu gostermeliyiz.
(A3 + (1= 2)y5.x%) = Ay, x)+ (1= A) (3. x) olup ¥y, 3, € K'= (3.%) <0, (¥,,%,) <O

olacagindan <ﬂy1 +(1-2) y2,x> <0 oldugu goriiliir, yani K~ konvekstir. m

Teorem 3.1

K # & kapali konveks bir koni ise K = K" dur.

Ispat
K c K” ve K”c K oldugunu gostermeliyiz:
Vxe K igin (y,x)<0 sartim saglayan ye K’ vardir ve Vye K’ i¢in (x,y)<0 olacak

sekilde xe K” vardir. O halde K < K”dur.

Tersine K” ¢ K oldugunu kabul edelim. xe K” ve x¢ K olsun. K kapali konveks bir kiime
oldugundan x noktasi ile K konisini sifirdan farkli bir p vektorii ve bir ¢ skaleri icin
asagidaki sekilde ayirabiliriz:

<p,y>$af, Vye K ve <p,x>>a

Burada y=0e K oldugundan >0 elde edilir ve dolayisiyla p’x>a>0= p'x>0’dur.
pe K olup Vye K icin p’y<0 saglamr. Aksi halde ayrrma teoremi sonucuna gore
< D, y> <a, Vye K saglanmayabilir. Ciinkii bazt ye K icin p’y >0 olacaktir ki bu durum
ayirma teoremi sonucuna gore elde edilen < D, y>S0{, Vye K gercegini saglamaz. xe K”
kabuliinden dolay1 Vye K’ igin <x, y> <0 olmahdir. pe K’ oldugundan p’x <0 olur ki bu

durum ayirma teoremi sonucu olan p’ x>0 ile celisir. O halde xe K olmahdir. K" c K

olup her iki kapsamadan dolay1 K = K” ispat edilir (Bazaraa vd., 1993). m

Tanm 3.4

K c R" bir koni ve X < R"olmak iizere eger
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1. X + K konveks ise X kiilmesine K-konvex,

ii. X +clK kapali ise X kiimesine K-kapali,
. X cz+K, Ize R" ise X kiimesine K-sinirli,
iv. Vxe X icin (x—clK)n X kompakt ise X kiimesine K-kompakt

denir (Tanino ve Sawaragi., 1980) .

Ozellik 3.1

X < R” kiimesinin konveks olmast i¢in gerek ve yeter kosul X’in {0} — konveks olmasidir.

Tamm 3.5

@+ X < R" konveks kiimesi verilsin.
0'X ={zeR": x+1ze X, Vxe X, 1>0} (3.4)

kiimesi X’in recessive konisi olarak adlandirilir.

Sawaragi ve digerleri (1985) recessive koni kavramina dayanarak konveks kiimelerin

karakterizasyonu icin alternatif sunmuslardir:

Ozellik 3.2

@+ X cR" kapali konveks kiimesinin sinirli olmast igin gerek ve yeter kosul 0° X ={0}

olmasidir. Ek olarak, Eger X kiimesi K-sinirli ise o halde

0" N (=elK) ={0} (3.5)

Ozellik 3.3

K c R" sivri uglu, kapali, konveks bir koni olsun. X < R" konveks kiimesinin K-kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K-kapali ve K-smirl1 olmasidir.

Tanim 3.6

X < R" keyfi kiime olsun. Asagida verilen kiimeler

K"={deR": {(c,d)=0, Vce K} (3.6)
K*={deR": (c,d)>0, Vce K —{0}} 3.7)

Kiimeleri siras1 ile K’min pozitif dual ve kesin-dual konisi (veya K ’in quasi-i¢i) olarak
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adlandirilir. Eger K~ = K ise K’ya self-dual denir.

Dual ve kesin dual koniler sirasiyla kapali konveks ve konveks konilerdir. Ayrica kesin dual

koni orijini icermez ve K, U{0} kapali konveks konidir.

Ozellik 3.4
K,K,,K,cR" keyfi kiimeleri verilsin. Eger K, cK, ise K,cK, ve ek olarak

(intK) = K" = (k)" ve (intK)' = K" —{0}.

3.2 ikili Bagint1 ve Kismi Siralama

Bu boliimde keyfi X kiimesi iizerinde tanimlanmis olan ikili baginti kavrami ve cesitli
ozellikleri incelenecek ve uzayda verilen kismi siralama bagintisi ile koni arasindaki iligki

gosterilecektir.

Tamm 3.7

X keyfi kiimesi {izerinde tanimlanan ikili baginti R, X x X kartezyen carpiminin bir alt
kiimesi olup asagidaki 6zelliklere gore farkli isimler ile adlandirilir:

i.  Eger Vxe X icin (x,x)e R ise yansimali,

ii. Eger Vxe X icin (x,x)¢ R ise yansimasiz,

iii. Eger Vx,x,€ X icin (x,x,)e R & (x,,x,)€ R ise simetrik,

iv. Eger Vx,x,€ X i¢in (x,,x,)€ R=(x,,x)¢& R ise asimetrik,

v.  Eger Vx,x,€ X icin (x,x,) ve (x,,x)€ R= x, =x, ise anti simetrik,

vi. Eger Vx,x,,x,€ X icin (x,,x,) ve (x,,x,)€ R=(x,x;)€ R ise gecismeli,

vii. Eger Vx,,x,,x;€ X igin (x,x,) ve (x,,x;)& R= (x,,x;)& R ise ters gecismeli,
viii. Eger Vx,,x,€ X i¢gin (x,,x,)g R ve x, #x, = (x,,x,) € R ise zayif baglantli,
ix. Eger Vx,x,e X icin x, # x, = (x,,x,)€ R veya (x,,x,)e R ise baglantili,

x. Eger Vx,,x,e X igin (x,x,)e R= (x,,x)e R ise (giiglii) baglantili veya tam

olarak adlandirilir .

Ikili bagintinin 6zellikleri arasinda asagidaki iliski mevcuttur:

Ozellik 3.5

Rc XxX bir X kiimesi tizerinde tanimli bagint1 iligkisi olsun. Eger R
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i. asimetrik ise yansimasizdir.
ii.  gecismeli ve yansimasiz ise asimetriktir.
iii. ters gecismeli ve asimetrik ise gecismelidir.

iv. gecismeli, yansimasiz ve zayif baglantili ise ters gecismelidir.

Simdi ikili bagint1 tanimindan hareketle siralama kavramlari agiklanacaktir. Siralama i¢in ikili

baginti simgesi olarak R yerine genellikle < kullanilir. (x,x,)e< ve (x,x,)&=

gosterimleri yerine kisaca x, < x, ve x, £ x, simgeleri kullanilir.

Tamm 3.8

X kiimesi iizerinde tanimh < ikili bagmtist

i.  yansimali, simetrik ve gecismeli ise denklik bagintist ,

ii.  yansimali ve gecismeli ise on siralama bagintisi,

iii. yansimali, gecismeli ve baglantili ise tam on siralama bagintisi,
iv. yansimali, gecismeli ve anti simetrik ise kismi siralama bagintisi,
v.  yansimasiz ve gecismeli ise kesin kismi siralama bagintisi,

vi. asimetrik ve ters gecismeli ise zayif siralama bagintist

vii. asimetrik, gecismeli ve zayif baglantili ise tam siralama bagintist

olarak adlandirlir (Sawaragi vd., 1985; Ehrgott, 2000).
R"’de sik kullanilan ve bu ¢alismada kullanilacak olan bazi siralamalar ¢izelgede verigmistir:

Cizelge 3.1 R"’de taniml Pareto siralamalar.

x<yex <y, Vi=l..,n: zayif Pareto siralama
x<yex,<y,x#y Vi=l..,n: Pareto siralama

x<yex <y, Vi=l..,n: kesin Pareto siralama

Simdi ikili bagint1 ile koniler arasindaki iliskileri veren sonuclar ile 6zelliklere deginilecektir:

Tamm 3.9
K < R" konisi verilsin. K konisi tarafindan olusturulan

Ry ={(x.)eR"XR": (y-x)€ K| (3.8)

ikili bagintis1t R" iizerinde koni bagintist olarak adlandirilir.
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Ozellik 3.6

K cR" bir koni ve R koni bagntisi olsun. O halde R, skaler ile ¢carpma ve toplama

islemleri uyumlu olup asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i. yansimalie Oe K
ii. gecismeli< K konveks

iii. anti simetrik < K sivri uclu

Ozel olarak, Tanim 3.8°den ve Ozellik 3.6’dan sivri uclu, konveks K konisi tarafindan
olusturulan R, koni bagintisinin kismi (kesin kismi) siralama bagintis1 olmast i¢in gerek ve
yeter kosul O K (0¢ K) olmasidir. Bu sebeple sivri uclu, konveks koni siralama konisi

olarak ta adlandirilir ve izleyen sekildedir:

xXys y—xek 3.9
x<ye y—xe K—{0} (3.10)
Ozellik 3.7

X cR" iizerinde skaler ¢arpma ile uyumlu < siralama bagintisi tamimlansin. O halde
K. ={y-xeR":x<y} (3.11)
bir konidir. Bu durumda, eger < bagintisi toplama islemi ile uyumlu ise

i. 0e K, & < yansimali

ii. K, konveks < < gecismeli

iii. K sivri uclu< < anti simetrik.

Ozel olarak, R"’de < Pareto siralama bagintis1 tammlansin. O halde (4.11)’de tanimlanan
baginti konisi sirast ile R"’in negatif olmayan, sifirdan farkli ve pozitif bolgeleri elde edilir:

K_={xeR": x>0}=R! (3.12a)

K ={xeR": x>0}=R! (3.12b)

K ={xeR": x>0} =R (3.12¢)
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Ozellik 3.8

x,ye R" ve K c R" asikar olmayan, konveks, sivri uclu koni olmak iizere K konisine gore

karar degisken uzayinda Pareto siralama bagintisi su sekilde tanimlanir:

x>y x-—yek (3.13a)
x2, ye x—ye K—{0} (3.13b)
x>, yex—yeintkK (3.13¢)

(Ehrgott, 2000; Jahn, 2003; Giorgi vd., 2004).

Cok kriterli optimizasyon problemininin ¢6ziim kiimesi igerisinde yer alan bir ¢6ziimiin iyi bir
¢Oziim olabilmesi icin diger c¢oOziimler ile arasinda baskinlik iligkisi olmalidir. Diger
¢oziimlere karsi baskin olan ancak kendilerine karsi baskin olmayan coziimler Pareto
optimaldir. Ancak baskinlik tanimindan hareketle, bir amag¢ fonksiyonunun bir digerine hangi
sartlarda tercih edilebilecegini soylemek miimkiin degildir. Bu eksikligin giderilebilmesi i¢in
baskinlik kavramina dayanan iliskiler ortaya ¢ikmistir. (Collete vd., 2003). Bu calismada

koniye gore baskinlik kavrami incelenecektir.

Tamm 3.10
@ # X c R" kiimesi iizerinde < Kesin siralama bagintisi tanimlansin. Vxe X igin
D(x)={deR": x< x+d| (3.14)

kiimesi baskin kiime olarak adlandirilir. Eger x; < x, ise x; vektorii x, vektoriine baskindir

denir (Yu, 1974).

Ozellik 3.9

X c R" kiimesi iizerinde toplama ve skalerle carpma islemleri ile uyumlu siralama bagitisi

verilsin. O halde Vxe X icin
D(x)={deR": 0<d}=K_ (3.15)

K _ orijini igermeyen sivri uglu konveks bir konidir. Ozellik, tersine siradaki gibi yazilabilir:

Ozellik 3.10

K cR" sivri uglu konveks koni olsun. Eger D(x) c R" iizerinde K konisi tarafindan

olusturulan kesin kismi siralama bagintist tanimli ise Vxe X icin D(x) =K —{0} “dir.
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3.3 Pareto Optimal Co6ziimler

Cok kriterli optimizasyon teorisi alanindaki ilk ¢calismalar 1881 yilinda Edgeworth’un ordinal
fayda tanmimi ile ortaya atilmig ve daha sonra bu tamim 1896 yilinda Pareto tarafindan
gelistirildigi i¢cin ¢ok kriterli optimizasyon teorisinin optimal ¢oziimleri Pareto ismi ile de
anilmaktadir (Miettinen, 1999; Jahn, 2003). Pareto’nun 1906 yilinda yapmis oldugu tanima
gore “herhangi bir kaynak tahsisinde bir kisinin refahi, ancak bir baska kisinin refahi

azaltilarak artirilabiliyorsa, bu duruma Pareto optimali denir” (Akyildiz, 2005).

Tamm 3.11

X c R” kiimesi ve x € X verilsin. Eger her i=1,...,k i¢in f;(x) < fl-(x*) ve en azindan bir j
indisi i¢in f;(x) < fj(x*) esitsizliklerini saglayan xe X vektorii mevcut degil ise x°
vektoriine Pareto minimum ¢éziim denir. x* Pareto minimum ise f(x*) degerine etkin denir.
Tim Pareto optimal c¢ozimlerden olusan kime X, ile ve tim y=f (x") etkin

degerlerinden olusan kiime Y, ile gosterilir.

4 +

L\ s fE) s

=Ry SB R}
SO - £

D

Tegr

Sekil 3.2 Pareto optimal ¢éziimlerin geometrik gosterimi (Ehrgott, 2000).
Literatiirde bazi yazarlar Pareto optimal ¢Oziim yerine etkin, baskin olmayan veya adi
olmayan ¢6ziim kavramlarim kullanmaktadirlar. Yine literatiirde Pareto optimal ¢6ziim icin

verilen bazi tamimlar asagida verilmektedir: Eger

1. Vxe X icin f(x)— f(x)e Rk\{-Rﬁ\{o}} ise
2. f(x)—f(x)e-R\{0} olacak sekilde xe X mevcut degil ise
3. f(X)m(f(x*)—Rﬁ):{f(x*)} ise

4. f(x)e f(x)—RY olacak sekilde f(x)e f(X)\{f(x")} meveut degil ise
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x  vektoriine Pareto optimal ¢oziim denir (Ehrgott, 2000). Benzer tammlar y etkin degeri

icin de verilebilir.

Tamm 3.12
x € X Kkarar vektorii 8>0 olacak sekilde X nB(x",8) kiimesinde Pareto optimal ¢6ziim

ise, x vektoriine lokal Pareto optimal ¢dziim denir.

Oncelikle Y,; ={yeY: By'eY, y’<y} etkin ¢oziim kiimesinin 6zellikleri incelenecek ve

varlik teoremi ispat edilcektir. Daha sonra fin 6zellikleri yardimi ile Pareto ¢oziim kiimesi

X 4 hakkinda sonuglar elde edilecektir.

Yardimci Teorem 3.2

@ +Y < R* olmak iizere Y = 04 +Rf)eﬁ- .
Ispat

?
ye Y +RY) = ye Y. yeY, oldugunu varsayalim. ye (Y+R'i)eﬂ = y-y'e R -{0}
olacak sekilde y’e (Y +RY) yoktur. ye Y= y-ye R% —{0} olacak sekilde y'e ¥ vardir.
Iki olasilik s6z konusudur:

i) yeYolsun. O halde y=y+d olacak sekilde y'eY ve O#deR' vardr.
y' =y +0e (Y +R*) oldugundan ye (¥ +R* )y Geliskisi bulunur.

ii) yeY olsun. O halde y <y olacak sekilde y'eY vardir. d =y —ye R’fr —{0} olsun.
Oyleyse y=y'+d ve ye (Y + Rf)eﬂ varsayim ile celisir.

O halde her iki durumda da y € Y, "tir. Simdi ters kapsama gosterilmelidir.

yeY, = yé(Y+R§). ye (Y +RY) oldugunu varsayalim. O halde y-y'=d’e R* —{0}

olacak sekilde bazi y’e (Y +R*) vardir; yani y’e Y, d”e R" olmak iizere y =y +d”

seklinde yazilabilir. Oyleyse y=y +d =y +(d'+d")=y"+d; d=(d’+d")e R: {0}

yazilabilir. O halde y¢ Y, celiskisi elde edileceginden ye (Y + Rf) “dir. Her iki kapsamadan

dolayr ¥, = (Y + Rf) o - Bu durum geometrik olarak Sekil 3.3te gosterilmektedir. m
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k
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Sekil 3.3 Y ve (Y + Rf) kiimelerinin etkin noktalar1 (Ehrgott, 2000).

Teorem 3.2 [Contact Theorem]
Y c R* kiimesi ve f(x')eY verilsin. f(x')’m Pareto optimal ¢oziim olmasi icin gerek
ve yeter kosul Y Ay(f(xXN={f(}; vfe&N={rmeR": fx)=f(x)+v, y<0}

olmasidir.

Vincent ve Grantham’in (1981) ispatlamis oldugu teoreme gore, tiim Pareto optimal ¢coziimler

Y, kiimesinin sinirinda yer almaktadir.

Yardimc1 Teorem 3.3

Y coY.

Ispat

9

yeY, = yé dY. yg dY oldugunu varsayalim. O halde y noktasinin bir € komsulugu
B(y;¢)=y+B(0;e)cY olacak sekilde yeintY vardir. 0#de Rf olsun. O halde
Ad € U(0,¢) olacak sekilde A >0 segilebilir. Buradan Ad € Rﬁ —{0} olmak iizere y—AdeY

elde edilir; yani y¢ Y, olup geliski bulunur. m

Yardimei Teorem 3.2 ve 3.3%iin yardimi ile Y, "in bos olmast i¢in agagidaki kosul elde edilir:

Sonug¢ 3.1

Eger Y veya (Y +R%) acik kiime ise Y =9.
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Yardimc1 Teorem 3.4

(1 +Y,) Y +Y, .

Ispat

ve (¥, +Y,) , olsun. O halde baz1 y €V, y,€Y, i¢cin y=y +y,’dir. y &Y, . oldugunu
varsayalim; yani y, -y =d € R* —{0} olacak sekilde baz1 y’e ¥, vardir. O halde y, =y’ +d
= y=y+y,+d olup y'+y,€Y,+Y, oldugundan ye (¥, +Y,) . celiskisi bulunur. Benzer

olarak y, €Y, . bulunur; yani y =y +y, € n, t4 .=

Etkin kiime hakkinda varlik teoremini ispatlamadan oOnce asagidaki tanima ve yardimci

teoreme ihtiya¢ vardir:

Tamm 3.13

(X,<) onsirali bir kiilme olsun; yani < yansima ve gecisme Ozelliklerine sahip olsun. Eger
(X,<) kiimesinin her tam sirali alt kiimesi alt sinira sahip ise (yani & # S < X olmak iizere
Vxe S icin x <x saglaniyor ise Xxe€ X elemam S$’nin alt simindir.) (X,<) kiimesi

tiimevarimsal sirali olarak adlandirilir.

Yardimc1 Teorem 3.5 [Zorn’s Lemma]
(X,2)bos kiimeden farkli, onsirali kiilme olsun. Eger (X,<) tiimevarimsal sirali kiime ise o
halde X kiimesi en az bir minimal elemana sahiptir: xe X, x<X = X < x saglaniyor ise

x € X minimal elemandir.

Teorem 3.3 [Borwein, 1983]

D+Y ve Y0={ye Y: ySy0}=(y0—R'fr)mY kompakt kiimesi olacak sekilde y’eY

olsun; yani Y kiimesi, Y° kompakt kesitini i¢ersin. O halde Y, bos kiimeden farkhdir.

Ispat
Y? kompakt kesit ve A bazi indeks kiimesi olmak iizere Y :{y“, ae A} kiimesi Y°’da

bir zincir (tam siralr alt kiime) olsun. A indeks kiimesinin tiim sonlu alt kiimeleri B kiimesi ile

tanimlansin: B::{acA: |a|<oo}. Her ae B sonlu oldugu i¢in ve Y%, Y? kompakt
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kiimesinde bir zincir oldugundan Weierstrass Teoremi’'ne gore y“ =inf {yOc ‘e a} olmak

iizere y*e Y mevcuttur. Simdi o€ A olmak iizere tiim kiimeleri géz Oniine alalim:
Y, =(* —Rﬁ) NY?, acA. Y, c Y° oldugu aciktir ve Y,, Y° kompakt kiimesinin kapali
alt kiimesi oldugundan kompakttir. Eger a€ B ise yani sonlu ise N, Y, #<. Sonugta

Y° i kompakthigindan n,_,Y, #@ yani y'e N (y*-R¥)NY° mevcuttur. O halde kismi

oA

siralamaya gére bunun anlam1 Vo€ A igin y'< y* demektir veya diger bir deyisle y'e Y°,
{ y%, ae A} zincirinin bir alt simridir. Oyleyse Y tiimevarimsal siralidir. Zorn’s Lemma
geregi y* € Y° minimal eleman: vardir. y* ¢ Y, kabul edilsin. O halde y < y* olacak sekilde
yeY vardir:

ye(y -RHNAY c (b’ -RHNY-R)NY c (" -RY) Y -R*
=Y'-(*-R)NY-RX

y € Y elemanmi minimal olmast ile celisir. O halde y" e Y, yani ¥, # D.m

L

o 1 2 3 4
Sekil 3.4 Y’nin kompakt kesiti (Ehrgott, 2000).

Tanim 3.14
Eger Y c R* kiimesinin {(yOc ~RY):y%ev, ae A} seklindeki her acik ortiisii sonlu alt
ortiiye sahip ise Y kiimesi Rf -yart kompakt olarak adlandirilir.

Burada (y* —R¥)“, (y* —R%)’nin tiimleyenini gostermektedir: R*\(y* —R¥).

Teorem 3.4 [Hartley, 1978]

Eger @#Y c R* kiimesi R* -kompakt ise o halde Yo #9.
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Yardimc1 Teorem 3.6

Eger Y kiimesi Rﬁ -kompakt ise Rf -yar1 kompakttir.

Sonug 3.2 [Corley, 1980]

Eger @ #Y kiimesi R'fr -yar1 kompakt ise o halde Y, # D .

Tanmm 3.15

f:R" = R* fonksiyonu verilsin. Eger Vye R* icin f7'(y—R¥) :{xe R": y—f(x)e Rﬁ}

kapali ise f'e R'fr - yar siirekli fonksiyon denir.

Yardimcei Teorem 3.7
@ # X cR" kompakt kiime ve f:R" — R" fonksiyonu Rﬁ— yart siirekli olsun. O halde

Y = f(X) kiimesi R]i -yar1 kompakttir.

Ispat
Y 'nin {( v —R'fr Y :y%eY, ae A} seklindeki bir agik ortiistinii goz Oniine alalim. f Rﬁ—

yar1 siirekli oldugundan { FHUO*-RH): y ey, ae A} kiimesi X ’in agik bir ortiistidiir.
X kompakt oldugu i¢in bu agik Ortiiniin sonlu alt ortiisii vardir. Bu alt Ortiiniin goriintiisi

Y ’nin sonlu alt ortiisiidiir. Bu yiizden Y = f(X) kiimesi Rf -yar1 kompakttir. m

Yukarida Y, kiimesinin bos olmamasi i¢in bazi tanim ve teoremlere yer verildi. Literatiir

incelendiginde ise diger yazarlar, izdiisim konisi (Benson, 1978) veya recessive konisi
(Borwein, 1977; Bitran vd., 1979; Henig, 1982) kavramlarin1 kullanarak kosullar
bulmuslardir. Bu ve diger sonuclarin karsilastirmali arastirmasi i¢in Sonntag ve Zalinescu’nun
(2000) caligmasina bakilabilir. Yukaridaki sonuglara ek olarak Naccache (1978) ile Bitran ve
Magnanti (1979) Pareto kiimenin baglantili olmasini; Tanino ve Sawaragi (1978, 1980) ise
Pareto kiimenin stabil 6zelligini incelemislerdir.

Simdi X ,, Pareto optimal ¢6ziim kiimesi hakkinda varlik teoremi verilebilir:

Teorem 3.5

@ # X c R" kompakt kiime ve f, R - yar siirekli olsun. O halde X var 9
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Ispat

Teorem 3.3 ve Yardimci1 Teorem 3.7 yardimi ile teoremin ispat1 kolaylikla gosterilebilir. m

Pareto optimal coziimler ve etkin c¢oziimler icin verilen tamm ve teoremler, Rﬁ yerine

konveks, asikar olmayan, sivri u¢lu, kapali K konisine gore verilebilir.

3.3.1 Zayif ve Kesin Pareto Optimal Coziimler

R* ama¢ uzaymda verilen kismi siralama bagimtisina gore Pareto optimal ve etkin nokta
tanimlar1 verildi. Eger kismi siralama yerine zayif veya kesin kismi siralama bagintis

kullanilirsa kesin ve zayif Pareto optimal ile etkin noktalarin tanimlar1 elde edilir:

Tamm 3.16

X cR” ve x € X verilsin.

i. Eger f(x)<f(x*) yani her i=1,...,k i¢in f(xi)<f(xl-*) olacak sekilde xe X mevcut
degil ise x € X vektoriine zayif Pareto optimal ¢éziim denir.

ii. Eger f(x)gf(x*) yani her i=1,...,k icin fi(x)Sfl.(x*) olacak sekilde xe X—{x*}

mevcut degil ise x € X vektoriine kesin Pareto optimal ¢oziim denir.

(X )ve Y

Zayif (kesin) ¢oziimler i¢in Pareto optimal ve etkin kiimeler siras1 X, (X, w—eff >
ile gosterilir. Tanimdan da goriildugii tizere Y, ve X, kiimeleri i¢in asagidaki iliski soz
konusudur:

Yeff C Yw_eﬂ (3.16a)

X cX, X

s—par

(3.16b)

w—par

Sekil 3.5 Zayif ve kesin pareto minimal noktalar (Jahn, 2003).
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Pareto optimallik/etkinlik kavramlarinda oldugu gibi zayif Pareto optimallik/etkinlik i¢in de
denk tanimlar bulunmaktadir:

i. y —yeint Rﬁ olacak sekilde ye Y mevcut degil ise,

ii. (y' —intR*)NY =@ ise

y e Y, o tir.

(3.16a)"dan goriildiigi ilizere Y, icin elde edilen tim varhk sonuclarimn Y, _ .. icin de

saglandify agiktir. Ayrica Y, =& olsabile Y, . #< olabilir.

Ww—

Ornek 3.1

Y ={( yy)ER*: 0<y <1, 0<y, < 1} olsun. Y, ve Y .. kimelerini inceleyelim:

w

= iken Y

Y oo = ODX{0} ={ye Y: 0<y <y,, y,=0}.

eff
Simdi Y, _ . icin varlik kosullar1 incelenecektir:

Teorem 3.6

@ #Y < R* kompakt olsun. O halde Y, o 9.

Ispat

(p:Rk — R fonksiyonu @(y)=y, +...+y, seklinde olsun. Y kompakt kiime ve ¢ siirekli
fonksiyon oldugundan @’nin Y kiimesinde global minimum noktast vardir:
o(y")=min{g(y): ye Y}

O halde y" noktas: Y kiimesinin Pareto minimum noktasidir. Ciinkii aksi durumda 9 <y’
olacak sekilde ye€ Y noktasi bulunabilirdi. Ancak bu durumda @(y) < @( y*) olacagindan bu

durum y" noktasimin ¢ fonksiyonunun global minimum noktasi olmast ile celisir. m

Teorem 3.7

@ # X cR” kompakt olsun. f:R" — R* siirekli olsun. O halde X D .

w—par i

Ispat
X kompakt oldugundan Y = f(X) kompakt olur. O halde Teorem 3.6’dan ispat elde edilir.
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Zayif Pareto optimal ¢oziimlerin karakterizasyonu ile ilgili teorem icin asagidaki tanimlar

bilinmelidir:

Tanim 3.17

K c R" agikar olmayan, konveks, sivri u¢lu koni olmak iizere K konisine gore Pareto
siralama bagintist ve g:R" — R fonksiyonu tanimlansin. Eger x, > x, esitsizligini saglayan
Vx,x, € R" vektorleri icin g(x;)>g(x,) ise g fonksiyonuna K-monoton fonksiyon;
X 2 Xy, X, #X, i¢in g(x;)> g(x,) saglamyorsa g fonksiyonuna kesin K-monoton fonksiyon
denir.

G,, R"’de verilen konveks, K-monoton, siirekli ve g(0)=0 kosulunu saglayan tiim

fonksiyonlarin kiimesi olsun. K’ eslenik koni olmak iizere sifirdan farkli Vx'e K icin

x%(x', x> fonksiyonlar1 G, kiimesinin elemanlandir. G, ise G’ daki kesin K-monoton

fonksiyonlar kiimesi olsun.

Siradaki teorem biri konveks digeri konveks olmayan ve klasik ayirma teoremi ile

ayrilamayan kiimelerin G, fonksiyonlar kiimesinin bir elemam ile ayirmanin miimkiin

oldugunu gostermektedir:

Tanim 3.18
X, X, cR" bos olmayan kiimeler olsun. Eger g:R" —R fonksiyonu igin

g(x)<g(x,) Vx € X, Vx, € X, ise g fonksiyonu X, ve X, kiimelerini ayiriyor denir.

Teorem 3.8 [Gasimov, 1992]
K c R" konveks, kapali, sivri uglu konisi verilsin ve intK #@ olsun. X;,X, cR" bos
olmayan kiimeler olmak iizere eger X, —K konveks bir kiime ve int(X,-K)nX, =0 ise o

halde X, —K ve X, kiimelerini ayiran bir g € G, fonksiyonu mevcuttur.

Sekil 3.6 Hiperdiizlem ile ayrilamayan kiimeler (Azimli ve Kemalbay, 2007).
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Teorem 3.9 [Gasimov, 1992]

X < R”" kiimesi verilsin. x, € X vektoriiniin zayif Pareto minimal olmasi icin gerek ve yeter
0 y ¢in g y

kosul Vxe X icin g(x,) < g(x) olacak sekilde baz1 g€ G, olmasidir.

Zayif Pareto optimal c¢oziimler teorik olarak 6nemli olmalarina karsin pratikte pek fayda
saglamamaktadirlar. Bununla birlikte zayif Pareto optimal c¢oziimleri hesaplamak Pareto
optimal ¢oziimleri hesaplamaktan daha kolay oldugu igin teknik agidan faydali oldugu
sOylenebilir. Simdi Pareto optimal c¢oziimlerden daha kisitlayici olan asil Pareto optimal

¢cOziimler incelenecektir.

3.3.2 Bir Coziimden Diger Coziime Gecis

Odiinlesim (Trade off), kelimesinin sozliik anlami bir seyi elde etmek icin baska bir seyden
fedakarlik etmektir. Bir ¢oziimiin Pareto optimal olabilmesi i¢in ama¢ fonksiyonundaki
iyilestirmenin baska bir ama¢ fonksiyonunda kotiilesmeye yol acmasi gerekmektedir. Bir
Pareto optimal ¢oziimden digerine gecmek icin ddiinlesim gereklidir. Odiinlesim, baz1 amag
fonksiyonlarinin degerinde azalma meydana geldigi zaman bir amag¢ fonksiyonun degerinde
meydana gelen artis ile ilgili olarak amag¢ fonksiyonlarinin degerindeki degisim oranini

yansitir.

Tanim 3.19 [Chankong ve Haimes, 1983]

X cR" ve x,x,€ X Kkarar vektorleri olmak iizere bunlara karsilik gelen amag vektorleri

f(x) ve f(x,) olsun. f; ve f, fonksiyonlarini igerecek sekilde x; ve x, arasindaki degisim

1

oranina ddiinlesim denir ve

Ji(x) = fi(x)

A=A (x.%)=
0= ) = T F )

’ fj(xl)_fj(xz)io 3.17)

ile gosterilir.

x ile x, arasinda, f; ve f;’yi kapsayacak sekilde eger her /=1,...k ve [#i,j icin
fi(x)=fi(x,) ise AU kismi Odiinlegim; eger en az bir [=1,.,k ve [#i,j icin
fi(xq) # fi(xy) ise Ay tam odiinlesim olarak adlandirilr.

Karar vericinin bircok amag¢ fonksiyonunu karsilagtirmast zor iken verilen iki amag

fonksiyonunu A;; degerine bakarak daha kolay kiyaslayabilir.



49

Tamm 3.20 [Chankong ve Haimes, 1983]

A

Xe X bir karar vektorii ve d, X vektoriinden ¢ikan uygun yon olsun. d boyunca f; ve

f;yi kapsayacak sekilde % noktasindaki tam ddiinlesim oram

Ay =A;(x.d)= lim A;(G+od, %) (3.18)
a—0*

d uygun bir yon olmak iizere, eger her /=1,...k ve [#i,j ve her 0<a <0 icin

f,()2+0cc?): f1(X) esitligini saglayan 0. >0 mevcut ise 7%;; kismi édiinlesim oram olarak

adlandirilir.
3.3.3 Asil Pareto Optimal Coziimler

Tamima gore, eger bir ama¢ fonksiyonu ile diger amag¢ fonksiyonlar1 ayni degere sahip ise
Pareto optimal c¢oziimler o amac¢ fonksiyonunda iyilestirme saglamaz. Bir amag
fonksiyonundaki iyilesme ancak bir baska amag¢ fonksiyonunda kotiilesme kabul edildigi
zaman gergeklesir. Yukarida da bahsedildigi gibi amag¢ fonksiyonlar arasindaki bu 6diinlesim
hesaplanabilir. Ancak bazi hallerde ddiinlesim sinirsiz olabilir.

[k defa Kuhn ve Tucker (1951) Pareto optimal ¢oziimlerin sakincali yanlarindan bahsetmis
ve bu durumlardan sakinmak icin asil Pareto optimal ¢6ziim tanimini gelistirmisler ve Pareto
optimal ¢oziimleri asil ve asil olmayan olarak ikiye ayirmislardir. Asil Pareto optimal
¢Oziimler amag fonksiyonlar1 arasinda sinirsiz ddiinlesime izin vermez. Literatiirde asil Pareto

optimal ¢oziim icin ¢esitli tanimlar verilmektedir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000).

Tamm 3.21 [Henig, 1982]
X cR” ve x € X igin eger

R {0} cintN, (X -x )N (-=N)={0}, Nn(-N)={0} (3.19)

kosullarin1 saglayan konveks kapali N konisi var ise x ’a asil Pareto minimal ¢éziim denir.

g
v R

Sekil 3.7 Asil pareto minimal ¢oziimler (Jahn, 2003).
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Tanmm 3.22 [Kuhn ve Tucker, 1951]

X ={xeR": (g,(x).....8,(x)) <0} uygun kiime; f, i=l..k, g;, j=l..m siirekli
diferansiyellenen fonksiyonlar olsun ve

min f(x)

g(x)<0, g:R" > R*

problemini g6z Oniine alalim. x € X ¢6ziimii i¢in eger

<Vﬁ.(x*),h> <0, Vi=1,...k (3.20a)
<Vﬁ.(x*),h> <0, Ji (3.21b)
<ng(x*),h> <0, Vje J()={j=Lo.m: g,(x") =0} (3.21¢)

esitsizliklerini saglayan he R" yok ise x vektoriine asil Pareto optimal ¢éziim denir.

Tanmm 3.23 [Geoffrion, 1968]

x € X karar vektorii Pareto optimal ¢oziim ise ve her i indeksi ile her xe X igin

(x)< £(x): en az bir j indeksi icin ise f.(x") < f. :
[i(x) < f;(x'); en az bir j indeksi igin ise f;(x )< f;(x) ve £ 00— F, ()

<M saglanacak
sekilde M >0 reel sayis1 varise x € X asil Pareto optimal ¢éiziim olarak adlandirilir.

Teorem 3.10 [Geoffrion, 1968]

k k
A >0,i=1L..k ve Zki =1 olmak iizere eger x karar vektorii minZki f:(x) probleminin
X

: XE
i=1

optimal ¢oziimii ise o halde x~ asil Pareto optimal ¢oziimdiir.

Teorem 3.11 [Geoffrion, 1968]

X cR” ve f;:X —R konveks olsun. O halde O halde x € X vektoriiniin asil Pareto
. k

optimal olmasi igin gerek ve yeter kosul x vektoriiniin A; >0, i =1,...,k i¢in mi}l{lz7ui f;:(x)
Xe i=1

probleminin optimal ¢dziimii olmasidir.

Geoffrion, konveks problem halinde asil Pareto optimal ¢oziimler i¢cin gerek ve yeter kosul

bulmustur.
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Tamm 3.24

Y cR* ve ye Y olsun.

T,(y)={deR*: I} <R, {y} <Ry, >y 10, -y) > d] (3.21)
kiimesine y noktasinda Y ’nin tanjant konisi;

cone(Y)={oy: a>0, yeY}=U aY (3.22)

=0
kiimesine Y’nin konik ortiisii denir.

Tanjant koni tanimindan da goriildiigi tizere y, — y, f, (y, —y) = d kosullarindan 7, — oo

oldugu agiktir veya denk tanim olarak 7, — 0 iken ((1—1))( Vi —¥) —d yazilabilir.
k

Ozellik 3.11
i.  Tanjant koni 7, (y) kapal1 konidir.

ii. Eger Y konveks ise cl(cone(Y —y)) ve T, (y) konvekstir ve T, (y)=cl(cone(Y —y)).

Tanmm 3.25 [Borwein, 1977]
x € X ¢oziimii igin eger
T, e (f )N (R ={0} (3.23)

ise x' € X asil Pareto optimal ¢oziim olarak adlandirilir.

Tanimm 3.26 [Benson, 1979]
x € X ¢oziimii igin eger
| (cone(Y +RY - f(x*))) n(-R%) ={0} (3.24)

ise x" € X asil Pareto optimal ¢oziim olarak adlandirilir.,

Tanjant koni ve konik 6rtii tanimindan
T, qe (f () c el (cone(¥ +RE - f(x)) (3.25)
elde edilir. O halde Benson’un taniminin Borwein’in tanimindan daha giiclii oldugu aciktir.

Eger X cR" ve f;: X — R konveks ise Benson ve Borwein tanimlari birbirine denktir.

Ozellik 3.12

x € X Borwein anlaminda asil Pareto optimal ¢oziim ise x Pareto optimal ¢oziimdiir.
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Asil Pareto optimal c¢oziimler igin cesitli yazarlarin vermis olduklari tanimlar arasindaki
iliskileri incelemek icin Guerraggio, Molho ve Zaffaroni’nin (1994) calismas1 incelenebilir.

Siradaki teorem asil Pareto minimal ¢oziimler icin gerek kosulu vermektedir:

Teorem 3.12 [Gasimov, 1992]

X cR" kiimesi verilsin. x,e X vektorii asil Pareto minimal ¢ozim ise Vxe X icin
0

g(xy) < g(x) (3.26)

olacak sekilde baz1 g € G, vardir.

(3.26) kosulunun yeter kosul olmasi i¢in ilave kosullara ihtiyac¢ vardir. Siradaki teoremde ise
Gasimov’un ispatlamis oldugu teorem gelistirilerek noktay1 kilmeden ayiran seviye kiimesini
veren fonksiyonun recessive fonksiyonu ile uzayda siralama saglayan koni arasinda bir iliski
bulunmus ve bu iligkinin saglanmasi durumunda verilen noktanin asil minimal nokta oldugu

gosterilmistir.

Tamm 3.27

@+ X cR" konveks kiimesi ve f:R"—>Ru{+eo} konveks fonksiyonu verilsin.
X =epif kiimesi bilindigi gibi konveks bir kiimedir. Bu kiimenin recessive konisi olan
0" (epif) kiimesi Rockefellar (1970) c¢ahsmasinda gosterildigi gibi bir fonksiyonun

epigrafigidir. Bu fonksiyona fin recessive fonksiyonu denir ve fO'seklinde gosterilir.

O halde tanima gore

epi(f07)=0" (epif) (3.27)

elde edilir.

Teorem 3.13 [Azimli ve Kemalbay, 2007]

K cR" konveks, kapali, sivri u¢lu, intK #& Kkonisi, X c R" kismi sirali kiimesi ve

X, € X noktas verilsin. Eger bir g € G5 igin
K cint{x‘ (g0")(x) so} (3.28)

saglantyor ise (3.26) esitsizligi x, '1n asil Pareto minimal ¢6ziim olmasi i¢in yeter kosuldur.
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Ispat
g€ Gy igin (3.26) ve (3.28)’'nin dogru oldugunu varsayalim. g,:R" — R fonksiyonu

g (x)=g(x+x,)—g(x,) seklinde  tamimlansin. G = {x eR": g(x)< 0} olsun.

Rockafellar’in (1970) ¢aligmasina gore g,0" = g0" ve 0" G, :{x‘ (g,0")(x) < O} elde edilir.
O halde (3.28)

-K cint0" G, (3.29)
seklinde yazilabilir. cone(X +K —x,) N(=K)={0} oldugu kolayca gbsterilir. Teoremin
ispati icin

cl cone(X + K —x,) N (—K) :{0} (3.30)
oldugu gosterilmelidir. Aksini diisiinelim. (3.30) dogru olmasin. O halde sifirdan farkli bir
ke K igin

-k € ¢l cone(X + K —x,) (3.31)
8,(=k) <0 oldugu asikardir ve g, siirekli oldugundan —k e intG,’ dir. Ayrica (3.29)’den
—k € int0" G, elde edilir. Buradan (3.31) goz 6niine alinirsa

%€ 0"G,, 2eintG, (3.32)
kosulunu saglayan bir Xe cone(X + K —x,) vektorii mevcuttur. O€ G, ve G, konveks kiime

oldugundan (3.32)’den her Ae (O,l] icin AXe intG, elde edilir. Buradan (Teorem 8.3;

Rockafellar, 1970) goz 6niine alinirsa £€ 0° G,’den

AX+uxeintG,, V=0 ve 0<A<1

elde edilir. Buradan

g (A+wx)<0, Yu=0 ve 0<A<1 (3.33)
elde edilir. xe cone(X +K —x,) oldugundan rXe X +K —x,’1 saglayan bir r>0 sayisi
vardir.

8 (rx)=0 (3.34)
oldugu kolaylikla gosterilebilir. r>0 i¢in w+A=r kosulunu saglayan u>0 ve A >0
sayilarini alalim. O halde (3.33) ve (3.34)’ten

8, (rx)<0 ve g,(rx) =0

elde edilir. Oyleyse celiskiden dolay1 (3.30)’un dogru oldugu goriiliir. m
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3.3.4 Pareto Optimal Coziimlerin Degisim Arahg

Bu boliimde, amag¢ fonksiyonlarimin X uygun kiimesi iizerinde simirli olduklar1 varsayimi
altinda Pareto optimal ¢dziimlerin degisim araligr incelenecektir. Pareto optimal ¢6ziimlerin
alt ve iist sinir1 olarak ideal ve nadir noktalarin tanimi verilecektir. Bu noktalar Pareto optimal

¢cOziimlerin degisim araligi hakkinda karar vericiye fikir saglamaktadir.

Tamm

X par Ve Y, kiimelerinin bos olmadiklari varsayimi altinda

par

min(f,().... (1) (3.34)

problemini g6z 6niine alalim.

i. Y= (yf,...,y,?) noktasi i¢in
¥ =inf f,(x)=inf y, (3.35)
noktasi Pareto optimal ¢oziim kiimesinin en biiyiik alt sinir1 olup ideal noktast olarak
adlandirilir.

ii. yM= (le,...,y,iV) noktast i¢in

y = sup fi(x)=sup y, (3.36)
xeX 4 YeY

noktas1 Pareto optimal ¢6ziim kiimesinin en kiiciik list sinir1 olup nadir nokta olarak

adlandirilir.

Jaa Jo A

Madit M okta

iideal Mokta
¥l : .t Fig o A .7
Sekil 3.8 Ideal ve nadir noktalarin geometrik yeri (Miettinen, 1999; Collete vd., 2003).

Tamimdan da goriildiigii iizere Vye Y, icin y? <y ve y; < yiN "dir. Ideal nokta, k adet tek

degiskenli optimizasyon probleminin c¢oziilmesi ile elde edilirken nadir noktanin

hesaplanmasi icin etkin bir algoritma yoktur.
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Matematiksel olarak her Pareto optimal ¢6ziim, ¢ok kriterli optimizasyon probleminin esit
olarak kabul edilebilir bir ¢oziimiidiir. Ayrica, ¢6ziim kiimesi yerine yalniz bir ¢oziimii elde
etmek istenilen bir durumdur. Pareto optimal c¢oziimler arasindan bir se¢cim yapabilmek icin

ise karar veriyice ihtiya¢ vardir.

3.4 Karar Verici

Tiim Pareto optimal c¢oziimler arasindan yalmiz bir ¢oziimii se¢mek icin karar vericiye
dayanan tercih bilgisine ihtiya¢ vardir. Karar verici, farkli ¢oziimler arasinda tercih iligkisini
aciklayan kisidir. Analist ise ¢oziim siirecinin matematiksel kismi ile ilgilenen kisi veya
bilgisayar programidir. Analist, karar vericiye problemin ¢dziimlerini sunar ve karar vericinin
tercihlerine gore bir ¢6ziim belirlenir. Bir sonraki boliimde karar vericinin ¢éziim siirecinde
yer aldigt role gore c¢ok kriterli optimizasyon probleminin ¢oziim yontemleri

siniflandirilmagtir.
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4. COK KRIiTERLIi OPTiMiZASYON PROBLEMINi COZUM YONTEMLERI

Cok  kriterli

bulunmaktadir:

optimizasyon probleminin ¢o6ziimii igin literatiirde c¢esitli yOntemler

Skaler yontemler, etkilesimli yontemler, bulamk yontemler, sezgisel

yontemler, karara yardim yontemleri... Cok kriterli optimizasyon problemi ¢oziildiigiinde,

karar vericinin gereksinimlerini en iyi karsilayan bir Pareto optimal ¢6ziimiin diger bir deyisle

nihai ¢6ziimiin bulunmasi hedeflenir. Hwang ve Masud’a gore (1979) ¢6ziim yontemleri karar

vericinin ¢6ziim siirecinde yer aldigi role gore 4 sinifta incelenebilir:

L.

il

iii.

1v.

Tercih Bilgisine Dayanmayan Yontemler: Problem c¢oziildiikten sonra ¢oziim karar

vericiye sunulur. Karar verici ¢6ziimii reddeder veya kabul eder.

Onsel Tercih Bilgisine Dayanan Yiontemler: Karar verici optimizasyon yontemi

uygulanmadan 6nce tercihlerini belirtir ve bunlar modele yansitilir.

Etkilesimli Tercih Bilgisine Dayanan Yontemler: Optimizasyon yontemi ile karar vericinin

etkilesimli oldugu durumdur.

Sonsal Tercih Bilgisine Dayanan Yontemler: Optimizasyon yontemi uygulandiktan sonra

karar verici ¢oziimler arasindan tercihini yapar.

Cizelge 4.1 KV’ye Gore CKO problemini ¢éziim yontemlerinin siniflandirilmasi.

Col Erterli

Optitrizasyon

Problemu

Teagik Programlama
Tercih Bilgis1 Tok » Mintlan Formilasyonu

A gl Toplam Téntem
Lineer Oltnavan Eombinasyon

Fayda Teonst

/

__w Bulamiz Manti:
f:‘:‘ — Fabul edilebilir Fonlesivonlar
& Hedef Programlama

mazilezel Yaldagmm
Eonik Slalerlestirme

Tercih Bilgismin
Onszel ffadesi

Adim T énterm
=" __» oteuer'in Téntetn
“~a Col Enterh Eompleks Yéntem

Tercth Bilgizinm
Agarnab Ifadesi

-

] o Tchebycheff ¥ énterm
progressive
Agrhlch Toplam Y énterm
Tercih Bilgisind oy 2 Euat Yénterm
Erc sinin L o
Sensal Tadesi . Mormal-suur Etleile gitr

A ol Erterli Tavlama Benzetitnd

"a posteriori” ivok Erterh Genetik Algoritma
Benson'un Yéntetn
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Tercih bilgisine dayanmayan yoOntemlerde karar vericinin fikirleri dikkate alinmazken,
¢coziimler elde edildikten sonra karar vericiye sunulur. Karar verici sunulan ¢oziimii reddeder
veya kabul eder. Bu durumda secilen ¢éziimiin karar vericinin isteklerini en iyi yansitan
¢6ziim oldugunu sdylemek yanlis olur. Bu tiir ¢6ziim yontemleri, karar vericinin ¢oziimlerden
ozel bir beklentisi olmadig1 durumlarda uygundur.

Onsel yontemlerde karar verici, ¢oziim siireci baslamadan once istek ve diisiincelerini analiste
bildirir. Ancak buradaki zorluk, karar verici problemde ulasmak istedigi olasiligi 6nceden
bilemeyebilir veya beklentileri gercege uygun olmayabilir.

Etkilesimli yontemler, karar vericiyi en ¢ok tatmin edecek sonuglar1 verir. Analist elde ettigi
¢Oziimleri karar vericiye sunar. Eger karar verici beklentilerini karsilayan ¢oziimii elde
edememis ise analist karar vericinin yeni isteklerini de gbz Oniine alarak iterasyonu tekrarlar.
Siire¢ en tatmin edici ¢6ziimii buluncaya kadar devam eder.

Sonsal yontemler, Pareto optimal ¢6ziim kiimesini veya bir kismini bulduktan sonra ¢oziimler
karar vericiye alternatifler arasindan bir tercih yapmast i¢in sunulur. Ancak tiim Pareto
optimal ¢6ziim kiimesinin hesaplanmasi hem zaman alic1 hem de karar vericinin biiyiik bir
kiime icerisinden bir ¢oziim se¢mesi zor olacaktir. Diger bir sorun ise en etkili yol ile

¢Oziimlerin karar vericiye nasil sunulacagidir.

Yukanidaki siniflamanin diginda ¢6ziim yontemleri bagka kriterlere gore de siniflandirilmistir.
Cizelgede de goriildiigii iizere bir yontem aymi anda iki sinifta yer alabilmektedir. Bu sebeple

yapilan siniflamalarin higbirinin kesin oldugu sdylenemez.

4.1 Skalerlestirme Yontemleri

Cok kriterli optimizasyon problemini ¢dzmek icin bilinen en basit ve yaygm yol
skalerlestirme yOntemleridir. Skalerlestirme yOntemlerinin temel mantigi, ¢ok kriterli
optimizasyon problemini, reel degerli tek kriterli optimizasyon problemine doniistiirmektir.
Boylece literatiirde tek kriterli optimizasyon yonteminin ¢oziimil i¢in kullanilan etkili
yontemlerin kullanilabilmesi imkan1 saglandigindan ¢6ziim asamasinda kolaylik saglanir.
Sawaragi vd. (1985) calismasinda bahsedildigi gibi skaler fonksiyonun saglamasi gereken
ozellikler vardir:

i. Tek kriterli optimizasyon probleminin her ¢éziimii ¢ok kriterli optimizasyon probleminin

Pareto optimal ¢oziimii olmalidir.
ii. Cok kriterli optimizasyon probleminin her bir Pareto optimal ¢oziimii, skalerlestirme

fonksiyonun optimal ¢6ziimii olmalidir.
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Skalerlestirme yontemleri i¢in dikkate alinmasi gereken bir diger 6zellik ise eger amacg
fonksiyonlar1 ve uygun kiime konveks ise skaler problem global Pareto optimal ¢oziimleri
bulacaktir; aksi halde elde edilen ¢oziimler lokal Pareto optimaldir.

Baslica skalerlestirme yontemleri: Agirlikli Toplam Yontemi, €-Kisit Yontemi, Uzlasik

Programlama, Benson’un Yontemi, Konik Skalerlestirme Yontemi. ..

4.1.1 Agirhkh Toplam Yontemi

Bu yontemin temel amaci, amag¢ fonksiyonlarini negatif olmayan agirliklar ile carpip
toplayarak tek degiskenli yeni bir fonksiyon elde etmek ve bu fonksiyonu minimize ederek
optimal ¢oziimlere ulagmaktir. Agirlikli toplam probleminin matematiksel ifadesi izleyen

sekildedir:

k
Vi=1,..,k i¢cin w; 20 ve ZWi =1 olmak iizere

i=1

k
r)gi;lgwi f.(x) (4.1)

Teorem 4.1
Eger Vi=1,..,k i¢cin w; >0 1ise (4.1) agirlikli toplam probleminin optimal ¢oziimii (3.1)

probleminin Pareto optimal ¢oziimiidiir.

Ispat
Vi=l,..,k i¢cin w,>0 ve olmak lizere x € X (4.1) probleminin optimal ¢oziimii olsun.
Aksini varsayalim. x , Pareto optimal ¢0ziim olmasin. O haldeVi=1,....k i¢cin f;(x)< f,-(x*)

ve en az bir j indeksi i¢in f;(x) < f; (x") olacak sekilde bir xe X ¢oziimii vardir. w; >0

k k
oldugundan Vi=1...k igin Y wf(x)<D wf(x) elde edilir Ancak bu durum x°

i=1 i=1

vektoriiniin (4.1) probleminin optimal ¢oziimii olmasi ile ¢elisir. m

Teorem 4.2

(4.1) probleminin optimal ¢6ziimii, (3.1) probleminin zayif Pareto optimal ¢coziimiidiir.

Ispat

x € X (4.1) probleminin optimal ¢oziimii olsun. Aksini varsayalim. x", zayif Pareto optimal
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¢Oziim olmasin. O haldeVi=1,...,k i¢in f;(x)< fl.(x*) olacak sekilde bir xe X c¢oOziimii

vardir. Tiim agirlik katsayilarinin negatif olmama varsayimindan dolay1 en az bir j indeksi

k k

icin w; >0 olup Z w; fi(x) < Z w, f,(x") geliskisi elde edilir. m
i=1 i=1

Teorem 4.3

Eger x € X (4.1) probleminin tek optimal ¢oziimii ise o halde x~ (3.1) probleminin Pareto

optimal ¢oziimiidiir.

Ispat
x € X ¢oziimii Pareto optimal ¢6ziim olmasin. O halde Vi=1,....k icin fi(x)< fl.(x*) ve en

az bir j indeksi i¢in f;(x) < f; (x") olacak sekilde bir xe X ¢oziimii vardir. Vi=1,....k icin

k k
w; 20 oldugundan Zwi fi(x)SZwi f;(x") elde edilir. Diger taraftan x tek ¢oziim
i=1 i=1

k k
oldugundan Vxe X igin ZWI- fl.(x*) < ZWI- f:(%) elde edilir. Ancak bu iki esitsizlik birbiri

i=1 i=1

ile celistiginden x~ Pareto optimal ¢oziimdiir. m

Teorem 4.4

Cok kriterli optimizasyon problemi konveks olsun. Eger x € X Pareto optimal ¢oziim ise o

halde x (4.1) probleminin optimal ¢6ziimii olacak seklide bir w agirlik vektorii mevcuttur.

Ispat

X ve f.(x),i=1,..,k konveks olduklarindan Y = f(X) kiimesi de konvekstir. xeX
Pareto optimal ¢6ziim olsun. O halde y' e Y, olmak tizere Yardimci Teorem 3.2°ye gore
Y, =(Y +Rf),; oldugundan y e (Y +R}), olup (Y +R}—y")n(-R})={0} elde edilir.
(Y+R’fr —y*) ve (—Rf) bostan farkli konveks kiimeler ve ri(Y+R]i - y*)r\ri(—Rf) =0
oldugundan bu kiimeler asil ayrilabilirdir. O halde

<W,y+d—y*>202<w,—d'> VyeY, d,d'e R]fr,

olacak sekilde bazi we R* vektorii mevcuttur. <w, —d '> <0 ve de R’fr oldugundan w; 20,
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i=1,....,k oldugunu gostermek i¢in w=¢; (i. birim vektor) secilebilir. d =0 segcilir ise
<W,y+d—y*>20:><W,y>2<w,y*>, VyeY

elde edilir. Buradan y=f(x),y =f(x') x,x € X vyazliwsa x vektoriinin (4.1)

probleminin optimal ¢oziimii oldugu goriiliir. m

Sonug 4.1
Teorem 3.10 ve Teorem 3.11°den goriildiigii gibi eger Vi=1,...,k i¢in w, >0 ise (4.1)
probleminin optimal ¢6ziimii, (3.1) probleminin asil Pareto optimal ¢oziimiidiir. Eger (3.1)

problemi konveks ise bu kosul gerek ve yeter kosula doniisiir.

Ja 4 Jo A

e — = .}1 N = .ji
Wy (R )+ wa () Wy (R )+ (xg)

Sekil 4.1 Konveks ve konveks olmayan problem i¢in ATY (Miettinen, 1999).

Agirlikli toplam skalerlestirme fonksiyonu Pareto ¢oziim kiimesini lineer fonksiyon araciligi
ile desteklemektedir. Ancak Teorem 4.4’e gore ve Sekil 4.1’den de goriildiigii iizere ¢ok
kriterli optimizasyon problemi konveks degil ise w agirlik vektorii degistirilerek tiim Pareto

optimal ¢oziimleri hesaplanamayabilir.

Agirlikli toplam yontemi, onsel tercih bilgisine dayanan yontem olarak ta kullanilabilir. Bu
durumda karar verici beklenti ve diisiinceleri dogrultusunda amac¢ fonksiyonlarin

agirliklandiracak katsayilan belirleyebilir.

4.1.2 e-Kisit Yontemi
Haimes vd. (1971) tarafindan bulunan bu yonteme gore amag fonksiyonlarindan biri minimize
edilmek i¢in secilir ve geriye kalan amac fonksiyonlari, her birinin iist sinir1 € olacak sekilde

kisitlama fonksiyonuna doniigiir. € -kisit yonteminin matematiksel ifadesi izleyen sekildedir:
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min f,(x) 4.2)

xe X

f,(0<e;, Vi=look, j#p

Burada e€ R* ve pe{l,...k}.

Teorem 4.5

(4.2) €-kisit probleminin optimal ¢6ziimii, (3.1) probleminin zay1f Pareto optimal ¢oztimiidiir.

Ispat

x € X (4.2) probleminin optimal ¢oziimii olsun. Aksini varsayalim. x , zayif Pareto optimal
¢oziim olmasin. O haldeVi=1,...k i¢in f;(x)< fl-(x*) olacak sekilde bir xe X ¢oziimii
vardir. Vj=1..k ve j#p icin f;(x)< fj(x*) <¢; oldugundan x vektorii, e€-kisit
probleminin bir uygun ¢oziimiidiir. Ancak f,(x)<f, (x") oldugundan bu esitsizlik x"

vektoriiniin (4.2) probleminin optimal ¢oziimii olmasi ile ¢elisir. m

Teorem 4.6
Eger Jp icinx € X vektdrii (4.2) probleminin tek optimal ¢éziimii ise x~ (3.1) probleminin

Pareto optimal ¢oziimiidiir.

Ispat

Aksini varsayahm. x & X sor Olsun. O haldeVi=1,....k i¢in £G") < £,(x7) ve en az bir j
indeksi i¢in f; < f ; (x") olacak sekilde bir x° e X ¢oziimii vardir. Ip icin x € X (4.2)
probleminin tek optimal ¢oziimii oldugundan Vxe X i¢in f;(x) < fl.(x*) , I#p icin

f,(x )< f,(x) celiskisi elde edileceginden x € X ,,. m

Teorem 4.7
x € X vektoriiniin Pareto optimal olmas icin gerek ve yeter kosul Vp=1,...k icin x"

vektoriiniin (4.2) probleminin bir optimal ¢dziimii olacak sekilde bir € R*  vektoriiniin

bulunmasidir.
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Ispat

"S'xeX par Olsun.€= f(X) segelim. Jp icin x', (4.2) probleminin optimal ¢oziimii

olmasm. O halde f,(x)<f,(x) ve her j=#p icin f;(x)<&, =f,(x) olacagindan
x ¢ X, celiskisi bulunur.
"<" Vp=1,..,k icin x € X (4.2) probleminin optimal ¢oziimii ise fr(x)< fp(x*) ve

i) f; (x"), j # p olacak sekilde xe X mevcut degildir. O halde xeX var- @

Teorem 4.7°ye gore uygun € kisitlart secildigi takdirde tiim Pareto optimal ¢oziimler
hesaplanabilir. Ayrica, ispattan da goriildiigii iizere €; degerleri, Pareto optimal ¢6ziimlerin
amag fonksiyonlar1 degerine esittir.

€ - kisit yontemi, agirlikli toplam yonteminden farkli olarak konvekslik kosulu olmadan tiim
Pareto optimal ¢oziimleri hesaplayabilmektedir.

Bu yontemin asil Pareto optimal ¢oziimleri karakterize eden teoremine ge¢cmeden Once bazi
tanimlarin verilmesi gereklidir:

Benson ve Morin (1977) ¢alismalarinda yardimei fonksiyon olarak bilinen ve pertiirbasyon

fonksiyonu olarak isimlendirdikleri fonksiyonu izleyen sekilde tanimlamislardir:
vy =inf{£,0| {£,(0-¢, <y, Vi=1,..k; j # p}} (43)

v(0) icin €-kisit probleminin amag¢ fonksiyonunun optimal degerinin elde edilecegi agiktir.

Tamm 4.1
Eger v(0) sonlu ve her 0# ye R*" icin

v(0)—v(y) <
E

olacak sekilde R >0 sayis1 mevcut ise € - kisit problemine stabil denir.

R

Teorem 4.8 [Benson ve Morin, 1977]
Cok kriterli optimizasyon problemi konveks olsun ve x € X por Verilsin. x  vektoriiniin asil

Pareto optimal ¢6ziim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vp=1,....k icin (4.2) ¢€-kisit

probleminin ( burada Vj =1,...,k; j # p i¢in f; (x)=¢ ;) stabil olmasidir.
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4.1.3 Benson Yontemi
Benson’un (1978) calismasinda verilen bu skalerlestirme yontemine gore x,€ X uygun

¢6ziim olmak iizere bir baslangic noktasi secilir ve eger bu ¢oziim Pareto optimal ¢oziim degil

ise baskinlik iligkisi bulunmalidir. Bunun i¢in Benson’un Onerisine gore €, = f;(x,)— f,(x)
negatif olmayan sapma degiskeni kisitlamasi altinda €, degerlerinin toplami maksimize

edilerek cok kriterli problem skalerlestirilir. Benson yonteminin matematiksel ifadesi izleyen

sekildedir: x,e X verilmek iizere
k

max ) g, (4.4)
i=1

fi(x)—€& - f,(x)=0

€20, xe X

Teorem 4.9
X, € X baslangi¢ ¢oziimiiniin Pareto optimal ¢6ziim olmasi igin gerek ve yeter kosul (4.4)

Benson probleminin amag¢ fonksiyonu degerinin 0 olmasidir.

Ispat

"= ZS. =0 olsun. (4.4) probleminin varsayimina gore €, >0 oldugundan

i
i=1

0=¢ =0, Vi.

k
D&
i=1

= fi(x)=fi(x),i=1..k.
O halde f(x)# f(x,) ve f.(x)<f(x,) olacak sekilde xe X vektdrii mevcut

olamayacagindan x,€ X, elde edilir. Tersine x,€ X, oldugunda benzer yol ile ispat

r r

kolaylikla gosterilebilinir. m

Bu yontemin giiglii yan1 eger (4.4) problemi sonlu ¢oziime sahip ise Pareto optimal ¢oziim
saglanir. Sonlu ¢oziimii olmadiginda eger konvekslik varsayimi saglanir ise bu durumda asil

Pareto optimal ¢oziimler mevcuttur. Siradaki teoremler bu durumlari izah eder:

Yardimc1 Teorem 4.1

Eger (4.4) problemi sonlu sayida amag¢ fonksiyonu ile bir optimal ¢6ziime sahip ise ve bu
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deger (x',€") noktasinda elde ediliyor ise x € X, "dur.

Ispat

Aksini varsayalim. x ¢ X o Olsun. O halde Vi=1,...k i¢in f,(%)< f.(x") ve en az bir j

indeksi igin f;(¥) < f; (x') olacak sekilde bazi e X vardir. & = f(x,)—f,(X) olarak
tanimlanirsa

& =fi(x)—£,(x) 2 fi(x)~ fi(x) =€ 20

olacagindan (%,€) (4.4) probleminin bir uygun ¢oziimiidiir. Diger taraftan € > ¢, oldugundan

k k
& >> ¢ elde edilir. Ancak bu esitsizlik (x',€’) noktasin segimi ile gelistiginden
1 i=1

XeX . m

par

Teorem 4.10 [Benson, 1978]

X cR" konveks kiimesi ve fj(x),..., f; (x) konveks fonksiyonlar1 verilsin. Eger (4.4)

probleminin sonlu optimal ama¢ fonksiyonu degeri yok ise o halde (3.1) probleminin asil

Pareto optimal ¢oziimii yoktur.

Faa
) }'(f) +.f (xp)
Y
o > A
E]

Sekil 4.2 Benson yonteminin grafiksel gosterimi (Ehrgott, 2000).

Sekil 4.2°de de goriildiigii tizere f(x,)eY baslangic ¢ozimi f(X)eY,, etkin ¢dziimiinden
daha biyiik koordinatlara sahip olmak iizere € +§€, sapmalar toplami maksimize edilerek

Pareto optimal ¢oziim bulunmaya calisilir. Eger secilen x,e€ X baslangic ¢oziimii Pareto

optimal ¢oziim ise amac fonksiyonunun degerinin O olacagi aciktir. Oyleyse Benson’un

yontemi segilen ¢oziimiin Pareto optimal ¢6ziim olup olmadiginin kontroliinii yapmaktadir.
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4.1.4 Uzlasik Programlama Yontemi

Bilindigi gibi, ¢ok kriterli optimizasyon probleminde bir ¢éziimiin tiim amag¢ fonksiyonlarina
gore en iyi ¢oziim yani ideal nokta olmasi genellikle miimkiin degildir. ilk olarak Yu (1973)
ve Zeleny (1973) tarafindan verilen yontemin temel amaci ideal noktaya en yakin olan
¢Oziimii bulmaktir. Karar vericiyi tatmin eden amag¢ fonksiyonu degerlerinden olusan vektor,
referans noktasi olarak adlandirilir. Bu yontemde ideal nokta, referans noktasi vazifesi
gorebilir. Ideal noktaya en yakin olan noktay1 bulabilmek icin referans noktasi ile uygun amag
fonksiyonlar1 arasindaki mesafe minimize edilmeye calisilir. Bu yontem tercih bilgisine
dayanmamaktadir. Analist, referans noktasim1 ve mesafeyi Olcecegi metrigi kendi belirler.

Tiim amag¢ fonksiyonlar1 esit derecede Oneme sahiptir (Miettinen, 1999; Ehrgott, 2000).
Uzlasik programlama yonteminin matematiksel ifadesi izleyen sekildedir: 4 :R*xR* - R +

uzaklik fonksiyonu olmak iizere
mind(f(x)—y°) 4.5)
xeX

(4.5) probleminin optimal ¢oziimiiniin Pareto optimal ¢o6ziim olup olmadigi d uzaklik

fonksiyonundan tiireyen normun 6zelliklerine baghdir.

Tamm 4.2

|.|:R* > R, normu tamimlansin. Eger Vy,, y, € R* i¢in

i. |y <|yuls i=1...k oldugunda |y|<|y,| saglamyorise | .| normu monotondur.

il [yl <|yuls i=L.k vebaz joigin [y |# |y, oldugunda [y <[y,| saglaniyor ise

|| . || normu kesin monotondur.

Teorem 4.11
Eger || . || :R¥ >R , hormu monoton ve x  vektorii (4.5) probleminin
i)  optimal ¢dziimii ise o halde x" € X

w—par °

ii) tek optimal ¢oziimii ise o halde x € X par

Teorem 4.12
Eger || . || ‘:R* >R , normu kesin monoton ve x~ vektorii (4.5) probleminin optimal ¢oziimii

. *
iscohalde x € X .
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Bilindigi tizere, d uzaklik fonksiyonu simetrik, pozitif taniml ve liggen esitsizligini saglar ise
metrik olarak adlandirilir. Bu yontemde uzaklik 6l¢timil icin normlardan tiireyen metrikler

izerinde durulacaktir. Literatiirde siklikla [, norm ailesinden tiireyen normlar

kullanilmaktadir:

k 1/p k
1< p<eo icin ||y||p = (Z|yi|pJ ifadesi /, normunun genel hali olup, p =1 i¢in /, = Z|yi|
i=1

i=1

oo i)

' 1/2
normu, p=2 i¢in [,= [Z|yi|2j Euclid normu, p=co i¢in [, = max(|y1

i=1
Tchebycheff normu elde edilir. p degeri yiikseldik¢e problemin ¢6ziimii zorlagmaktadir.

J2a

Sekil 4.3 Cesitli normlara gore uzlasik programlama probleminin geometrik gosterimi.

Bu yontemin geometrik gosteriminden de goriildiigii iizere, secilen norma gore bu yontemin

bulacagr ¢oziim farklilik gostermektedir. Geometrik yorumu kolaylastirmak icin

{ y: || y—y0||Sc} seviye kiilmesi goz Oniline almnabilir. Bu kiime ideal noktaya en az c

uzaklig1 kadar yakin olan noktalari igerir . O halde yontemin amaci seviye kiimesi ile uygun
amagc kiimesi Y’ nin kesisimleri bos olmayacak sekilde en kiiciik ¢ degerini bulmaktir (Ehrgott,
2000).

[Ik defa Bowman (1976) tarafindan uzlasik programlama probleminin agirlikli yaklagim

olarak c¢oziilmesi Onerilmistir. Boylece agirlik vektorii degistirilerek farkli ¢oziimler elde

k
edilir. Vi=1,...k i¢in w; >0 ve > w; =1 olmak iizere
i=1

X 1/p
a0t peli) 46
€A\ i=t

problemi agirlikly I, problemi olarak adlandirlir. Ozel olarak p=oco icin agirhikli
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Tchebycheff problemi izleyen sekildedir:

min max (wl. ‘fi(x)—yio‘) 4.7)

xeX i=l,..k

Eger ideal nokta global olarak biliniyor ise, (4.6) ve (4.7) problemlerinde mutlak deger ihmal
edilebilir. (4.7) problemi diferansiyellenemeyen yapida olup eger amag¢ ve kisitlama
fonksiyonlar diferansiyellenebiliyorsa (4.7) problemi diferansiyellenen hale doniistiiriilebilir:

min o (4.8)
-y <a, Vi=l,...k, aeR

xe X

Agirhikli /, problemi p =1 i¢in agirlikli toplam problemine doniisiir:

k k k

) 0 . 0
min E Wi‘fi(x)—yi‘:mm E w; f;(x)— E Wy,
X g X 0 i=1

(Miettinen, 1999).

Teorem 4.13
x, pe [1,00) icin (4.6) probleminin optimal ¢6ziimii olsun. Eger

i. x', tek optimal ¢oziim ise veya
ii. tim agirlik katsayilar pozitif ise

x €X,,.

Ispat

x ¢ X, olsun. O halde

1. Vi=l,..,k icin f;(x)< fl.(x*) ve en az bir j indeksi i¢in fj(xo) < fj(x*) olacak sekilde
bir xe X ¢0ziimii vardir ve bu ¢6ziimiin (4.6) probleminin optimal ¢6ziimii oldugu
asikardir. Ancak bu durum x ' tek optimal ¢éziim olmast ile celisir.

ii. w,>0 oldugundan Vi=1,...k i¢in 0<w,(f,(x)—y’) <w;(f,(x")—y’) ve en azindan bir

j indeksi icin w;(f,(x)—y) <w.(f,(x)—y") elde edilir. Bu esitsizligin p. kuvvetini alip

k k
toplami alinirsa Z w; (f;(x) = yi0 )< Z w; (f; (x)— yio ) esitsizligi saglanir. Pozitif agirlikli
i=1 i=1

[, mormu giiclii monoton artan oldugundan esitsizligin her iki tarafimn (1/ p). kuvveti

alinabilir. Ancak bu durum x "’ (4.6) probleminin optimal ¢dziimii olmasina zittir. m
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Teorem 4.14

x*, (4.7) probleminin optimal ¢6ziimii olsun. Eger her w; € Rﬁ ,i=1,..,k ise xeX.

w—par *

Ispat

xeX olsun. O halde Vi=1,...,k igin f,(x)< f,(x) olacak sekilde xe X mevcuttur.

w—par
Buradan Vi i¢in f;(x)— yl.o < fl.(x*)— y? elde edilir. Ancak bu durum x* ’mn optimal ¢6ziim
olmasi ile celisir. m

ideal nokta yerine referans noktasi kullanilacak ise y” <y’ saglanmasi durumunda
yukaridaki teoremler gegerli olacaktir. Bu durumda ee RY olmak iizere y*=y"-¢,

i=1,...k olacak sekilde y*e R* vektoriine iitopya noktast denir. ideal nokta yerine iitopya

noktasini kullanmanin sagladigi avantaj siradaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.15 [Choo ve Atkins, 1983]

X cR" ve x € X uygun karar vektorii verilsin. x € X olmasi i¢in gerek ve yeter

w—par
kosul
min max w;(f;(x)—y;") 4.9)
xeX i=l,..k

probleminin bir optimal ¢oziimii x  olacak sekilde we R'fr olmasidir.

Ispat
= w,=1/( fi(x*)—yi”) sonlu ve pozitif agirliklar olsun. x, (4.9) probleminin optimal

¢Oziimii olmasin. O halde

1
max w,(f;(x)— y*) < max ————(f,(x )—y*) =1
axw, fio-y 'Xf( -~ filx)—y

i (X

=>w(fi(x)—y)<l,i=1..k
= 0=y <[, =ys i=1k

= f)<f(x)

elde edilir ancak bu durum x € X .

w—par

ile celisir. m

Agirliklt [ probleminin tiim Pareto optimal c¢oziimleri bulabilmesi icin konvekslik sarti

p
gerekir. Yukaridaki teorem ise agirlikli Tchebycheff probleminin konvekslik sarti

gerektirmeden Pareto optimal ¢oziimleri karakterize eden kosullar1 vermektedir.
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4.1.5 Konik Skalerlestirme Yontemi

Gasimov (2001) tarafindan gelistirilen yonteme gore ¢ok kriterli optimizasyon problemini
skalerlestirmek i¢in ama¢ fonksiyonlart ve kisitlamalar iizerinde herhangi bir varsayim
gerektirmeden amag fonksiyonlar1 birlestirilerek koniye gore artan konveks fonksiyon
olusturulur. Bu skaler fonksiyonun minimal ¢6ziimleri ise verilen ¢ok kriterli optimizasyon
probleminin Benson asil minimal ¢dziimlerini karakterize eder. Bu yontemin diger yontemlere
gore en 6nemli iistiinliigii Pareto optimal ¢6ziimleri karakterize ederken amag¢ fonksiyonlar
veya kisitlama fonksiyonlar1 iizerinde konvekslik kosulunu gerektirmez. Boylece konveks
olmayan cok kriterli optimizasyon probleminin ¢6ziimii i¢in bir yaklagim Onerilmistir. Diger
taraftan eger baslangicta amac fonksiyonlar lineer veya konveks ise bu yaklasim konveksligi

korur.

Konik skalerlestirme yontemine gegmeden 6nce asagidaki tanim ve teoremlere ihtiyac vardir:

Tanim 4.3

Y, reel lineer uzay olmak iizere K c Y asikar olmayan konveks konisi verilsin. & # B c K

konveks kiime olsun. Eger baz1i A >0 ve baz1 be B igin sifirdan farkli her ye K elemant

y =Ab seklinde bir tek gosterime sahip ise B kiimesine K Konisi i¢in bir baz denir.

Gasimov (2001) calismasinda, konveks sivri uclu ve kapali simirli baza sahip bir koni
tarafindan siralanmis reel normlu uzayda konveks olmayan c¢ok kriterli optimizasyon
problemini g6z Oniine almistir. Bu calismada konveks ve koniye gore monoton fonksiyonlar
tanitilmig ve bu fonksiyonlarin minimal noktasindan yararlanilarak Benson asil minimal
noktalarin karakterizasyonu ile ilgili teorem verilmistir. Literatiirdeki diger caligmalara
bakildiginda asil minimal noktalarin karakterizasyonu i¢in konvekslik, koni i¢in konvekslik
veya koni icin sinirlilik gibi kosullara ihtiya¢ duyulurken Gasimov ¢alismasinda bu tiir ek

kosullar olmadan Benson asil minimal noktasini karakterize etmistir.

,

||) reel normlu uzayi; kapali sivri uglu, konveks K Y konisi ile kismi siralanmig

olsun. K~ pozitif dual konisi ve K" kesin dual koni olmak iizere asagidaki kiimeler

tanimlansin:

U={w.a)e K"xR, | afy|-(y.u)<0, Vye K} (4.10)

U* ={w.a)e K* xR, | o y|-(y.u) <0, Vye K —{0}} (4.11)
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Yardimci Teorem 4.2

(u,a)e U ((u,a)e U*) olmak iizere g:Y — R fonksiyonu

g(y) =a|y|+{y,u) (4.12)
seklinde tanimlansin. O halde g fonksiyonu Y {izerinde monoton artan (giiclii monoton artan)

fonksiyondur.

Ispat

(u,o)e U  olsun. Koniye goére monoton artan fonksiyon tammina  gore
<k 5= 8g(y) < g(s), Vy,s€ K gosterilmelidir. y <y s< s—y=ke K olsun. O halde
g(y)—g(s)=g(s—k)—g(s)

=oll|s —k|+{s—k,u)—atl|s| - (s,u) < atl|k| - (k,u) <O

Buradan g(y)<g(s) elde edilir. Giiglii monoton artan oldugunu gostermek igin (u,o00)e U*

ve y<x s & s—y=ke K—{0} olmak iizere benzer yolla ispat edilir. m

Teorem 4.16 [Gasimov, 2001]

v, ||) reel normlu uzay, K cY konveks koni ve @#S cY verilsin. (u,a0)e U # icin
rileigg(y) =g(s) (4.13)

olsun; burada g, (4.12)’de tanmimlanan bir fonksiyondur. O halde s vektorii S kiimesinin

Benson asil optimal ¢oziimiidiir.

Ispat

(4.13)’e gore os||+(s,u) < a|y|+(y,u). Buradan

ofy—s||+(y—su)=0, Vye s (4.14)
Vte cone(S + K —{s})icin t =A(y+k —s) olacak sekilde ye S, ke K, A >0 mevcuttur.

O halde g "nin de monoton &zelliginden

g =Ma]|y—s+k|+(y—s+ku)) 2Ma|y—s|+{y—su))=0

elde edilir. Oyleyse Ve cone(S + K —{s}) icin g(r)=0’dur.

Keyfi ye clcone(S + K —{s}) sabitini gz 6niine alalim. O halde lim y, =y olacak sekilde

n—soo

bir  {y,}econe(S+K—{s})  mevcuttur.  Viecone(S+K—{s}) i¢in g(r)=0



71

oldugundan g(y,) = |y, | +(y,.u)>0; Vne N elde edilir. n— oo igin
g(y) =a|y|+(y,u)20; ye clcone(S + K —{s}) (4.15)
bulunur.

s’nin S kiimesinin Benson asil minimal noktasi olmadigini varsayalim. O halde bazi

y € clcone(S + K —{s}) " (=K\{0}) mevcuttur. g gii¢lii monoton oldugundan g(y)<O0 elde

edilir. Ancak bu durum (4.15) ile celisir. m

Bu teoremden yararlanilarak konik skalerlestirme yontemi ile ilgili temel teoremler verilebilir:

W ={(o.w)e RxRY : 0<o<min{w....w,}}. (4.16)

Teorem 4.17 [Gasimov, 2001]

Bazi (a,w)e W icin x € X uygun karar vektorii (4.17)’de verilen skaler minimizasyon

probleminin bir optimal ¢6ziimii olsun:
k k
min oY | £ 0|+ D wifi(x) (4.17)
wL = i=1
O halde x", (3.1) probleminin Benson asil optimal ¢oziimiidiir.

Teorem 4.18 [Gasimov, 2001]

x € X, (3.1) probleminin Bensol asil optimal ¢éziimii olsun. O halde x* vektoriinii (4.18)’de

verilen skaler minimizasyon probleminin optimal ¢6ziimii yapacak bir (o, w)e W vektorii

mevcuttur:
k k

min oY’ ()= £, + L m (0= fi(x). (4.18)
i=1 i=1

(4.18)’de verilen fonksiyon konik skalerlestirme fonksiyonunun matematiksel ifadesidir.

Bilindigi iizere ozellikle konveks olmayan ¢ok kriterli optimizasyon problemleri i¢in bazi
skalerlestirme yontemleri asil Pareto optimal c¢oziimleri destekleyememektedir. Gasimov
(2001) ise konik skalerlestirme tekniginde Pareto optimal c¢oziimlerin hiperdiizlem yerine
koniler araciligi ile desteklenmesini 6nermistir. Bu durumda uygun destek koniler araciligi ile

tiim Pareto optimal ¢dziimler bulunabilir.
xeX, (3.1 probleminin Pareto optimal c¢oziimii ise (4.19)’da verilen odtelenmis

problem’inin de Pareto optimal ¢oziimiidiir: a e R* keyfi vektor olmak iizere

r)gi;l(ﬁ(x)—al,...,fk(x)—ak) 4.19)
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Eger herhangi Pareto optimal ¢oziim bilinmiyor ise bu durumda (4.18)’de verilen konik

skalerlestirme fonksiyonu izleyen sekilde ifade edilebilir:
k k
mi)1(1062|fi(x)—ai|+ZWi(fi(x)—ai) (4.20)
A =] i=1

O halde konik skalerlestirme yontemi kullanilarak Benson asil optimal ¢oziimler karakterize

edilebilir:

Sonug 4.2

x € X uygun karar vektoriiniin Benson asil optimal ¢6ziim olmasi icin gerek ve yeter kosul
x vektdriiniin (4.20) probleminin optimal ¢6ziimii olacak sekilde ae Rk, oae R, we Rﬁ,
(a,w)e W degerlerinin mevcut olmasidir.

Burada dikkat edilmesi gereken oOzellik o =0 i¢in agirlikli toplam problemi elde
edileceginden desteklenemeyen Pareto optimal ¢oziimlerin bulunabilmesi icin o >0 olmalidir
(Gasimov ve Ustiin, 2006).

Ja

» A
2 2

a3 A () - e+ w3 - )

i=l =]

Sekil 4.4 Konik skalerlestirme yonteminin geometrik gosterimi.

Konik  skalerlestirme  yonteminin ~ geometrik  ifadesini  kolaylastirmak  ig¢in
k k

{ yeR": OCZ| fi(x)— ai| + Z w,(fi(x)—a;) < c} seviye kiimesi goz Oniine almabilir. Bu
i=1 i=1

kiime ¢ =0 icin tepe noktast a€ R*’da bulunan, yonii we R'fr vektoril ile belirlenen ve tepe
acis1 ae R* vektoriine bagl olan bir konidir. O halde bu yéntemin amac, seviye kiimesi ile
uygun amag kiimesi Y ’nin kesisimleri bos olmayacak sekilde minimum ¢ degerini bulmaktir.
Bir diger ifade ile bu yontem, uygun amag kiimesinde a € R* ve (a,w)e W vektorleri ile

belirlenen koninin Pareto etkin yiizeyi destekledigi noktay1 bulmay1 hedefler.
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Konik skalerlestirme yonteminin avantajlar1 $0yle siralanabilir:
i. Amag fonksiyonlar1 ve uygun ¢6ziim kiimesi i¢in konvekslik sart1 aranmaz.

ii. Karar vericinin tercihlerini ve isteklerini modele yansitan ©nsel bilgiye dayali bir

yontemdir. Karar verici ama¢ fonksiyonlarina ait istek diizeylerini ae R*; amag
fonksiyonlarinin agirliklan ile ilgili tercihlerini (o, w)e W vektorii ile modele dahil eder.
iii. Pareto (asil) optimal ¢coziimlerin bulunmasi i¢in ek probleme ihtiya¢ yoktur.
iv. NP-zor problemlerinde skaler problemin bir kez c¢oziilmesiyle karar vericiyi tatmin edecek

¢oziime ulagilmasim saglar (Ustiin, 2007).

Yukarida da bahsedildigi gibi konik skalerlestirme yonteminin bahsedilen diger yontemlere
gore bir¢ok avantaji bulunmaktadir. Simdi konik skaler problemin ¢oziilebilmesi i¢in mevcut

algoritmalara gecilebilir:

Klasik Lagrangian ve ceza fonksiyonlar ile dualite iliskisine dayali algoritmalar yalnizca
kisitlamal1 optimizasyon problemlerinin bazi 6zel smiflarina uygulanabilmektedirler. Bu
sebeple dual problemi elde etmek icin literatiirde pek cok calisma mevcuttur. Genisletilmis
Lagrangian yaklasiminin ortaya cikisi ile dualite iligskisine dayanan etkin yodntemler
bulunmustur. Dual problemler genellikle diferansiyellemeyen konveks problemlerdir ve dual
problemi ¢dzmek icin genellikle diferansiyellenemeyen minimizasyon teknikleri Ornegin
subgradient yontemler uygulanmaktadir (Burachik vd., 2006). Ancak konveks olmayan
dualite teorisinde optimal ¢oziimler elde edilirken dual aralik denilen asil ve dual
problemlerin optimal ¢oziimleri arasinda farklilik olusmaktadir.

Azimov ve Gasimov (1999, 2002), konveks olmayan optimizayon problemlerinde siklikla
karsilasilan dual aralign gidermek igin asil problem iizerinde herhangi konvekslik veya
diferansiyellenebilirlik sarti gerektirmeyen genisletilmis sivri Lagrangian yaklagimim
onermislerdir. Bunu takip eden ¢alismalar ile Gasimov ve Ustiin (2005, 2006, 2007) konveks
olmayan ve diferansiyellenemeyen skaler problemin ¢6ziimii icin etkin algoritmalar

gelistirmistir.

4.2 Genisletilmis Sivri Lagrangian Dualite Problemi

Dualite teorileri, optimizasyon problemleri icin yapilan analitik ve algoritmik caligmalar
hakkinda onemli iliskiler saglamaktadir. Verilen asil problemin dual problemini elde etmek
icim cesitli yaklasimlar mevcuttur. Ornegin konveks dualite teorisi icin dual problem,

Lagrangian fonksiyonu veya Perturbasyon fonksiyonu yaklagimu ile elde edilebilir. Eger amag
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ve kisitlama fonksiyonlar1 konveks degil ise lineer olmayan programlama problemi klasik
Lagrangian fonksiyonu yaklasimi ile ¢oziildiigiinde dual aralik (gap) olusmaktadir. Ozellikle
konveks olmayan optimizasyon problemlerinde karsilasilan dual araligi gidermek icin
Rockafellar ¢aligmasinda klasik Lagrangian yaklasimi yerine karesel ceza parametresi igeren
genigletilmis Lagrangian yaklasimi kullanilmasimi onermistir. Dual araligin giderilmesi icin
bir diger yaklasim Azimov ve Gasimov (1999) tarafindan ortaya atilan genisletilmis sivri
Lagrangian yaklasimidir. Klasik Lagrangian probleminde kisitlama kiimesi X ’in (f, g)
doniisiimii altindaki goriintii kilmesi G olusturularak bu kiimede destek hiperdiizlem araciligi
ile optimal dual amag¢ fonksiyonu degeri bulunur (Bazaraa vd., 1993). Konveks analiz
teorisinde optimallik kosullar1 ve dualite teoremlerinde 6nemli rol oynayan subgradientlerin
elde edilmesinde destek hiperdiizlemlerden yararlanilitken Azimov ve Gasimov (1999)
konveks olmayan problemlerde subgradientleri tamimlamak i¢in destek konilerden
yararlanmiglardir. Genisletilmis sivri Lagrangian problemi, dual fonksiyonu ozelliklerinden
bagimsiz olarak her durumda konkavdir. Asil problem iizerine herhangi konvekslik veya
diferansiyellenebilirlik kisitlamalar1 getirmeksizin, asil problem ile dual problemin optimal
¢Oziimlerinin esit oldugu gosterilmistir (Azimov ve Gasimov., 1999, 2002; Gasimov, 2002).

X herhangi bir metrik uzay, d#Sc X ve f:S >R, g:§ —>R" fonksiyonlart verilsin.

Asagidaki esitlik kisiti altinda lineer olmayan programlama problemi goz 6niine alinsin:

(P): Asil (Primal) Problem 4.21)
min f (x)

g&(x)=0,i=1,...m, xe X

Her xe X ve ye R"” icin

®(x. y) = f(x) Eger xe S ve f(x)=y
BV e Aksi halde (4.22)

fonksiyonu tanimlansin. O halde (P) problemi ile ilgili pertiirbasyon fonksiyonu soyle
tanimlanir:

v(y) =inf @(x. ) 4.23)

(P)’nin konveks olmasi durumunda (F,) problemi tamimlansin. Bu durumda klasik

Lagrangian fonksiyonu:

L(x )= fF0)+(g(0)37), ¥(xy)e Xx(R") =R" (4.24)
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ve Lagrangian dual fonksiyonu:
o (y) =inf Lo(x, ") (4.25)
olmak tizere konveks durumda klasik Lagrangian dual problemi izleyen sekildedir:

(PO*) : Dual Problem

max f(y") (4.26)

y eR”

(Fy) ve (PO*) problemlerinin optimal degerleri sirast ile inf F :ing sup Ly(x, y*) ve
(S y*eRm

sup PO* = sup inf L(x, y*) olmak iizere bu iki deger arasinda su iliski mevcuttur:
y*E R™ xXe

inf P, >sup P, 4.27)
Bu esitsizlik dual aralik olarak bilinir. Rockafellar (1970), Ekeland ve Temam (1976) ve
Bazaraa vd. (1993) (4.27)’de esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter kosul olarak
L, Lagrangian fonksiyonunun eger noktasinin mevcut olmasini gostermislerdir. Ayrica xe S
ve ue (R™) =R™ i¢in (x,u)e SXR™ vektoriiniin L, fonksiyonunun eger noktas1 olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul: v pertiirbasyon fonksiyonu olmak iizere x, (P) probleminin
(global) optimal ¢oziimii olmasi ve v(y) = v(0) +<y,u>, Vy olmasidir.

Ancak bilindigi tizere konvekslik varsayimi olmadigi durumda bu esitsizligi saglayacak u
vektoriinii bulmak miimkiin olmayabilir. Bu durumda konveks olmayan programlamada
olusacak dual aralik, Lagrangian fonksiyonuna lineer veya karesel ceza terimi ekleyerek
elimine edilebilir. Bu tiir Lagrangian fonksiyonu genisletilmis Lagrangian fonksiyonu olarak
bilinir. Genisletilmis Lagrangian fonksiyonu hakkindaki tiim yaklasimlar Rockafellar ve
Wets’in (1998) calismasinda genellestirilmistir (Gasimov, 2002).

(P) asil problemi ile iligkili  genisletilmis sivri Lagrangian fonksiyonu

xe S, yeR", ueR", ceR, i¢cin L:SX(R"xR,) — R olmak iizere:

Lix,u) = inf {@Cx,y)+cly]=(y.u)} = f () + g ()= (. () (4.28)
ye

Genisletilmis sivri Lagrangian dual fonksiyonu /#:R" xR, — R olmak iizere

h(u,c) = in’g L(x,u,c) (4.29)

O halde verilen (P) probleminin genisletilmis sivri Lagrangian dual problemi (P*) izleyen

sekilde tanimlanir:
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(P") : Genisletilmis Sivri Lagrangian Dual Problem

sup  h(u,c) (4.30)
(u,c)eR"XR,

(Gastmov, 2002). Simdi inf P=supP  olmasi yani asil problem ile genisletilmis sivri

Lagrangian dual probleminin optimal ¢6ziimlerinin esit olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar

verilecektir:

Teorem 4.19 [Gasimov, 2002]

inf P sonlu olsun. O halde xeS§ ve (u,c)e (R"xR,) elemanlarmm Sx(R"xR,)
kiimesinde tanimli genisletilmis Lagrangian fonksiyonunun eyer noktasi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul X 'nin (P) asil probleminin bir ¢6ziimii, (i,c¢) nin (P") dual probleminin bir

¢oziimii ve inf P=sup P olmasidir.

Teorem 4.20 [Gasimov, 2002]

xe S ve (u,c)e (R"xR,) elemanlarinin  Sx(R™XxR,) kiimesinde tanimli genisletilmis
Lagrangian fonksiyonunun eyer noktast olmasi icin gerek ve yeter kosul x’in (P)’nin bir
¢Oziimii olmas1 ve v(y) 2v(0)+<y,u>—c||y||, Vy olmasidir. Burada v, (4.23)’te tanimlanan

bir pertiirbasyon fonksiyonudur.

Teorem 4.21 [Gasimov, 2002]

(P) asil probleminde f ve g fonksiyonlarn siirekli, S kompakt ve uygun bir ¢6ziim mevcut
olsun. O halde inf P =sup P* ve (P) nin bir ¢éziimii vardir. Ayrica bu durumda genisletilmis

sivri Lagrangian dual fonksiyonu & konkav fonksiyondur ve R™ xR, iizerinde her yerde
sonludur.

Teorem 4.21’de tiim kosullar saglansa bile S (P"): dual problemin ¢6ziim kiimesi bog olabilir.
Ornek 4.1 [Burachik vd., 2006]

f, g:R—> R fonksiyonlar f(x):—|x| ve g(x):%x2 ile tanimlansin. X:[—l,l] olsun.

S(P)=0 ile inf P =sup P* =0 oldugunu gostermek kolaydir. S(P")’1 hesaplayalim:

c—

argmin f(x)+c||g(x)||—ug(x) =arg min—|x|+ 2 xe [-1.1]
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={{ ! - ! }, c—u>0 veya {1,-1}, c—u<0. Buradan / dual fonksiyonu:
c—u c-u

, c—u>0 veya _1+c—u , c—u <0 elde edilir. h= sup  h(u,c)=0
2(c—u) (u.c)eRxR,

h(u,c) :{

olup bu supremum degerini veren (i7,¢) mevcut olmadigindan S(P") =@ *dir.

S(P") # @ olmasi icin teoremler ve yakinsaklik kosullart izleyen boliimde verilecektir.

Teorem 4.22 [Gasimov, 2002]
inf P=supP" olsun ve baz1 (,c)e R" xR, ile X€ S icin
min L(x,i1,¢) = f (%) + ¢ (O] - (g (X). )

oldugunu varsayalim. O halde X’nin (P) probleminin bir ¢oziimii ve (&,¢) nin (P")
probleminin bir ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g(x)=0 olmasidir.
Genigletilmis sivri Lagrangian fonksiyonu yardimi ile dual araliin nasil yok edildigi

geometrik olarak Sekil 5.5’te ifade edilmistir. Kolaylik agisindan geometrik gosterim, bir

esitlik kisitina sahip konveks olmayan problem i¢in verilmistir. Keyfi ¢>0, ue R ve xe R"
icin genisletilmis Lagrangian dual problemi, f (x)+c|| g(x)”—ug(x) konisinin R"’in (f,g)

doniisiimii altinda olusan G goriintii kiimesinde minimize edilmesidir yani koninin goriintii
kiimesine asagidan destek noktasinin bulunmasidir.
Genigletilmis Lagrangian dual probleminin optimal ¢oziimii ile asil amag¢ fonksiyonunun

optimal ¢6ziimii esit oldugundan 6zellikle konveks olmayan problemlerin optimal ¢oziimleri

(P") problemi yardimiyla kolaylikla bulunabilir (Ustiin, 2007).

R” S ()
(. €) dommigomnis e
é [ ///////////////////////,/ ////y

O/ (0.2(0] &

Dual Aralik / // 7

7 f(x)+ug(x)
; e

fx,f

7 7 Ry Aml Amag Fonksiyon
P {"/7/////// - . Optimal Defesi
--------------- s -
G enigletilmis Lag:mgim.-if’f \ N
Dmaal kasviyqnu P '____ Klasik ﬂgf?ﬂglan
Optimal Degeri ~ Dual kasvij.n:_unu
ki, &) \ Cptimal Degern

g(x)=¢
S @) +eg ()| -ug(x)

Sekil 4.5 Genisletilmis sivri Lagrangian dualite (Gastmov ve Ustiin, 2006).
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4.3 Genisletilmis Sivri Lagrangian Dualite Probleminin Coziimii

Bir 6nceki boliimde (P) ve (P°) problemlerinin optimal ¢oziimlerinin esit olabilmesi igin
gerek ve yeter kosullar Teorem 4.19 — 4.21°de verildi. Ayrica (P°) probleminin dual
fonksiyonu olan /4 ’nin 6zelliklerine deginildi. Bu teoremlerden ve oOzelliklerden istifade
ederek (P") probleminin ¢oziimii yani 4 dual fonksiyonunun maksimizasyonu icin Gasimov
(2002) tarafindan Gelistirilmis Subgradient Yontemi (MSG) Onerilmistir. Boylece asil

problemin optimal degerine (P*) problemini ¢ozerek kolaylikla ulagilir.

Simdi Teorem 4.21 kosullarinin saglandigini varsayarak asagidaki dual problemi

max h(u,c) = IIH;I L(x,u,c)= Hﬁ;l{f(x) +c||g(x)|| —u'g(x)} (4.31)
(u,c)e R" xR,

ve genisletilmis Lagrangian fonksiyonunu minimize eden noktalar kiimesini géz Oniine

alalim:
S(u,c) :{f\ % =argmin{ f (x) +¢||g ()| -u'g(x); x< 5}} (4.32)
Bilindigi gibi f ile g siirekli fonksiyonlar ve S kompakt kiime oldugunda A dual

fonksiyonu konkavdir. Asagida bu 6zellikten yararlanilarak bir teorem verilecektir:

Teorem 4.23 [Gasimov, 2002]

@ # S < X kompakt kiime ve f, g siirekli fonksiyon olsunlar. Oyle ki her (iz,c)e R" xR,

igin S(iz,c) bos kiime degildir. Eger Xe S(it,c) ise o halde (-g(X), |¢(X)|), (,7)

noktasinda / fonksiyonunun bir subgradientidir.

4.3.1 Gelistirilmis Subgradient Yontemi (MSG)

Bu yontem, genisletilmis Lagrangian fonksiyonu temelli dual problemin ¢6ziimiine yonelik
olarak Gasimov (2002) tarafindan gelistirilmistir. MSG yontemi, ardisik olarak kisitlamasiz
minimizasyon algoritmasidir. Teorik olarak, her bir adimda adim uzunlugu parametrelerini
yenilemek ic¢in, genisletilmis Lagrangian fonksiyonunun kisitlamasiz global minimum
degerleri kullanilir. Konveks olmayan kisitlamasiz optimizasyon problemlerini ¢6zmek icin
mevcut olan global optimizasyon yOntemlerinin yetersizligi nedeniyle MSG algoritmasinda
genigletilmis Lagrangian fonksiyonunun kisitlamasiz lokal minimum degerleri de

kullanilabilir (Gastmov ve Ustiin, 2005). Buna gore MSG algoritmasinin adimlar soyledir:
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Baslangic Adimi:

¢; 20 olacak sekilde (u,,c,) vektoriinii se¢ ve k =1 alarak temel adima geg.

Temel Adim:

i. Verilen (u,,c,) i¢in izleyen alt problemi ¢oziiliir:
min £ (x) +¢; [l - (2 () )
X, , alt problemin keyfi bir ¢6ziimii olsun. Eger g(x,) =0 ise dur. Teorem 5.22’ye gore
(u,,c, ) vektorii (P*) probleminin, x, ise (P) probleminin bir ¢dziimiidiir. Aksi halde
2. adima gidilir.

ii. s, ve g pozitif sabit adim uzunluklar1 olmak iizere
Uy = Uy =85, 8(X ), Cpy =€ (5, +E )”g(xk )”
icin k =k +1 almir ve 1. adima doniiliir.

S, » € adim uzunluklan ve yakinsaklik sonuglari i¢in izleyen teorem mevcuttur:

Teorem 4.24 [Gasimov, 2002]
{(u;,c,)} MSG algoritmast tarafindan iiretilmis dual degiskenlerin dizisi olsun. Keyfi k icin
(u;,c,) 'nin dual problemin ¢oziimii olmadig: varsayilsin yani Vk i¢in g, #0. h(y,.c,),

MSG algoritmas1 tarafindan k. iterasyonda hesaplanan genisletilmis Lagrangian

fonksiyonunun global minimum degeri ve h(i,c), (P) probleminin asil-dual optimal degeri

olsun. O halde
2
a. 0<h(uy,,cp)—h(u,c) < s +€)|g(x)| Vsy.8, >0.
b.  Bir dual ¢oziimiin oldugu varsayilsin. d, =d(z,,z) optimal dual ¢ozim 7 ile k.

iterasyonda algoritma tarafindan hesaplanan dual ¢6ziim z, arasindaki uzaklik olmak

lizere eger
2|h(u,c)—h(u,,

O<e, <3, < [n@. ) (”Zk ) (4.33)

5||g(xk)||
ise d,,,—d, <0’dr.
c.  Bir dual ¢dziimiin oldugu ve Teorem 4.22°nin saglandig1 varsayilsin. Eger

h(u,c)—h(u,,c

0<ek<sk:[ ,2) = h )] (4.34)

5|gCf

ise o halde h(u,,c,) — h(u,c) (Burachik vd., 2006; Gasimov ve Ustiin, 2006).
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Burachik vd. (2006), MSG algoritmas1 i¢in yeni bir yakinsaklik analizi ve yeni bir adim

uzunlugu bulmuslardir. Teorem 4.24’te verilen yakinsaklik sonuglarini gelistirmek igin s,

adim uzunlugu (4.34)’te verilen ozellik yerine s, daha genel bir yol ile se¢ildigi zaman tiim

dual degiskenlerin dizisinin yakinsaklig ispat edilmistir.

Ornek 4.1°de Teorem 4.21’in tiim kosullarinin saglanmasi durumunda asil problemin ¢oziim
kiimesi bostan farkli olsa ve dual aralik olusmasa da dual problemin ¢6ziim kiimesinin bos
olabilecegi gosterilmisti. Literatiirde dual ¢oziimlerin varligin1 garanti eden kosullar genellikle
problem ile iliskili pertiirbasyon fonksiyonunun 6zelliklerine dayanmaktadir. Ancak bilindigi
gibi pertiirbasyon fonksiyonunun hesaplanmasit zor oldugundan alternatif coziimler
tiretilmistir. Azimov ve Gasimov (2002), bunun i¢in amag ve kisitlama fonksiyonlarina dayali

bir kosul gelistirmistir. Burachik vd. (2006) ¢alismasinda ise once genel olarak secilen yeni

adim uzunlugu parametresine gore MSG algoritmasi tarafindan iiretilen {z, } ={(,,c,)} dual

dizisinin yakinsaklig1 ispat edilerek dual ¢oziimlerin varligi icin yeni bir kosul bulunmustur.

Teorem 4.25 [Burachik vd., 2006]
h optimal dual deger yani h =supP  olsun. MSG algoritmas: tarafindan iiretilen
{z,}={(u.c;)} dual dizisi simrli oldugunu ve bazi 77>0 sabiti i¢in adim uzunlugu s, 'nin

o [h@e) = hayc)]

s, > 4.35)
‘ el

esitsizligini sagladigi varsayalim. O halde {z,} dual dizisinin her yigilma noktasi bir dual

¢oziimdiir . Ozel olarak S(P") Q.

Teorem 4.26 [Burachik vd., 2006]

Eger {z,} dizisi sinirh ise yakinsaktir.

Diger taraftan MSG algoritmasi ile iiretilen asil degiskenler dizisi {x, } 'nin, asil problemin
¢coziimiine yakinsamadigi bir ornekle gosterilmistir. Bu sebeple Vk ve bazi >0 igin
%, € X(uy,c, + ) olacak sekilde {X,} yardime dizisi tamimlanarak bu dizinin tiim yi1gilma

noktalarinin optimalligi saglanmistir. Teorem 4.25 ve 4.26 sartlarinin saglanmasi durumunda
{%.} yardimci asil dizisinin y1gilma noktalarinin (P) ’nin ¢6ziimii oldugu gosterilmistir.

(4.35) denkleminde genel olarak verilen adim sayis1 6zel olarak:



81

h(it, ) — h(uy, c;)] [h(,©)=h(u,.c,)]

<5 < , : .

[ el o oo I e 0,2 (4.36)
lsCx] |8Cx]

kosulunu saglayacak sekilde secildiginde asagidaki iki problem birbirine denktir:

i.  {z} dual dizisi simrhdir.
ii. S(PH#D.
hy, —h yakinsakhigmi saglamasi icin adim uzunlugu s, Ozel olarak soyle secilebilir:

a>0, 0<d<2 ve (u,c) optimal dual ¢6ziim olmak iizere;

[, ©) = h(u, ,c,)]+ 0@ —c,)| g (x|
[1+0+a)” | x|’

0<s, =8 4.37)

Burada dikkat edilmesi gereken ozellik adim uzunlugunun belirlenmesinde optimal dual

degere ihtiya¢ vardir. (P)’nin her uygun ¢oziimii 4 igin bir iist simir sagladigindan eger
h(u,c) bilinmiyor ise h yerine onun tahmincisi olarak bir h iist stnirt kullamlabilir Ancak

h>h olacak sekilde secim yapilir ise baz1 6zellikler saglanmayacaktir (Burachik vd., 2006).

MSG yonteminin teorik ve pratik yonden avantaji, kisitlamasiz lineer olmayan optimizasyon
problemlerini ¢6zebilmek i¢in herhangi konvekslik veya diferansiyellenebilirlik sarti
aramamasidir. Algoritma herhangi bir ceza parametresi kullanmaz ve her adimda kesin artan
dual degiskenler dizisi olusturur. Bdylece ¢oziim siirecinin yakinsak oldugu ispatlanmis yani
daima mevcut ¢dziimden daha iyi bir ¢dziimiin bulunacagi gosterilmistir. MSG yontemi,
konveks olmayan bircok problemin ¢6ziimiinde basarili sonuglar elde etmistir (Gasimov,
2002; Gasimov ve Ustiin, 2005, 2006; Burachik vd., 2006)

Ancak yoOntemin bazi dezavantajlart bulunmaktadir: Her bir adimda adim uzunlugu
parametresini yenilemesi durumunda bazi dual degiskenler icin hesaplanan genisletilmis
Lagrangian fonksiyonunun lokal minimum degeri, problemin genel asil-dual optimal
degerinden biiyiik olabilmektedir. Bu durumda algoritma, uygun olan ancak optimal olmayan
bir lokal minimum degerini ¢oziim olarak kabul eder ve durur (Gasimov ve Ustiin, 2005).
Ayrica yontemin baglangi¢ noktasina olan duyarliligi, ¢oziime ulagsmada siirenin uzamasina
hatta bazi problemlerde ¢6ziim bulunamamasina yol acabilmektedir (Sarac ve Sipahioglu,
2004). Burachik vd. (2006) calismasinda belirttigi gibi bir diger zorluk adim uzunlugu
parametresinin belirlenmesinde asil-dual optimal amac¢ fonksiyonu degerinin bilinmesi
gerektigidir. Yontemin bu dezavantajlarim1 asmak amaciyla Gasimov vd. (2004) Uygun

Degerler Temelli Gelistirilmis Subgradient Yontemini (F-MSG) gelistirmistir.
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4.3.2 Uygun Degerler Temelli Gelistirilmis Subgradient Yontemi (F-MSG)

Bu yontem, Gasimov tarafindan verilen MSG yonteminin dezavantajlar1 goz oniinde tutularak
gelistirilmesi sonucu Gasimov vd. (2004, 2006); Gasimov ve Ustiin, (2007) tarafindan
genisletilmis Lagrangian fonksiyonu temelli dual problemi ¢6zmek icin verilmistir. F-MSG
algoritmasi, baslangic adiminda optimal degerin bilinmesine ve her bir iterasyonda adim
uzunlugu parametresini yenilemek icin genisletilmis Lagrangian fonksiyonunun kisitlamasiz
global minimum degerine ihtiyag duymaz. Eger problemin optimal degeri bilinmiyor ise
optimal dual degere yakinsayan ¢6ziim icin bir alt ve {ist sinir1 olan dizi olusturur (Gasimov
vd., 2000).

Simdi, sifir dual aralik ve dual ¢oziimlerin varligi varsayimi altinda tekrardan (4.31)’de

verilen (P") problemini goz oniine alalim.

max h(u,c) = migl L(x,u,c) = migl{ f)+c|g)|-ug(x)}

(u,c)e R" xR,
h, keyfi reel say1 ve (u,c)e R" xR, olmak iizere asagidaki kiime tanimlansin:
Su.c.h)={xe S: L(x.u,c)<h} (4.38)

Eger h > h(u,c) ise S(u,c, ﬁ) # & olacagl agiktir; burada h(u,c), genisletimis Lagrangian
fonksiyonun global minimum degeri olarak hesaplanan dual fonksiyon degeridir. Vxe § i¢in
A(x,u,c)=L(x,u,c)—h(u,c)=0 (4.39)

ise aralik genisligini gosteren parametredir.

Tanim 4.4
Eger f(X) <h ve g(x) =0 olacak sekilde 3xe S mevcut ise h reel sayist (P) problemi igin
uygun deger olarak adlandirilir. Aksi halde h, (P) problemi ic¢in uygun olmayan degerdir.

h , asil-dual optimal deger olmak iizere, eger h>h ise h uygun degerdir; h<h ise h’nin
uygun olmayan deger olacag agiktir.
F-MSG algoritmasi, isminden de anlasildig: iizere asil problemin uygun ve uygun olmayan

degerlerini baz alarak calismaktadir. Algoritmanin islemesindeki temel diisiince soyledir:

Keyfi reel sayis1 A, baslangic dual degiskenleri (u,,c¢,) i¢in verilen L(x,u;,c,) genisletilmis
Lagrangian probleminin bir iist sinir1 olmak iizere P(h;) problemi tanimlanir:

P(hy): “L(x,u;,c,) < h olacak sekilde xe S ¢Oziimii bulmak.”
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P(h) problemi ¢oziilerek A, ’in uygun deger olup olmadigi kontrol edilir. Sonraki adimda,
h’in uygun deger olup olmamasina bagh olarak A =min{L,h —A} veya h =h+A,
seklinde P(h) probleminin iist sinirt giincellenir, burada A, baslangigta secilen pozitif say1

ve L, ise P(h))’in ¢oziimiinden elde edilen uygun degerdir. Bu siire¢ 4, ’in uygun olmayan

deger olmasina kadar devam eder. Uygun olmayan deger alt sinir olarak kabul edilir. Béylece
uygun bir iist sinir ile uygun olmayan bir alt sinir belirlenir. Uygun ve uygun olmayan bitis

noktalarmma ulagilirsa uygun deger icin s =h —A;/2 ve uygun olmayan deger igin

hy =h +A, /2 seklinde giincelleme yapilir. Bdylece iist ve alt sinir arasindaki aralik yeterince

kiiciik oldugu zaman optimal ¢oziime ulasilmig olunur ve algoritma durur (Gasimov vd.,
2006; Gasmmov ve Ustiin, 2007). Buna gore F-MSG algoritmasiin adimlar1 izleyen
sekildedir:

Adim 1:

£, &, A, M pozitif sayilar ile keyfi h, reel sayis1 secilir. n=1, p=0, g =0 alnr.

Adim 2:

(u',c;)e R"xR, ile 0</, <M segilir ve k =1 almarak u, =u', ¢, =¢ olusturulur.

Adim 3:

Verilen (u,,c,) icin izleyen P(h,) problemi ¢oziiliir:

P(h,): “L(x,u,¢) = f(x)+c; | g (0)|| - (., §(x)) < h, olacak sekilde xe S ¢dziimii bulmak.”
Eger P(h,) probleminin bir ¢oziimii yok ise (6rnegin; eger I(k)>M ise) 6. adima gidilir.
Tersine bir ¢oziim var ise g(x,)=0 olup olmadig1 kontrol edilir. Eger g(x,)=0 (veya

|| g(x; )|| <g, )ise 5. adima; aksi halde 4. adima gegilir.

Adim 4:

Dual degiskenler izleyen sekilde giincellenir:
Uy =U =0 h(x), ¢y =c +(1+a)s, ||h(xk )|| olup burada s, adim uzunlugu parametresi:
oa[h, — L(x;,uy,c;)]

O<s, =
e v+ a? ] [seof

veya (4.40)

[ e (h, = Lx,uy.c)+(@ =) g (x)]]

O<s, =
k [+ 1+ | s

4.41)
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burada >0 ve 0<J <2 dir.

(4.41) formiiliinde verilen ¢, dual problemin Lagrangian ¢ carpaninin optimal degeridir.
Pratikte ise ¢ yerine yeterince biiyiik bir say1 se¢ilebilir.

Ayrica (u,,c,) dual degiskenleri ile ilgili olarak s, parametresinin su ozelligi saglamasi
gereklidir:

s ||lg ||+ =i | > L (4.42)

k =k+1 almarak k — +co iken [, — +oo olacak sekilde /, giincellenir ve 3. adim tekrarlanr.

Adim 5:
g(x,)=0 olacak sekilde x,, P(h,) probleminin bir ¢oziimii olsun. O halde
L(x,,u;,c,)=f(x,) olur. g=¢g+1 almir ve p kontrol edilir. Eger p=0 ise o halde

A, =A,;aksihalde A, , =A, /2 alnir ve A, ,, kontrol edilir. Eger A, < &, ise durulur. O

n+l

halde f(x,) yaklastk optimal deger, x, yaklasik asil ¢o6ziim ve (u,,c,) yaklasik dual

¢oziimdiir. Aksi halde ise h,,, =min{f(x,), h,—A,,;}, n=n+1 alr ve 2. adima gidilir.

Adim 6:
p=p+1 alinir. Eger ¢ =0 ise A, =A, ;aksihalde A, ,, =A /2 alimr. A, kontrol edilir.

A, <&, ise durulur. 5. adimdaki gibi yaklasik optimal degerler elde edilir. Aksi halde

By =h, +A

n

wi1> M =n+1 alinarak 2. adima gidilir.

F-MSG algoritmasi, i¢ ve dis dongiiden olusmaktadir: Algoritmanin 3. ve 4. adimi i¢ dongii
olarak kabul edilir. i¢ dongii, 3. adimda verilen keyfi A, reel sayist igin P(h,) probleminin
bir ¢dziimiinii bulmaya calisir. Eger h, uygun deger ise, P(h,) probleminin bir ¢oziimii
vardir ve bu ¢oziim 3. adimda bulunur. Bu adimda k. iterasyonda bulunan ¢oziim, uygun
¢oziim olabilir veya olmayabilir. 1. adimda segilen pozitif & sayisi, 3. adimda P(h,)
probleminin ¢oziimii olarak bulunan x, ¢Oziimiiniin uygun ¢oziim olup olmadigim1 kontrol

etmek icin kullanilan hata simiridir. Eger 3. adimda uygun olmayan coziimlerden olusan
sonsuz bir dizi tiretilmigse (yani g(x;)# 0) dual degiskenleri ve adim uzunlugu parametresi
4. adimdaki gibi giincellenerek bu dizinin uygun bir ¢oziime yakinsamasi saglanir.
Giincellenen dual degiskenler ve adim uzunlugu parametresi icin 3. adim tekrarlanarak

problemin global ¢oziimiine MSG algoritmasina gore daha hizl bir sekilde ulagilir.
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Algoritmanin 2., 5. ve 6. adimlar ise dis dongii olarak kabul edilir. D1g dongii, 4, sayisinin
giincellenmesi ile ilgilidir. 3. adimda yaklasik veya kesin olarak uygun ¢oziime ulagilmis ise
5. adima gegilerek h, ve g parametreleri giincellenir.

Eger baslangigta £, sayis1 uygun deger degil ise yani f(X)< h ve g(x)=0 olacak sekilde
Jxe S mevcut degil ise bu durumda izleyen yol takip edilir: Karar verici esik seviyesi olarak
kabul edecegi yeterince biiyiik bir M sayis1 secer. Eger [(k) degeri M esik degerini asana
kadar yaklasik veya kesin olarak uygun bir ¢oziime ulasilamazsa, verilen A, degeri i¢gin
P(h,) probleminin uygun bir ¢6ziimii olmadig1 sonucu ortaya ¢ikar; yani /4, uygun olmayan
bir degerdir. Bu durumda 6. adima gegilir. 5. adimdaki p parametresinin O olmasi /,’in hala
uygun deger oldugunu gosterir. 6. adima gecildiginde p degeri artacaktir ve bu durum £, ’in
uygun deger olmadigi hakkinda uyar1 verir. A, uygun olmayan deger oldugunda A,
parametresi azalacaktir. Bdylece uygun ve uygun olmayan degerlerden olusan araligin
uzunlugu daralacaktir. Sonugta /s, uygun olmayan ve h,,, uygun deger olmak iizere

{[hn, h, +1]} (sonlu veya sonsuz) dizisi sonsuz dizi oldugu durumda optimal dual degere

yakinsayacaktir. Eger A, ., <&, elde edilirse algoritma sona erer ve en son elde edilen uygun
deger, asil problemin yaklasik optimal amag fonksiyonu degerine esittir.

F-MSG algoritmasinda dikkat edilmesi gereken Ozellikleriden biri baslangi¢ degerleri A, ve
A, degerlerinin sec¢imidir. Bu degerlerin se¢imi modelin isleyis performansim etkilemesi
acisindan onemlidir. Eger baslangicta secilen /, sayisi, uygun deger ise ve optimal ¢oziime
yakin bir deger ise algoritma dogal olarak 5. ve 6. adimlara ugramadan hizli bir sekilde
¢oziime gidecektir. A, degeri ise 5. ve 6. adimlarda h, degerinin giincellenmesi i¢in
kullanilan adim uzunlugu parametresidir. Eger A, parametresi bilyiik secilir ise optimal
degerin bulunacagi aralik biiyiikk olacagindan optimal degere ulasmak; aksi halde A,

parametresi kiiciik secilir ise optimal degerin bulundugu araligi bulmak zaman alacaktir. Bir

diger ozellik ise P(h,) probleminin ¢oziimii i¢in farkli yontemler kullanilabilmesidir.

Gasimov ve Ustiin (2007) bu alt problemin ¢oziilebilmesi icin tek kisitlama fonksiyonu
altinda sahte amac¢ fonksiyonunun minimize edilmesini Onermislerdir. Burada sahte amag
fonksiyonu bilinen bir sabit say1 olarak se¢ilmistir. Bu alt problem degisik optimizasyon paket

programlari ile ¢oziilebilir (Gasimov vd., 2006; Gasimov ve Ustiin, 2007).
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Siradaki teoremler, F-MSG yonteminin yakinsaklik sonuclarini géstermektedir:

Teorem 4.27°de h, sabitinin uygun deger olmasi durumunda, eger dual degiskenler 4. adimda
verilen kosullara gore giincellenmis ise 3. adimda P(h,) probleminin ¢dziimii olarak bulunan
X, ¢oziimler dizisinin, asil problemin uygun ¢oziimiine yakinsayacagi gosterilmistir. Eger A,
uygun olmayan deger ise (4.42) esitsizliginin sol taraf1 sonsuzluga gidecektir. Bu durum £, ’in

uygun olmayan deger oldugu hakkinda uyar1 verir.

Teorem 4.27 [Gasimov vd., 2006]
S kompakt kiimesinde f ve g siirekli fonksiyonlar: tanimlansin. Vk i¢in s, adim uzunlugu
parametresi (4.42)’deki esitsizligi saglasin. Eger algoritma 3. ve 4. adimda {x, }; k=1,2,...

sonsuz dizisini iiretirse, keyfi h, > h uygun degeri i¢in k — oo iken || g(x, )|| — 0 olur.

Izleyen teorem, algoritmada iiretilen dual degiskenler ile optimal dual ¢oziim arasindaki

araligin, s, parametresi degeri i¢in azaldigim gostermektedir:

Teorem 4.28 [Gasimov vd., 2006]

(it,¢) dual ¢oziim ve h = h(i,¢) dual problemin optimal degeri olsun. Verilen & degeri icin
s, parametresi (4.40) veya (4.41)’deki gibi tammlanmak iizere {(uk,ck )} dizisi 3. ve 4.
adimda tiretilen dizi olsun. L(x,,u,,c,) degeri, L(x,u;,c;) <h probleminin bir ¢éziimii
olsun. (u;,c;) nn dual problemin bir ¢oziimii olmadigim1 (yani g(x,)#0 ) varsayalim. O

halde keyfi (&,¢) dual ¢oziimii igin |[(,0) = (g, ¢4y < @, 0) = (g, ¢, )| saglanur.

Teorem 4.29 [Gasimov vd., 2006]
(x,.u,,¢;), b, =h igin algoritmanin 3. ve 4. adimlarinda hesaplansin. {g(x,)} mn sinurls bir

dizi oldugu ve 4. adimdaki giincellestirme kosullarina gore her bir yeni adimda 6 =1 igin

(U 41>Cyy) hesaplandign varsayilsin. Eger 3. ve 4. adimlarda, genisletilmis Lagrangian
fonksiyonunun L, = L(x,,u,,c,) degerlerinden olusan sonsuz bir dizisi liretiliyor ise o halde

k — oo iken L, — h olur.
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Ozetle; F-MSG algoritmasint MSG algortimasindan ayiran 3 temel yenilik mevcuttur:

il

iii.

MSG algortimasinda baglangicta problemin kesin veya yaklasik olarak optimal
degerinin bilinmesi gerekli iken F-MSG verilen keyfi bir iist sinir ile baslar ve her bir
iterasyonda problemin optimal ¢oziimiinii arastirir.

Karar verici, MSG algoritmasinin her bir iterasyonunda genisletilmis Lagrangian
fonksiyonunun kisitlamasiz global minimum degerini hesaplamak zorunda iken, F-MSG
algoritmasinda ise hesaplanmasi ¢ok daha kolay olan P(h,) problemini ¢ézmelidir.
F-MSG algoritmasinda sunulan bir diger yenilik adim uzunlugu parametresinin

giincellenmesi ile ilgilidir. Boylece MSG algoritmasina gore global ¢6ziime daha cabuk

yakinsama saglanir (Gasimov vd., 2006).
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5. PORTFOY SECiMi PROBLEMi

Calismanin bu boliimiinde, ¢ok kriterli optimizasyon teorisinin uygulama alanlarindan biri
olan finans teorisinde portfoy secimi problemi ele alinacaktir. Markowitz (1952), ilk defa
porfoy sec¢imi problemini matematiksel model ile ifade ederek literatiirde bu teorinin
ilerlemesinde bas role sahip olmustur. Bu boliimde Markowitz’in 6nermis oldugu model ve
literatiirde onun modelinin iizerine insa edilen diger birka¢ model goz 6niine alinarak, mevcut
¢Oziim yaklagimlar incelenecek; portfdy secimi probleminde ortalama-varyans yaklagimina
ilaveten yiiksek mertebeli merkezi momentler goz Oniine alindiginda problemin genellikle
konveks olmayan, diferansiyellenemeyen, ¢cok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edildigi
gosterilecektir.

Bir birey ya da kurum olabilen yatirimecilarin tasarruf birikimlerini sermaye piyasalarinda
kullanmaya baslamalar ile birlikte portfoy ve portfdy yonetimi teknikleri ve modellerine
duyulan ilgi ve ihtiya¢ artmistir (Atan, 2005). Portféy yonetiminin temel amaci yatirimcinin
risk ve getiriye kars1 gosterdigi tutum cercevesinde, yatirirmcinin sahip oldugu tasarruflar
degerlendirirken portfdy icerisine hangi varliklarin hangi oranda girecegi ve degisen
ekonomik kosullara baglh olarak hangi varliklarin portfyden ¢ikarilacagina karar vermektir.
Giiniimiizde optimum portfdy olusturulmasi caligmalarinda istatistik ve yoneylem arastirmasi
teknikleri 6nemli bir yer tutar. Ancak bircok normatif karar modelleri, yatirimcinin elinde
bulundurdugu servetini maksimize etmek igin yalmiz bir amaci goéz Oniine alir. Bu tiir
teknikler tek amaci saglamaya yonelik oldugundan karar verici i¢in 6neme sahip diger olasi
amagclarin saglanmasini dikkate almazlar. Oysa ki karar verici i¢in birbirleri ile celisebilen pek
¢ok hedefin veya amacin esanli olarak saglanabilmesi veya bu hedefler arasi ikame
edilebilirligin belirlenmesi 6nemlidir. Bu yiizden, finans kelimesinin daha da matematiksel bir
anlam kazandig1 giiniimiizde finansal karar verme problemlerine ¢ok kriterli yaklasimlar
uygulamak daha yerinde olacaktir (Ertuna, 1991; Steuer ve Na, 2003; Atan ve Duman, 2003).
Portféy olusturmada iki temel yaklasim s6z konusudur: Geleneksel yaklasim ve modern
yaklasim.

Geleneksel portfoy yaklasimi, portfdyde bulunan menkul kiymetler arasindaki iliskiye dikkat
etmeksizin asin cesitlendirmeye gidilerek portfoy riskinin azaltilabilecegini 6ngdrmektedir.
Ancak bu yaklasim, Markowitz’in gelistirdigi teori ile beraber gecerliligini yitirmistir.
Modern portfoy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952) ¢alismasinda, ilk
defa portfoyiin riskini ve getirisini matematiksel model ile ifade etmistir. Ortalama-varyans
yaklagimi olarak bilinen teoriye gore portféy olusturma problemi getiri dagiliminin ilk iki

momentine dayanmaktadir: Getiri dagiliminin beklenen degeri portfoyiin getirisini ve getiri



&9

dagilimimin varyansi portfdyiin riskini temsil eder. Markowitz, calismasinda portfoyiin getiri
dagilimimin ¢ok degiskenli normal dagilima uydugu varsayimini kabul eder; diger bir ifade ile
portfoyiin getirisinin tamamen beklenen deger ile riskinin ise tamamen varyans ile
aciklanabilecegini varsayar. Ancak yapilan calismalar varliklarin marjinal dagilimlarinin
normal dagilima gore daha sivri ve asimetrik 6zellikleri gosterdigini ortaya koymustur. Bu
sebeple portfdyiin getirisi ve riskini tanimlamak icin ortalama ve varyans haricinde ikiden
yilksek mertebeli momentlere ihtiyagc duyulmustur. Ancak ikiden yiiksek mertebeli
momentleri dikkate alan calismalar problemi oldukca zor bir yapiya doniistiirdiigii icin
arastirmacilar tarafindan uzun yillar ihmal edilmistir. Getiri dagiliminin tigiincii merkezi
momenti ile alakali ¢arpiklik kriterini gbz Oniine alan calismalar artmaya basladikca ikinci
mertebeden yiliksek momentlerin portfoy secimi problemlerindeki 6nemi artmistir. Dordiincii
merkezi moment ile alakali basiklik kriteri ise literatiirde ¢ok az ilgi ¢cekmistir.

Getiri dagilimlarinin normal dagilima gore asimetri ve sivri oldugunu kanitlayan ¢aligmalar
ile carpiklik ve basiklik katsayilarinin finansal problemlerdeki 6nemi artmistir. Carpiklik
Olciisti, bir dagilimin ortalamasi1 etrafindaki asimetri derecesini, basiklik Olgiisii ise  bir
dagilimin ortalamasi etrafindaki yayginhigini 6lcer. Normal dagilmayan getiri dagilimi i¢in
risk Olciimil olarak sadece varyansin veya standart sapmanin kullanilmasi riski oldugundan
diisiik tahmin eder.

Yatirimcei riske kars1 gosterdigi tutuma gore getiri elde eder. Bazi yatinimeilar riski severken
bazilan riskten kacar. Sezgisel olarak yatinmcinin yiiksek riske katlanarak yiiksek getiri elde
edecegi, diisiik risk ile ise diisiik getiriye raz1 olacagi goriisii yaygindir. Bu sebeple hangi
yatirim aracina yatirim yapilacaginin belirlenmesi agisindan risk ve getiri arasindaki iliskinin
belirlenmesi olduk¢a 6nemlidir.

Yapilan calismalar ile riskten kagan yatinmcinin ortalama ve varyans parametreleri ayni olan
getiri dagilimlan arasindan pozitif carpikligi ve diisiikk basikligi olami tercih ettigi ortaya
cikmistir. Portfoy getiri dagilimi pozitif carpik ise diisiik degerde getiriler siklikla olusurken
kayiplar genellikle azdir. Cok yiiksek getiri elde etme olasilig: ise oldukca diisiiktiir. Getiri
dagilim1 normalden sivri ise ¢ok yiiksek veya cok diisiik getirilerin meydana gelme olasilig
normal dagilima gore daha yiiksektir. Bu sebeple getiri dagiliminin hem negatif carpik olmasi
hem de normalden sivri olmas1 durumunda negatif getiri olasilig: artar.

Markowitz’in modelinin ve onun modeli iizerine insa edilen diger bir¢ok modelin eksik yani
pratikte oldukca ©neme sahip olan gercek problem kisitlamalarmna sahip olmayislaridir.
Gergek hayatta karsilasilan durumlardan bazilarn portfdy igerisinde bulunmasi istenen menkul

kiymet sayis1 ve menkul kiymetlerin agirliklar gibi kisitlamalardir.
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5.1 Portfoy Secimi Problemi icin Onceki Calismalar

Modern portfoy teorisinin kurucusu sayillan Markowitz’in (1952) gelistirdigi ortalama-
varyans modeli ile beraber portfoy secimi problemi iizerine bir¢ok calisma yapilmaya
baglanmistir. Markowitz’in teorisi ile beraber literartiirde yatirimcilarin karar verirken
oncelikle beklenen getiriden ve getiri varyansindan etkilendikleri varsayimi yayginlagmustir.
Markowitz’in modelini kullanmanin 6n kosulu getiri dagilimlarinin normal dagilima uymast
ya da fayda fonksiyonunun sadece ilk iki momente dayanmasidir; bir diger ifade ile fayda
fonksiyonunun karesel bir yapiya sahip olmasidir. Ancak finans verilerinin normal
dagilmadig bilinen bir gercektir. Yapilan deneysel calismalarda finans verilerinde normal
dagilima gore kalin kuyruk ve asimetri 6zelliklerinin bulundugu, normal dagilima uymadigi
desteklenmistir: Mandelbrot (1963), Fama (1963), Blattberg ve Gonedes (1974), Kon (1984),
Mills (1995), Campbell (1997), Peiro (1999), Harvey ve Siddique (1999, 2000), Premaratne
ve Bera (2002). Markowitz’in modeline getirilen bir diger elestiri ise bazi1 bilim adamlarinin
i.  Getiri dagilimi normal dagilima sahip degil ise
ii.  Yatinmecinin fayda fonksiyonu karesel mertebeden daha yiiksek ise veya yiiksek
mertebeden momentlerin yatirimcinin kararini etkilemedigine dair bir kanit yok ise
ikinci mertebeden yiliksek momentlerin ihmal edilemeyecegine ait goriisler ortaya atmastydi:
Arditti (1967, 1971), Levy (1969), Samuelson (1970), Jean (1971), Levy ve Sarnat (1972),
Rubinstein (1973), Kraus ve Litzenberg (1976), Scott ve Horvarth (1980), Lai (1991), Konno
ve Suzuki (1995), Chunhachinda vd. (1997), Prakash vd. (2003), Lai vd. (2006)...
Samuelson (1970), yatirim kararlar1 sonlu bir zaman araliginda sinirlanmis ise ortalama-
varyans yaklasiminin yetersiz kalacagini ve yiliksek mertebeli momentlerin dikkate alinmasi
gerektigini vurgulamistir. Hanoch ve Levy (1970), karesel fayda fonksiyonunu tercih eden
yatinmcinin genel varsayimin aksine azalan degil artan mutlak riskten kactigini; Levy ve
Sarnat (1972) ise varliklarin goreceli olarak diisitk mutlak getiri tiretmeleri halinde karesel
fayda fonksiyonu varsayimlarinin kullanish olabilecegini gostermistir.
Portféy secimi probleminin boyutu arttik¢a, etkin yiizeyi belirlemek zorlasir. Literatiirde
yilksek momentlere dayali portfoy secimi problemi ile ilgili calismalar incelendiginde
arastirmacilarin genellikle getiri dagiliminin orijine gore birinci momenti ile ikinci ve iigiincii
merkezi momentleri yani sirast ile ortalama-varyans-carpiklik kriterleri iizerinde
yogunlastiklar1 gozlenmistir.
Arditti (1971), Simkowitz ve Beedles (1978), Fielitz (1976), Singleton ve Wingender (1986),
Gibbons vd. (1989) getiri dagiliminin simetrik degil aksine saga ¢arpik oldugunu gostermistir.

Scott ve Horvarth (1980), riskten kacan bir yatinmci pozitif ¢arpiklik icin pozitif tercihte
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bulunuyor ise basiklik i¢in negatif tercihte bulunacagini; Brennan (1979) ile He ve Leland
(1993) portfoy getiri dagilimi aymi ortalama ve varyansa sahip ise yatirimcinin pozitif
carpiklig tercih ettigini gostermislerdir.

[k defa Arditti ve Levy (1975), carpiklik kriterini iceren ¢ok dénemli probleminin ¢oziimii
icin sabit bir carpiklik kisitlamasi altinda portfdy getirisinin beklenen degerini maksimize
eden lineer olmayan programlama modeli Onermistir. Arditti ve Levy’nin varsayimina gore
getiri oranlart her bir donemde, sifir carpiklik ile benzer ve bagimsiz dagilir. Bu varsayimdan
¢ok donemli modelde carpiklik kriterinin, ortalama ve varyans degerlerinin bir fonksiyonu
oldugu sonucu ¢ikar. Ancak bu varsayim dogru olamaz; ciinkii carpiklik katsayisinin tek
donem icin anlamsiz olmasi ¢coklu donem i¢in de anlamsiz olmasimi gerektirmez. Ayrica ¢ok
donemli modelde carpiklik kriteri, ortalama ve varyansin bir fonksiyonu ise ortalama-varyans-
carpiklik etkin kiimesi, ortalama-varyans etkin kiimesinin bir alt kiimesi olmalidir. Arditti ve
Levy’nin modelinde ¢arpiklik, ortalama ve varyansin bir fonksiyonu olarak belirlenmezse ve
uygun olmayan carpiklik kisiti segilirse modelin optimal ¢6ziimii bulunamayabilir. Kane
(1982) calismasinda ortalama-varyans-carpiklik modelinde iyi c¢esitlendirilmis portfdy ve
risksiz varlik oldugu varsayimlar altinda yatirimcinin karar vermesini basitlestirmistir. Ancak
carpiklik kriterini g6z Oniine alan iyi cesitlendirilmis portfoyiin nasil olusturulacaginin
belirsizligi sebebiyle yol gosterici bir calisma olmamistir. Lai (1991) ¢aligmasinda ise yliksek
momentlere dayali optimal portfoy secimi probleminin dayanmasi gereken varsayimlar
ortaya atmigstir. Portfoy getirilerinin beklenen degeri ve carpikligii maksimize ederken
varyansini minimize etmeye ¢alismistir. Bu problemi ¢ézmek igin ise yatinmciin kigisel
kararlarim1 ve tercihlerini de gtz Oniine alan polinomsal hedef programlama yontemini
se¢migtir. Lai, her bir tekli donemde carpiklik kriterini ihmal ederek ortalama-varyans
kriterlerine dayanarak elde ettigi optimal portfoylerin ¢coklu dénem modelinde etkin portfoy
olmadiklarin1 gostermistir. Chunhachinda vd. (1997), optimal portfdy olusturmada ¢arpikligin
yatinmcinin kararlarin1 onemli derecede etkiledigini polinomsal hedef programlama yardimi
ile gostermistir.

Portféy secimi probleminin dort boyutlu probleme doniigsmesi, ¢cok boyutlu etkin yiizeyi
tanimlamanin zorlugundan dolay1 problemi olduk¢a zor bir yapiya doniistiirdiigii i¢in birgok
aragtirmaci tarafindan siklikla ihmal edilen basiklik kriteri, getiri dagiliminda meydana
gelecek asir1 kayip ve kazanclarin olasiligin1 6lgmesi bakimindan 6nemlidir.

Fang ve Lai (1997), ilk defa carpiklik kriterinin yani sira basiklik kriterini de goz Oniine
alarak finansal varlik fiyatlama modelini gelistirmis ve sistematik varyans, carpiklik, basiklik

icin risk primlerini tahmin etmistir. Bu c¢alismaya gore varliklarin beklenen getirileri
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sistematik varyansin yani sira sistematik carpiklik ve sistematik basiklikla yakindan ilgilidir.
Dittmar (1999) ise riskten kaginmak i¢in gerek kosulun azalan tam 6ngérii oldugunu ve bunun
da teorik olarak basikliktan kagarak saglandigimi gostermistir. Davies vd. (2004), Berényi
(2001, 2005), Lai vd. (2006) ortalama ve carpiklifi maksimize ederken ayni anda varyans ve
basiklift minimize etmek ve yatinmcinin tercihlerini de modele yansitabilmek icin
polinomsal hedef programlama yontemini tercih etmislerdir. Athayde ve Flores (2002),
Adcock (2005) ile Jurczenko ve Maillet (2005) verilen ortalama, carpiklik ve basiklik icin
varyansl minimize etmeye calisarak ortalama-varyans-carpiklik-basiklik modelini ¢ozmeye
calismiglardir.

Ikiden yiiksek mertebeli momentleri gbz oniine alan ¢aligmalarda dikkat edilmesi gereken
nokta ise eger portfoyde yer alan varliklar arasinda yiiksek derecede korelasyon var ise yani
varliklar birbirinden bagimsiz degil ise portfoyiin ortalama, varyans, carpiklik ve basiklik
degerlerini ifade etmek icin her bir varligin marjinal momentleri yaninda portfoydeki bir
varligin diger bir varlik ile arasindaki iliskisini gosteren yiiksek mertebeli bilesik momentlerin
dikkate alinmasi gerekliligidir. Aksi halde hesaplanan degerler sahte olabilir. Birlikte
carpiklik (co-skewness) ve birlikte basiklik (co-kurtosis), portféy modelindeki bir varligin
portfdy carpikligia ve portfoy basikligina olan marjinal katkis1 olarak yorumlanabilir. Ilk
defa Kraus ve Litzenberg (1976), yiiksek mertebeli bilesik momentlerin dikkate alinmasim
onermistir.

Varlik sayis1 kisitlamalar gibi pratik amaglar g6z oniine alindiginda etkin sinir egrisi siireksiz
fonksiyon haline doniisiir. Literatiirde varlik sayis1 kisith portfoy optimizasyonu problemi icin
¢ok az sayida caligma vardir. Ortalama-varyans uzayinda varlik sayisi kisitlamasi goz Oniine
alindiginda problem genellikle karma-tamsayili lineer olmayan karesel programlama
problemiyle ifade edilir ve bu problemi ¢6zmek i¢in genel olarak iki yaklasim s6z konusudur:
Karma-tamsayili lineer olmayan programlama i¢in uygun algoritma tekniklerini kullanmak
veya Markowitz’in mimimize etmeye calistigi karesel amac fonksiyonu yerine lineer risk
fonksiyonu kullanip sezgisel yontemlere dayanarak yaklasik ¢oziim bulmak.

Bienstock (1995, 1996) karesel risk yaklagimini ileri siirerek problemin ¢oziimii i¢in branch-
and-cut algoritmasim kullanmistir. Speranza (1996) ise ilk defa lineer risk yaklasimi igin
varyans yerine negatif-yar1 ortalama mutlak sapma fonksiyonunu kullanarak karma-tamsayilt
programlama problemi elde etmis ve sezgisel yontemler ile modeli ¢ozmiistiir. Chang vd.
(2000) ise portfoyde bulunacak varlik sayisi ve portféyde tutulan varligin sahip oldugu oran

kisitlamalari altinda Markowitz’in problemini sezgisel yontemler ile ¢ozmiistiir.
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5.2 Portoy Teorisine Giris

Bir yatirimcinin sahip oldugu tiim menkul kiymetler portfoyii olusturur. Daha genel bir ifade
ile portfoy, belirli amaglar1 gerceklestirmek isteyen yatirimcilarin sahip oldugu birbirleriyle
iliskisi olan ve kendine 6z Sl¢iilebilir nitelikleri olan yeni bir varliktir (Ceylan, 2003).

Portféy yOnetimi, yatirnmcinin sahip oldugu servetini, menkul kiymetler arasinda minimum
risk maksimum getiri saglayacak sekilde paylastirmaktir. Portfoy yonetiminde amac,
yatinmceinin risk ve getiriye kars1 gosterdigi tutum cercevesinde belirlenen yatirim siiresince
portfoy icine hangi varliklarin hangi oranlarda girece§ine ve zamanla degisen ekonomik
kosullara bagh olarak hangi varliklarin portféyden c¢ikarilacagina karar vermektir (Ertuna,
1991; Ceylan, 2003).

Menkul kiymetler ve degisik yatinm araglarindan cesitli portféyler olusturmak miimkiindiir.
Buna gore tamamen hisse senetlerinden olusan, hisse senedi ve tahvillerden olusan, tamami
tahvillerden olusan ve hisse senedi ile tahviller disinda diger yatinm araglarindan (varliga
dayali menkul kiymet, bono, repo, altin, metrekare konut sertifikalari, gelir ortaklig1 senetleri,
doviz ve doviz tevdiat hesaplari) olusan portfdy cesitleri s6z konusudur (Demirtas ve Giingor,
2004).

Menkul kiymet yatirimlarinin belirgin 6zelliklerinden biri belirsiz olmasidir. Yatirim kararlar
gelecege yonelik oldugundan yatirnmcinin elde etmek istedigi getiri yani beklenen getiri ile
elde edilen getiri farkli olacaktir. Bu durum finansal ac¢idan risk ile tanimlanir. Bir diger ifade
ile finansal risk, fiyatlarin dalgalanirligi karsisinda isletmelerin ya da bireysel yatirnmcilarin
aktif ve pasif degerlerinin degismesi olarak tanimlanir. Gelismekte olan iilke ekonomileri i¢in
i¢csel ve digsal kosullardan kaynaklanan istikrarsizliklar ile spekiilatif faaliyetler belirsizlik ve
riski daha da arttirmaktadir. Bu nedenle yatirimci, bircok risk unsuru ile karsi karsiyadir.
Yatirimcei, tek bir menkul kiymete yatinm yapmaktansa servetini ¢esitli menkul kiymetler
arasinda paylastirarak portfdyiinii olusturur ve bu risk unsurlarim1 yok etmeye calisir.
Portfoéyiin olusturulmasi ve yonetilmesi yatinm ortamina ait belirsizlikleri ortadan kaldirir;
clinkii iyi cesitlendirilmis bir portfdy icin portfoyiin toplam riski, portféyii olusturan
varliklarin sahip oldugu risklerin toplamindan daha kiigiiktiir (Sevil, 2001; Yalciner vd.,
2004).

Menkul kiymet getirilerinin bir diger énemli 6zelligi ise getiriler arasinda iliski olmasidir.
Bir¢cok ekonomik nicelik gibi menkul kiymet getirileri de birlikte ¢ikma ve diigsme
egilimindedirler. Ancak bu iligki her zaman tam degildir; bireysel menkul kiymetler ve
endiistriler bazen genel refah akisinin tersinde hareket edebilirler. Genellikle ayn1 endiistride

yer alan menkul kiymetlerin birbirleri ile daha iliskili oldugu kabul edilir (Markowitz, 1959).
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Yatirimcilar genellikle menkul kiymetin getirisi hakkinda bilgi sahibi iken menkul kiymetin
sahip oldugu riski ise tam olarak bilemezler. Toplam riski olusturan etmenlerin yatirimci
tarafindan biliniyor olmasi durumunda yatirimei bazi riskleri kontrol altina alabilir. Buna gore
toplam riski olusturan iki tiir riskten bahsetmek miimkiindiir: Sistematik risk ve sistematik
olmayan risk.

Sistematik risk, sosyal, ekonomik ve politik cevredeki degisikliklerden dolay1 kaynaklanan
risk olup portfoyii cesitlendirme yolu ile yok edilemeyen risk olarak bilinir; ¢iinkii sistematik
risk, tiim yatinmlarin getirilerini etkileyen risktir. Piyasa bir biitiin olarak yiikselme trendine
girdiginde menkul kiymetlerin bircogunun fiyat1 yiikselir. Bu riskin kaynaklar1 olarak baslica
faiz orami riski, piyasa riski, politik risk ve kur riski sayilabilir.

Sistematik olmayan risk ise bir menkul kiymet veya sektore has olan risk olup bir sirkette
mevcut olan is¢i grevi, yonetici hatalari, reklam kampanyalan ile ortaya ¢ikar. Bu nedenle
yatirmct farkli menkul kiymetlere yatinm yaparak yani c¢esitlendirme yolu ile bu risk
azaltabilir. Bu riskin kaynaklar1 olarak baglica finansal risk, yonetim riski, is ve endiistri riski
sayilabilir.

Finansal karar vermede temel yaklasim optimum portféy olusturmaktir. Portfoy olusturmada
iki temel yaklasim s6z konusudur: Geleneksel yaklasim ve modern yaklagim.

Geleneksel portfoy yaklasimi, bilimsel bir dayanagi olmamakla beraber daha ¢ok subjektif
yargilar tizerine kurulu olup “biitiin yumurtalar1 ayn1 sepete koyma” prensibi ile portfoyde
bulunan menkul kiymetler arasindaki iliskiye dikkat etmeksizin asir ¢esitlendirmeye gidilerek
portfoy riskinin azaltilabilecegini Ongdrmektedir. Ancak bu yaklasim, Markowitz’in
gelistirdigi teori ile beraber gecerliligini yitirmistir.

Modern portfoy teorisinin kurucusu olarak bilinen Harry Markowitz (1952) “Portfolio
Selection” isimli makalesinde, ilk defa portfoyiin riskini ve getirisini matematiksel model ile
ifade etmistir. Menkul kiymet getirilerini rassal degisken kabul eden modele goére menkul
kiymet getirilerinin dogrusal bilesimi ile olusan portfoy getirileri de rassal degisken olup bu
rassal degiskenin olasilik dagilimindan bahsetmek miimkiindiir. Boylece gecmis donem
verilerine dayanarak elde edilen getiri dagiliminin ortalmasi ve varyansi yardimi ile portfoyiin
getirisi ve riski Sl¢iiliir.

Markowitz’in makalesi, yatirimlar1 ¢esitlendirme diisiincesini de bilimsel olarak agiklamig ve
sadece portfoyde yer alan menkul kiymet sayilarini arttirarak cesitlendirme ile riskin
azaltilamayacagini bunun yam sira varliklar arasindaki iliskilere dikkat edilmesi gerekliligini
gostermistir. Markowitz’e gore (1952) eger menkul kiymet getirileri birbirleri ile iligkisiz ise

o halde cesitlendirme ile portfoy riski elimine edilebilir. Eger menkul kiymet getirileri



95

arasindaki iligki tam ise yani tim menkul kiymet getirileri tam uyum igerisinde birlikte cikma

ve diisme egiliminde ise ¢esitlendirme yolu ile portfdyiin riski elimine edilemez. Gergekte ise

menkul kiymet getirileri ne birbirinden bagimsizdir ne de aralarinda tam iliski s6z konusudur;

ancak aralarinda yiliksek derecede iliski oldugu bilinen bir gercektir. Bu durumda

cesitlendirme portfoyiin riskini azaltabilir ancak riski yok edemez. Riski azaltmak icin ise

birbirleri ile yiiksek derecede iliskili olan menkul kiymetler ile portfdy olusturmaktan

kacinmak gereklidir. O halde menkul kiymetler arasindaki iligskiyi dikkate alan iyi bir

cesitlendirme yapilmasi durumunda portfoyiin beklenen getirisini degistirmeden portfoyiin

riskini azaltmak miimkiindiir (Markowitz, 1959).

Markowitz’in c¢aligmasinin bir diger onemli 6zelligi, yatirimel i¢in 6nemli olan menkul

kiymetin kendi sahip oldugu risk degil, o menkul kiymetin portféyiin varyansina yapacagi

katkinin ne oldugudur. Bu durum ise o menkul kiymetin kovaryansi ile agiklanir (Rubinstein,

2002). Yatirim karart alinirken menkul kiymetler ayr1 ayri degil biitiin portfoy ele alinir.

Markowitz’in ¢aligmasinda beklenen deger ile temsil edilen portfoyiin getirisi maksimize

edilirken varyans ile temsil edilen portfoyiin riski ise minimize edilerek yatirimciy1 en ¢ok

tatmin eden portfdyler bulunmaya calisilir.

Modern portfoy teorisi, yatirimcilarin ve finansal piyasalarin davramislar ile ilgili olarak

cesitli varsayimlara dayanmaktadir:

i.  Yatinmcilar, kararlarim getiri dagiliminin olasilik dagilimina gore alir.

ii.  Belli periyotta tamimlhi getirilerin olasilik dagilimi yatinmcilar tarafindan tahmin
edilebilir. Getiri dagilimi, normal dagilim varsayimlarini saglar.

iii.  Yatirimcilar tek donemde faydalarin1 maksimize etmeye calisir.

iv. Getiri degerlerinde meydana gelen degiskenlik yatinmcilar tarafindan riskin
Olctilmesinde kullanilir.

v.  Yatinmecilar yalnizca portfoy getirilerinin ortalama ve varyansi ile ilgilenir.

vi.  Getiri olasilik dagiliminin orijine gore birinci momenti olan beklenen deger ve ikinci
merkezi momenti olan varyans, portfoyiin getirisi ve riskini 6lgmek i¢in kullanilir.

vii. Yatirimeilar rasyoneldir ve risk almaktan hoslanmaz.

viii. Finansal piyasalar etkindir (Chen vd., 2008).

Ortalama-varyans yaklasimi olarak bilinen teoriye gore portfdy olusturma problemi getiri

dagilimimin ilk iki momentine dayanir: Getiri dagiliminin beklenen degeri portfoyiin getirisini

ve getiri dagiliminin varyansi portfdyiin riskini temsil eder. Markowitz’in teorisine gore

verilen risk seviyesinde portfoyiin beklenen getirisi maksimize edilir veya hedeflenen

beklenen getiri seviyesinde portfoyiin riski minimize edilir.
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Yatinmecinin amact diisiik risk ile yiiksek beklenen getiri hedeflemektir. Belirli bir risk
diizeyinde maksimum getiriye sahip veya beklenen getiri hedefinde en diisiik riske sahip
menkul kiymetlerin olusturdugu portfdy etkin veya optimal portféy olarak adlandirilir.
Markowitz, ¢calismasinda cesitli risk ve beklenen getiri diizeyinde olusan optimal portfoylerin
bir araya gelmesi ile olusan egriyi etkin siir egrisi ile tamimlar. Bu egri iizerindeki her
portfoy yatirimciy1 en fazla tatmin eder (Markowitz, 1959).

Yatiime1 ise riske karsi izleyecegi tutuma gore etkin simir egrisi iizerinden portfoyiinii
sececektir. Yatirimecinin riske karsi izleyecegi tutumu ise kayitsizlik egrileri ile agiklanir. Bir
kayitsizlik egrisi lizerindeki her nokta yatirimciya es fayda saglar. Bu egri yardimi ile

yatinmcinin katlandigi risk karsisinda getiri beklentileri goriilmektedir:
(Fetirt

2
|

2

E
E

4

» Lislk

Sekil 5.1 Yatirimer kayitsizlik egrileri (Genel, 2004).
E, egrisi, risten asint diizeyde kagan yatirimciy: temsil eder. Bu yatirimci, riskte meydana
gelecek kiiclik bir degisikligi ancak beklenen getirisinde biiyiik bir artis olmasi halinde
kabullenir. Yatirimin riski, beklenen getirisinden daha 6nemlidir.

E, egrisi, riske karst tamamen duyarsiz yatirmciyr temsil eder. Bu yatiimcl, yatirim

kararlarini yalnizca beklenen getiri degerlerine gore alir.

E, egrisi, riske karsi tamamen duyarli yatirnmciyr temsil eder. Bu yatirimci, yatirim

kararlarinmi yalnizca risk degerlerine gore alir.

E, egrisi, riski seven yatirimciy: temsil eder. Bu yatirimel, olasi bir getiri artist icin yliksek

diizeyde risk almaya egilimlidir. Elde edilecek getiri, riskten daha 6nemlidir.

Gergek hayatta ise riske tamamen duyarli ve duyarsiz yatirnmcilarin olmadigi yatirnmcilarin
ise bu iki ug risk degeri arasinda getiri hedefledikleri bilinir (Genel, 2004).

Yatirimei, risk - getiri ekseni {lizerinde katlanabilecegi risk diizeyinin belirledigi bireysel

kayitsizlik egrisinin etkin kiimeye teget oldugu noktada dengeye ulasarak optimal portfoyii
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elde eder (Ozdil ve Yilmaz, 2001). Béylece yatirrmcinin sececegi optimal portfdy, hem etkin
sinir egrisi lizerinde yer alan hem de yatirnmcinin kayitsizlik egrisi iizerinde yer alip en fazla

fayday1 sunan portfoydiir.

# Fisle
Sekil 5.2 Yatinmcinin optimal portfoyiiniin belirlenmesi (Sharpe vd., 1985).

5.3 Portfoyiin Getirisi ve Riski

MPT’ye gore yatirimel, yatirrm dénemi basinda her bir menkul kiymetin yatirnm i¢indeki
oranim belirleyerek servetini ¢esitli menkul kiymetler arasinda paylastirir. Donem boyunca,
her bir menkul kiymet rassal getiri oran1 olusturur. Bu ylizden donem sonunda yatirimcinin
serveti, getirilerin agirlikli ortalamasina gore degisecektir. Bu sebeple verilen bir menkul
kiymetin getirisi, rassal degisken olarak kabul edilebilir. Yatirimcinin amaci, hangi menkul
kiymete hangi oranda yatirnm yapmast gerektigini belirleyerek donem sonunda beklenen
faydasin1 maksimum yapmaktir. Belirsizlik altindaki bu problem, lineer olmayan stokastik
programlama problemi olmasina karsilik Markowitz fayda fonksiyonunu 2. mertebeden
Taylor acilimina yaklastirarak beklenen fayda fonksiyonunu yaklasik olarak getirilerin
ortalamasi ve varyansi ile ifade etmistir (Kaplan, 1998). Ancak yapilan calismalar ii¢iincii ve
dordiincii mertebeli merkezi momentlerin goz Oniine alinmasi gerektigini gosterdigi icin
yatirnmcinin beklenen fayda fonksiyonu 4. mertebeden Taylor serisi acilimi ile daha iyi temsil

edilecektir: U , sonsuz kere diferansiyellenen fayda fonksiyonu olmak iizere

UR) = i [ & )]«R E(R))} (5.1)
S "[ < )] ‘
E[UR)]|=U[E(R)] Z (R-E(R)) (5.2)

k=

(Liow ve Chan, 2004; Jurczenko ve Maillet, 2006; Martellini ve Ziemann, 2007).
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5.3.1 Portfoyiin Beklenen Degeri

MPT’ye gore portfoyiin getirisi, portfoyiin beklenen degeri ile olgiiliir. Rassal degiskenlerin
toplamimin beklenen degeri, her bir rassal degiskenin beklenen getirisi toplamina esit
oldugundan, portfdyiin beklenen getirisi, portfoyii olusturan her bir menkul kiymetin beklenen
getirilerinin agirlikli ortalamasina esittir. Burada agirliklar, her bir menkul kiymetin portfoy

i¢indeki yatinm oramni gosterir. O halde R,, portfoy getirisi rassal degiskenini gostermek

tizere, portfoy getirisinin beklenen degeri:
E(R))=)_x E(R) (5.3)
i=1

n: Portféydeki menkul kiymetlerin sayisi,

E(R)=\,: i. menkul kiymetin beklenen degeri

X : i. menkul kiymetin yatirim orani; in =1 ve x, 20 kisitlamalari saglanir.
i=1

5.3.2 Portfoyiin Varyansi

MPT’ye gore portfyiin riski, varyansi (veya standart sapmasi) ile oOlciiliir. Gergek hayatta
bircok ekonomik nicelik gibi menkul kiymet getirileri de birlikte hareket etme egiliminde
olduklarindan menkul kiymet getirileri birbirinden bagimsiz degildir, yani aralarinda iliski
mevcuttur. Bu sebeple iki rassal degiskenin birlikte dagilma Olgiisii olup degisme
beraberligini ortaya koyan kovaryans degeri goz Oniine alinmalidir. Bu yiizden portfdyiin
varyansi, menkul kiymetlerin varyanslarinin agirlikli ortalamasina esit olmayip, portfoyii

olusturan her bir menkul kiymet ¢ifti icin hesaplanan kovaryanslarin agirlikli ortalamasina

esittir:

Var(R,)=0" = E[{xT (R, - E(Rp))}z} = Z":xfcf +Z":Z":xl.xj<sij (i # ) (5.4)
= Pl

veya J

o, = :1 ,-: X.X,0; (5.5)

o, =E|[{R - E(R)H{R,~E(R))} | (5.6)

o, : i. menkul kiymetin standart sapmasi
p, : i. ve j. menkul kiymet arasindaki korelasyon katsayisi

G, : i. ve j. menkul kiymetin birinci mertebeden merkezi bilesik momenti (kovaryans)
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Cov(R,R;)=p,;00,=0, 5.7)

[/ ] ij
olmak tizere diger bir ifade ile portféyiin varyansi:

G, = Zn: Zn: X;X;p;0,0; (5.8)

i=l j=1

Markowitz’in Onermis oldugu yaklasima gore portfGyiin riskini azaltmak i¢in menkul
kiymetler arasindaki korelasyona dikkat edilmesi gerekliligi (5.8) formiiliinden
anlasilmaktadir. Markowitz’in yatirnmlari cesitlendirmede One siirmiis oldugu yaklagimu, iki

menkul kiymet ile olusturulan bir portfdy i¢in ele alarak agiklayalim:

A menkul kiymeti i¢in yatirrm oram1 x, ve B menkul kiymeti i¢in yatirim oramt x, =1-x,

olsun. O halde portfdyiin beklenen getirisi ve varyansi:

E(R,))=x,E(R,)+x,E(Ry,),

o) =(x,0,+X;6,)" =x,’0,” +x,°6,> +2x,x,p,,6,0,

Buradan portfdyiin varyansi yani riskini azaltabilmenin, A ve B menkul kiymetleri
arasindaki iliskinin yonii ve derecesini gosteren p,, korelasyon katsayisina bagli oldugu
goriiliir.

P,z =1 oldugunu varsayalim; yani A ve B menkul kiymetleri arasinda tam pozitif dogrusal
iliski olsun. Bu iligki iki menkul kiymetin tamamen ayn1 yonlii hareket ettigini gosterir. Diger
bir ifade ile bir menkul kiymetin getirisinde artis (azalig) oluyor ise diger menkul kiymetin
getirisinde de aym artis (azalis) s6z konusudur. O halde portfdyiin varyansi

o, =x,’0,’ +x,°0,’ +2x,x,6,0, = (x,0, +X,6,)" =

G,=x,0,+X,0,

Tam pozitif dogrusal iliski olmast durumunda portfdyiin standart sapmasi, her bir menkul
kiymetin standart sapmasimin agirlikli toplamina esit olacaktir. Bu durumda tiim portfoyler

etkin olup portfoy secimi sadece yatirimcinin risk tercihine bagl olacaktir. Ayni1 zamanda bu
durumda ¢esitlendirme ile portfoy riskin azaltilmas1 miimkiin degildir.

0<p,z <1 oldugunu varsayalim; yani A ve B menkul kiymetleri arasinda pozitif iliski
olsun. O halde bir menkul kiymetin getirisindeki artis (azalig) oluyor ise muhtemelen diger
menkul kiymet getirisinde de artis (azalis) olacaktir. Bu durumda portfdyiin standart sapmast,
her bir menkul kiymetin standart sapmasinin agirlikli toplamindan kii¢iik olacaktir. O halde

pozitif iliski olmasi halinde ¢esitlendirme ile portfoyiin riski azaltilabilir.
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-1<p,; <0 oldugunu varsayalim; yani A ve B menkul kiymetleri arasinda negatif iliski
olsun. O halde bir menkul kiymetin getirisindeki artis (azalig) oluyor ise muhtemelen diger
menkul kiymet getirisinde de azalis (artig) soz konusu olacaktir. Bu durumda portfGyiin
standart sapmasinin degeri azalacagi icin c¢esitlendirme ile portfoyiin riskini azaltmak
miimkiindiir.

p,; =—1 oldugunu varsayalim; yani A ve B menkul kiymetleri arasinda tam negatif
dogrusal iligki olsun. Bu iliski iki menkul kiymetin tamamen ters yonlii hareket ettigini
gosterir. Diger bir ifade ile bir menkul kiymetin getirisinde artis (azalis) oluyor ise diger
menkul kiymetin getirisinde de ayn1 azalis (artis) s6z konusudur. O halde portfdyiin varyansi
o, =x,’0,’ +x,°0,’ —2x,X,6,0, = (x,0, —x,6,)° =

6, =%(x,0, —x,0,)

Tam negatif dogrusal iliski olmas1 halinde portfdyiin riskini sifirlamak miimkiin olabilir. Bu
durumda ¢esitlendirme yapmak yatirimei i¢in faydali olacaktir.

P,z =0 oldugunu varsayalim. O halde bu durumda A ve B menkul kiymetleri arasinda

dogrusal iliski mevcut degildir; ancak bu durum aralarinda egrisel veya baska tiir bir iliski

olmadig1 anlamina gelmez (Wallingford, 1967; Chen vd., 2008).

Eeldenen Getin
F 3

0 Standart Sapma
Sekil 5.3 A ve B menkul kiymetlerinden olusan portfdy i¢in ¢esitli korelasyon katsayilari ile
risk-getiri iligkisi (Chen vd., 2008).
Markowitz’e gore yatirimci, aralarinda tam iligki bulunmayan veya tam negatif iligki bulunan
menkul kiymetler ile portfoyiinii olustursa portfoyiin riskini kolayca azaltabilir. Menkul
kiymet getirileri arasindaki iligkiyi goz Oniine alarak yapilan c¢esitlendirme, portfdyiin

beklenen getirisini azaltmadan riskini diistirtir.
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Modern portféy teorisinin temeli olan ortalama-varyans modelinde menkul kiymet
getirilerinin ¢ok degiskenli normal dagilimdan geldigi varsayilmaktadir; diger bir ifade ile
portfoyilin getirisi tamamen beklenen degeri ile portfoyiin riski ise tamamen varyansi ile
aciklanabilmektedir. Ancak yapilan ¢aligmalarin, finansal varliklarin marjinal dagilimlarinin
normal dagilima gore daha sivri oldugunu ve simetrik olmadigim1 ortaya koymasi ile
varsayilanin aksine menkul kiymet getirilerinin ¢ok degiskenli normal dagilmasinin miimkiin
olmadigi goriilmektedir (Mandelbrot, 1963; Fama, 1963; Campbell (1997); Harvey ve
Siddique, 1999, 2000). Eger getiri dagilimi normal degil ise risk Olciimii olarak sadece
varyansin veya standart sapmanin kullanmasi riski oldugundan diisiik tahmin ederek gercek
riskin hesaplanmasina olanak vermez (Kim ve White, 2004). Bir¢ok bilim adami eger
yatinmcinin fayda fonksiyonu karesel degil ise; yiikksek mertebeli momentlerin yatirimcinin
kararlarim etkilemedigine dair bir kanit yok ise yiiksek mertebeli momentlerin g6z Oniine
alimmasi gerektigini savunmustur. Getiri dagilimi normal dagilima uymadigi zaman dagilimin
merkezi yigilma ve degiskenlik Olciilerinin yaninda carpiklik ve basiklik Olciileri dnem
kazanmaktadir.
Bir dagilimm 6zellikleri hakkinda bilgi veren, diger dagilimlar ile karsilastirmaya yarayan
degerlere tanimlayici istatistikler denir. Tamimlayici istatistikler, dort grupta incelenebilir:
i. Merkezi Yigilma (egilim) olgiileri: Analitik ortalamalar (aritmetik, kareli, geometrik ve
harmonik ortalama); analitik olmayan ortalamalar (mod, medyan, kartil, desil, santil).
ii. Degiskenlik ol¢iileri: Standart sapma, varyans, degisim araligi, degisim katsayisi.
iii. Carpiklik dlgiileri: Ortalamaya dayanan; kartillere dayanan; momentlere dayanan (Pearson
carpiklik katsayisi, Fisher carpiklik katsayis1) carpiklik olciileri
iv. Basiklik Olciileri: Momentlere dayanan ol¢ii (Pearson basiklik katsayisi, Fisher basiklik
katsayis1)

Basildil élpusi

&leiian
//" "x\

Slpisn

Egilim éleisi
Sekil 5.4 Bir dagilimin egilim-degiskenlik-carpiklik-basiklik 6lciileri (Maillet, 2007).

Buna gore, getiri dagiliminin ii¢iincii ve dordiincii mertebeden merkezi momentlerini dikkate

almak dagilimin asimetrisi ve basiklig1 hakkinda bilgi verecektir:
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5.3.3 Portfoyiin Uciincii Mertebeden Merkezi Momenti

Carpiklik olciisii, bir dagilimin ortalamasi etrafindaki asimetri derecesini 6lcer. Simetrik veya
normal dagilimlarda ortalama, mod ve medyan degerleri birbirine esittir; ancak tersi her
zaman gecerli degildir. Bir dagilim simetrik degil ise dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonunun grafiginde kuyruklarindan biri digerine gore daha uzun olur. Aritmetik

ortalama ile mod (veya medyan) arasindaki fark pozitif ise ( A. Ortalama > Medyan > Mod )

dagilim saga carpiktir; negatif ise ( A. Ortalama < Medyan < Mod ) sola carpiktir denir.

Sekil 5.5 Farkli carpiklik 6lciisiine gore olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri (Maillet,
2007).

Carpiklik olgiileri aritmetik ortalama ve kartillere dayanarak hesaplanabildigi gibi literatiirde
daha ¢ok momentlere dayali olarak hesaplanan carpiklik olciileri kullanilir (Serper, 2000;
Bener, 2002).

Bazen {iigiincii merkezi moment, ¢arpiklik katsayisi yerine kullanilir: Dagilim simetrik ise
i, =0, saga carpik ise u, >0, sola ¢arpik ise g, <0 oldugu gosterilebilinir. Ancak, u, =0
olup simetrik olmayan bir dagilim elde edilebilir (Mood vd., 1974). Bu nedenle Pearson,
ictincli merkezi momenti anakiitle dagiliminin standart sapmasinin kiibiine bolerek carpiklik

katsayisini elde etmistir:

Y7,
\/Fl = ,U233/2 - ;3% (5.9)
veya Fisher’in kiimiilantlara dayali tanimindan hareketle
K H
¥, = K233/2 :;i: JB (5.10)

denklemi Fisher carpiklik katsayisi olarak bilinir.
Uciincii merkezi momentin standart bi¢ime doniistiiriilmiis hali olan Pearson carpiklik

katsayisi, olgek ve orijin degisikliklerine duyarli olmadigi icin bir dagilimin seklinin teorik bir

dagilim ile karsilastirlmasinda kullanilabilir: Simetrik dagilimlarda \/ﬁl =0 dir, ancak

\/E =0 ise seri simetrik olmayabilir. \/Fl >0 ise saga carpik, \/E <0 sola ¢arpik anakiitle

dagilimim temsil eder (Genceli, 2006).
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Getiri dagiliminin normal dagilmadigimi destekleyen calismalar ile Markowitz’in ortalama-
varyans yaklasimi portfOyiin getirisi ve riskini belirlemede yetersiz kalmistir. Yapilan
calismalar riskten kacan yatirimcinin ortalama ve standart sapmasi ayni olan dagilimlar
arasidan saga (pozitif) ¢arpik olan dagilimi sola (negatif) ¢arpik olana tercih ettigini ortaya
koymustur (Kraus ve Litzenberger, 1976; Scott ve Horvarth 1980; Brennan, 1979; He ve
Leland, 1993; Chunhachinda vd., 1997). Dagilim saga carpik ise ortalamanin iizerinde daha
fazla gozlem bulunur. Portfoy getiri dagilimi saga carpik ise diisiik degerde getiriler siklikla
olusurken kayiplar genellikle azdir. Cok yiiksek getiri elde etme olasiligi ise oldukga
diigiiktiir. Bu duruma klasik bir 6rnek olarak piyango bileti gosterilebilir. Yatinmcinin en
yiiksek ikramiye oranim elde etme olasiligi oldukca diisiik olmasina ragmen kiiciik miktarda
kazanma olasilig1 fazla ve kayb1 az olacagi i¢in tercih edilen bir sans oyunudur. Yatirimcilar
genellikle negatif carpiklik sergileyen yiiksek riskli varliklardan uzak durmayi tercih ederler.

Literatiirde yer alan c¢aligmalarin bilylik cogunlugu icilincii merkezi momenti carpiklik
katsayist olarak kullanmiglardir. Portfoyiin carpikligi, menkul kiymetlerin c¢arpiklik
katsayilarinin agirlikli ortalamasina esit olmayip, portfoyii olusturan her bir menkul kiymet
cifti icin hesaplanan bilesik ¢arpikliklarinin agirlikli ortalamasina esittir. Buna gore portfdyiin

iclincii merkezi momenti izleyen sekilde hesaplanir:

S*(R,) = E[{xr (R, —E(Rp))ﬂ =34 +3i(2"“xijsw +ix,,xfswj, (%)) (5.11)
i=1 i=1 \_j=1 j=1

veya

S*(R)=E _{xT (R, —E(Rp))}ﬂ = EKile,. —ixlE(R,.)j\ } =

=FE (ixiRi —ixl.E(Ri)J[Zn:ijj —Z":ij(Rj)j(ikak —Z":xkE(Rk)j:l =
i=1 i=1 j=1 j=1 k=1 k=1

=E izn:ixixjxk (R _E(Ri))(Rj _E(Rj))(Rk _E(Rk)):| -

S3(Rp) :Zn:iixixjxk&jk (5.12)
Sy = E[{R ~ER)Y'{R, - ER))} (5.13)
Sfjj = E|:{Ri _E(Ri)}{Rj _E(Rj)}z] (5.14)
Sy = E[{R — ER)HR, - E(R)}{R, — E(R,)} | (5.15)
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S i. menkul kiymetin iiclincii merkezi momenti

S.

iij *

S;; 1. ve j. menkul kiymetler i¢in merkezi bilesik moment

S i.,j. ve k. menkul kiymetin merkezi bilesik momenti

ijk *

5.3.4 Portfoyiin Dordiincii Mertebeden Merkezi Momenti

Basiklik ol¢iisii, bir dagilimin ortalamasi etrafindaki yayginligin1 olcer. Bazi durumlarda
rassal degigskenin dagilimi ortalamanin ¢cok yakininda yogunlastigi zaman olasilik yogunluk
fonksiyonu grafigi normale gore sivri, tersi oldugunda ise normale gore basik olur. Carpiklik
katsayisinin isareti dagilimin simetrisi hakkinda bilgi vermek ic¢in yeterli iken basiklik
katsayist daha ¢ok normal dagilima gore karsilastirma yapmak icin kullanilir (Bener, 2002;

Mood vd., 1974).

MNormalden stwri

Sekil 5.6 Farkli basiklik dl¢iisiine gore olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri (Maillet, 2007)
Carpiklik katsayisinda oldugu gibi bazen dordiincii merkezi moment g, basiklik katsayisi

olarak kullanilabilir, ancak benzer sorun burada da goriilecegi i¢in Pearson tarafindan

dordiincii merkezi moment varyansin karesine boliinerek standart hale getirilmistir:

5, =ﬂ—‘§=ﬂ—j (5.16)
M, ©

veya Fisher’in tanimindan hareketle

_ 2
y, = M 34 M 3o p 3 (5.17)

K w0
denklemi Fisher basiklik katsayis1 veya asir1 (excess) basiklik olarak bilinir.
Literatirde en sik kullanilan basiklik 6l¢iisii momentlere dayanan Pearson basiklik

katsayisidir. Normal dagilim i¢in 5, =3 (%, =0) olup, S, >3 (%, >0) normalden daha sivri
ve kalin kuyruklu, £, <3 (7, <0) ise normalden daha basik ve ince kuyruklu dagilimi

gosterir (Genceli, 2006).
Portféy secimi problemleri icin dordiincii merkezi moment ile alakali basiklik Ol¢iisii

problemi olduk¢a zor bir yapiya doniistiirdiigii i¢in literatiirde ¢ok az arastirmacinin ilgisini
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cekmistir. Genellikle getiri dagiliminin normale gore daha sivri ve kalin kuyruklu oldugunu
bilinmektedir. Basiklik 6lciisii ortalamadan oldukga yiiksek ve oldukca diisiik degerde olan ug
gozlem degerlerinin Slciilmesinde kullanilir. Buna gore normale gore sivri dagilimlarda ug
gozlemler normal dagilima gore daha sik olusurken, normale gore basik dagilimlarda ug
gozlemler normal dagilima gore daha az olusur.

Yapilan calismalar ile riskten kacan yatinmcilarin normale gore basik ve ince kuyruklu
dagilimlan tercih ettiklerini ortaya koymustur (Scoot ve Horvath, 1980; Harvey ve Siddique,
2006; Jondeau ve Rockinger, 2003; Haas, 2007). Portfoy getiri dagilimi normale gore daha
basik ise ¢ok yiiksek veya ¢ok diisiik getirilerin meydana gelme olasiligi normal dagilima gore
daha diisiiktiir.

Carpiklik dlgiisiinde oldugu gibi literatiirde yer alan ¢alismalarin biiyiik ¢ogunlugu dordiincii
merkezi momenti basiklik katsayis1 olarak kullanmuslardir. Portfoyiin basikligi, menkul
kiymetlerin basiklik katsayilarinin agirlikli ortalamasina esit olmayip, portfdyii olusturan her
bir menkul kiymet cifti i¢in hesaplanan bilesik basikliklarimin agirlikli ortalamasina esittir.

Buna gore portfoyiin dordiincii merkezi momenti izleyen sekilde hesaplanir:
4
K*‘(R,)= E[{xT (R,—ER))} }

= ix,“K;* - 42(2 x0x, Ky + ix,.x j3K,.MJ+ 6> > x7x Ky . (i# j) (5.18)
i=1 i=1 \_j=1 j=1

i=l j=1

veya
K* (R,)= xx,x.%K, (5.19)
i=l j=1 k=1 (=1

B 3

K, =E|{R ~ER)Y {R,~E(R))} | (5.20)
B 3

K, =E|{R -E(R)H{R,-ER)} } (5.21)
- ) ,

K, =E|{R-ER)} {R,-ER))} } (5.22)

Ky = E[{R ~ ER)}{R, - E(R)H{R, — E(R)}HR, ~ E(R)} | (5.23)

K*: i. menkul kiymetin dordiincti merkezi momenti

K., K> K+ i. ve j. menkul kiymetler i¢in merkezi bilesik moment

Ky, i., j., k ve [. menkul kiyymetin merkezi bilesik momenti
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5.4 Cok Kriterli Portfoy Secimi Problemleri ve Coziim Yaklasimlar:

Bu boliimde, ortalama ve varyans disinda yiiksek mertebeli merkezi momentleri goz Oniine

alan modeller ve ¢6ziim yaklasimlarina deginilecektir.

5.4.1 Ortalama-Varyans Modeli [Markowitz, 1952]

Modern portfdy teorisinin kurucusu olan Markowitz’in (1952, 1959) calismasinda beklenen
deger ile temsil edilen portfoylin getirisi maksimize edilirken varyans ile temsil edilen
portfoyiin riski ise minimize edilir. Markowitz, portféyde yer alan her bir menkul degerin

gecmis donem verilerinden hareketle portfoyiin getirisi ve varyansini izleyen sekilde

tanimlamaktadir:

i, je {l,...,n} : portfoyde yer alan varliklarin kiimesi

t={1,...,T}: portfdyde yer alan varliklarin bulundugu dénemlerinin kiimesi

R, : i. varligin ¢. donemdeki getirisi
E : i. varligin ortalama getirisi
X : i. menkul degerin portfoydeki yatirim oran1 olmak iizere,

. - 1
E(R)=R, :?ZR” , Vi=l,..,n (5.24)

i=1
1 < =
6’ :?Z(R”—Ri)z, Vi=1,..,n (5.25)
t=1

N = =
3, =?ZI:(R"’ —~R)R,—R)), Vi, j=1,...n (5.26)

Buna gore ortalama-varyans kriterlerini goz Oniine alan problem izleyen seklindedir:

max ) x, R, (5.27)
i=1

min ) > x.x;6, (5.28)
i=1 j=1

dox=1,x20,Vi=l..n (5.29)

i=1

Ancak risk ve getiri birlikte hareket eden degiskenler oldugundan ayni anda riskin minimize
edilmesi ve getirinin maksimize edilmesi kolay olmayacaktir. Markowitz’in teorisine gore
verilen risk seviyesinde portfoylin beklenen getirisi maksimize edilir veya hedeflenen
beklenen getiri seviyesinde portfoyiin riski minimize edilir:

i. «a: Yatirimcinin iistlenecegi maksimum risk seviyesi olmak iizere;
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max ) x, R, (5.30)

i=1
n_n

DD xx6, < (5.31)

i=1 j=1
dx=1,x20,Vi=1l..n (5.32)
i=1

ama¢ fonksiyonu olan portfoyiin getirisi lineer oldugundan (5.30)-(5.32) problemi konveks
kiime {izerinde lineer fonksiyonun maksimumunu bulma problemine doniisiir.
ii. f: Yatirnmcinin hedefledigi minimum getiri seviyesi olmak tizere;

n n

min Y > xx,6, (5.33)
i=1 j=1

> x R=>a (5.34)

i=1

> ox=1,x20,Vi=l..,n (5.35)

ama¢ fonksiyonu olan portféyiin varyansi karesel konveks fonksiyon oldugundan (5.33)-
(5.35) problemi karesel optimizasyon yontemi ile ¢oziilir (Wang ve Xia, 2002; Ehrgott vd,
2004).

Markowitz’in problemi kisitlamali optimizasyon seklinde ifade edilebilecegi gibi iki amag

fonksiyonu A€ [O,l] paremetresi ile agirliklandirilarak kisitlamasiz optimizasyon problemine

doniistiiriilebilir:

minx[Z xixjay}—(l—m{ X, E,} (5.36)
i=1 j=1 i=1

> x=1,x20,Vi=l..,n (5.37)

i=1
O halde farkli o degerleri i¢in problemi ¢ozmektense farkli A paremetresine karsilik model
¢Oziiliir:

A =0 icin risk goz Oniine alinmaksizin, beklenen getiri maksimize edimeye caligilir. Bu
durumda optimal ¢dziim, en yiiksek getiriye sahip olan yalnizca bir menkul degerden olusur.

A =1 igin getiri gbz Oniine alinmaksizin, risk minimize edilmeye calisilir. Bu durumda ise
optimal ¢oziim, riski minimize edecek sekilde bir¢ok menkul degerden olusacaktir.

O<A<l1 icin getiri ve risk Onem derecelerini dikkate alinarak optimal portfoyler
belirlenecektir (Chang vd., 2000; Demirtas ve Giingor, 2004).

Boylece cesitli seviyelerde verilen risk veya beklenen deger kisitlamasi altinda veya farkhi
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agirliklandirma parametresine gore problem coziilerek yatirimeinin risk-getiri tercihlerine
dayanarak secim yapabilecegi optimum getiri ve risk degerlerinden olusan etkin sinir egrisi
elde edilir. Bu egri iizerindeki tiim noktalar verilen risk diizeyinde yatirnrmciya maksimum
getiri saglar veya hedeflenen getiri diizeyinde yatirimciya en diisiik riski sunar. Yatirimel
riske kars1 izleyecegi tutuma gore etkin sinir iizerinden portfdyiinii sececektir (Markowitz,

1959, 1987; Elton ve Gruber, 1997).

Beldenen Getin
& Eisleli watldlann etlein swun

o Eireysel varlidar

T

Standart Saptma
Sekil 5.7 Markowitz’in etkin sinir egrisi (Chen vd., 2008).

5.4.2 Ortalama-Varyans-Carpiklik Modeli [Lai, 1991]

Getiri dagiliminin normal dagilmadiginin ortaya konulmasi ile yiiksek mertebeli momentlerin

gdz Oniine almmasi gerekliligi ortaya ¢ikmistir. Yapilan calismalar, ortalama-varyans-

carpiklik kriteri gbz Oniine alindiginda daha iyi sonuc alindigin1 gostermektedir. Carpiklik

kriterinin gdz Oniine alinmast ile, beklenen deger ve ¢arpiklik maksimize edilirken varyansin

minimize edilmesi ile portfoy se¢imi problemi birbiri ile celisen amag¢ fonksiyonlarindan

olusur. Lai (1991) calismasinda ortalama ve varyansin yam sira ¢arpiklik kriterini de goz

Oniine alan optimal portf0y se¢imi icin izleyen varsayimlar1 kabul etmistir:

i. Yatinmci riskten kacan kisi olup donem sonundaki servetinin beklenen faydasini
maksimize etmek ister.

ii. n+1 tane varlik mevecut olup n+1. varhigin risksiz oldugu kabul edilir.

iii. Tiim varhiklar kolaylikla satilabilir, kusursuzca boliinebilir ve sinirli sorumluklari vardir.

iv. Risksiz varlik i¢in bor¢ alma ve verme oranlari esittir.

v. Sermaye piyasasi etkindir. Vergi ve iglem maliyeti yoktur.

vi. Gelirin tamaminin kullanilmasi ile tiim varliklarin sinirsiz agiktan satisina izin vardir.

Portféyiin c¢arpikligimi hesaplamak icin ge¢mis donem verilerine dayanarak izleyen

hesaplamalarin yapilmasi gereklidir:
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r: risksiz varligin ¢. donemdeki getiri oram
T risksiz varligin ortalama getirisi olmak iizere
1 T
7=_Zrt (5.38)
T t=1
G3 1< o3 .
S, =?Z(R”—RI.) , Vi=1,..,n (5.39)
t=1
s LS R _RY(R K. Vi j= 5.40
Siij_?;(R”—Ri) (R,—R), Vi, j=1..n (5.40)
s -1y R, R), Vi, j= 541
SI.].],—F;(RH—RI.)(Rﬂ—Rj), i,j=1,..,n. (5.41)

Buna gore ortalama-varyans-garpiklik kriterlerini goz oniine alan problem izleyen sekildedir:
max »_x, (R —F) (5.42)
i=1

n n

min ) > xx,6, (5.43)

i=l j=1
n 3 ~ 3 n n 5 ~ n 5 N . .

maxel. S, +3Z(in x;S,; +inxj Sij]}, i (5.44)
i=1 i=1 \_j=1 j=1

> x=1,x20,Vi=l,..,n (5.45)

i=1
Carpiklik kriterinin gdz Oniine alinmasi sebebiyle (5.42)-(5.45) problemi konveks olmayan
yapiya doniisiir. Konveks olmayan optimizasyon problemlerinin ¢oziimii icin literatiirde yer
alan yontemlerin cogunlugu global ¢6ziimii garanti etmez, ancak lokal bir ¢6ziim saglayabilir.
Lai, onermis oldugu problemi ¢ézmek icin yatimmcinin kisisel karar ve tercihlerini de goz

Oniine alan polinomsal hedef programlama yontemini secmistir.

5.4.3 Ortalama-Varyans-Carpikhik-Basiklik Modeli [Lai vd., 2006]

Portféy secimi probleminin dort boyutlu probleme doniismesi, hem ¢ok boyutlu etkin yiizeyi
tanimlamanin zorlugundan hem de problemi olduk¢a zor bir yapiya doniistiirdiigii icin
basiklik kriteri bircok aragtirmaci tarafindan siklikla ihmal edilmektedir. Literatiirde basiklik
kriterini de g6z Oniine alan portfdy secimi problemleri oldukca az sayidadir. Basiklik
kriterinini g6z Oniine alinmasi ile beklenen deger ve carpiklik maksimize edilirken varyans ve
basikligin minimize edilmesi ile portfoy secimi problemi birbiri ile c¢elisen amag
fonksiyonlarindan olusmaktadir. Portféyiin basikligin1 hesaplamak icin gecmis ddnem

verilerine dayanan izleyen hesaplama gereklidir:
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T —_—
R =%Z(Rit “R). Vi=l..n (5.46)
t=1
. 1 <& — = .
K, :?ZI:(R”—RI.) (R,—R), Vi, j=1,..,n (5.47)
S = =3
K, =?Z;(RI., —R)(RR,—R)*, Vi, j=1,..n. (5.48)
s 1Y =2 =2
K, :?;(R”—R,) (R,—R)*. Vi,j=1,..n (5.49)

Buna gore ortalama-varyans-carpiklik-basiklik kriterlerini géz oniine alan problem izleyen

sekildedir:

maxe,. R (5.50)
i=1

min Y > xx,6, (5.51)

i=1 j=1

maXZIXfSSi3+3ZI(lei2ijw +leixj25ijjj, i#j (5.52)
= i= Jj= j=

min Y x'K}* +4Z(Z x'x K, +Zx,xj312,mJ+ 6 > x’xK,,, i# (5.53)
i=1 i=1 \j=1 j=1 i=l j=1

>x=1,x20,Vi=1l..n (5.54)
i=1

Lai vd. (1996), ortalama-varyans-carpilik modeline benzer olarak (5.51)-(5.54) cok kriterli
optimizasyon modelini ¢ézmek i¢in polinomsal hedef programlama yontemini se¢mislerdir.
Boylece ¢ok kriterli problem, birbirinden bagimsiz dort adet alt probleme doniisiir. Bu
yontemin temel hedefi, yatinmcinin amagladigi ortalama, varyans, carpilik, basiklik degerleri

ile belirlenen ideal portfoyden sapmalar1 miimkiin oldugunca minimize etmektir.

5.4.4 Varlik Sayis1 Kisith Model [Chang vd., 2000]

Markowitz’in ortalama-varyans yaklasimi modeli ve bu modele ilaveten yiiksek mertebeli
merkezi momentleri gz Oniine alan calismalarin eksik yani pratikte olduk¢ca oneme sahip
olan kisitlamalart g6z Oniine almayislaridir. Gergek hayatta karsilagilan problemlerde,
portfoye girecek menkul kiymet adedini sinirlamak, herbir menkul kiymetin yatirim orani i¢in
alt ve iist limitleri belirlemek gibi kisitlamalar olabilecegi icin bu tiir kisitlamalar1 g6z Oniine
almayan modeller yatinmcinin beklentilerini karsilamada yetersiz kalabilir (Chang vd., 2000;

Demirtas ve Giingor, 2004).
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Standart ortalama-varyans probleminde hedeflenen maksimum getiri kisitlamasi altinda
varyansin minimize edilmesi i¢in karesel programlama problemi kolaylikla ¢oziilebilirken,
standart yaklasima varlik sayis1 kisitlamasi ilave edildiginde etkin siir egrisini bulmak epey
giiclestigi icin karesel programlama yontemi problemi cozmekte yetersiz kalir. Chang vd.
(2000), calismasinda bu tiir kisitlamalar altinda etkin sinir egrisinin siireksiz fonksiyon halini

aldiginm1 gostermislerdir:

(Jetin
F Y

_—

7~
(

# Fasle
Sekil 5.8 Varlik sayis1 kisitli problem i¢in etkin siir egrisi (Chang vd., 2000).

Chang vd., (2000) 6nermis olduklart modelin matematiksel ifadesi izleyen sekildedir:

n: Portféydeki menkul kiymetlerin sayisi,
k: Portfdyde bulunmasi istenen menkul kiymetlerin sayisi
1, Egeri.menkul deger portféye dahilise
Z:
0 Aksi halde
€ ! i. menkul deger portfdye dahil ise portfdy i¢indeki minimum orant
d,: i. menkul deger portfoye dahil ise portfoy icindeki maksimum oram
X; i. menkul kiymetin yatirim orant
a: Yatirimeinin iistlenecegi maksimum risk seviyesi olmak iizere;
min ) > xx,6, (5.55)
= j=1
> xR =0 (5.56)
i=1
x, =1 (5.57)

Du=k (5.58)
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0<g <4, <1, i=1..n (5.59)
€2, <x,<0,z,i=L..n (5.60)
z€[0,1], i=1...,n (5.61)

Literatiirde varlik sayis1 kisith portféy modelleri ile yapilan cok az calisma mevcuttur.
Ortalama-varyans uzayinda varlik sayisi kisitlamasi g6z oniine alindiginda problem genellikle
karma-tamsayili lineer olmayan karesel programlama problemiyle ifade edilir ve bu problemi
¢o6zmek ic¢in etkin algoritmalar olmamasina ragmen problemi ¢ozmek icin genel olarak iki
yaklagim s6z konusudur: Karma-tamsayili lineer olmayan programlama i¢in uygun algoritma
tekniklerini kullanmak veya Markowitz’in mimimize etmeye c¢alistigi karesel amag
fonksiyonu yerine lineer risk fonksiyonu kullanip sezgisel yontemlere dayanarak yaklasik
¢Oziim bulmak.

Bienstock (1995, 1996) karesel risk yaklasimini ileri siirerek problemin ¢6ziimii icin branch-
and-cut algoritmasimmi kullanmistir. Speranza (1996) ise ilk defa lineer risk yaklasimi icin
varyans yerine negatif-yari ortalama mutlak sapma fonksiyonunu kullanarak karma-tamsayil
programlama problemi elde etmis ve sezgisel yontemler ile modeli ¢ozmiistiir. Chang vd.
(2000) ise portfoyde bulunacak varlik sayis1 ve portfoyde tutulan varligin sahip oldugu oran

kisitlamalan altinda Markowitz’in problemini sezgisel yontemler ile ¢zmiistiir.
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SONUC ve ONERILER

Bu calismada, cok kriterli optimizasyon teorisi temel tanim ve teoremleri ile irdelenmistir.
Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaclarindan biri optimal ¢odziimlerin varlig
hakkinda kosullar bulmaktir. Cok kriterli optimizasyonda da Pareto noktalarin1 bulmak icin
klasik ayirma teoremlerinin uygulanmasi durumunda konvekslik sarti 6nemlidir. Ancak ister
dualite ister ¢ok kriterli optimizasyon teorisi olsun karsilagilan problemlerin ¢ogu konveks
olmayan optimizasyon problemleri olmaktadir. Gasimov (1992) calismasinda konveks
kiimelerin seviye kiimeleri yardimu ile lineer olmayan ayirma teoremi gelistirerek asil minimal
noktalar i¢in gerek kosul bulmustur.

Bu calismada, Gastmov’un (1992) calismasi gelistirilerek verilen gerek kosulun yeter kosul
olmasi icin uzayda siralama saglayan koni ile ayirma fonksiyonunun recessive fonksiyonu
arasinda iliski bulunmus ve bu iligkinin saglanmasi halinde verilen noktanin asil minimal
nokta oldugu ispat edilmistir.

Cok kriterli optimizasyon probleminin ¢dziimil i¢in literatiirde mevcut olan skalerlestirme
yontemleri incelenmistir. Mevcut skalerlestirme yontemleri genellikle konveks problemlere
hitap ettigi icin bu yontemlerin konveks olmayan cok kriterli optimizasyon problemlerine
uygulanmalar1 sonucunda elde edilen ¢6ziim yetersiz kalabilir. Ancak bu yontemler arasinda
Gasimov (2001) tarafindan gelistirilen konik skalerlestirme yontemi konveks olmayan c¢ok
kriterli problemin tiim etkin noktalarini elde edebilmesi ve aynm1 zamanda yatirimcinin tercih
ve isteklerini modele yansitabilmesi Ozellikleri ile diger yoOntemlere gore {istiinliik

saglamaktadir.

Elde edilen konik skaler problem ise genellikle konveks olmayan ve diferansiyellenemeyen
yapida oldugundan tiirev bilgisi gerektiren klasik Lagrangian yaklasimlarn ile ¢oziillemez. Bu
nedenle Azimov ve Gasimov (1999, 2002) tarafindan Onerilen genisletilmis sivri Lagrangian
dual problemi incelenmistir. Bu dual problem, konveks olmayan durumlarda siklikla
karsilasilan dual aralik sorununu ortadan kaldirmak igin asil problemin konveks veya

diferansiyellenebilir olmasina ihtiya¢c duymamaktadir.

Literatiirde konveks olmayan optimizasyon problemleri icin gelistirilen algoritmalar ancak
lokal ¢oziimii garanti edebilirken global ¢6ziim saglayamaz. Bu nedenle elde edilen dual
problemin ¢oziimii i¢in Gasimov tarafindan gelistirilen Uygun Degerler Temelli Gelistirilmis
Subgradient Yontemi (F-MSG) yontemi ele alinmistir. F-MSG yoOntemi, problem {izerinde

konvekslik veya diferansiyellenebilirlik kosullar1 aramayip konveks olmayan, kisitlamali, cok
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kriterli optimizasyon problemlerinin global ¢6ziimiinii garanti etmektedir.

Cok kriterli optimizasyon teorisinin uygulama alanlarindan biri olarak finans teorisi secilmis
ve bu alanin en temel problemlerinden biri olan portfdy se¢imi problemi incelenmistir.
Optimal portfoy olusturmak icin mevcut geleneksel ve modern yaklasimin dayandigi temeller,
avantaj ve dezavantajlar ele alinmistir. Buna gére Modern portfoy teorisinin kurucusu olan
Markowitz’in gelistirmis oldugu ortalama-varyans yaklasimi ile bu model {izerine kurulan
yilksek mertebeli merkezi momentlerin alinmasi gerekliligini gosteren caligmalar
incelenmistir. Buna gore olusturulan modellerin matematiksel ifadesi ve ¢oziimlerinde izlenen
yaklagimlar ele alinmistir.

Ortalama-varyans yaklasimina ilaveten yiiksek mertebeli merkezi momentleri ve varlik sayisi
kisitlamalarin1 goz Oniine alan problem genellikle konveks olmayan, diferansiyellenemeyen,
cok kriterli optimizasyon problemi ile ifade edilmektedir. Bilindigi iizere, literatiirde bu tiir
karmagik ve zor problemleri c¢ozebilecek etkin bir algoritma uygulanmamistir. Modelleri
¢ozmek icin uygulanilan yontemler yalmizca lokal ¢oziimleri garanti edebilmektedir. Ayni
zamanda uygulanilan bir¢ok yOntem yatirnmcimin kissel tercih ve isteklerini modele
yansitamamaktadir.

Bu tezde 6grenilen konular, gelecekte yapilacak bircok calismaya temel olacaktir. Calisilan
konunun olduk¢a genis kapsamli olmasi nedeni ile sayisal uygulama kismi bu tezde yer
almamakla beraber ileride yapilmasi planlanan caligmalar kisaca sdyle dzetlenebilir:

Bu caligmada anlatilan konveks olmayan ¢ok kriterli optimizasyon teorisinde elde edilen teori
ve algoritmalarin istiinliigiine karsilik, bu alanin siklikla uygulama alanlarindan biri olan
portfoy secimi problemini ¢ozmek icin mevcut algoritmalarin 6zellikleri incelendiginde
ileride yapilacak olan ¢aligmalar i¢in anlatilan teori ve algoritmalarin bu alanda uygulanmasi
onerilmektedir. Béylece yatinmciy1 daha tatmin edici ¢6ziimlere ulagilmasi hedeflenmektedir.
Bu hedef dogrultusunda ileride yapilacak ¢calismalar icin mevcut skalerlestirme yontemleri ile
onerilen konik skalerlestirme yontemi ve mevcut ¢éziim algoritmalan ile F-MSG yontemi
secilen probleme uygulanabilir ve elde edilen ¢oziimler karsilagtirilarak onerilen yontemlerin
yatinmciya saglayacagi faydalar sunulabilir. Deginilen modellere ilaveten baska kriterler de

g0z Oniine alinarak onerilecek modelin kapsami genisletilebilir.

Sonug olarak, hem optimizasyon teorisi hem de finans teorisi olduk¢a genis ve giin gectikge
gelisen alanlar olduklar1 icin bu konular iizerine arastirma yapmak gerek akademisyenlerin
gerekse de yatirrm uzmanlarinin ilgisini ¢ekmektedir. Bu alandaki caligmalari takip etmek

hem akademisyenlere hem de yatirim uzmanlarina oldukc¢a fayda saglayacaktir.
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