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ONSOZ

Bu tez calismasinda, tahmin yontemleri ile ilgili genel bilgi verilerek, Dogrusal Olmayan
Bayes¢i Regresyon lizerinde durulmustur. Bazi kavramlarin, Tiirk¢e’ de tam karsiliklart
olmamasi ya da birden fazla karsiliklar1 olmasi nedeniyle, kavram karmasasi olmamasi
acisindan, bu sdzciiklerin yanina parantez igerisinde Ingilizce karsiliklar1 da yazilmstir.

Bu tezin hazirlanmasinda bana danismanlik yaparak bilgi ve destegini esirgemeyen degerli
hocam Sayin Yrd. Dog. A. Atif Evren’ e tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica tezi hazirladigim donem igerisinde manevi destegini esirgemeyen ailem ve dostlarima
da ¢ok tesekkiir ederim.

Meral CEVIK



OZET

Bayes¢i Yaklasim uygulamalari son yillarda risk ve klinik ¢alismalarinda yogun olarak
kullanilmaya ve yeterli bilgi bulunmadigr durumlar igin tercih edilebilir bir yontem halini
almistir. Bayes¢i yaklasimda da klasik yontemlerde oldugu gibi, gorsel agidan dogrusal ve
dogrusal olmayan yapr olmak {iizere, tahmin gelistirme i¢in iki genel regresyon tiirii
mevcuttur. Son yillarda Tiirkiye’ de yogun olarak Dogrusal Bayes¢i Regresyon uygulamalari
gerceklestirilmektedir.

Bu tezin amaci ise, heniiz uygulamasi nadir olan dogrusal olmayan Bayes¢i regresyonu bir
uygulama ile agiklayarak, bu konudaki caligmalara katki saglamaktir. Dogrusal Olmayan
Bayesci regresyona giris yapilmadan once Bayesci Istatistik ve regresyon analizi kisaca
anlatilmis, dogrusal ve dogrusal olmayan Bayes¢i regresyon bu kapsamda degerlendirilmistir.
Son olarak, konunun iyi anlasilmasi igin yiiksek frekansh seslere dair verilerle dogrusal
olmayan Bayes¢i regresyon analizi uygulamasi yapilmstir.

Anahtar kelimeler: Bayesci istatistik, regresyon, dogrusal olmayan regresyon, Bayes¢i
dogrusal regresyon, dogrusal olmayan Bayes¢i regresyon, Metropolis-Hastings Algoritmast



ABSTRACT

BAYESIAN ANALYSIS OF NONLINEAR REGRESSION AND ITS APPLICATIONS

(ULTRASONIC CALIBRATION OF NONLINEAR REGRESSION AND ITS
APPLICATIONS)

Bayesian Approch applications have begun to be used for risk and clinical studies in recent
years. It has become a preferable method in case insufficent information exists. Similar to
classical methods, there exist two basic regression types in Bayesian approach which are
visually linear and nonlinear structures. In Turkey, linear Bayesian regressions applications
are mostly practiced.

The aim of this research is to contribute to the studies about this subject by explaining
nonlinear Bayesian regression with an application. Prior to introducing Nonlinear Bayesian
regression, estimation methods are emphasized and basic information about regression is
given. Afterwards, Bayesian Statistics is explained and linear and nonlinear Bayesian
regression are evaluated in this content. Finally, a nonlinear Bayesian regression application
regarding to ultrasonic calibration is given in order to make the subject more understandable.

Key words: Bayesian statistics, regression, nonlinear regression, bayesian linear regression,
nonlinear bayesian regression, Metropolis-Hastings Algoritms
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1. GIRIS
Istatistigin temel konularindan biri olan tahminin gerceklestirilebilmesi igin bir regresyon

modelinin kurulabilmesi ve bu modelin, ger¢ekten tahmini gerceklestirilecek olayr agiklayip

aciklayamadigi sorusu, bu konu {izerine bir¢ok arastirmanin yapilmasina neden olmustur.

Regresyon modelinin fonksiyonel bir yapi ile ifade edilerek, bu fonksiyonun seklinin
degerlendirilmesi ile regresyonun dogrusal olup olmamasina iliskin varsayimlar ortaya ¢ikar.
Regresyon modelinin dogrusal olup olmamasina gore cesitli teknikler araciligi ile parametre
tahmini degerlendirmeleri yapilabilmektedir. Bu yontemlerin en sik kullanilanlari; En Kiigiik
Kareler Yontemi, Maksimum Olabilirlilik Yontemi, Momentler Yontemi ve Bayesci

Y ontemlerdir.

Bu yliksek lisans tezinin amaci, son donemlerde kullanimi artmaya baslayan, dogrusal
olmayan regresyon modellerinin Bayes¢i yontemler ile degerlendirilmesine bir yenisini
ekleyerek, bu yontem ile elde edilen sonuglarin, en iyi sonuc¢ olarak gdosterilip
gosterilemeyecegini incelemektir. Dogrusal olmayan regresyon analizi karmagsik bir yapiya
sahiptir. Modele uygun parametre tahminleri, klasik regresyon analizindeki gibi ¢oziimii
rahat denklemler ile elde edilemezler. Cesitli simiilatorlere ihtiya¢ duyulabilir. Simiilatorlerde
parametre tahminleri i¢in iterasyonlar kullanilir. Bu yontemler i¢in en 6nemli adim, baslangig
degerinin olusturulmasidir. Bu degerler arastirma sirasinda elde edilebilecegi gibi, dnceki
aragtirmalarda elde edilen degerler de kullanilabilir. Yapilan biitiin bu aragtirmalar biiyiik
orneklem i¢in gecerlidir. Sonu¢ olarak, dogrusal olmayan regresyon modeli, dogrusal

yaklasima en iy1 ve en uygun oldugu durumda gegerli olacaktir.

Bu tez c¢aligmasinin 2. Bolim’ iinde istatistigin bayes¢i yaklasim ile degerlendirilmesi
yapilmustir. Bayesgi istatistigin, ¢ikis kaynagi olan Bayes kurali ve bu cergevede onsel ve

sonsal dagilim ile olabilirlik fonksiyonundan bahsedilmistir.

3. boliimde, regresyon kavrami genel bir ¢ergeve igerisinde degerlendirilerek 4. boliimde
bayes¢i dogrusal regresyonun daha iyi anlasilabilmesi i¢in dogrusal regresyon kisaca

anlatilmistir.

Bolim 4’ te Bayesci dogrusal regresyon basit ve ¢oklu regresyon smiflandirmasina gore

anlatilmistir.

5. Boliim’ de ise esas konu olan, dogrusal olmayan bayesgi regresyon Metropolis-Hastings

Algoritmasi, Gelfand- Dey Metodu, biiylime modellerine deginilerek anlatilmis ve 6. Boliim’



de bu konu ile ilgili Yiiksek Frekansli Ses Sistemlerine dair verilerle bir uygulama yapilmustir.

Bu uygulamada, deneysel veriler, Excel, Mathcad, MATLAB ve XLStat programlari
kullanilarak analiz edilmistir. Biri bagimli, biri bagimsiz olmak iizere, 2 degiskenli, bir

regresyon modeli olusturulmus, yapilmis olunan ¢alisma sonucunda elde edilen degerlerin,

istatistiksel olarak analizi ger¢eklestirilmistir.



2. BAYESCI ISTATISTIK

Bayesgi olasilik kurami, matematiksel istatistik kuraminin bir dalidir. Bu kuram belirsizlik
tastyan herhangi bir durumun modelini olusturmak, bu durumla ilgili evrensel dogrular1 ve

gozlemleri kullanarak sonuglar tiretmek amaciyla kullanilir.

Bilimsel karar yontemlerinden biri olan Bayes¢i yaklasim, olasilikli (kesin olmayan) bir
bilginin incelemesine objektif bir bakis agisini esas alir. Bu yaklasim bilimsel gercekten ¢ok,
bilginin asamalarina odaklanir. Bu yaklagimin tam olarak ifadesinin bulunmasi 1930’ lar1
kadar gecikmistir. Bu teorem genetik danigsmanlar tarafindan, pedigri bilgileri ile klinik
verilerin  birlestirilmesinde ve tasiyicilik risklerinin hesaplanmasinda yaygin olarak
kullanilmistir. Bununla birlikte, bilgisayar destekli tanisal yaklasimda kullanimi giderek
artmaktadir. Bayes hesaplar1 ¢calisma diizeninden bagimsiz oldugundan, klinik analizde diger
bazi kenar analizlerine gore daha esnektir ve gelecege ait olasiliklar1 hesaplayabilme

olanagina sahiptir.

Bu kuramin dayanagi, kosullu olasiliklarla ilgili olan Bayes Kurali” dir.

2.1 Bayes Kurah
Bayesci yaklasimin dayanak noktasi, X ve Y olaylarinin kosullu olasiliklarina iliskin bir

teoremdir. Bu teoreme gore;

P(X,Y) :=P(X,Y) - P(Y)

P(X.,Y) :=P(X,Y) - P(X) (2.1)

Yukaridaki denklem yeniden diizenlendiginde Bayes Kurali ortaya ¢ikar.

P(X,Y)=P(Y | X)*P(X)/P(Y) (2.2)
P(X]Y): X” in Y kanitindan sonraki olasilig1 (Sonsal)

P(X) : X* in Y kanitindan 6nceki olasilig1 (Onsel)

P(Y|X) : Y kanitinin X olayinin ger¢eklesmesi igin olusma olasiligi (Olabilirlik)

Bu kurala gore X’ in olasilikk dagilimi, Y hakkinda elde edilen bilgiler 1s18inda

giincellenebilir.

X ve Y’ nin kosullu olasiliklari, ¢esitli arastirmalarda verilerin degerlendirme ve birlestirme

bi¢imi ile Bayesci uygulama alanlarmi cogaltmaktadir. Ozellikle banka ve genetik gibi



sektorlerde, yakin zamana kadar yeterli derecede veri seti bulunmamaktadir. Mevcut verilerle
yapilan analizlerin, ge¢misteki verilerle desteklenerek bir takim sonuglara varilmasi elde
edilen sonuglarin giivenilirligi agisindan daha uygun olmaktadir. Bu konudaki veri eksikligi
sorununa, Bayesci yontemler, nitel ve nicel bilgileri, istatistiksel temellere dayandirarak

birlestirebildigi i¢in, uygun bir ¢dziim sunabilmektedir.

Klasik istatistikte, bir modelin parametrelerinin sabit oldugu fakat bilinmedigi varsayilir.
Ancak Bayesc¢i yaklasimda, modelin parametrelerinin de rassal degisken oldugu varsayailir.
X’ in gozlemlenmis verileri, @’ nin ise modelin parametrelerini ifade ettigi varsayilsin. Bayes
teoremi, X verilerinin gozlemlenmesinden sonra, €’ nmn X’ e baglh kosullu olasilik

dagiliminin olusturulmasinda kullanilir. Bayes teoremi kullanilarak s6z konusu dagilima su

sekilde ulasilir.
P01 X)=[P(O)P(X|0)]/P(X) (2.3)
P©]X) =[P@O)P(X|0)] [[P@OP(X |0)00] (2.4)

(2.4) deki olasilik standartlagtirilmig olabilirlik olarak adlandirilir. (2.3) ve (2.4)
denklemlerindeki P(X), bir 6lgceklendirme sabiti olarak gdrev yaptigindan Bayes teoremi

yaygin olarak su sekilde ifade edilmektedir.

P(@| X) c P(O)*P(X | 0) (2.5)
Diger bir ifadeyle,

Son dagilim o 6n dagilim* olabilirlik fonksiyonu

Risk yonetimi agisindan bakildiginda, Bayes¢i tahmin objektif veriler ile subjektif verileri bir

araya getiren bir parametre tahmin yontemidir. Bu terimler;
Objektif veriler: Incelemesi yapilan birimin i¢ verileri olarak tanimlanir.

Subjektif veriler: Bir dis veri tabanindan elde edilen ( tam olarak diger verilere uygun
olmayan) verilerdir. Uzman gorisleri ile olusturulan risk skorlar1 veya yapilan senaryo

analizleri olabilir.

On olasilik dagilimi (6nsel=prior): Verinin gdzlemlenmesinden dnce, parametre degerlerine (
@) iliskin var olan kanilar ile olusturulan olasilik dagilimidir. Diger bir ifadeyle, &
hakkindaki bilgi birikimini (ya da tahmini) yansitir. Subjektif veriler, 6n olasilik dagiliminin

olusturulmasinda kullanilir.



Olabilirlik fonksiyonu: Parametrelerin veri olarak degerlendirilmesiyle &rneklemin

olabilirligini ifade eder. Objektif veriler kullanilarak olabilirlik fonksiyonu olusturulur.

Son dagilim (sonsal=posterior): On olasilik dagilimi ve olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi ile
ifade edilir. Yani on kanilar1 ve Orneklemden elde edilen bilgiyi, bir araya getiren bir

dagilimdir. Bayes teoremi 6n olasiliklarin yenilenmesini saglar.

Sonsal dagilimin ortalamasi, kitle biiyiikliigii icin yapilacak en iyi tahmindir. Bununla birlikte

sonsal dagilimin tepe degeri, 6rnekleme dagiliminin en yiiksek olabilirlik tahmincisidir

Kosullu olasilik: Bir olayin, diger bir olaymn varligima bagli olasilig1 olarak tanimlanabilir.

Ornegin bir hastaligin varligina ya da yokluguna ait eldeki mevcut bilgi.

Birlesik olasilik: 1ki olaym birlikte gdzlenme olasilig1 olarak tanimlanir. On olasilikla kosullu

olasiligin ¢carpimidir.
On Olasuik Dagiimi — Ek (Yeni) Bilgi — Bayes Teoremi — Son Olasilik Dagilimi

Eger gerek duyulursa, son dagilim kullanilarak parametrenin degerinin tahmin edilmesi

miimkiin olur. Buna “Bayesci Tahmin” denir.

Orneklem biiyiikliigii tahminleri, ardisik Bayes yaklagimi ile daha iyi tahmin edilmektedir. Bu
sonuclarin tutarliligit N’ in alt ve {ist degerlerinin dogru belirlenmesi ya da baska bir ifade ile

N’ in 6nsel diizgiin dagiliminin 1yi tanimlanmasina baghdir.

Bunlarla birlikte Bayesci yaklasimda, onceki ¢alismalarin bilgileri (regresyon katsayilari)
kolaylikla modele ilave edilebilir. Onceki kisitlamalar, bilinmeyenlerin olasi degerlerine
eklenebilir veya Onsel dagilim Onceki ¢aligsmalarin istatistiklerine bagli olarak olusturulur.
Bayesci istatistikte gézlem sayisi arttikca, sonsal dagilimin onsel dagilimdan etkilenmesi
giderek azalir ve bahis orami1 (odds ratio) daha ¢ok gozlemlenen degerlerden etkilenmeye

baglar.

Bayes¢i yontemlerin klasik yontemlerden farki ise Cizelge 2.1 deki gibi 6zetlenebilir.



Cizelge 2.1 Bayesci yontemler ile frekans¢1 yontemlerin karsilastirilmasi

Konu Klasik yontemler Bayesci yontemler

Arastirmadan 6nce var | Arastirma  diizeninde informal | Onsel dagilim olusturularak

olan bilgi olarak kullanilir. formal bi¢cimde kullanilir.
llgilenilen Sabit bir deger olarak Bir olasilik dagilimma sahip
parametrenin sunumu bilinmeyen bir kantite olarak
Temel soru Veriler belli  bir parametre | Belli bir parametre degeri

degerine ne Olclide uygunluk | verilere ne dlgiide uygunluk

gosterir? gosterir?

2.2 Bayesci Yontemin Temelleri ve Istatistiksel Kavramlara iliskin Yaklasim
Istatistikte, mevcut olan iliskinin determinist mi yoksa olasilikli m1 oldugu kabul edilen

yaklagima gore degismektedir.

Bu diistinsel cesitlilikler zaman igerisinde belirginleserek iki yaklasimda kutuplagmistir.
Klasik yaklasim tiimdengelim yontemi ile paralellikler gosterirken, Bayes¢i yaklagim,
timevarim yontemiyle paralellik gosterir. Ayrica her zaman bu ayrim pek belirgin degildir.
Klasik yaklasim nedensellik ilkesinin deterministik diislincesine yaklasirken, Bayesci
yaklasim olasilikl1 yorumuna yakindir. Onemli bazi istatistiksel konu ve kavramlarin Bayesgi

yaklagimla ifadesi agsagidaki gibidir:

Belirsizligin degerlendirilmesi  : Bayesci yaklasimi benimseyenler, belirsizlikle ifade edilen
bir teoriyi tamamen kabul etmenin veya korii koriine reddetmenin bilgi olusturma siirecine
pek bir katki saglamayacagi, aksine 6nemli sayilabilecek yanilsamalara yol agacagi seklinde
elestiriler getirebilirler. Ancak olasiligin hesaplanmasi ile bir derece olsun bu yanilgilardan

styrilabilinecegi diisiincesine sahiptirler.

Olasihk : Olasiligin Mantiksal Teori, Klasik Teori, Frekans¢it Teori, Siibjektif Teori, gibi
teorilerle ortaya konan birbirinden farkli tanimlar1 mevcuttur. Bayes¢i yaklasim bunlardan
Subjektif tanimi1 kabul etmektedir. Bu yaklasimi esas alarak gelisen Bayesgi istatistikte bir
olayin olasiligi, o olaya iliskin inan¢ derecesi (6n bilgi) ile denemeden elde edilen sonuglarin
(verinin) birlestirilmis halidir. Bir araya getirme islemi, Bayes teoremine, dolayisiyla kosullu

olasiliga dayanmaktadir. Bayesci istatistikte olasilik “tiimevarim olasiligi”dir. Amag, en



kesine en yakin sonuca ulagmaktir.

Cizelge 1.2 Bayesci yaklasim ve klasik yaklagima gore isleyen siiregler

Bayesci Yaklasim Klasik Yaklasim

Varsayimsiz Varsayimlarla

Deneme Deneme

Dogrulama Yanliglama
t,g)=0

S <<ptg)<1 P(.0)

[{P=i]

“t” bir teori ve “g” onunla ilgili gozlemler ise farkli olasilik yaklagimlarina gore siireg

Cizelge 1.2” deki gibi 6zetlenir;

Parametre : Parametre Bayesci yaklasimda olasilik dagilimi olan bir rastlant1 degiskeni ile es
degerdedir. Dolayisiyla parametrenin tahmincisi i¢in de bir 6n olasilik dagilimi belirlenir.
Mevcut veri ile birlestirilerek, parametre tahmincisinin son olasilik dagilimi elde edilir.
Ozetle, Bayesci yaklasimda parametre ile ilgili tiim cikarsama islemleri, son dagilima
dayanarak yapilir. Klasik yaklasimda ise parametre, bilinmeyen bir sabit olarak goriiliir.

Parametre tahmini sadece mevcut veriye dayandirilarak hesaplanir.

Nokta Tahmini : Istatistigin tahmin problemlerinden biri de nokta tahminidir. Bayesci
yaklagimda ilgilenilen parametrenin nokta tahmini genellikle sonsal dagilimin ortalamasidir

(posterior mean). Karar teorisi agisindan bakildiginda, zarar fonksiyonunun beklenen degeri,

optimum tahmini verir: y gozlemler, 6 parametre ve 9 bu parametrenin gézlemlerden tahmini

(0 =6(y) iken, son olasilik dagilim1 p@1y) , kayip fonksiyonu L=L(6,6) dir. Optimum

tahmin ise EL(0,0) = [L(0,0)p(6] y)d6 * dir.

Nokta tahmini baslig1 altinda istatistikte tahminin degerlendirilmesinde kullanilan, Bayes ve
Klasik yaklasim i¢in birbirinden farkli ©nem derecelerine sahip bazi kistaslara da
deginilmistir;

Yeterlilik : Tlgilenilen parametreye iliskin, sahip olunabilecek tiim bilgiyi igerisinde
bulunduran istatistik, yeterli istatistiktir. Bayes¢i ve Klasik yaklasim bu tanimda hemfikirdir.




Fakat yeterlilik, Klasik nokta-tahmin teorisinde sadece bir varsayimken, Bayes¢i hesaplamada
kaniti mevcuttur. Aslinda Klasik yaklasim goriisiiyle pek bagdasmaz. Ciinkii yeterliligin
Oziinde, parametrenin kosullu olasilig1 vardir. Bir parametrenin olasilifinin olmasi da Klasik
gorlise taban tabana zittir.

Parametre @, 6rnek degerleri X = X, X,,..., X, iken t de, t=t(X) , X ’in fonksiyonu bir
yeterli istatistigi gosteriyorken;

Yeterliligin anlamin1 agiklayan matematiksel iliskiler;

1-) P(X |t &6O) =P(X |t) diger bir ifadeyle,

(f(xl! Xz’_”,xn |t) _ f(Xl,Xz,...,Xn,t) _ f(Xl,Xz,...,Xn)j
ve

g(t) g(t)
2-) P(0| X) =P(O|t) *dir.

1-)P(X |t &6O) =P(X |t); olabilirlik (likelihood) ilkesi agisindan yazilan ifadeye gore,
parametre (&) ve yeterli istatistik ('t ) veri iken, X’ leri gézlemenin olasiligi; sadece yeterli
istatistik veri iken X’ leri gézlemenin olasiligina esittir. Dolayisiyla X ’in kosullu olasilik
dagilimi, parametreden bagimsizdir. Parametre olmadan da “yeterli” istatistik ayni iliskiyi

saglar.

2-) P(@| X)=P(@]|t); bu ifade ise baska bir agidan (normal kosullu olasilik ile) bakarak ayn1

kavrami agiklar. Gozlemler ( X ) veri iken parametrenin ( €) olasihigi; yeterli istatistik ( t) veri
iken elde edilen parametre olasilik degerine esittir. Yani gozlemler yerine “yeterli” istatistik

de parametrenin olasiligini agiklarsa, deger ayn1 olacaktir.

Yukaridaki esitliklerden hareketle, Bayes Teoremine gore yeterliligin ispatt &, t ve X ’in her
degeri i¢in,
P@| X &t)P(X |t)

P(X [0 &1) = 501D

olur. Burada P(0| X &t) olasihigi, P(€| X)’ e esittir. Ciinkii t, X ’den hesaplanmuistir.
Teoremde yerine konursa,

P X)P(X1)

P(X |0 &t) = 5
) (2.6)




olur. Boylelikle yeterliligin ispati yapilmis olur. Yeterlilik, Bayes¢i yaklagim icin oldukca

onemli bir élgiittiir. On dagilimin elde edilmesinde bu 6zellikten yararlanilir.

Yansizlk : Tahmincinin beklenen degerinin, parametrenin ger¢ek degerine esit olmasi
demektir: @ parametre ve 6 bu parametrenin tahmincisi iken, tahminci yansiz ise E@) =6

*dir.

Klasik yaklasimda iyi bir tahminci yansizdir. Ote yandan Bayes¢i tahminciye (son dagilimim

ortalamasina) bakildiginda yansiz olmadig1 goriiliiyor. Bu ispat sdyle gosterilebilir;

Y gozlemlerden elde edilen tahmin, f(y|#) bu gozlemlerin olasilik yogunluk fonksiyonu, &
ise bir parametredir. E,(Y) = € Klasik yaklasimin yansizlik ifadesidir. Bayesci nokta tahmini

(son dagilimin ortalamasi) asagidaki gibidir;

E@1y) = [6P©O]y)do e

O halde yukarida belirtilen son dagilimin ortalamasinin yansiz olmasi ig¢in, su esitligi

saglamasi gerekmektedir;
E,[E@IY)]=[[[P©]y)do]t (y| 6)dy =0 (Burada tahminci olarak Y yerine, son
dagilimin ortalamasi konulmustur.)

Y tahmincisinin varyansinin tanimindan yola ¢ikilarak, Bayes¢i tahmincinin, beklenen

degerinin parametre degerine esit olup olmadigina bakilmaktadir.
Asagidaki ifade, 8’ ya gore kosullu hale getirilirse;

E[(Y -6)? |=E[Y?-2v0+6?]

= E[E ((Y?=2Y0+6%)| 0)] Beklenen degeri alinir.

E[E(Y2 | 6) — 267 + 02] Burada (E(Y | 8) = E,Y = 0) varsayilir.

E[E(Y?16)-6%|=E(Y?)-E@©?).
Benzer bicimde Y’ ye gore kosullu olursa;
E|(Yy -6)?|=E[E((Y? - 2Y0+6) Y|

=E(Y?-2Y?+E(07|Y)) Burada E(@|Y) =Y varsayilir.
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=E(@0")-E(Y?) (2.8)
Her iki hesaplamanin yansizlik degerlendirmesi yapilirsa;

Eger E(6%) = E(Y?) esitligi saglanyorsa, baska bir ifade ile |[E(Y —6)?]|=0 ise, tahminci Y,
parametre @’ ya esit demektir.

Etkinlik : Klasik yaklasim i¢inde anlamli sayilabilecek degerlendirme 6lgiitlerinden biri olan
etkinlik ile, tahmincinin miimkiin olan en kiigiik varyansa sahip olmasi sart1 aranmaktadir.
Klasik yaklasimda yansiz tahmincilerden biri tercih edilecekse, varyansi kii¢lik olan, baska bir
ifadeyle olasilik dagilimi daha dar aralikta yayilan, tahminci segilir. Bilindigi gibi, ortalama

hata karesi de etkinligi 6l¢gmektedir.

Kesinlik : Kesinlik (precision) varyans ile ters orantilidir. Bir degerlendirme kisit1 olarak
kesinlik, istatistikte tahmin kriterleri olarak kabul edilen diger kavramlarla karsilastirilarak
daha 1iyi anlatilabilir. Kesinlik, hatanin olasilikli kismini igerir ve sistematik hatanin
yapilmadigr varsayilirsa, gercek degerden sapmayi ifade eder. Tiimiiyle Bayesci catida

yapilan bir analizde varyans yerine kesinlik alinarak, gercek degerin olasilig1 hesaplanir.

Giiven Araligi : Istatistikteki tahmin probleminin temel konulardan biri de, aralik
tahminidir. Giiven araliklarma iligkin bilgi, bagka bir ifadeyle parametrenin belirli degerler
arasinda yer aldig1 (veya Bayesc¢i yaklagima goére yer alma olasiliginin) bilgisi anakiitleyi
tanimada ve tanimlamada yardimcidir. Bu noktada belirtmek gerekir ki Bayesgi yaklagim,
Klasik yaklagimin “giiven aralig1” tanimlamasi yerine, “giivenilir aralik” (credible interval),
“Bayesci aralik” (Bayesian interval) veya “En Yiiksek Son Yogunluk Bolgesi veya Araligr”

(Highest Posterior Density Region or Interval) tanimlamalarini kullanmaktadir.

Aslinda tanimlamada farkli oldugu gibi yorumlamada da farklidir; Bayesc¢i yaklagimda, son
dagilimin ortalamasi igin, 6rnegin 0,95 giiven diizeyinde bir giiven araligindan s6z ediliyorsa,
bu araligin, son dagilimin ortalamasini icermesi olasiligi - son dagilimin ortalamasini

icerecegine olan inang derecesi- %95°tir.

Hipotez Testi : Istatistikte anakiitleyi anlamaya ve ¢dzmeye calisirken, parametrelere iliskin
iddialarin yer aldigi bazi Onermelerden yararlanilir. Hipotez olarak adlandirilan bu
onermelerde ortaya atilan ifadeler, aragtirmacinin karar vermesini saglayan bir test slirecinden
gecer; hipotez testi siirecinde parametrenin iddia edilen degere esit olup olmadig1 veya sozii

edilen aralikta bulunup bulunmadig: test edilir ve bdylelikle anakiitlenin belirsizligi kismi
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olarak aydinlatilmis olunur.

Bayes, hipotezlere olasilik tayin eder. Bunun nedeni, Bayesgi yaklasimin olasilik teorisine
daha genis bir mantiksal agidan bakmasidir. Klasik Aristo mantigina gore bu degerin 0 veya 1
olmasi degil, 0-1 araliginda degerler almasi1 s6z konusudur. Yani bir hipotez kabul ya da
reddedilmez, onun sahip olduguna inanilan olasilig1 belirlenir. Ancak bu noktada belirtmek
gerekir ki, Bayesgi yaklasim, ¢ift tarafli hipotez testi s6z konusu ise zayiftir. Ciinkii stirekli bir
dagilimda parametrenin “0”a esit olma olasiligit “0”dir. Buna Onerilen ¢6ziim, Ornegin

regresyon katsayisi igin “0”a yakin bir deger almaktir.

2.3 Bayesci Tahmin Problemi
Bilinmeyen bir 6 ve rasgele segilen Xi,..., X, parametrelerinin olusturdugu f (x| &) dagilimi

olsun. @ degeri, Q araligindaki gergek degerlerin tahminidir. Q araligi sinirh ya da sinirsiz
olabilir. Sonug olarak, @ degeri rnekten segilen degerler sonucunda olusur.

Xy X, gibi rastlanti degiskenlerinin olusturdugu olasilik kiimesinin tahmini degerleri,
O(Xy,y X,) gergek degerli fonksiyonuna bagli olarak @’ nin tahminci olmasi saglanir.

Diger bir ifadeyle, 8 degeri, o(X,,..., X,,) kiimesinin olusturdugu Q araliginda yer almalidir.

Tahminci ve tahmin arasindaki iligki 6zetlenecek olunursa, tahminci (O(Xg,..., X)), (
X,y X, )’nin birikimli olasiliklarmin ve rastlanti degiskenlerinin fonksiyonlarma baglidir.
Tahmin ise 6zel xi,...,x, degerleriyle olusturulmus J(X,,..., X,) dagilimina bagli olarak
degisir. X= X,,.., X, V& X=X;,..., X, vektorleri siklikla kullanilacaktir. &(X) notasyonu
yerine ise ¢ ifadesi yer alacaktir.

2.3.1 Kayip Fonksiyonu

Gercek @ degeri, 5’ nim iyi bir tahminci olmasim saglar. Iyi bir tahminci “5 -(8)”
degerinin sifir oldugu durumlar igin s6z konusu olur. Her olasilik degeri i¢in “6 € QQ” ve her
tahmin degeri i¢inde “aeQ” olmalidir. € deZeri ve onun tahmincisi olan a degeriyle

arasindaki uzaklik “ L (8, a)” fonksiyonuyla ifade edilir. Bu fonksiyonun beklenen degeri ise,
E[L(6,8)]= [ L(6,2)2(6)do (2.9)

ifadesiyle tamimlanir. Bu ifade de &(¢) onsel dagilim olarak tanimlanir. Bu islemler

yapilarak minimum deger hesaplanmaya ¢alisilir. Bir tahmin degeri olusturmaya c¢alisan L
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fonksiyonu minimize edilmis bir kayip fonksiyonu olarak adlandirilir.
Bayes Tahmincisinin Tanimi

x € X (X bir vektér ) iken, &’ min Q aralifinda son dagilimi &£(6, x) ile ifade edilir. Bu
durumda istatistiksel “a” tahmincisi kullanilarak asagidaki gibi bir beklenen kayip fonksiyonu
olusturulur:

E[L(6.8) | X]= [ L(8,2)£(0] )do (2.10)

Bu fonksiyon nedeniyle istatistik¢iler minimum olan bir tahminciyi tercih etmelidirler.
X vektoriiniin elemani olan x olasilik degeri i¢in, beklenen minimum kayip degeri olacak a
tahmincisi i¢in 0 *(X) fonksiyonu tanimlansin. Ayni zaman da bu fonksiyon ® ’ nin 6zel bir

tahmincisi olsun. Bu tahminci @’ in Bayes tahmincisi olarak adlandirilir. Bayes tahmincisi

icin agagidaki beklenen deger hesaplanir:
E[L(8,6* (X)) | x]=min E[L(#,a) | x] (aeQ icin) (2.11)

Sonug olarak, X= (Xi,...,Xn) ¢ den ¢ekilen rasgele orneklerin olusturdugu tahmin problemi,
Q araligindaki bilinmeyen degerlerin 6 parametresinin olusturdugu dagilim ile

¢oziimlenebilir. Verilen her kayip fonksiyonu L(#,a) ve her onsel dagilim £(6) igin 6’ nin
Bayes tahmincisi, X’ deki her x olasilik degeri igin ¢ *(x) tahmincisiyle hesaplanir. Buradan

da anlagilabilecegi gibi Bayes tahmincisi, kayip fonksiyonu ve &’ nin olusturdugu onsel

dagilima bagli olarak olusturulur.

Hata Karelerinin Kayip Fonksiyonu: Hata kareleri kayip fonksiyonu, tahmin problemindeki

kayip fonksiyonu araciligiyla bulunur. Bu fonksiyon asagidaki gibi gosterilebilir:
L(6,a) = (0 —a)? (2.12)

Hata karelerinin kayip fonksiyonu kullanildig1 zaman, x degeri i¢in Bayes tahmini & *(X),

minimum a degerli E[L(@ —a)?| x] beklenen degeriyle bulunur.

(0—a)® beklenen degeri @’ nim son dagilimina uygun hesaplandigi zaman, bu beklenen

deger @’ nin sonsal dagiliminin ortalamasina [5 *(X)=E(@| X)] uygun segilecek olan a

olasiliginin, minimum olmasini saglayacaktir. Buradan da anlasildig: iizere hata karelerinin

kay1p fonksiyonu kullanilarak Bayes tahmincisi 6 * (X) = E(@| X)’ ne esit olacaktir.
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2.3.2  Onsel ve Sonsal Dagihmlar
2.3.2.1 Onsel Dagilimin Belirlenmesi
Bayesci bir tahmin gergeklestirebilmek i¢in Oncelikle, Bayes¢i tahminin gereklerinin nasil

belirlenecegine karar verilmelidir. Buradaki asil sorun, kisaca olasilik fonksiyonu f(x|&)

olarak verilen bir anakiitleden c¢ekilen gozlemleri temel alarak, 0’nin asil degerinin

parametreler uzayr ’ nin neresinde var olabilecegini saptamaya ¢alismaktir.

Birgok problemde, f(x|#) ile ilgili herhangi bir gézlem yapilmadan 6nce, deney yapan bir
kisi, onceki bilgilerini gozden gecirerek,  uzayinda bir olasilik dagilimi olusturmak
suretiyle, 0’in degerinin nerede bulunabilecegini tahmin edebilir. Diger bir deyisle, herhangi
bir deneysel veri elde edilmeden ya da gézlemlenmeden 6nce, deneyi yapan kisinin gegmis
tecriibeleri ve bilgi birikimi onu, @’nin Q’nin diger bolgelerine oranla, belli bash bazi
bolgelerinde bulunduguna inanmaya sevk edecektir. 6’ nin Q uzaymda belirli bolgelerde
bulunma olasiliklarindan hareketle bir 6n dagilim disiiniilebilir. Bu dagilima €’nm onsel

dagilimi denir.

Istatistikte, onsel dagilim kavrami ¢ok fazla tartisma yaratmaktadir. Bir arastirmacinin @ nin
gercek degerinin nerede olabilecegine dair 6znel inanglari bulunmasi baglaminda, bu
dagilimin bir 6znel olasilik dagilimi oldugu savi bazi istatistikgiler tarafindan ileri siiriiliir.
Ote yandan, bir 6nsel dagilimim istatistik alaninda kullanilan diger herhangi bir olasilik
dagilimindan farksiz olduguna ve olasilik teorisinin tiim kurallarinin bir 6nsel dagilim igin de

gecerli olacagina inanilir.

Diger bazi istatistikgiler bircok problemde €’ nin olasilik dagilimindan s6z etmenin dogru
olmadigr yorumunda bulunur. Ciinkii €’ nin gercek degeri daha ¢ok deney yapan kisi
tarafindan belirlenen sabit bir say1r olarak disiintlir. Bu istatistik¢iler; ancak 6’ nin
gecmisteki olas1 degerleri ile ilgili yogun bir 6n bilgi sahibi olundugunda, @ parametresinde
bir onsel dagilimin kullanilabilecegi diisiinmektedirler. Ancak o zaman, iki farkl istatistik

degerinin kullanilacak uygun bir 6nsel dagilim iizerinde uzlagsmasi miimkiin olacaktir.

Ayrica Kesikli ve Siirekli Onsel Dagilimlara ait bazi problemlerde, & parametresi sadece
sonlu sayida degisik deger alabilir. Diger problemlerde, & parametresi reel sayilar kiimesi
tizerinde ya da reel sayilar kiimesinin bir araliinda sonsuz sayida deger alabilir . Bu
durumda bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonuna, 6’ nin o6nsel olasilik yogunluk

fonksiyonu denir.
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2.3.2.2 Sonsal Dagilimin Olusturulmasi
X1....,Xp” nin; olasilik fonksiyonunun f(x|&) oldugu bir anakiitleden; rassal bir ornek

olusturdugu varsayilsin. Ayrica parametre 6’ nin degerinin bilinmedigi ve € ’nin Onsel

olasilik fonksiyonunun da &(€) oldugu disiiniilsiin. Bu sartlara bagl Xj...X,’ in olasilik

fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:
9, (9 = [, ., (x[B)5(6)d(6) (2.13)

Benzer bir sekilde X;=x; , Xp=Xp verildiginde, @ ’nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,
Xi... Xy nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonuna ve @’nin Xxj...x, marjinal bilesik olasilik

yogunluk fonksiyonuna boliinerek elde edilir.

f, (x|0)£(6)

0lx) =
S0 =" %0

(2.14)

Buradaki kosullu olasilik yogunluk fonksiyonuna sonsal dagilim denir. Ciinki bu, Xj...X,’in
degerleri gozlemlendikten sonra elde edilen #’nin dagilimidir. Sonsal olasilik yogunluk
fonksiyonu &(€]x); Xi=X1 , Xn=Xn gozlemledikten sonra € ‘nin bu goreli olabilirligini

temsil eder.

2.3.2.3 Eslenik Dagilimlar
Bazi durumlarda 6 parametresinin onsel dagiliminin bilinmesi, sonsal dagilimimin tahmin

edilmesini saglamaktadir. Ornegin, @ nin &nsel dagilimi beta ise sonsal dagilimi da bir diger
beta dagilimina uymaktadir. Bu durumda onsel ve sonsal dagilimlar eslenik (conjugate)

dagilimlar olarak nitelendirilebilir. Bunun i¢in asagidaki dagilimlar incelenmistir.
2.3.2.3.a Bernoulli Dagilminin Parametresinin Tahmini:

6 parametresinin degerinin bilinmedigi bir Bernoulli dagilimindan rassal bir 6rnek alinsin.
Eger 6’ nin 6nsel dagilimi bir beta dagilimiysa, o zaman herhangi bir rassal 6érnek yardimi

ile, @’ nin sonsal dagilim1 da yine bir beta dagilimi olacaktir.

Xj... X, ’in, @ parametresinin degerinin bilinmedigi bir Bernoulli dagilimindan rassal bir
ornek olsun (0<@<1). Ayrica 8’ un onsel dagiliminin, verilen a ve g (a >0 ve £>0)

n
parametreleriyle, bir beta dagilimi oldugu varsayilsin. y = Z X; olsun.
n=1

Bu durumda 6nsel olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in agsagidaki esitlik s6z konusu olabilir.
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&(0) < 01 (1-0)"* 0(6(1

Sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu f, (x|8)oc £(0)E(O]X) ya oranlanabildiginden, su

sonu¢ ¢cikmaktadir:
E(G)x) c 07 A-0)"" 0¢6(1

Sabit bir faktor disinda, bu bagtinin sag tarafi, o +y ve [ +n-y parametrelerine sahip bir
beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonuna esittir. Ve yine bu nedenle bu dagilimin

Bayes tahmincisi:

n

OL+Z X
! _ i=1
5= a+p+n

ifadesiyle bulunur.
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2.3.2.3.b  Bir Poisson Dagihmindan Ornekleme:
Xi...Xn Poisson dagiliminda &’ nin ortalama degerinin bilinmedigi rassal bir ornek
olustursun (6>0). @’ nin 6nsel dagilimi ¢ ve B’ nin (a >0 ve £>0) belli parametrelerle

gama dagilimi oldugu varsayilsin. Yine €’ nin sonsal dagilimi, X;=x; (i=1,...,n) verildiginde,

n n
parametreler a+2xi ve f+n ile gama dagilimidir. Aymi sekilde, y= in olsun. Bu
i=1 n=1

durumda, f, (X|(9)oce'“99y bagmtist olusur. Bu bagmtida x’ i iceren ancak &’ ya bagh

olmayan bir faktor sag taraftan atilir. Ayrica 8’ nin dnsel olasilik yogunluk fonksiyonu
EO) c 0 e® 9)0
§(9|X) o 9a+y—1 e-([3+n)9

bi¢iminde ifade edilebilir. Olasilik dagilim fonksiyonu (&[x) sonsal, f (x|8) o« &(0) ya

a(9|x) oc 90(+y-l e-(B+n)H

oransal oldugu igin uyar. Bu bagintinin sag tarafi, o +y ve f+n

parametreleriyle sabit bir faktor disinda, bir gama dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

olarak varsayilabilir.

1.3.2.3.c  Bir Normal Dagilimin Parametrelerinin Tahmini

X1...Xp, ortalama 6’ nm degerinin bilinmedigi (-0 <@ <) ve o® varyansmn degerinin
bilindigi(o? > 0) bir normal dagilimdan rasgele bir 6rnek olusturdugu varsayilsin. 6’ nmn
onsel dagiliminin, ortalama £ ’nin ve o varyansimin belli degerleriyle bir normal dagilim
oldugu diisiiniilsiin. #° nin sonsal dagilima,

o+ NLZ Xn

M= T 5 o

parametreli normal bir dagilima uymaktadir. Olasilik fonksiyonu f_(x|&) ise

fn(x|9)ocexp{— ! Zn:(xi—e)z}

2(52 i

formiilasyonu ile ifade edilir. Burada sabit faktor sag taraftan atildiktan sonra ifadeyi

dontistiirmek igin su esitlik kullanilir:
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Zn:(xi —6)% =n(6 — Xn)? +Zn:(xi — Xn)?

ve bdylece xi...Xx iceren ancak f, (x|#)’ ya bagl olmayan bir faktdr olarak ortaya cikar.

Sonug olarak f (x|€) asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:

f, (X6) o exp{—%(@ —;n)2:|

Onsel olasilik yogunluk fonksiyonu &(6)sekline sahip oldugu icin, onu takiben sonsal

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki ifadeyle gosterilirken:
1 2
&) o exp| — = (0 - 1)
2v

ve daha 6nceden belirtildigi gibi
1| n -1

(6]x) o exp ——{—z(e—xnf—z(e—mﬂ
2| o v

ifadesi elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki son terim 6 icermedigi i¢in, oransallik

faktorii icersinde diistiniilebilir ve

n - 1 1 n -
— (O=x0)* + 5 (0 -1 =5 (0 -p)* +—5——— (xo —p)°
c L L c° +Nnv

1

bagintis1 elde edilir. Bu bagintinin sag tarafi, sabit faktor disinda, ortalamas1 g ve varyansi

o olan normal bir olasilik yogunluk fonksiyonu olarak degerlendirilebilir. Bu nedenle, 6’
nin sonsal dagilimi teoremde belirtildigi gibidir. @’ nin sonsal dagiliminin ortalamasi,

asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
1 2
4 |~ 5or (0’|
2V

v ve o’ nin degismez degerleri icin, daha genis drnek biiyiikliigii n, daha biiyiik x’e verilen

degisim agirlig1 olacaktir.

v ve n’ nin degismez degerleri igin, drnekteki her gdzlem o *nin varyansindan ne kadar genis

olursa, x’e verilen degisim agirlig1 o kadar kiigiik olacaktir.
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o’ ve n’ nin degismez degerleri i¢in, 6nsel dagilimm o varyansi ne kadar genis olursa, X’ e

verilen degisim agirhigi o kadar genis olacaktir.

Sonug olarak 1 i¢in,

o’ nv? -

Hy = p+ Xn
% +nv’ % +nv®

esitligi olusacaktir.
2.3.2.3.d Ustel Dagiimdan Ornekleme

Xi....Xp, 0 parametresinin (0 >0), bir iistel dagilima uydugu varsayilsin. (8° nin Onsel
dagiliminin o ve B’ nin (>0 ve B>0) belli oldugu parametrelerle, bir gama dagilimi oldugu
varsayilsin.) 6’ nin sonsal dagilimi, X3;=X; (i=l,...,n) verildiginde, o+n ve Pty

parametreleriyle bir gama dagilimidir.

olsun. Onsel olasihik yogunluk fonksiyonu f (x|0)=0c6"e®, &(0)c6*"e”™, 6)0

seklindedir. Bu nedenle
§(9|X) o Hu+n-1e—(ﬁ+y)9 0 > 0

ifadesindeki orantisallik iliskisi elde edilir. Bu bagintinin sag tarafi, sabit faktor disinda, o-+n

ve B +y parametreleriyle bir gama dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonuna esittir.

Yukarida 6rnekleri verilen dagilimlarin 6nsel ve sonsal dagilimlar bir tablo ile gosterilecek

olunursa;

Cizelge 2.3 Ornekleme dagilimlarinin 6n ve son dagilimlar

Orneklem dagilim On dagihm Son dagihm
Bernoulli Beta Beta
Poisson Gama Gama
Negatif Binomial Beta Beta
Ustel Gama Gama
Normal Normal Normal

Ozetle ifade edinilecek olunursa, bir én dagilimin olabilirlik fonksiyonu ile isleme girdikten

sonra bir son dagilimin olusturulmasiyla bayes¢i tahmin olusturulur. Bayes¢i tahmin, Bayes
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teoreminden yola ¢ikarak tiimdengelim yontemiyle eksik verilerin olumsuzlugunu ortadan

kaldirarak bir yargi olusmasini saglar.
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3. REGRESYON

Bir konu hakkinda mevcut olan iki ve ya daha fazla degisken arasinda iliski olup olmadigini,
varsa bu iligkilerin ne yonde oldugunu veya bu iliskilerin derecesinin 6l¢iilebilmesi ihtimali,

bu konu {izerinde arastirma yapma ihtiyaci dogurmustur.

Istatistiksel anlamda iki veya daha fazla degisken arasindaki iliski, bunlarin mevcut degerleri
arasindaki baglilik olarak anlagilir. Soyle ki X degiskeninin sahip oldugu degerlere gore, Y
degiskeninin degerleri art1 veya eksi yonde degisiyorsa bu iki degisken arasinda bir iligkinin
varligindan s6z edilebilir. Bu iki degisken arasinda mevcut olabilecek bir iligkinin varliginin
nasil gosterilebilecegi akla gelen sorularin basinda yer alir. Bunu matematiksel bir ifade ile
formulize ederek, iliskinin gosterilmesi i¢in ilk baslangic yapilir. Eger bu degiskenlerden
birine ait degerler biliniyorsa diger degiskene ait degerler bunlardan yola ¢ikilarak tahmin

edilebilinir.

Degiskenler arasindaki iligki, bir neden-sonug iligkisidir. Ancak bu neden sonug iligkisi her
zaman basit denklemlerle ifade edilemeyebilir. Oyleki bazi durumlarda hangi degiskenin

neden, hangi degiskenin sonu¢ durumunu karsiladigi tam olarak kestirilemez.

Degiskenler arasindaki iligkinin incelenmesi, bilim agisindan hep bir 6neme sahip olmustur.
Oyle ki, karsilasilan tiim sorunlarda, iki veya daha fazla degiskenin arasindaki iliskiye
baglhidir. Ornegin bir dgrencinin zeka diizeyi ile basar1 diizeyi, bir partiye oy vermekle kisinin
egitim diizeyi gibi.

Yukaridaki agiklamalardan anlasilacag: iizere, degiskenler arasindaki iliskinin matematiksel
ifadesi diger bir deyisle fonksiyonel ifadesi, birbirlerini nasil etkiledikleri ve bu etkinin giicii
bilinmek istenmektedir. Degiskenler arasindaki iliskinin nasil bir matematiksel denklem ile
ifade edilecegi ve bu denklem sonucunda iliskinin dogrusal ya da egrisel olacagi sorusunun
cevabiny, iliskinin fonksiyonel sekli verir. Iligkinin y&nii ise aradaki baglantinin ayn1 yonde mi
yoksa zit yonde mi degisime neden oldugunu gosterir. Iliskinin derecesi ise bu degiskenler
arasindaki bagin kuvvetini agiklar. Iliskinin fonksiyonel sekli regresyon ¢dziimlemesini,

iliskinin derecesi ise korelasyon ¢oziimlemesini ortaya ¢ikarir.

Tarihsel gelisimi incelendiginde 19. yy’ da regresyon kavrami ortaya ¢ikmistir. Bu kavramin
ortaya ¢ikmasina, kalitim iizerinde yapilan arastirmalar vesile olmustur. Regresyon kavrama,
daha sonra tahminleme isleminde kullanilan bir teknik olarak giindeme gelmistir. Ozetle

regresyon, bilinenlerden yararlanilarak bilinmeyen durumlarin tahmin edilmesinde kullanilan
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bir tekniktir.

Regresyon c¢oziimlemesinde ‘“sonu¢” durumunu olusturan degiskene “bagli degisken”,
“neden” durumunu olusturan degiskene ise “bagimsiz degisken” denir. Bagimsiz

degiskenlerin sayis1 bir veya birden fazla olabilir.

Iliskinin fonksiyonel sekli agisindan regresyon, dogrusal ve dogrusal olmayan regresyon

olarak ikiye ayrilir.

3.1 Dogrusal Regresyon
Regresyon ¢oziimlemesinde, bagimsiz degisken sayisi iki veya daha fazla olabilir. Modelde

yer alan bagimsiz degisken sayisi bir ise bu regresyona basit regresyon, iki ve daha fazla ise
coklu regresyon modeli olarak ifade edilir. Diger taraftan degiskenler arasindaki iligkinin sekli
(dogrusal olup olmadig1 ) de 6nem tasimaktadir. Burdan da anlasilacag: iizere degiskenler

arasindaki iligki, dogrusal ise bu regresyon ¢oziimlemesi dogrusal regresyon modeli olarak

ifade edilir.
Basit dogrusal regresyon modeli asagidaki gibi ifade edilebilir:
Y. =a+ fX, +u, (3.1)

Yukaridaki ifade tek bir bagimsiz degisken iceren stokastik bir modeldir. Bu modelde yer alan

a ve [ parametrelerinin degerlerini bulabilmek i¢cin X bagimsiz degiskeni ve Y bagiml
degiskenine ait gozlemlere ihtiyag vardir.

X ve Y degiskenlerinin igerisinde bulundugu anakiitleye ait biitiin veriler elde edilemeyecegi
igin, bu degiskenleri karsilayabilecek bir orneklem olusturulmalidir. Boylece a ve S

parametrelerinin kesin degerleri bulunamasa bile, bu parametrelerin degerlerinin birer tahmini

olan “a ve b” degerleri bu 6rneklemden yararlanilarak bulunabilir.

S6z konusu olabilecek anakiitle igerisinde birer “a ve £ degeri bulunurken, bu anakiitleden
cekilen her bir 6rneklem igin ayr1 birer “a ve b” degeri bulunmaktadir. iste bu “a ve b” normal
boliinmeye sahip olup, beklenen degeri sirarisiyla “a ve £ dir. Eger bu degerler bulunmak
isteniyorsa, anakiitle igerisinden tek bir 6rneklem alinarak, bu 6rneklem yardimiyla anakiitle

parametreleri tahmin edilebilmektedir.

Regresyon modeline dahil edilemeyen diger degiskenler, modelde “u” ile ifade edilir ve hata

terimi olarak adlandirilir. “u” hata terimini gdézlemlemek hicbir zaman miimkiin olamaz.
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Bunun i¢in hata terimleri i¢in belirli baz1 varsayimlart géz 6niinde bulundurmak gerekir. Y ile

X degiskenleri arasindaki gercek iliski,

Y, =a+ pX, +y; (3.2)
iken gercek regresyon dogrusu

E(Y,))=a+ pX, (3.3)
esitlikleri ile ifade edilir. Bununla birlikte, tahmin edilen iliski,

Y, =a+bX, +¢ (3.4)
denklemi ile ifade edilir. Tahmin edilen regresyon dogrusu ise :

Y, =a+bX, (3.5)
Yukaridaki esitliklerde;

Yi: Y degiskeninin gézlemlenen degerini,

YAi : X degiskeninin belli bir degeri veri iken, Y degiskeninin tahmin edilen degeri,

a: a gercek kesim noktasinin tahminini,

b: f gergek degerinin tahminini

e : u hata teriminin gercek degerinin tahminini

simgeler. Gergek ve tahmin edilen regresyon dogrular1 asagidaki dogrularla ifade edilebilir.

——Sarl 1
—m—Sarl 2

Sekil 3.1 Gergek ve tahmin edilen regresyon dogrulari

Seril:Y, =a+bX,



23

Seri2: E(Y,)=a+ pX,

Dogrusal regresyon modeli bazi varsayimlara dayanir. S6z konusu varsayimlar kisaca;

. Hata teriminin boliinmesi,
. Hata terimi ile serbest degiskenler arasindaki iliski,
o Serbest degiskenler arasindaki iliski,

Hata terimleri ile ilgili stokastik varsayimlar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. Hata terimi rassal bir degiskendir.

2. Hata teriminin ortalamasi sifirdir.

3. Hata teriminin varyanst X degerlerine gore degismez, yani sabittir.

4. Hata terimi normal bdliinmeye sahiptir. Diger bir ifadeyle hata teriminin degerleri

kendi ortalamalar1 etrafinda simetrik bir yapi izlerler.

S. Hata terimlerinin ardigik degerleri birbirlerinden bagimsizdir. (Yani birbirlerini

izleyen hata terimleri arasinda otokorelasyon yoktur. )

6. Serbest degisken degerleri sabit sayilar olup, hata terimi serbest degiskenden
bagimsizdir.

7. Serbest degiskende 6lgme hatas1 yoktur.

8. Serbest degiskenler arasinda tam veya kuvvetli dogrusal baglilik yoktur.

Q. Mliskinin belirlenisi dogrudur.

10. Modelin matematiksel kalib1 tektir.
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4. BASIT DOGRUSAL REGRESYONA BAYESCi YAKLASIM

Bazi durumlarda x ve y gibi iki degisken arasindaki iligki, bir model ile ifade edilmek veya bu
iliskiyi tanmimlayacak bir esitlik bulunmak istenebilir. Cogu zaman iliski kurulacak
degiskenlerden biri olabilecek, y degiskeninin tahminine yardimci olabilecek bir x degiskeni

kullanilmast uygun goriiliir.

i=1,2,...,n i¢in (X;,Yyi) nokta ciftlerinin siralandigi n tane gbézlemi iceren bir veri seti mevcut
olsun. X degiskeni, tahmini olusturulacak, hata teriminin disinda kalan bagimsiz bir degisken
olsun. Y degiskeni ise X degiskenine bagli, hata terimini i¢eren bagimh bir degiskeni ifade
etsin. Bu iligkinin yonii apsis ve ordinat degerlerine sirasiyla x ve y degerleri verilerek

olusturulabilir.

Iki boyutlu bir grafikte bu iki degisken arasindaki baglant1 ifade edilebilir. Ancak bu ifadenin
daha agik ifade edilebilmesi ve bu baglanti i¢in kullanilacak degiskenlerin arasindaki iliskiyi
regresyon modeli ile ifade edilebilmesi i¢in, mevcut olan veri setine uygun esitliklerin
olusturulmasi gerekir. Bu dogrusal iliski, iki degiskenden olusan basit bir esitlik ile, ve
bagimsiz X degiskeni ile bagimli Y degiskeni arasindaki iliski bir dogru ile ifade edilebilir.

Bu dogrunun parametreleri, S katsayist ile «, sabit degeri olarak adlandirilabilir.

Olusturulabilecek biitlin dogrular, bir ihtimal igerir.

Baz1 kriterlerle, bilinmeyen parametrelerin tahminleri tanimlanabilir. En sik kullanilan kriter
sistemi en kiiclik kareler yonteminin kriterleridir. Bu yontemde, kalintilarin karelerinin
toplamlar1 minimize edilerek parametre degerleri bulunur. Bu durum, basit dogrusal
regresyonda kullanilmaktadir. Bazi durumlarda regresyonun logaritmik olarak kurulmasi

sonucunda bagimli degiskenin logaritma araciligiyla tahmini gergeklestirilebilir.

Baz1 veriler araciliiyla olasilik modeli kurulamadig: i¢in, degiskenler arasindaki etkilesim
hakkinda bir yorum yapilamayabilir. Bu verilerin nasil bir regresyon modelinde, hangi
bagimsiz degiskenin, bagimli degiskeni nasil etkiledigi degerlendirilir ve buna uygun bir
regresyon modeli olusturulur. Olusturulan bu model ile parametrelerin etkileri incelenir.
Mevcut verilere eklenen yeni gozlemler, parametrelerin olusturdugu dagilimin tiiriini
degistirebilir. Bu durum onemlidir. Bu iligkinin istenilen bilgileri verebilmesi i¢in, Bayes¢i
yaklagimin bazi kriterlerinden faydalanilmasi gerekebilir. Olusturulan modeldeki parametreler

tizerinde Bayesci yaklagimin sagladigi olanaklar incelenmelidir.

Bayesci yaklagim asagidaki gibi 6zetlenebilir,
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sonsal oc 6nsel *olabilirlik

Bu model i¢in olusturulmus onsel bir dagilima ve bunun olabilirlik fonksiyonuna ihtiyag

vardir.
B Ve a; icin birikimli olabilirlik

Ekoloji gibi bazi bilimlerde, istatistiksel iligkileri, bir taslak olusturarak uygun nedenlere
baglayan yontemler, Bayes¢i yontemler olarak tanimlanabilir. Bayesc¢i regresyon yontemleri

asil konuyu teskil etmektedir.

Bayesci regresyon yontemi, normal dagilimda yer alan rastlanti degiskenleri i¢in Bayes
teoreminden yararlanilarak olusturulmustur. (Gelman et al,1995) Bayes yontemi daha oOnce,
hi¢ olasilik dagilimlari i¢in kullanilmamisti. Bu yontem, ilk denemelerle birlikte olasiliklarin

alt kiimelerinin kisitlarini belirlemis oldu.

Cesitli matris yontemleriyle bu yontem, ¢ok daha iyi agiklanabilir. Oncelikli olarak Bayesgi

yaklagimin temel bilesenlerinden s6z etmek gerekir.

4.1 Bayesci Basit Dogrusal Regresyon Modeli
Yi:ﬂ1+ﬂ2Xi +Ui i=1,2 ...... ,n (41)

Y, = bagiml degiskenin i’inci gdzlemi

X; = bagimsiz degiskenin 1’inci gdzlemi

U, = hata paymin 1’inci gozlenmemis degeri

dogrusal klasik regresyonun varsayimlarina uygun dogrusal bir modelle ¢alisiimaktadir.

Y =(Yy, Yy, Y,) bagimli degiskene ait gozlem degerlerine, X =(X,, X,,.., X,) bagimsiz

degiskene ait gézlem degerleri oldugu goz 6nilinde bulundurulursa, birlesik olasilik yogunluk

fonksiyonu (3.2) ifadesi ile yazilabilir.

P(Y,X/ B, B,,6%,0) = P(Y X, 3, B,,5°)g(X/0) (4.2)

Burada @, X i¢in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunun parametrelerini géstermektedir.

X nin degerlerinin dagilimi S,, S, ve o ile aym1 olmadigindan S, B, ve o icin benzerlik

fonksiyonu, P(Y,X | B,,3,,0%)’ den bulunabilir. Y,

, verilen X,, B, B, ve o°

degerlerinden bagimsiz bir dagilima sahip olacaktir.

EQY | X, 80 B,.0%) = B+ B X,
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Var(YilxiiﬂlvﬂZ:Gz):UZ i:112a ------ n (43)
Olabilirlik fonksiyonu,

1
20°

P(Y/X,ﬁlﬁﬁ)ocﬁexp{— Z(Yi—ﬂl—ﬂzxi)z}

(4.4)
gosterilir.

Son olasilik yogunluk fonksiyonun meydan gelmesi i¢in 2 tane varsayima ihtiyac
duyulmaktadir. Bunlardan ilki yetersiz 6n bilgiye sahip olunacak, ikincisi ise belirsiz bir 6n

dagilima sahip olmas1 gerekmektedir.
P(B,, p,0) 1l o —0<f,f, <+0  0<o<+o (4.5)
B, B, ve o’ ya ait olan 6n olasilik yogunluk fonksiyonu ( g,, £, ve log o 'nin tekdiize ve

bagimsiz dagildig1 varsayimi altinda) son olasilik dagilim fonksiyonu ile birlestiginde S, S,

ve o i¢in birlesik son olasilik dagilimi gosterimi su sekildedir.

P(B ¥ X) exp{— Ly —ﬂl—ﬂlef} -
4.

Bu ifade agilirsa, son olasilik yogunluk fonksiyonunu ifadesi,
DY == B X =S (B~ B + (B, = o) X + 208, = BB~ ) DX,

B o A ZZ(Xi_Yi)(_Yi_?) o
’éi =Y _'éZX 2 Z(Xi _X)Z s? :V_lz(Yi _ﬁl_ﬂzxi)z (4.7)

ile tantmlanmus olur. (3.4) nolu ifadeyi ayn1 zamanda su bicimde de yazmak miimkiindiir.

Z(Yi -5 _ﬂzxi)z = Z{(Yi _Bl _ﬁzxi)_ I:(ﬂ_Bl)_'_ (ﬂz +Bz)xi]}2
Eger (3.4)’deki ifade (3.3)’da yerine yazilirsa,

P(By, By /Y, X) o ——

n+1
o

X {_ Zi-_g I:VSZ + n(ﬁl _Bl)z (ﬂz _Bz )Zz Xi2 + Z(ﬂl _ﬁlxﬂz _ﬁz)z Xi:|} (4-8)

elde edilir. B, ve B, ve igin bilinen o ile kosullu son olasilik yogunluk fonksiyonu, iki

degiskenli normal dagilima uymaktadir ve,
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Sx: X
O_z{n zxi }10_2 nZ(Xi _Y)Z Z(Xi _Y)z
SX T

- X 1
S -XF 2 -XT | (4.9)

bi¢imindeki varyans-kovaryans matrisine sahiptir.

4.1.1 Belirsiz On Olasilik Yogunluk Fonksiyonu ile Son Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Cikarimi
On bilginin daginik veya belirsiz oldugu durumlarda, g ve log o elemanlar, P(5,0) <1/
, —o< fi<wo, 0<o<owo 1=12,..kolarak ifade edilir. § ve o parametreleri i¢in bilesik

sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

P(B,Y,X)

L exp{— Llses-p X'xw—ﬁ)]} (4.10)

o
olarak elde edilir. Bu dagilim, ¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonu ile ifade
edilir, o nadiren bilindigi icin (XX) o’ genellikle degerlendirilemez. S elemanlari igin
marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu dagilimini olusturmak i¢in o * ya gore integral

alindiginda,

P(B, oY, X) =TP(/;,O—/Y, X)do o us? + (8- g)x x (- g™ (4.11)

sonucuna ulagilir. Bu ifade, p hakkinda degerlendirmeler yapmak i¢in kullanilir. o igin

marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonunun S’ ya gore (4.11) ifadesinden integral

yoluyla elde edilisi,

P(a/Y,X):T ...... TP(ﬁ,o-/Y,X)dﬂoc L exp[—;szJ (4.12)
—o0 —0 (o2

v+l
o

seklindedir. Bu dagilim doniisiik (inverted) gama olasilik yogunluk fonksiyonu bi¢imindedir.
(Kahyaoglu,1996)

4.1.2 Bilgi Verici On Olasihk Yogunluk Fonksiyonu ile Son Olasiik Yogunluk
Fonksiyonu Cikarimi

Daginik 6n olasilik yogunluk fonksiyonu altinda f ve o parametreleri icin elde edilen

bilesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu olan
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P(B.olY, X)oc%exp{— lvs? +(,B—B)'X‘X(ﬁ—,3)]}

2
20 (4.13)
ifadesi onsel olasilik yogunluk fonksiyonu olarak kullanildiginda ve &rneklem n; ve n,

biciminde iki bdéliimde tanimlanirsa, elde edilecek yeni ifade su bigimdedir.

1

1 , 1
P(B,o/ Y1, X) e ot exp{— 252 (Y1 = X1B)' (Y1 - XlB} i

Y {% [\/1512 + (:B _Bl)' Xllxl(ﬁ _ﬁl)]jl (4-14)

Burada, v, =n, —k, A,(X;X,)X.Y ve v;s2=(Y,-X,B3)(,-X,8) olarak ele
alinmistir.
Bu ifade, 6n olasilik yogunluk fonksiyonu kabul edildiginde birinci 6rnek i¢in £ normal

dagiliyor ve bunun yani sira o Dbiliniyorsa, ortalamasi j3,, kovaryans matrisi (X, X)) "o

olacaktir. o icin marjinal bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ise, v, ve s’ parametreleriyle

dontisiik gama formundadir. (4.15)’1lin ikinci satirindan hareketle,

1
20°

P(ﬂ/a,ﬁl,sf)ocﬁexp[— (ﬂ—,é’l)'x;xl(ﬂ—/?l)} (4.15)

yazilabilir.

Ikinci 6rnek igin olabilirlik fonksiyonu ise,

«plaY,, xz)ocinexp[—%m XY, - xzﬁ)}
o 20 (4.16)

olarak elde edilir.

Bu ornek i¢in £ ve ©'min, birinci 6rnekteki degerlerle ayn1 parametre oldugu varsayimi

altinda (4.15)’ deki 6nsel olasilik yogunluk fonksiyonu (4.16)’daki olabilirlik fonksiyonu ile

birlestirilirse, sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu olan,

P(B,o /Y, X, X,) o %exp[—iz(ﬂ =X B) (Y, = X B)+ (Y, = X, B) (Y, - Xzﬂ)}
elde edilir.

Boylece ilk ornegin onsel olasilik yogunluk fonksiyonu ve ikinci Orne8in olabilirlik
fonksiyonu yardimiyla sonsal olasilik yogunluk fonksiyonuna ulasilmistir. Bu (4.17)’ de

verilen ifade ile ayn1 dagilima sahiptir.(Zellner, 1985)
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4.2 Bayesci Coklu Dogrusal Regresyon
Y =(Y;, Y, ¥y) gOzlemleri, m tane degisken iizerine nxm gozlem matrisi boyutuyla,

Y = Xp+U bi¢iminde modele alindiginda, burada X, k bagimsiz degisken iizerine verilen

gozlemlerin k’ninct sirasindaki bir nx Kk matrisini gosterir.

pB=(6,0y B,) ise, regresyon parametreleri tiizerine kxm boyutlu matristir.
U =(u,u,,..,u,) hata terimlerinin nxm boyutlu matrisidir. U’ larin birbirinden bagimsiz
dagildigini, her birinin sifir vektor ortalamali ve pozitif tanimli mxm boyutlu kovaryans
matrisi X ile normal dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir.

Bu varsayimlar 1s18inda verilen X, f#, X i¢in Y’nin 6n olasilhik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibidir:

PY/X,3,%) o |Z|_"/2 exp[—%tr(Y - XB)'(Y - X,B)Zl}

(Y = XB)'(Y = XB) = (Y = XB)'(Y = XB) + (B~ B) X' X (B~ B)

(Y = XB)'(Y =XB) =S + (B~ B) X' X (B~ ) (4.18)
B=(X'X)tX'Y

S =(Y - XB)'(Y - XB)

Buradan, £ ve X igin olabilirlik fonksiyonu ¢ikarimi,

0B, 1Y, X) |Z|*”’2 exp [—%trS Z‘l—%tr(ﬂ—,@)' X' X (8- p) Z_l} (4.19)

olacaktir. (Zellner, 1985)

4.2.1 Belirsiz On Bilgi Durumunda Coklu Dogrusal Bayesci Regresyon
>’ nin, m(m+1)/2 ayirici elemanlari ve p’nin parametre degerleri hakkinda 6n olarak az bir

bilgi veya belirsizlik s6z konusu oldugunda, £ ve X’ nin elemanlarinin bagimsiz dagildig:

varsayimi altinda onsel olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ikarimu,

P(8,2)=P(B)P[Z) (4.20)
seklindedir. Bayes kuralina gore sonsal dagilim ise asagidaki gibidir:

P(Borees B 2 1Y, X) € P(Byrewss B, )X TL p(Y; | 115,0°) (4.21)
Standart bilgi vermeyen 6nsel (4, logo?) iizerinde sabittir. Bu da p(B,logo?) co?’ a
esittir.

Parametrelerin kosullu sonsal olasilik yogunluk fonksiyonlari asagidaki gibi gosterilebilir.
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P(ﬂllz,Y,X)maf,zexp[— = (ﬂl—ﬁl)'X'xwl—ﬁl)}

(4.22)

ﬁl ortalama ve (XX)™"o,, varyans kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal dagilimi, 2

i¢cin marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

P(Z/Y, X) |Z|7V/2 exp (—ltr > Sj
2 (4.23)

Burada v = n-k+m+1'dir. v agiklayici degisken sayisidir.
4.2.2 Bilgi Verici Onsel Dagilim Fonksiyonu ile Coklu Regresyon Modeli
Burada en 6nemli sorun, 6n bilgiyi gostermede kullanilacak olasilik yogunluk fonksiyonunun

biitiin durumlar i¢in uygun olup olmadigidir.

Eger ¢cok degiskenli regresyon modeli i¢in basit bir bilesik onsel dagilim kullanilirsa,varyans-
kovaryans matrisi bu dagilimdan etkilenecektir. Dolayisiyla parametre varyanslarina
yanstyacaktir. Bu problemden ka¢inmanin ¢éziimii olarak, modelin tiim katsayilar1 i¢in genel
cok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonu kullanim1 6nerilmektedir. Fakat buradaki
sorun ise, boyle genel ¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonunun, basit bilesik
olasilik yogunluk fonksiyonu kullaniminda oldugu gibi bir islemsel uygunluk
saglayamayisidir. Bu matematiksel zorluk, bir ¢ok durumda yine de gz ardi edilebilir. Ciinkii
basit bir olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilmasimni gerektiren durumlarla da
karsilasilmaktadir. Bu bilgiler 1s18inda 6n olasilik yogunluk fonksiyonu (4.24)° teki gibi

yazilabilir.

—(m+1/2

(1= " o] <25 FYC X (5= B)|

(4.24)

/. kx1 boyutunda bir vektér ve onsel olasihik yogunluk fonksiyonunun ortalamasidr.
Arastirici tarafindan belirlenir. C ise kxk boyutunda onsel varyans-kovaryans matrisidir. E
elemanlar1 hakkinda 6nsel bir bilgi oldugu varsayilmaktadir ve daha 6nce kullanilan belirsiz
Onsel olasilik yogunluk fonksiyonu ele alinirsa, (4.19)° daki olabilirlik fonksiyonuyla

birlestirilerek, bilesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

(n-m-1)/2

P(B.ZY)ec[Z

exp{—%ter[s +(ﬂ—ﬁ)'><'><(ﬁ—/3’)]}

(n-m-1)/2

P(B,Z 1Y) [T exp[—%(ﬂ—/%)'X'X(ﬂ—ﬁ)}

(4.25)
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olacaktir. Burada, f=(f,,f,... 5,) olarak S'= (B B BL) Ve f=(XX)XY
olarak, belirlenmistir. (Kahyaoglu,F.,1996)

Bu ifade =™ igin birlestirildiginde,

<ty x i en] S0 p)| was

B i¢in sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir ve bu ifade, genellestirilmis ¢oklu

Student t dagilimina uyar (Zellner, 1985, s.239).
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5. DOGRUSAL OLMAYAN BAYESCI YAKLASIM

Tanimlanmaya calisilan, bilinmeyen girdi ve ¢ikti degiskenleri arasinda olugmasi beklenen,
fonksiyonel formun dogru olmasi i¢in bir veri analizinin yapilmasi gerekir. Veri analizi
hakkinda bir takim bilgiler mevcuttur. Ancak bu bilgilerin nasil kullanilabilecegi, cesitli

analizlerin karsilagtirilmasiyla miimkiin olabilir.

Verilerin etkilerinin ne yonde oldugu yani dogrusal olup olmadigi ve hangi yontemlerle analiz

edilecegine karar vermeden Once, bir takim sorular sorulabilir. Bu sorular:
1. Kullanilabilecek veya benzer fonksiyon modellemesi ne olmalidir?
2. Gergek sonuglara en yakin degerin bulundugu nasil anlasilabilir?

3. Degerlendirme yapilacak konu iizerinde mevcut olan nitel ve nicel veriler arasinda nasil bir

iligki kurularak konuya dahil edilebilir?

5.1 Benzer Fonksiyonlar
Cok sayida veriye sahip bir arastirmadan elde edilecek tahminlerden, hangisinin gergege daha

yakin oldugu gosterilebilir. Cogunlukla lineer ve genellestirilmis lineer modeller, yapay sinir
aglari, dalgaciklar, karar agaclari ve c¢ekirdek fiziginde benzer fonksiyonlar kullanilir.
Tahminci ve cevap arasindaki iliski i¢in, belirgin modellerin olusmasini saglarlar. X ve Y gibi
biri bagimli biri bagimsiz iki degisken olsun. Bu iki degigsken arasinda zayif ve giiclii

degiskenin tanimlanmasi, olasiliksal ifadesi birka¢g modellemeyle 6rneklendirilebilir.

5.2 En Iyi Model
Olusturulan bir model, gergegin benzeri olmalidir. Sadece bir modelin bulunmadigi, gercek

veri analizinin de gergeklestirilemedigi durumlarda, girdi ve ¢iktilar1 bir biitiin olarak ele
almak gerekir. Bu durum, birden fazla modelin yer aldig1 tahmin sistemlerinde, en iyi modelin

hangisi oldugunun bulunmasi i¢in bir alternatif olusturur.

5.2.1 Bayesci Metodlar
Onsel nitel ve nicel verilerle belirli modeller gelistirilebilir. Ornegin, bir regresyonun

diizgiinliglinlin derecesi bilgisi, 2. tliirevinde saglanan diizgiin modellerin siniflandirilmasinda
kullanilir. Bu gibi yaklagimlar, Bayes¢i yaklagimlarin baglangicini teskil eder. Nitel ve nicel
bilgiler 1s18inda, onsel dagilimlar olusturulur ve bu dagilimlarin bilgisi dahilinde Bayes
teoreminin yardimiyla, sonsal bir dagilim meydana getirilir. Bu durum, asagidaki gibi ifade

edilebilir:
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Sonsal o« Onsel *Olabilirlik

5.3 Bayes¢i Metodoloji
Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in gozlenen radyasyon degerleri verilerek, sezilerden

yola ¢ikilarak Bayesci formiili, L, (v) ile ifade edilirse,

Lgs, (V) = F(v; B,m) + E(v) (5.1)

Gozlenen sistem, giiriilti veya hata ile tanimlanan durum parametreleri ve gozlenen

radyasyon degerleri arasindaki iliski baz alinarak, F(v;/3,77) ve Gauss dagilimmin varyansi
olarak bilinen v(v) ifadesiyle olusturulan tahmin, E(v) tanimlandigi durumlar i¢in yukaridaki
formulasyon olusturulabilir. Hata degerleri bagimsiz tahmin edilir, bu nedenle hata

terimlerinin kovaryans matrisleri, >., n degerinin kesikli dalga sayilarinin kaydedildigi
numaralar olarak belirttigi durumlar i¢in, kosegendir ( 2. = Diag(v(V,),..., 0(v,)) ). Gauss

oldukga akla yatkin bir tahmindir.

(5.1)’ deki model, parametrelerin dogrusal olmayan bir fonksiyonu olan F ile akil yiiriitmeyi
saglayan dogrusal olmayan bir modeldir. Bu parametreler g ve nvektorleri ile ifade

edilmektedir.

Oncelikle yukaridaki radyasyon 6rnegi ile dogrusal olmayan bayesci regresyonun nasil ifade
edilebilecegine dair bir fikir verilmek istenmistir. Dogrusal olmayan regresyonunun,
tahmindeki uygulamalarla tercihinin yapilabilme durumunun olusmasi, sirasiyla agiklanmaya

calisilacaktir.

Risk analizi gibi cesitli analizlerde, algiya dayali tahminler yapilir. Ancak bunun bazi
dezavantajlar1 vardir. Olusturulan dagilimin parametreleri i¢in, her zaman giivenilir sonuglar

elde edilemeyebilir.

Algisal yanligliklarin, objektif dagilim parametrelerine etkisinin olup olmadigi agik degildir.
Bir dagilima ait parametreler bilinmiyorsa, bu dagilimin tahmin edilebilmesi i¢in bayesci
istatistik teknikler mevcuttur. Teknigin genel 6zelligi, belirgin olamayan bir olaya 6nsel bir
olasilik atfederken, bu olaymn olma hali ile ilgili pek ¢ok bilginin kullanilmasina gerek
goriilmemesidir. Bu baglamda, degerlendirmeye tabi tutulan 6nsel olasilik (prior probability),
objektif olasilik dagiliminin parametreleri hakkinda yiiriitiilen bir tahmindir. Bu subjektif

degerlendirmede iki varsayim ortaya cikar. Ilk varsayim, olaylarin olma halleri ile ilgili
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simetrik bilgi esit olasiliklarla sonuglanir hiikkmiidiir. Bu varsayim, simetrik iki olaya ayni
olasiliklarin atfedilmesi anlamindadir. ikinci olarak, eger olaylarm olma uzayr k sayida
simetrik partisyonlara boliintirse (partitioned), her olayin olma olasiligi 1/k olur. Schmeidler,
Bayesci olasilik atfetmede benimsenen bu kurallardan ilkini kabul etmekle birlikte, ikincisini
kabul etmez. Schmeidler’ a gore iki olaymn olmasia iligkin bilgi simetrik oldugunda, bu
olaylara subjektif bir nsel olasilik atfederken esit olasiliklar verilir. Dikkat edilecek olunursa,
burada olasiliklarin esit olmasi, olaylarin birbirinden bagimsiz veya bagimli olmasi ile ilgili
bir kavram olmayip, dogrudan simetrik bilginin benzer olaylara esit olasilik verilmesine

neden olmasidir.

Schmeidler atfedilen subjektif olasiligin veya toplanmaz olasiligin (nonadditive probability),
objektif olasilik veya toplanabilir olasilik (additive probability) dagiliminda igerilmeyen daha
baska bilgileri igerdigini bu nedenle, atfedilen subjektif olasiligin objektif olasiliktan daha ¢ok
bilgi tasiyacagini ileri stirmektedir. Bir 6nceki ornekte, eger simetrik ve biitiinler iki belirsiz

olaya 3/7 degeri verilecek olursa, 1/7 karar vericinin bu olasiliga olan giivenini gosterecektir.

Schmeidler, birbirini biitlinler olaylardan birine verilecek olasiligin objektif bir olasilik olmak
zorunda olmadigim ileri siirer. Bu olasilig1 atfederken kisi, gergek dagilimin parametreleri
hakkinda biitiin bilgiye sahip degildir. O halde, kendi yargisin1 kullanarak bu olay i¢in bir
olasilik degeri verebilir. iste bu olasilik 3/7 ise ve olaylarin biitiinlerliginden 6nce, olaym
simetrik oldugu bilgisi kullanilacak olunursa, diger olayin subjektif olasilig1 3/7 olacaktir. O

halde, artik 1/7 olasilik, kisinin verdigi bu subjektif degere olan kendi giivenini gdsterecektir.

Bu istatistik teorisinde, dnemli bir felsefi tartisma dile getirilmektedir. Eger 6grenmenin,
varolan objektif dagilimi degistirdigi kabul edilirse, verilen subjektif olasiliklarin objektif
dagilim parametreleri iizerine etkisi olmayacagin ileri stirmek dogru bir dnerme olmaz.
Subjektif ve objektif dagilimlar arasindaki bazi varyasyonlarin hesaplanabilir oldugu kabul
edilir. Ancak, olasiliklar1 belirleyen olaylar ve bu olaylarin meydana geldigi 6rnek uzayin
tanim1, bu varyasyonlarin birbirleriyle hi¢ ilgisinin olmadigmi gosterir. Ornegin, insanin
koyun yetistirmeyi 6grenmesi, koyun niifusunun dagilim parametrelerini etkilemesi dogaldir.
Ancak, koyun sayismin dagilim parametrelerindeki bu degisim, Jiipiter’ in yoriingesini
belirleyen parametrelere etkisi olmayacaktir. O halde, sonlu uzaylarda dagilimi olusturan
parametereler, verilen subjektif olasiliklardan etkilenebilir. Ciinkii her subjektif olasilik bir
eylemi gerektirir ve bu eylemin olaylar1 olusturan sonlu uzayda bir degisime neden olmasi

beklenir. Ancak, sonsuz uzayda olugan olaylar i¢in benzer hipotezi siirdiirmek olanaksizdir.
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Bu nedenle, simetrik olaylara atfedilen, subjektif olasiliklar toplanabilir (additive) olamazlar
ve eger, olaylar birbirini biitiinler ise, simetrik olarak verilen olasilik toplanamaz
(nonadditive). Simetrik olarak degerlendirilen bu olasilik, sadece bu olasilig1 veren kisinin bu
olasiliga karsi kendi gilivenini gosterecektir. Ancak, kendine olan inanca bagli bu giiven
diizeyi irrasyonel degildir. Good bu giiveni rasyonel inang derecesi ( rational degree of belief)
olarak adlandirir. Bu inan¢ rasyoneldir, clinkii kisisel yargilar kullanilarak en kotii

tutarsizliklar ¢ikarildiktan sonra ortada kalan derecesi, subjektif olasiligi belirlerken kullanilir.

Subjektif olasilik, olaylar iizerine olusan kisisel tercihlerden hesaplanmaktadir. Ancak bu
hesaplama i¢in kisisel tercihlerin siralanmasinda bazi diizenlilik varsayimlar1 yapilmalidir. Bu
varsayimlardan {icli von Neumann-Morgenstern varsayimlaridir. Bunlar; gegislilik, siireklilik
ve bagimsizlik varsayimlaridir. Buna ek olarak, tercihlerin olaylar1 meydana getiren hallerden
bagimsiz oldugu (state- independence of preferences) ve dagilimlarin bozulmazlig
(nondegenarcy) varsayilmalidir. Dagilimin bozulmazligi, parametrik duraganlik igin bir
onkosuldur. Tercihlerin siralanmasinda, 6n kosul asimetri ile bozulmazlik arasinda bir iligki
vardir. Asimetri tercihlerin siralanmasinda diizenliligi saglar ve olasilik igeren hallerde
dagilimin bozulmazligi 6n kosulunu gerektirir. Bu derece kisitlanmis tercihlere dayali
subjektif olasilik belirlemesi, ger¢ek bir davranisi agiklamaya yonelik olmaktan ¢ok, teorik
onermenin gerektirdigi sonu¢ i¢in gerekli tutarlilifi, saglamaya calisan bir zorlama gibi

goziikmektedir.

Stokastik gecislilik, diger etkenler ayn1 olmak kosulu ile kesinlik ve risk arasindaki tercihin
degismeyecegini varsayar. Bu varsayim tercihlerin degismezligi hiikmiiniin (invariance of
preferences), zayif bir uzantisidir. Clinkii tercihlerin degismezligi hilkkmii, yapilan se¢imlerin
kararin olustugu cergeveden bagimsiz oldugunu kabul etmektedir. Tversky bu anlamda
gecisliligin toplanabilir farklar kuralina (additive difference rule) uymasinin ancak ve ancak
matematiksel beklentiyi tanimlayan olasiliklarin dogrusal olmasiyla miimkiin oldugunu
sOylemektedir. Oysa literatiirde, stokastik transitivitinin dayandig: kesinlik ve risk arasindaki
tercihlerin degismezligi varsayimi, gozlemsel olarak dogrulanmamaktadir. Bu ikilem, Allais

Celiskisi (Allais Paradox) olarak anilir.

5.4 Allais Paradoksu
Insanlarin belirsizlik ortamindaki davramislari, aragtirmacilar acgisindan 6nemlidir. Insanin

olasilik iceren hallerdeki davramiglari, genellikle oyun teorisi g¢ergevesi igerisinde

incelenmistir. Bu konuda yerlesik diisiince, insanlarin belirsizlik i¢eren bir oyuna katilmasi
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icin, oyunun beklenen degerinin pozitif olmasi veya eger bir girig maliyeti var ise, beklenen
degerin bu maliyetten yiiksek olmasi1 gerektigi seklindedir. Ancak, uygulamada insanlarin
beklenen degerin pozitif olmasi halinde bile, bu gibi olasilik iceren oyunlar1 oynamada istekli
olmadiklar1 goriilmiistiir. Bu ¢eliski St.Petersburg paradoksu olarak adlandirilir. Ik kez 18.

yy’ da Bernoulli tarafindan bu ¢eligki arastirilmistir.

5.5 Dogrusal Olmayan Modeller I¢in Ek Baglantilar

Gergeklestirilen ¢ogu deneyin amaci, her deney i¢in se¢ilmis olan &, &,,..., &, degiskenleri ve

cikt1 olarak olusan y degerinin hatasi arasindaki iliskiyi anlayabilmektir. Gergeklestirilmek

istenen deney i¢in olusturulabilecek model asagidaki gibi yazilabilir;
y=n(|0)+¢ (5.2)
Yukaridaki denklem ¢&'=(&;,&,,.., &) oldugu durumlar igin gecerlidir. & sifir ortalama

degerli hatay1 ve 6'=(6,,..., 6,) tahmin edilmis bilinmeyen parametreler i¢in k boyutlu

vektorleri ifade eder. Eger 6 parametresi dogrusal ise, € i¢in olusturulabilecek dogrusal

model asagidaki gibi olur;

n(&|8)=x06, +...+x.0, (5.3)
&1 &aren &y Xpy Xghe X, degerlerinin olusturdugu fonksiyonlar1 tanimladigi durumlar igin.
Diger taraftan, 6 paramteresi i¢in bu model dogrusal olmayan model olarak ifade edilebilir.

Yi, n denemenin i. gdzleminde olusan bir degisken olsun. & '=(&;,&,. &), P tane

degiskenden olussun ve ¢;de uygun hata terimi olsun. Mevcut olan bu degerlerle asagidaki

denklem olusur;
y. =n(& 10)+¢,,i=1,...,n (5.4)

E(e;) =0 veya E(y;) =n(< | 0)esitliklerinin s6z konusu oldugu durumlar igin. Asagidaki

gibi bir tissel dagilim igin (&, €,,..., &,) hata terimlerinin bagimsiz oldugu farz edilsin.

p(slo, ) =W(B)o " exp {_ C(ﬂ)‘g

2/(1+8)
,— 0 < &< igin (5.5)

Bu nedenle, (5.4) modeli hesaba katilmazsa, € parametresinin dogrusal ya da dogrusal

olmayan, (0, o, ) degerleri igin olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir.
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n

2(1+p)
10,0, 81Y) < [W(B)]'oc " exp {— C(ﬁ)z, } (5.6)

&
(o2

& =Y, —EW,) =y, —n(& | 0) esitligi, w(S) ve c(f) fonksiyonlar ile,

y—0 2/(1+3)
p(y|6,0,8) =w(p)c ™ exp{— C(ﬂ)‘T } —0<Yy <o (5.7)
olmasi i¢in asagidaki esitliklerin gergeklesmesi gerekir.
1/(1+ )
FB @+ ,8)}
O e (5.8)
F[ @+ ,B)}
2
ve
ilzen]
w(p) = o7 (0>0),(~0<8<0),(-1< B <1)..igin. (5.9)
s ﬂ){FB s ﬂ)}}

0 ortalamali ve o standart sapmali bir 6rneklemin parametreleridir. Ayni zamanda £,
normal olmayan bir dagilimin basiklik 6l¢iisiinii ifade etmektedir.

Eger 6 ve logo ’ nin bagimsiz ve diizgiin 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilirsa verilen bir

p degeri icin € ve o’ nin birikimli sonsal dagilimi asagidaki gibi ifade edilebilir.

n

2(1+8)
p(0,0 | B,y) <o " exp {— c(,B)Z } (0 >0),(—0 <8, <x), j=1.., kicin (5.10)

i
o
o ve @’ nn birikimli dagiliminin birlestirilmesiyle asagidaki basit forma ulasilir.

P01 5.y) = I(B)M@)]"*", (0 <8, <), | =1, K igin

normallestirilmis integrali

MO =Yy -0 10" v 3B i

1
J(B) = [[M@]""do (R:(~0 <0, <c)..ve...] =1,., k) ifadesiyle bulunur.
R
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Eger £, (0,0)’ nin bagimsiz rastlanti degiskenlerinin onsel bir ifadesiyse, verilen Onsel

p = () olasiligi icin S nin sonsal dagilimi asagidaki ifadeyle bulunur.

P(B1Y) < p,(BlY)R(B), 1< B <], (5.11)

F[1+ ; n(1+ ﬂ)}

o toon]

onsel dagilimin esaslarina dayandirilarak g’ nin sonsal dagilimi olusturulmus olur. Son

Ve p,(Bly) = —J(B)oldugu durumlar igin (-1,1) araliginda diizgiin bir

olarak, £, €’ nin bilinmeyen marjinal sonsal dagilimini ifade ettigi zaman;

1 1
p@1y) = [ p@]B,Y)p(BlY)dB = [p(©O]B.Y)p,(BlY)P(B)B (-0 <6, <), j=1...K
e I
icin esitligi olusur.
Asagidaki iki varsayim icin de yukaridaki esitlikler kullanilabilinir:
a) €’ ya iliskin kurulan model ya lineerdir ya da degildir.

b) Hatanin dagilim1 normaldir.

5.6 Simiflandirma i¢in Dogrusal Olmayan Modeller
Dogru siiflandirmay1 yapabilmek, istatistiki agidan biiylik 6nem tasir. Bunun i¢in istatistiksel

deneyimlerin iyilestirilmesi gerekir. Smiflandirmanin kapsadigr belirli durumlar vardir.
Ornegin C olarak adlandirilmis olan sinifin, altinda yer alan gdzlemler veya C kategorisinin
altinda yer alan gozlemlerin sebep degiskenlerinin etiketi oldugu yerler, smiflandirmanin
kapsam alan1 igerisine girer. Genel anlamda, 1,2,...,C olarak adlandirilmis bu simiflarin basit
bir siralamast yoktur. Daha dikkatli kontrol edebilmek i¢in, sadece iki degiskenli, C=2
olarak, bir siniflandirma yapilsin. Bu 6zel durum i¢in genellikle kullanilan 0 ve 1 sinif etiketi
olarak kullanilsin. Daha sonra ikiden fazla degisken i¢in C>2 durumu degerlendirmeye

alinmalidir.

Veriler i¢in asil merak edilmesi gereken durum, Yy {01}, X:{Xl,XZ,...Xp} tahmini

degerlerine benzetilmesinden etkilenmesidir. Fakat genellikle tahmini degerler ve modelden
alinan cevaplar arasindaki iliskinin yapisi ¢ok acik degildir. Bu nedenle, verilerle tanimlanmis
olmalidir. Olasidir ki siniflandirma ile ilgili su ana kadar kabul edilmis yaklagimlar, genellikle

(y,x) olarak adlandirilan veri noktalari, 6rneklem dagiliminda cevap bulunmasini istenen
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noktalardir. Asagida verilen denklemler bu noktalarin nasil kullanilabildigine dair bir fikir

edinilmesini saglayacaktir;

p(y | B) = Br{u(B)} ={u(B)} {L- (B}~ ,y =01, (5.12)
u(B)=h(p, + Zp:ﬁj X;) oldugu durumlar i¢in. (5.13)

Burada h, [0,1] araliginda yer alan grafigin gercek dogrusunun ters fonksiyonunu ifade eder.
Bu, mevcut aralikta yer alan u(f), Bernoulli dagiliminin parametresi oldugu durumunun
kesinlestirmek i¢in gereken bir durum olmalidir. Bunun ger¢eklesebilmesi i¢in asagidaki

ifadenin gergeklestirilebilmesi gerekir;

h(n) = %, (5.14)
h(77) = ¢(n), (5.15)
h(n) = exp[-ep(-n)] (5.16)
h(m) =1-exp[-exp(1)] (5.17)

¢, verilen standart normal rastlanti degiskenlerinin birikimli dagilimmin fonksiyonu olarak

bulundugu durumlar icin

o) = [ exp(x* 1 2)ix (5.8)

Yukarida h(z)ile verilmis olan modeller, lojistik, probit, log-log ve biitiinler(tamamlayici)

log-log gibi dogrusal olmayan modeller i¢in kullanilmaktadir.

Bu ifadelerle h, 7, dogrusal tahmininin bir fonksiyonu oldugu kabul edilmektedir. 7

asagidaki gibi hesaplanmaktadir;
p

ﬂ:ﬂo"'Zﬂij- (5.19)
j=1

h’ nin se¢imi (5.14) ve (5.15) denklemlemlerinde en genel bigimde ifade edilmesine ragmen,
kisisel kontrol yapilirken bir problem haline gelebilmektedir. Siniflandirma i¢in (5.12) ve
(5.13) denklemlerinden (5.20)’ deki gibi bir esitlik olusturulabilinir;
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p(#|D) < p(D|B)p(B)

" _ Sy 5.20
{H{h(ni)}zy'{l—h(m)}le(ﬁ), (5.20)

n, degerinin, dogrusal tahminin bir degeri olarak ifade edildigi durumlar i¢in. Ne yazik ki asil

sorun, alman h fonksiyonunun hangi yapida oldugudur. p(f) gibi bir Onbilgiyi
belirleyebilmek igin bir yol yoktur, dyleki sonsal bilgi de ayn1 yapidadir. Ornegin, yukaridaki
model icin 6nsel bir eslenik mevcut degildir. Ozellikle bilinmeyen ilgili tahmincilerin
sayilarina  dayanarak modelin boyutlarinin  bulunmasi  beklendiginde, hesaplama
problemlerinin basinda bu durum yer almaktadir. Oncelikle bilinen analitik yapida olan
p(f| D), sonsal dagilimin etkisindeki benzer yapidaki onsellerin kullanilmasi, yapilacak
degerlendirmelerde Onemli bir yere sahiptir. Bu, 6rnekleme algoritmalarinin etkisi igin

sirasiyla yapilan, marjinal olabilirlik i¢in kapali bir sekilde anlatildig1 kabul edilmektedir.

Tahminci uzaymin (anakiitlesinin) sabit oldugu farz edildiginde, onsel eslenigin eksikligi
belirgin olarak hesaplamay1 etkilemeyecektir. Bu durumda, Orneklem yaklasimlarindan
faydalanilabilinir. Ancak bilinmeyen sayisinin artabilir durumda olmas1 gergeklestirilecek
uygulamalarda sorunlar olusturabilecektir. Bazi durumlarda tahminci ¢ikartmak ya da
eklemek sorunu ¢ozebilmektedir. Ancak bu her durum i¢in s6z konusu olmamaktadir. Biitiin
regresyon modellerinde de Oncelikli oldugu gibi, simdi de tahminci kiimesinde meydana
gelebilecek bir degisim durumunda, £ katsayisinin miimkiin olanin en 1iyi sekilde
giincellenmesinin nasil bir yontemle tanimlanacagi belirlenmelidir. Bu sadece katsayilari,
orneklemenin bir yontemi olmasma ragmen, bazi1 ayrintilarla daha kullanigh sonuclar elde

edilebilinmesini saglar.

z, rastlant1 degiskenleri olarak verilmis olsun,

Z=n+e

n dogrusal bir tahminci ve € ise 0 ortalama, sabit varyansh standart normal bir rastlanti
degiskeni olsun. Eger

(y=1|z.5) = 1..2>0
Py=22z7)= 0,..digerdurumlarda

ve p(y=0|z,p)=1-p(y=1|z,5) oldugu farzedilirse, marjinal dagilim asagidaki gibi

bulunur.
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p(y=115)

=p(y=1|z>0,5)p(z>0[p)+p(y=1|z<0,5)p(z <0 p)

= p(z<0]p)=p(e>n|B)=20),

ve p(y=0]|p)=1-®d(n)olur. Bu nedenle, katsayilardaki kosulun sonucunun dagilimi,
®(n)’ nin basar1 olasiligiyla Bernoulli olur. Boylece, katsayilarla verilen cevabin ayni
dagiliminin bulundugu gorilir. Bu nedenle, yardimci z degiskeninin igerigi, bu parametre

tizerinde yok sayildiginda, orijinal modelden bir fark: yoktur.

Eger bu yontem uygulanirsa, gozlemlerin her biri, olusturulan modelde n tane degiskenin
eklenmesinin tanimlanmasiyla, model i¢in ileriye dogru bir adim atilmis olmasini saglar.

Verilen z i¢in yardimci degisken onemlidir, bu durum f katsayisinin giincellestirilmesini
kolaylastirir. Bilinen hata varyansiyla x bir dogrusal regresyon olusturur. Bir bakima yardimc1
degisken ile daha kolay coziilebilecek bir regresyonda siniflandirma problemine doniistiiriiliir.
Siniflandirma igin ek adim, z’ nin kendisine rassal bir genel modelleme siirecinin, bir pargasi
olarak giincellenmesi seklinde olmalidir.

D ={y;,x,};, yani biitiin veri kiimesi ayrintili olarak degerlendirilerek, S tizerinde N(m,V)
onseli ve z =(z,,2,,.., Z, ) yardime1 degiskenler kiimesi oldugu varsayilsin. Bu sartlar altinda
z’ nin dogru iizerinde, nasil goziikebilecegi tanimlansin. z” nin katsayilariin kosulu asagidaki
gibi ifade edilebilinir;

P(B12) oc p(z| p)p(p).

Bununla birlikte z, ile verilen cevaplar ve regresyon varyansinin bilindigi durumlarda,

normal dogrusal modelin katsayilarinin sonsal dagilimi ile ayni oldugu gozlemlenir;
p

Z, =mi+€=p +Zﬂjxij+€i
=

Bu nedenle, p(8|z)=N(m",V"),

m =(B'B+V )V 'm+B'z),
V' =(B'B+VH™
oldugu durumlarda dogrulanir. Aynm1 zamanda, bilinen hata varyanslari i¢in verilerin marjinal

olabilirligi asagidaki gibi ifade edilir,
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V™ ['* exp(-b")
|V |1/2 (27[)n/2

p(D[2) e

b"=(z'z+mV'm-(m") (V" )"'m")/2 oldugu durumlar igin. Bilindigi {izere Gama dagilimi
icin eslenik onsel dagilim araciligiyla, v’ in kosullu sonsal dagilimi, diger rastlantisal
bulgular ile birlikte
p(v'|D,B,0%,0)=p(v"|B,o%) e p(BIv,a®)p(vT)

K
: Zﬂf}eawf,cﬁ;)

1

20°

= Ga(él +%k,§2 +

denklemi ile ifade edilir. Bu denklemdeki V =vl ve Gama dagilimimndaki o6, ve &,

parametreleri olarak alinan, v igin hiyerarsik onseli olarak farzedilebilinir. Bu nedenle,
gercekei bir sekilde, sadece p(f|zv) , N(m*V*) ile ifade edildiginde asagidaki denklem

olusur,
1 1 1 < 2
p(V |:B) =G4l é‘1 +§k'52 +§Zﬁi
1

Boylece bir siiflandirma modelinde, verilen £ i¢in v gibi, verilen z degerleri i¢inde S
orneginin nasil bulunabilecegi anlasilmis olur. Bununla birlikte, z|f Orneklemi ile z

merkezden uzaklasmay1 saglar. z’ nin dagilimi1 Bayes teoreminden faydalanilarak,
p(z; |y; =1 B) < p(y; =1|z;, B)p(z; | B), (5.21)

elde edilir, fakat bilindigi tizere y, =1, z, >0 ve p(z; | ) = N(n,,1) igin, asagidaki kosullar

olusturulur,

N(7,,1),...z; >0
Z. . =l’ oC i .

P 1y =LA) {O,.............dlgerdurumlarlcm

Bu nedenle, z; kesikli normal dagilimdir. Benzer sekilde,
N(,1),...z; <0

P(z;|y; =0,5) 1) ] . olur,
0,...........digerdurumlaricin

Bu nedenle, 7, ortalamasiyla kesikli(truncated) normal dagilimdan, benzerini i¢eren verilerle

verilmis olan z; genellestirilebilir. Esas Normal dagilim ile gergeklestirilebilmesine ragmen,
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gercek dogrunun yanlis yarisindaki benzer degerler belirgin olarak etkili degildir. Bu nedenle

esas normal dagilimdan daha etkilidir.

Simdiye kadar 7’ in dogrusal oldugu farzedilerek cesitli ifadeler olusturuldu, dogrusal

olmadig1 durumlarda ise asagidaki gibi ifade edilebilinir.
Kk

n(X) = By + 2, BiBi(x) = BS (5.22)
i=1

Temel fonksiyonun verilerden ve g¢esitli boyutlarin olasiliklarinin, baz1 6 vektoriiniin

parametrelerle izah edilerek tanimlanmis oldugu durumlar igin.

5.7 Dogrusal Olmayan Bayesci Regresyon
Su ana kadar dogrusal olmayan Bayesci degerlendirmeler i¢in siniflandirma gibi, parametre

tahminlerinde kullanilacak olan verilerin 6rnekleme agisindan 6nemli gesitli 6zelliklerinden

bahsedilmistir.

Genelde kullanilan dogrusal regresyon modelleri;
Yi = Bi+ PoXip + o+ Xy T &

[fadesinde olur, i =1,...,N * e kadar oldugu durumlarda. Bu model sadece dogrusal bagimli ve

aciklayici degiskenlerin arasindaki iligkide kullanilir durumda degildir, dolayistyla dogrusallik
i¢cin doniistim yapilabilir. Cobb-Douglass iiretimi olan ¢ikti ile iligkili fonksiyon, y; girdiler ise

Xy ey X, 1KEN
y =Xy . X[ (5.23)

Eger esitligin iki tarafinin logaritmasit alimir ve hata terimi eklenirse, asagidaki gibi bir

regresyon modeli olusur;

In(y;) = By + B, In(X;) + ... + B, In(x; ) + &

S, =In(e;) oldugu durumlar igin. Bu tanimlama, agiklayict ve bagimli degiskenlerin
logaritmasi ve kiigiik farklarini ifade etmektedir.

Dogrusal hale getirilemeyen bazi fonksiyonlar mevcuttur. Gergek dogrusal olmayan

fonksiyonel yapinin bir 6rnegi, iiretim fonksiyonunun degisimiyle verilsin.
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. 1 o
yi=| X (5.24)
j=1

& vey sirastyla bagimli degiskenlerinin N vektorli kiimenin hatalar1 ve gézlemleri, ve X ise
N x k boyutlu matris kiimesinde, k agiklayict degiskenlerinin gozlemleri olsun. Bu durumda,

asagidaki standart varsayimlar siralanir;
1) £, N(0,,h7'I)kiimesi icerisindedir.

2) X’ in biitiin elemanlari, herbiri belli (6rnegin rastlanti degiskeni degilse) ya da eger rastlanti

degiskenleri ise X rastlant1 degiskenleri p(X | A)olasilik yogunluk fonksiyonuyla &’ nun

biitiin elemanlarinin hi¢ icermedigi parametrelerin vektoriinii temsil ettigi durumlarda.

Temel diisiince, genel dogrusal olmayan regresyon modeli nasil ifade edilebilecegidir.
yi= (X, n)+¢

X;, X’in isatir1, f(.) X; ve y parametresinin bir vektoriine bagli, bir fonksiyon olsun. Bu

aciklamalarla birlikte, yukaridaki notasyon matris formu ile ifade edilecek olunursa;
y=1f(X,y)+¢ (5.25)

f(X,y), f(X,,y)ile verilmis olan i. elemanlarmin fonksiyonunun N vektorii oldugu

durumlar i¢in. Sonsal bir algoritmanin tam ifadesi f(.) yapisina bagli olacak ve (5.25) modeli

(5.24) modelinden 6nce degerlendirilecektir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli, dogru sonucun bulunabilmesi i¢in 6énemli bir adimdir.
Fakat herhangi bir modelde kabul edilebilecek tekniklerin bir sayisinin tanimlanmasi igin bir
olasilik verilmesi gereklidir. Dogrusal regresyon modeli, analitik sonsal sonuglari igeren bazi
durumlardaki olasiligin ¢ok 6zel bir durumu olabilir. Onsel dagilimlar, analitik sonuglarin
kabul edilebilirligine engel olusturmasina ragmen, bazi normal dogrusal regresyon modelleri
i¢in kabul edilebilir 6zel teknikler mevcuttur. (Ornegin Gibbs drneklemi) Fakat birgok model
kullanilan bu 6zel metodlar1 kabul etmez ve bu durum, herhangi bir modelde kullanilabilecek
kapsamli metodlarin gelistirilmesi i¢in 6nemlidir. Dogrusal olmayan regresyon modeli, benzer
dogrusal regresyon modellerine kiiciik eklemeler baglamindaki bazi kapsamli metodlarin
tanimlanmasimi kabul eder. Sonsal simiilasyon ile ilgili olarak Metropolis-Hastings
algoritmalar1 ile sonsal simiilatorler siniflandirilmast gibi bir 6rnek mevcuttur. Bu

algoritmalardan siras1 geldik¢e bahsedilecektir. Kapsamli metodlarin oncelikli incelemesi
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1994 yilinda Gelfand ve Dey tarafindan gelistirilmis olan marjinal olabilirlik ile
degerlendirmeye tabi tutulmus ve sonsal tahmindeki p- degerinin bir modelde hangi esitlikle

nasil dlgiilebilecegi lizerine yorumlarda bulunulmustur.

5.7.1 Olabilirlik Fonksiyonu
Coklu normal dagilimin taniminda kullanilan dogrusal olmayan modeldeki olabilirlik

fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

N

p(y 1) = {exp[-g{y- FX)} - f(x,y)}}} (5.26)
(o)’

Dogrusal regresyon modeli ile OLS (En kiigiik kareler) miktarlar agisindan da dogal eslenik
onsel bir form yukarida onerilen bu ifade ile yazmak miimkiindiir. Burada, boyle bir

basitlestirme olmazsa, f (.) ¢cok karmasik formlardan olusur.

5.7.2 Onsel Dagiim
Onsel olasilik, f (.) fonksiyonunun ne olduguna ve 7’ mn nasil yorumlanacagma baghdur.

Arastirmacilar, bu parametreler i¢in uygun degerlerin ne olabilecegine iliskin dnsel bilgiye
sahip olabilecektir. Bu nedenle onsel elastikiyet, deneysel igeriklere baglhidir. Cesitli
tartismalar sonucunda olusturulan genel olarak nitelendirilmis bazi elde edilen fiiriinler,

p(y,h)olarak tanimlanan basit onsel bilgi ile birlikte bilgi igermeyen onsel dagilim, dogrusal

regresyon modeli ile agagidaki gibi ifade edilebilir:
1
p(r.h) “ (5.27)

Bu 6nsel 7 ve In(h) i¢in Diizgiin dagilima sahiptir. Bircok durumda, dogrusal olmayan
regresyon modelinin parametreleri igin de bu mantikli, bilgi icermeyen Onsel Dbilgi

kullanilabilir.

5.7.3 Sonsal Dagilhm
Sonsal dagilim, 6nsel kere olabilirlik ile orantilidir ve asagidaki gibi yazilabilir:

N

p(r.h1y) e plrh)—— {exp[—g{y- FOGH) - f(x,y)}}} (5.28)
(27)°

Genel olarak, bu ifadenin, p(y,y), f(.) i¢in basit bir sekilde ¢6ziimii yoktur ve herhangi bir
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bilinen dagilim yapisi igerisinde de degerlendirilemez. (5.27)’ deki bilgi icermeyen Onsel

kullanildiginda, hata pay1, h, temel asamasinda analitiksel olarak biitiinlestirilerek, 7 icin

asagidaki ifade olusturulur:

P 1) [y = F X by= 1) (5.29)

5.7.4 Bayesci Hesaplama: Metropolis-Hastings Algoritmasi
Sonsal dagilimla iligkili analitik sonuglar, sonsal bir simiilator ile elde edilir. f(.)’ in baz1

durumlar i¢in Gibbs Ornekleri tiiretilebilir. Bazi durumlarda, p(y|y) i¢in uygun yaklasim
kendisi olarak onerilebilir ve dyleyse, 6rneklem etkisi kullanilabilir. Burada, iiclincii ihtimal
olan Metropolis-Hastings algoritmasina deginilecektir. Bu algoritmalarda, genis c¢aptaki
cesitlilige sahip modeller i¢in sonsal simiilator olusturmanin nasil siniflandirilabilecegi
tizerinde durulacaktir. Bu algoritmada da Onceki algoritmalarda kullanilmis olan

parametrelerin bir vektorii olan € ve bunun fonksiyonlart olan p(y|€), p(€) ve p(@]y)

diger bir ifadeyle sirasiyla olabilirlik, 6nsel ve sonsal olasilik fonksiyonlart kullanilacaktir.

Metropolis- Hastings algoritmasi, etkili 6rneklem ile bazi benzerliklere sahiptir. Bunlardan
faydali olabileceklerden biri yaklasik olasiliklarin mevcut olmasi fakat digeri rassal grafikler
nedeniyle sonsal dagilimin olusturulmasinda belirli zorluklara sahip olmasidir. Etki
ornekleminde (importance sampling) énem fonksiyonu olarak adlandirilmis olan fonksiyon,

Metropolis- Hastings algoritmasinda 6rnek iiretici yogunluk fonksiyonu (candidate generating

density) olarak adlandirilmaktadir. 8", q(8®™;0)ile belirtilmis olan yogunluktan elde edilen

goriintiiyii ifade etsin. Bu notasyon, #“® ifadesine bagli olan yogunluk, @ rastlant:
degiskeninin alman aday gériintiisii @ ° dir seklinde de ifade edilebilir. Diger bir ifadeyle,
Gibbs Ornekleyicisi gibi bugiinkii gériintliniin dnceki goriintii ile baglantili oldugu sonucuna
varilir. Bu nedenle Metropolis- Hastings algoritmasi, Gibbs 6rnekleyicisi gibi Markov Zinciri
Monte Carlo Algoritmasit (MCMC) ve zincirdeki gibi goriintii degerleri alir (s=1,...,S i¢in
0" degerlerinin olusmasi gibi)

Etki orneklemiyle, farkli goriintiilerin agirliklandirilmasi ile sonsal dagilimdan farklilastirma
gerceklestirilebilir. Metropolis- Hastings ile esit agirliktaki goriintiiler elde edilebilirken,
uygun goriintiilerin hepsi elde edilememektedir. Diger bir ifade ile g(.) ilgili fonksiyon ise,

E[g(0)|y] ifadesi, §, sembolii ile bu fonksiyonun tahminini kapsayabilir. Bu tahmin

asagidaki ifade ile hesaplanabilir:
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1S
Gs =§Zg(0( ) (5.30)
r=1

Metropolis-Hastings Algoritmas: genellikle asagidaki yapilari igerisinde barindirir:

0. Adimm: 6 gibi bir baslangic degeri segilir.

1. Adm: q(6°™;60) yogunluk fonksiyonundan elde edilen uygun goriintii 6" alinr.
2. Adm: a(0°™Y,0")kabul edilebilir bir olasilik hesaplanir.

3. Adim: a(@®™,8") olasithgiyla 09 =0" ve 1-a(@®",0") olasiigiyla da
0 =0 esitlikleri kurulur.
4.  Admm: Swrasiyla 1, 2 ve 3. adimlar tekrarlanir.

5.  Adim: S’ nin goriintiilerinin g(@®).,..., g(6®) ortalamas1 alinur.

Bu adimlar ile herhangi bir ilgili fonksiyon i¢in E(g(€) | y) beklenen degerinin bir tahmininin

yapilmasi saglanir.

Gibbs ornekleyicisi gibi, Metropolis-Hastings algoritmas1 da genellikle 6 baslangic
degerini secerek degerlendirmeyi baslatir. Bu baslangi¢c degerinin etkisinden emin olmak i¢in
0’ a esitlenir, Sp baslangic degerini ¢ikarmak i¢in genellikle bu yontem kullanilir. Gibbs
ornekleyicisi i¢in sunulan MCMC tanisi, ele alinan degerlerin yeterli sayida oldugundan ve
cikarilan baslangi¢ degerinin yeterli oldugundan emin olabilmek igin Metropolis-Hastings

algoritmasiyla da degerlendirme yapilabilir.

Kabul edilebilir olasilik icin belirli bir formul olarak, kisaca a(0°™,8") verilir. Ancak ilk
olarak, bu olasiligin sahip oldugu olumlu 6zelliklerden s6z etmek gerekir. Ornek iiretici
yogunluk, sonsal i¢in tanimlanmamistir ve bu nedenle, parametre uzayindaki her bir alanin
dogru gorintiilerinin sayisi kolay bir sekilde elde edilemez. Metropolis-Hastings algoritmasi,
cekilen her aday igerisinden kabul edilmeyenler i¢in, dogrulugu neyin belirleyeceginin
bulunmasint saglar. Bu algoritmaya gore, sonsal olasiligin yiiksek oldugu durumlarda
benimsenen olasilik yiiksek ve sonsal olasiligin diisilk oldugu durumlarda ise benimsenen
olasilik diisiik olarak tiiretilir. Eger 6®", diisiik sonsal olasihigin bir ifadesi ise algoritma,

6P’ dan hizla uzaga hareket etme egilimi gosterecektir. Fakat eger 8¢, yiiksek sonsal

olasiliga sahip ise, algoritma ayni sekilde kalacaktir. Yiiksek sonsal olasilikli bir noktada
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bulunan algoritma, dolayli olarak etkili 6rnekleyicinin agirliklandirilmig goriintiisiine benzer
davranislarda bir agirhik verir. Benzer sonuglar, 6 icinde gergeklestirilir. Verilen 0™ icin,
eger © dan daha yiiksek bir sonsal olasilik alanina sahip ise @ ifadesi yiiksek olasilikla

kabul edilmis olan, uygun deger olarak alinmak istenir. @ nin diisiik olasilikli 6rneklemden

secilen degerlerinin, yliksek olasilikla reddedilmis olmasi istenecektir.

Diisiik sonsal olasiligin artisa dogru gectigi alanlarda baglant1 kurularak tasinmasi i¢in olusan

egilimde 6" ve 0“7 degerlerinin bagl oldugu kabul edilen olasilik i¢in bir Onsezi
olusturmas1 gerekmektedir. Yiiksek sonsal olasilik alanlarinda bir baglanti kurulmasi yerine,
diisiik olasilikli alanlar iizerinde inceleme yapilmasi daha cok tercih edilen bir durumdur.
Kabul edilen olasiligin bir yolu, baglantilardan anlamlar ¢ikarmaktir. Ancak, diigiik sonsal

olasiliklardan yiiksege taginamaz. Kabul edilen olasiligin bulunmasi gereken yapi asagidaki
gibi ifade edilebilir:

_* *.n _ pn(s-D)
a(0¢V,0") = min PO = i71)| y)aq(o 7(‘31)—. 0 )* 1 (5.31)
p(@=6""1y)q@6"";60=0")

(4.31) nolu esitlikte, minimum alinmistir. Ciinkii olasilik degeri 1’ den kiigiik bir deger

almalidir.

Etki Ornekleyicisi gibi, Metropolis-Hastings algoritmasi, ilk bakista herhangi bir sonsal

simiilasyon problemi i¢in miikemmel bir ¢6ziim olarak goriiniir. Sonrasinda, E(g(6)|y) * nin

tahmininin olusumunda kullamilan, s=1,...,S i¢in #® degiskeninin sikligmi iceren (5.31)
denkleminde kullanilmis aday goriintii kabul edilir veya reddedilir ve q(6“™;0) gibi
herhangi bir uygun yogunluktan rastlantisal bir 6rnek olarak ifade edildigi goriliir. Ne yazik
Ki bunu bir 6rnekle ifade etmek kolay degildir. Eger aday {iretici yogunluk, iyi se¢ilememisse,
olusan aday goriintiilerinin tiimii reddedilir ve zincir, zamaninin biiyiik boliimii i¢in belirli
noktalarda saplanmis bir sekilde kalir. Bu nedenle, sec¢ilen aday iiretici yogunluk ve MCMC
ifadesi, algoritmanin yoneliminin dogrulanmasi ile daha itinali bir sekilde olusturulmalidir.
Aday iiretici yogunlugun secimi i¢in c¢ok sayida strateji olusturulmas: miimkiindiir. Bu

stratejilerden iki tanesi lizerinde durulacaktir.

5.7.4.1 Bagmmsiz Zincir Metropolis-Hastings Algoritmasi
Isminde ifade edildigi gibi, Bagimsiz Zincir Metropolis-Hastings algoritmasi, dogru bagimsiz

degiskeni secebilmek i¢in aday gelistirme yogunluk fonksiyonunda kullanilir. Bu algoritma,
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q(@“™;0)=q"(0)° dir ve aday gelistirme yogunluk fonksiyonu O ifadesine bagl
degildir. Boyle bir uygulama, sonsal dagilim i¢in varolan uygun tahminlerin yapilmasi
gereken durumlarda faydalidir. Bu uygun tahmin, aday iiretici yogunluk fonksiyonu gibi

kullanilabilir. Eger bdyle bir sey yapilmigsa, kabul edilen olasilik basit bir ifade ile:

(0% ,0")=min) PO=0 INAO=077) | (5.32)
| pO=60“"1y)a (0=6")’ |

esitligi ile gosterilir. Bagimsiz Zincir Metropolis-Hastings algoritmasi, etkili 6rnekleme ile
yakindan iligkilidir. Bu tespit ile gortilebilirki, eger etkili 6rnekleme agirliklart i¢in benzer

agirliklandirmalar yapilmis ise:
_ A
q(@=0")
kabul edilen olasilik asagidaki gibi yazilabilir:

D A"\ — i w(d")
a(6¥,0)= mm{—w(e(s‘”) ,1}

Bir deyisle, kabul edilen olasilik, sadece eski ve aday degiskenlerde degerlendirilen etkili

ornekleme agirliklarinin bir oranidir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli agisindan ise, bu algoritmanin faydasi, uygun tahmin
yogunluk fonksiyonunun ifadesi olan f(.)’ nun bulunmasina baglidir. Tahmin yogunluk
fonksiyonunun secimi i¢in eksiksiz genel bir uygulama yoktur. Ancak bir se¢im yapilacaksa,

MCMC i¢in bir sonug algoritmasi kullanilabilir.

Ortak bir uygulama olarak, q (@) bulmak icin bir temelde, frekans¢1 maksimum olabilirlik

sonuclarinin kullanimint igerir. Frekansc¢i yaklasim, maksimum olabilirlik tahmincisini,

asimptotik normallikle ve asimptotik kovaryans ile agagidaki gibi ifade eder:
var(,, ) =1(6)™

Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasimnin 2. tirevinin beklenen degerinin tersi olarak

tanimlanan bilgi matrisi, 1(8) oldugu yerlerde(y i¢in bir beklenti mevcut iken):

16) = _E{az ln(p(yw»}

oo’
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ifadesi ile tanimlanir. Diger bir ifade ile, eger drnek ¢ap1 bilyiik ise, bilgi matrisinin tersi,
p(y|6)’ nin bigiminin, iyi bir fikir oldugu ortaya ¢ikar. Eger bilgi matrisi direkt

0*In(p(y|0))

hesaplanamiyorsa, farklt niimeriksel uygulamalar ile 2000

ifadesi hesaplanir ve

bunun i¢in Vér(éML) ile ifade edilmis olan, Var(éML) icin yapilan tahmininin igerigi kullanilir.

0* In(p(y10))
0600’

ornek biiyiikliigii oldukca biiylik ve nispeten bilgi icermeyen bir Onsel dagilima sahipse,

ifadesini i¢in baz1 ek terimler Hessian olarak ifade edilir ve Bayesci i¢in, eger

sonsal dagilim yaklasik olarak éML ortalamali ve yine yaklasik olarak Vér(éML) kovaryans

matrisli bir Normal dagilima uyum saglar. Bazi modeller i¢in, bilgisayar yazilimlarinda
maksimum olabilirligin baz1 degerlerinin direkt hesaplanmasi miimkiindiir. Alternatif olarak,
MATLAB gibi baz1 bilgisayar paketleri sayesinde 6zel fonksiyonlarin optimum hesaplanmasi
da miimkiin olabilir. Bu nedenle, maksimum olabilirlige ait nicelikler bu programlar araciligi
ile hesaplanabilir. Eger, olabilirlik fonksiyonunun maksimizesine ve var(d,, ) ifadesinin
bulunmasi igin siradan bir yazilima ihtiyag¢ varsa, sonsal dagilimimn maksimizesi alinir ve
Vér(éML)degeri yerine yaklasik degerini bulmak i¢in sonsal dagilimin 2. dereceden tiirevi
almabilir. Eger onsel dagilima ait bilgi kullaniliyorsa, sonsal dagilima dair daha uygun
var(4,

sonuglar elde edilebilir. Asimptotik sonuglar, f (HIém )) fonksiyonun yaklagik

ax? ax

degeriyle olusturulan sonsal dagilimi akla getirir. Asagidaki malzeme olarak kullanilan, en
fazla olasilik sonuglar ile ilgili tahminler dayanak noktasi olur, ancak eger mevcutlarsa émax
ve var(é,,,,) yer degistirebilirler.

ax

q @) =f,0] éML,Vﬁr(éML)) ile ilgili ayarlar, bazi durumlarda daha iyi ¢alisabilirler. Fakat
aday gelistirici yogunluk fonksiyonu gibi t dagiliminin kullanimi da yaygindir ve bunun i¢in
q°(0) = f,(0|6,,,var(6,,),v) olusturulur. Bunun nedeni ise, bu uygulamada, aragtirmacilar

tarafindan sonsal dagilimin en yogunlastig: tarafin, aday gelistirici yogunluk fonksiyonu i¢in
¢ok onemli oldugu bulunmustur. Geweke (1989) etkili O6rneklemenin bu kadar 6nemli
olmasimi baslica neden olarak belirlemistir, ancak aynit mantik Bagimsiz Zincir Metropolis-

Hastings algoritmasini da barindirmaktadir.

Normal dagilim, ¢ok zayif kuyruklara sahiptir. t- dagilimi da , v’ niin kii¢iik degerleri i¢in

¢ok yogun kuyruklara sahiptir. t- dagiliminin faydal ozellikleri, v— oo giderken Normal
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dagilima yaklasir ve kuyrugun yogun oldugu durumlarda o kiiciik degerler alir. Bazi
durumlarda, sonsal dagilimin baskin aday gelistirici yogunluk fonksiyonunun kuyruklarinda
yer alan, v degerinin bulunmasi sonsal dagilimin kontrolii ile miimkiin olabilir. Ancak
genelde arastirmacilar tarafindan, v icin kiigiik bir deger se¢ilir ve algoritmanin yonelimini

saglamak i¢in MCMC tanisi kullanilir.

Bu durum bir anlamda, uygun olmayan gelistirilmis Ornek degerlerine, t- dagiliminin
kullanildig1 durumlarda baski olusturmasi agisindan dnemlidir. Ornegin, sonsal dagilim ¢oklu
modele sahip ise, tek modelli t- dagilimi1 ¢ok iyi ¢alismaz. Ayrica eger sonsal dagilim, sinirh
bir aralikta tanimlanmissa(6rnegin Gama dagilimi sadece pozitif reel sayilar i¢in tanimlanir.),

tim reel sayilarda tanimlanmis olan t dagilimi ¢ok iyi ¢calismayabilir.

var(d,, )’ vyi elde etmek, (5.26) ifadesindeki her bir fonksiyonun 2. dereceden

diferansiyellestirerek veya bazi bilgisayar programlarinin alt yordamlarinda yer alan,
nlimeriksel tlirevleme kullanilarak miimkiin olabilir. Bu adimlar, f(.) fonksiyonunun yapisinin
tahminlerine bagli olabilir, bu nedenle boyle bir durumda dogrusal olmayan regresyon modeli

hakkinda higbir bir yorum yapilamayabilir.

Bagimsiz Zincir Metropolis- Hastings algoritmas1 veya etkili ornekleme kullanilarak
yogunluk fonksiyonu olusturulur. Bununla birlikte, bircok model asimptotik, Orneklem
biiyiikliigli sonsuza giden ve sonsal dagilimi Normal dagilima yaklasan bir yapiya sahip

olabilir. Bu durumlarda bulunan modeller i¢in, eger 6rneklem biiyiikliigi makul bir biiytikliige
sahipse, f,(0| éML,Vér(éML),V) sonsal dagilimi da mantikli sonuglar dahilinde tahmin etmek

daha uygun olacaktir. Asagidaki rastlantisal algoritmada bu strateji kullanilacaktir.

5.7.4.2 Rastlantisal Yiirilyiis Zincir Metropolis- Hastings Algoritmasi
Sonsal dagilim i¢in uygun bir tahmin olusturulamadigi durumlarda, Rastlantisal Yiiriiyiis

Zincir Metropolis- Hastings Algoritmast kullanilabilir. Sezgisel olarak, Bagimsiz Zincir
Metropolis- Hastings Algoritmasiyla, sonsal dagilima benzer bir yogunluk ifadesi elde
edilebilir ve kabul edilebilir olasilik, sonsal ve tahmin dagilimlar1 arasindaki farkliliklarin
dogrulanmasi igin kullanilir. Bagimsiz Zincir Metropolis- Hastings Algoritmasiyla, higbir
girisim sonsal dagilimin c¢esitli alanlarinda orantili goriintiilerle almak, aday gelistirici

yogunluk fonksiyonu genis bir alandan secilmesi, sonsal dagilimin tahmini i¢in degildir.

Bi¢imsel olarak, Rastlantisal Yiirlylis Zincir Metropolis-Hastings Algoritmasinin aday

gelistirici tahmin degiskenine gore;
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0 =0 42 (5.33)

z’ nin artik rastlantisal degisken olarak ifade edildigi durumlarda. (5.33) ifadesindeki aday
olarak ifade edilen degisken, rastlantisal yiiriiylise gore tretilir. Burada, adaylar gegerli

noktalardan rastgele yonlerde gosterilir. Kabul edilebilir olasilik, uygun yonlii baglantilarla

kesinlestirilir. 8~ ve ¢

, (5.33) ifadesinde simetrik olarak girilsin ve bu nedenle, ifadede
q(8;60=6"")=q(0"";0=0") esitligi ortaya ¢ikacaktir. Bu kabul edilebilir olasiligin basit

ifadesi, asagidaki gibi tanimlanir;

a(0°,0") = min p(0 = ‘Z,l! Y) 1 (5.34)
p@=60""1y)

ve net bir rasgele yiiriiylis zinciri, daha sonra olasilik boélgelerine dogru hareket egilimi

icerisinde goriilebilir.

z i¢in yogunluk se¢imini, aday iiretici yogunluk fonksiyonunun belirli yapisi tanimlar. Coklu

Normal dagilim ortak ve uygun segimdir. Bu durumda, (6% ortalamadir.) (5.33) ifadesi

Normal dagilimin ortalamasini tanimlar ve arastirmacilar X olarak ifade edilen kovaryans

matrisini segmelidirler. Normal dagilim i¢in mevcut notasyon agisindan:
q(e¢™;0) = f, (816“7 %) (5.35)

Biitiin arastirmacilar, ¥’ nin se¢imine ihtiya¢ duyarlar. Bu, kabul edilebilme ihtimali i¢in, ne
cok diisiik ne de cok yiiksek egilimli degerler se¢ilmelidir. Eger kabul edilebilir olasilik, ¢ok
diisiikse, aday goriintiileri hemen hemen her zaman reddedilir ve nadiren, sadece hareket
egilimi ile baglantilidir. Eger bu zincir sonsal dagilim {izerinde degerlendirilecekse, bu S’ nin
bliylik olmasini ima etmesi gibi 1yi bir durum degildir. Kii¢lik kabul edilebilir olasiliklar, X’
un ¢ok biiylik oldugunu ve en iyl aday goriintiisiiniin sonsal dagilimin ¢ok olas1 oldugu
alanlarda sonsal dagilimin kuyruklarinin diginda tiretildigini belirtir. Diger ug¢ noktalarda, X’

nin ¢ok kii¢iik bir degeri ifade ettigi durumlardaki gibi, yakinlarinda bulunan kabul edilebilir

olasiik iyi degildir. Eger, ¥ c¢ok kiicikse @ ve 6°® kabul edilebilir olasilign
yakinlarindaki degerlerden birinin bir bagkasina egilimi olacaktir. Bu durumda da, S, zincir ile
biitiiniiyle sonsal dagilimin arastirilarak kesinlestirilen, uygulama olanagi saglamayan bir

biiyiikliige sahip olabilir.

Optimum kabul orani verebilecek, genel bir kural yoktur. Sonsal ve aday gelistirici yogunluk

fonksiyonlarinin Normal dagildigi 6zel durumlarda, optimum kabul orani, yiiksek boyutlu
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problemlerin diisilk degerleriyle tek boyutlu problemlerde, 0.45 olarak hesaplanmistir.
Boyutlar sonsuza yaklasirken, optimum kabul olasilig1 0.23” e yaklasir. Kabul edilen bagka bir
kural, bu olasiligi 0.5 olarak alir. Genelde, bu boélgede kabul olasiligima yakinlasmayi
saglamak icin X sec¢ilmis ise, yanlis olasilik secilebilir. Ancak genelde bu algoritmanin

dogrulanmasi igin, MCMC tanis1 kullanilir.

>’ nin, 0.2 ve 0.5 aralifinda ortalama kabul olasiligini1 saglamak igin, #° nin skaler oldugu
yerlerde (dolayisiyla X’ da skaler olur), se¢cim yapabilmek ic¢in yeterli bilginin elde
edilebilmesini sagladig sdylenmektedir. Bu durumda, nedensel kabul olasiligi bulunana kadar

2 i¢in cesitli degerlerle Rastlantisal Yiiriiylis Metropolis-Hastings algoritmasiyla, basit
p(p+1)

denemeler gerceklestirilebilir. X, —5 degerinde olana kadar, boyle durumlar i¢in p-

boyutlu boyle yaklasimlar zor olabilir. Bu gibi durumlarda, €, @’ nin sonsal kovaryans
matrisinin tahmini ve ¢ niimerik degerler aldigir durumlar igin X =cQ kiimesi i¢in daha iyi
calisir. Uygun bir kabul edilebilir olasilik degeri bulunana kadar, c¢ i¢in farkli degerler

denenebilir. Bu yaklagim var(€| y)’ nin tahmini, Q ifadesinin bulunmasini gerektirir. Bu iki
yolla gergeklestirilebilir. Uzerinde durulacak ilk nokta, en basit yol olan, T=cl, ile

baslayarak diizenlemek ve (eger yeterince degisken mevcut degilse, tamamen faydal
olabilecek 0.000001 ile 0.99999 arasinda yer alacak bir olasilik degeri) kabul edilebilir
olasilik icin, faydali olabilecek bir ¢ degeri bulmaktir. ¢’ nin bu degeri Q’ nin kalinti
tahmininde kullanilan deger olabilir. £ =cQ kiimesi olusturularak nedensel kabul edilebilir
olasiligin olusturulmasinda c i¢in yeni bir deger bulunabilir. £’ nun en iyi degeri i¢in bulunan
2’ nin, iyi bir degeri kullanilabilir. Bu siire¢, ¥ icin iyl ve uygun bir deger bulunana kadar
tekrar edilir. Rassal Yiiriiylis Metropolis- Hastings Algoritmast’ nin kullanilmasiyla bu tarz

aragtirmalarda ek program kullanmaya gerek kalmaz.
Arastirma i¢in diger bir alternatif, Bagimsiz Zincir Metropolis - Hastings Algoritmasi’nin

tartismalar1 altinda tanimlanan, maksimum olabilirlik varyansinin tahmini olan, Vﬁr(éML) icin

Q kiumesidir.

5.7.4.3 Metropolis —within- Gibbs
Metropolis-Hastings ~ Algoritmasi, p(@|y) i¢in sonsal dagilimin simiilatériiniin

olusturulmasini saglar. Sonsal dagilimin simiilatorii icin Gibbs Ornekleyicisi kullanilabilir.

Bagimsiz Normal Gama 6nsel dagilimiyla Normal Dogrusal Regresyon modeli i¢in, bir Gibbs
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ornekleyicisi, Gama dagilimi i¢in p(h|y,f) ve Normal dagilim olan p(f|y,h) igin
uygulanmasini kolaylastirir. Dogrusal olmayan regresyon modelinde, h i¢in bilgi icermeyen
veya bagimsiz Gama onsel dagilimi, p(h|y,y) ile bir Gama dagilimini ima etmektedir.
Ancak, p(y|y,h), (5.28)" deki degere orantili olacaktir ve bu nedenle uygun bir goriintiiye
sahip yogunluk fonksiyonunun modeli alinmayacaktir. Ik bakista p(y|y,h) ve p(h|y,7)
ifadelerini igeren Gibbs ornekleyicisi ile dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in, tanimlama
yapilamayacagini ima etmektedir. Ancak, simiilasyon ile olusturulan degerlerin sonuglarinin
p(¥ | y,h) igin Metropolis-Hastings Algoritmast ile kullanilirsa, s =1,2,...,S igin ¥ ve h®
degerleri, gecerli sonsal simiilasyon goriintiileri olacaktir. Gibbs Ornekleyicisinde kullanilan
sonsal kosullar, ya (veya her ikisi) p(&y, |Y,0,)ve p(fy |Y:8) icin Metropolis —Hastings
Algoritmasinda kullanilmak icin kabul edilir. Eger Gibbs drnekleyicisi bu iki kosulu igerirse,
bu durum dogrulanmis olur. Béyle Metropolis-within —Gibbs Algoritmalari, kosullamalarinin
cogunun basit goriintiilerinden olusan sonsal dagilimlara sahip, fakat bir veya ikisinde uygun
yapilara sahip olmayan modellerinde ¢ok yaygindir. ikinci kosullamalar icin, Metropolis-

Hastings Algoritmalar1 kullanilabilir.

5.7.5 Model Uygunlugu icin Bir Ol¢iim: Sonsal Tahmin P-Degeri
Model karsilastirmasi igin tipik Bayes¢i metodu, tamamen belirlenmis iki modelin goreli

olasilig1 olan sonsal bahis oranidir. Ancak, bir arastirmacinin modelin performansini belirli
alternatif bir model ile goreceli olarak arastirmak yerine, mutlak olarak arastirmak isteyecegi
baz1 durumlar vardir. Ayrica, arastirmacinin hazirliksiz, bilgi icermeyen onsel kullanmak
isteyecegi bircok durum vardir ve eger bdyle bir 6nsel, tiim modellerde ortak olmayan
parametreler {izerinde kullanilirsa, sonsal bahis orani (0dds) anlamsiz olabilir. Boyle
durumlarin tiimiinde, sonsal tahmin p-degeri yaklagimi sonsal bahis oranina mantikli bir

alternatiftir.

Sonsal tahmin p-degeri yaklagimini uygulamak igin, gozlemlenen veri olan Yy ile ¢alisilmakta

olan modelden cikartilabilecek gdzlemlenebilir veri y''yi ayirt etmek 6nemlidir. g(.) bir faiz

fonksiyonu olsun. Veriyi gordiikten sonra p(g(y")ly), modelin g(y') hakkinda sdyledigi
herseyi Ozetler. Bagka bir ifadeyle, bu modelin iiretebilecegi veri kiimelerinin tipini anlatir.
Gozlemlenen veri igin g(y), dogrudan hesaplanabilir. Eger g(y), p(g(y’)ly)' nin ug

noktalarindaysa, 0 zaman model g(y)’ yi agiklamakta basarisiz olur. Aslinda, sonsal tahmin p-

degeri, acik olarak gozlemlenmis olandan ziyade daha u¢ Ozelliklere sahip bir veri kiimesi
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saglayan bir modelin olasiligidir

p(g(yM)ly), tahmini ¢ikarim igin kullanilan metoda ¢ok benzer olan simulasyon metotlar

kullanilarak hesaplanabilir. Bu, (5.36) ifadesi ile yazilabilir;

p(a(y") 1 y) =] p(a(y") [ 6,y)p(@]y)do =[ p(a(y")|6) (0] y)do (5.36)

Burada son esitlik, 6’ ya bagh olan su gergekten ¢ikar; asil data y' hakkinda ek bir bilgi
saglamamaktadir. Sonsal simiilator p(@ly)’ den ¢ikarimlar saglar ve yapay veriyi sadece,
tahmin i¢in kullanilan veriye es olacak sekilde, verilen paremetre degeri i¢in olan modele

benzeterek p(g(y")| @) ye, benzetilebilir.

Sonsal tahmin p-degeri iki farkli yolla kullanilabilir. Ilk olarak, mutlak anlamda veri
tiretmesinin ne kadar miimkiin oldugunu gosteren uygunluk ol¢liimii olarak kullanilabilirler.
Ikinci olarak, farkli modelleri karsilastirmak igin kullanilabilirler. Yani, eger bir model
digerinden diisiik olan sonsal tahmin p-degeri saglarsa, bu ilk modele kars1 bir kanittir. Ancak,
Bayesgi'lerin ¢ogu sonsal bahis oranlarimi tercih eder ¢iinkii ikincisi bilgi icermeyen Onseller

kullanilmadig1 takdirde sonsal bahis oranini anlamsiz kilar veya agiklanmalarini zorlagtirir.

Sonsal tahmin p-degeri yaklasimi bir faiz fonksiyonu, g(.), se¢imi gerektirir. Dogru bir g(.)
secenegi, deneysel uygulamaya bagl olarak degisecektir. Pratik bir 6rnek olarak, dogrusal

olmayan regresyon modeline doniilsiin. Bu model i¢in mevcut olan,

yi = (X, )+ s

i=1,...,N. Alternatif olarak, hatalar hakkinda yapilmis olan varsayimlar verilmis olsun,

POy 1) =T (" [ T(X, 7). h71Y) (5.37)

Burada f(X,y), (5.25)" de tanmimlanan N-vektoriidiir. Modelin parametrelerinin verilmis

degerleri icin, yT ‘nin benzer degerlerinin oldukca basit olduguna dikkat edilmelidir, yalnizca
Cok Degiskenli Normal Dagilim’ dan gelen g¢ikarimlari igermektedir. Bu kolaylik bir¢ok
model i¢in ortaktir ve sonsal tahmin p-degerlerinin birgok degisik durumda kolaylikla

hesaplanmasini saglar.

(5.27) ifadesinde verilen bilgi icermeyen Onselli dogrusal olmayan regresyon modeli igin, h
disardan entegre edilebildigi i¢in (5.37) ifadesi daha da kolaylastirilabilir. Ozelllikle, (5.28)
ifadesinden (5.29) ifadesine gegmek icin gerekli olanla hemen hemen es (identical) bir
tiiretme kullanilarak (5.38)’ deki esitlik gosterilebilir;
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PO 17)= £0y' 1102520, N) (5.38)
burada
o D- f(x,y)L[y— f(X.)] 539

Dolayisiyla, y' ye bagimli olarak, yT 'nin ¢ikarimlart ¢ok degiskenli t dagilimi kullanilarak
alinabilir. Bu ¢ikarimlar, bu modelin tretebilecegi veri kiimesinin tipini yansittig1 gibi
aciklanabilir. Sonsal tahmin p-degeri yaklasiminin kullandig: fikir sudur; eger model mantikl
bir model ise, asil gbézlemlenen veri kiimesi, model tarafindan ¢ogunlukla iiretilen tipte

olmalidir.

Frekansgilar, hatalarin OLS tahminlerini, €;, hesaplar ve bunlar kalintilar olarak adlandirilir.
Bu kalintilarin 6zellikleri, modelin altindaki varsayimlarin mantikli olup olmadigimi agiga

cikarmak icin arastirilabilir. Bayesc¢i baglaminda, i=1,...,N i¢in hatalar soyle tanimlanir;
g =Y, f(X,7)

Bu hatalarm ¢esitli ozellikleri oldugu varsayilsin. Ozellikle, i.i.d N(0,h™) oldugu

varsayllmistir. Bu varsayimlar belirli bir veri kiimesinde mantiksiz olabilir ve dolayisiyla
arastirmaci bunlari test etmek isteyebilir. "Hatalar i.d.d Normal dagilir." seklindeki kisa ifade
bircok varsayim igerir (0rnegin, varsayimlarinin birbirinden bagimsiz olduklari, ortak bir
degiskene (varyans gibi) sahip olduklari, vb.) ve arastirmaci arastirmak i¢in bunlardan
herhangi birini segebilir. Normal' in iki 6zelligi, simetrik olmasi ve kuyruklarinin belirli
sekilde olmasidir. Istatistikte, Normal dagilimi carpiklik gdstermez ve kuyruklarimnin belirli bir
basiklig1 vardir. Carpiklik ve basiklik dagilimin {igiincii ve dordiincii momentleri iizerinden
Olctliir ve standart Normal i¢in (yani N(0,1)) liclincii moment sifirdir ve dordiincii moment
tictiir. Bu ylizden Normallik varsayimi, yaygin olarak kullanilan c¢arpiklik ve basiklik

Ol¢iilerinin ikisinin de sifir olmasini gerektirir:

ﬁi g

Carp]k]]k - =l

5]

(5.40)

ve
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Carpikligin ve basikligin bu 6l¢iileri, g gézlemlenemez oldugu i¢in, dogrudan hesaplanamaz.

(5.41)

Frekansgi, €' yi dnceki formiildeki uygun OLS kalintilar ile yer degistirir ve sonucu ¢arpiklik
veya basiklik icin bir test yiiritmek i¢in kullanilir. Kalintilardaki carpiklik veya basiklik

bulgusu Normallik varsayiminin uygun olmadigini belirtir.

Formal olarak,

Fus
AN - FixL )

B[ Carpikik | y]= Bq—= |y

5[ - 7%, T
| }

=1

b |

bir kez sonsal simiilator elde edildiginde agik bigimde hesaplanabilen birseydir. Yani,
Carpiklik basit olarak model parametrelerinin (ve verinin) bir fonksiyonudur ve dolayisiyla,
sonsal ortalama i, herhangi bir faiz fonksiyonun sonsal ortalama i ile ayni yoldan
hesaplanabilir. E[Basiklik|ly] ayn1 bi¢imde hesaplanabilir. Normallik varsayimi mantikli ise,
E[Basiklik|y] ve E[Carpikiikly] nin iKisi de kabaca sifir olmalidir.

E[Carpiklik|y] ve E[Basikiikly] gozlemlenen verinin birer fonksiyonudur ve sonsal simiilator
kullamilarak hesaplanabilir. Her gozlemlenebilir veri icin, y', E[Carpikiik| y'] ve E[Basikiik |
y'] aym bicimde hesaplanabilir. Eger bu sondaki fonksiyonlar, genis cesitlilikteki
gozlemlenebilir veri kiimesi i¢in hesaplanirsa, carpiklik ve basiklik i¢in ayri ayr1 bu modelin
tiretebilecegi degerler dagilimlarini elde edilebilir. Eger, E[Carpiklik |y] ve E[Basikiik |y]’ den
herhangi biri E[Carpiklik | Y] ve E[Basiklik | ']’ nin dagilimimin kuyruklarindan uzakta ise
bu Normallik varsayimima karsi bir kanittir. Su da tzerinde durulmaya degerdir ki,
E[Carpikiik |y] ve E[Basiklik |y]” nin ikisi de basitce birer sayidir, oysa E[Carpikiik | y'] ve
E[Basiklik | y']" nin ikisi de olasilik dagilimlari (5.36) ifadesi ile hesaplanan rassal
degiskenlerdir. Daha onceki notasyona gore, g(y)= E[Carpikiik |y] veya E[Basiklik |y] ve
9(y"= E[Carpikiik | y'] veya E[Basiklik | Y]’ dir.

Pratikte, bilgi icermeyen 6nsel kullanan dogrusal olmayan regresyon modelde carpiklik i¢in,
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sonsal tahmin p-degerlerini hesaplayan bir program su adimlarn icerecektir. Basiklik durumu
ayn1 yolla yapilabilir. Bu adimlar bir sonsal simiilatoriin tiiretildigini varsayar (yani sonsaldan

cikarimlar iireten bir Metropolis-Hastings algoritmasi).

Adim 1: Sonsal simiilatorii kullanarak bir ¢ikarim, y(s), alinir.

Adim 2: (5.38) ifadesi kullanilarak p(y | ) bir veri kiimesi iiretilir, y'®.

Adim 3: i=1...N icin £ =y, — f(X,,7*) kurun ve Carpikik®" yi elde etmek i¢in (5.40)

ifadesi bu noktada hesaplanir.

Adim 4: i=1...N icin & =y —f(X,,7®) kurun ve Carpiklik’ ©" yi elde etmek icin
(5.40) ifadesi bu noktada hesaplanir.

Adim 5: S kere 1.,2.,3. ve 4. adimlar tekrar edilir.

Adim 6: E[Carpiklikly] 'yi tahmin etmek i¢in Carpiklik®,...Carpiklik® S degerlerinin

ortalamasi alinir.

Adim 7: 6. adimdaki E[Carpikiikly] tahmininizden daha kiigiik olan Carplkhkm),...,
Carplkhkﬂs) S degerlerinin oran1 hesaplanir. Eger bu say1 0.5° den kiigiikse, bu sizin sonsal

tahmin p-degeri tahmininizdir. Aksi takdirde, sonsal tahmin p-degeri; bir eksi bu sayidir.

Unutulmamalidir ki, garpiklik igin sonsal tahmin p-degeri 0.05' e esitse denilebilirki, "Bu
model carpiklik dlgtilerini zamanin sadece yiizde besinde gézlemlenenden daha biiyiik olarak

iretir. Dolayisiyla, bu modelin gézlemlenen veriyi liretmesi miimkiin degildir.”

5.7.6 Model Karsilastirmasi: Gelfand-Dey Metodu
Bilgi iceren oOnselleri ortaya ¢ikarmak mantikli ise ve arastirmak istediginiz iki veya daha

fazla model varsa, sonsal olasilik oranlari model karsilastirmasi tercih edilen metod olarak
kalir. Dogrusal olmayan regresyon modeli durumunda, f(.) i¢in farkli segenekleri
karsilagtirmak istenebilir. Bu tipik olarak, i¢ ice yerlestirilemeyen (non-nested) model
karsilastirmasini igerecektir. Alternatif olarak, dogrusal olmayan ile dogrusal regresyon
modellerini karsilagtirmak istenebilir. Dogrusal olmayan bir modelle sadece ekstradan bir
karmasiklik gergekten buna deger ise ¢alismak istenir. (5.24)” ifadesinde verilen CES firetim

fonksiyonu durumunda, eger y,,, =1 ve dogrusal model dogrusal olmayan modele
yerlestirilecekse, model dogrusalliga indirgenir. Yani, Mi: y,,, =1 ve My y kisitlamasizca

mevcut olmus olacaktir. Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in, eger y i¢in olan Onsel basit
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bir formda ise, Savage-Dickey yogunluk orani genellikle kolayca hesaplanabilir. Ornegin,

eger onsel su formda ise:

p(r.h) oc 212

0 zaman y' nin sonsali (5.29) ifadesinde verilen form, p(y) olacaktir. Ama eger 6nsel daha
karmasiksa o zaman Savage-Dickey yogunluk oranini kolayca 6l¢gmek imkansiz olabilir.

Sonugta, i¢ ige yerlestirilemeyen (non-nested) model karsilastirmasinda veya Savage-Dickey
yogunluk oraninin kolayca hesaplanamadigi i¢ ige gecmis (nested) model karsilastirmasinda,

sonsal olasiliklarin bahis oranini hesaplamak icin baska, daha genel bir metoda ihtiyag¢ vardir.

Gelfand ve Dey (1994) metodu bu durumlarda kullanilabilir.

Gelfand-Dey metodu, paremetre vektorii @' ya bagli olan bir M; modeli i¢in marjinal
olabilirliginin tersinin, belirli bir g(.) segenegi igin E[g(0)|y,Mi] olarak yazilabilmesi
gergegine dayanir. Bununla birlikte, Metropolis-Hastings algoritmasi gibi, sonsal simiilatorleri

de bu miktarlar kesin olarak tahmin etmek igin olusturulmustur. Asagidaki teorem g(.)’ nin

gerekli secimini saglar.
Teorem 5.1: Marjinal Olabilirlik Hesaplamast i¢in Gelfond-Dey Metodu

© alani ilizerinde tanimli M; modeli icin p(@|M;), p(y|6,M,) ve p(@|y,M,) sirasiyla

oOnsel, olabilirlik ve sonsali ifade etsin. Eger f(6), ® iginde desteklenen herhangi bir 0.y.f

ise, 0 zaman,
E{ 1(0) |y,Mi}:; (5.42)
p(@|M,)p(y| 6. M,) p(y M)
fspat
f(0) f(0)
E ,Mi = Q,Mi
{p(mmi)p(yw,w)'y } Jo@mptyiamy PY16M)

:f f () P@OIM)p(y[0. M) 4
P(@M;)p(y|o,M;) p(y|M;)

1 1
=~ [f@do=—"——
|0(yll\/li)J () Py M;)
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Bu teorem dikkate deger sekilde giicliidiir, s6yle ki, herhangi bir o.y.f. f(6) icin, kolayca
(5.43) ifadesi ile kurulabilir:

f(6)

0) =
90 =@My py o))

(5.43)

ve sonsal simiilator c¢iktisini, herhangi bir sonsal faiz 6zelligi i¢in oldugu gibi aym yolla,
E[g(0)| y.M,]” y1 tahmin etmek igin kullanabilir. Ama Gelfand-Dey metodunun iyi
calismasi igin, f(6) c¢ok dikkatli se¢ilmelidir. Miimkiin olan her & degeri igin, sonlu

olmalidir. Tipkr etki Ornekleminin, 6nem (importance) fonksiyonunun dikkatli sekilde
secilmesini gerektirdigi gibi, ve Metropolis-Hastings algoritmasinin dikkatli bir {ireten

yogunluk adayr segimi gerektirdigi gibi, Gelfand-Dey metodu da f(0)' nin dikkatli

secilmesini gerektirir.

Geweke (1999), f(#) secimi igin pratikte iyi ¢alisan su stratejiyi Onerir. Bu stratejide f(.),

kuyruklart kesik Normal yogunluk fonksiyonu olmalidir. Genellikle Normal yogunluk
f (@)
p(@M;)p(y|0.M;)

olmasi, bu kesmenin gerekgesidir. Kuyruklar kesilerek, problem olusturma ihtimali olan

fonksiyonunun kuyruklarinda,

> nin sonlu oldugunu dogrulamanin zor

bolgelerde , f (), sifira esitlenir. Formal olarak, 6 ve s, E(@]y,M,)" nin tahminleri olsun
ve var(d|y,M,) sonsal simiilatérden elde edilmis olsun. Buna ek olarak, baz1 olasiliklar igin,

p e (0]) i¢in ®, f(#)"in destegi olsun ve sdyle tanimlansin:
O=10:(0-0S(0-0)< 22, ()} (5.44)

burada zlz_p(k), k bagimsizlik dereceli Ki-kare dagilimmin (1-p)’ inci yiizdesidir ve k, 6’

daki eleman sayisidir. Sonrasinda Geweke (1999), f(€)'nin ® bolgesinde kesilmis ¢ok

degiskenli Normal yogunluk olmasini onerir,

1
K

p(2r)?

f(0) =

\i\i exp{—%(é—@)’ﬁ‘l (67—6?)}1(0 c®) (5.45)

burada (1), indikator fonksiyonudur. En iyi ¢alisma i¢in p' nin kiigiik degerlerde olmasi
umulur(6r. p=0.01), boylece marjinal olabilirligi tahmin ederken daha ¢ok c¢ikarim dahil

edilebilir. Ama, Geweke (1999)' in dikkat ¢ektigi gibi, p i¢in bir¢ok degisik deger denemenin
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ekstra bedeli ¢ok diisiiktiir. Herhangi bir faizin sonsal 6zelliginin, bir sonsal simiilator
kullanilarak tahmin edildigi gibi, niimerik standart bir hata da standart yoldan hesaplanabilir

ve Gelfand-Dey marjinal olabilirlik tahmininin kesinligini 6lgmek i¢in kullanilabilir.

Teorem 5.1' de gosterilen marjinal olabilirligi hesaplamak i¢in, genel Gelfand-Dey
metodunun hemen hemen her model i¢in ¢alistig1 varsayilir. Pratikte, gerekli tek kosul sonsal
simiilatériin  mevcut olmasidir ve p(@|M,) ile p(y|€,M;)" nin bilinmesidir. Sonda
belirtilenler ¢oziilmesi zor kosullardir. Ciinkii baz1 durumlarda 6nsel ve/veya olabilirligin tiim
0.y.F’ lerini degil yalnizca kernelleri bilinebilinir. Béyle durumlarda,Gelfand-Dey metodu
kullanilamaz. Geweke (1999)'in Gelfand-Dey metodu uygulamasi sadece sonsalin destegi
(5.21) de tanimlanmis bolgeyi (region1) iceriyorsa calisir (yani Oe ®). Eger durum boyle
degilse, Geweke (1999) kiiciik yollarla bu uygulamanin nasil degistirilebilecegi hakkinda bazi

tavsiyeler sunar.

5.7.7 Tahmin
Bu modeldeki tahmin edilebilir sonug, p(y|y) cikarimlart Metropolis-Hastings algoritmasi

tarafindan saglanir ve buna bagl olarak, herhangi bir tahmini faiz fonksiyonu tahmini elde
etmek igin, p(y"|Yy,7®) c¢ikarimlan (5.32) ifadesindeki gibi almabilir ve ortalamasi alinir.

Ornegin, (4.25) ifadesinde verilen bilgi icermeyen onsel icin su gerceklestirilebilir:
POY 1y, 7) = f(y [ F(X7,7),871,N)

buradaki s (5.39) ifadesi ile tanimlanmistir. Dolayisiyla, y’ ye bagimli olan, y*’ 1n

cikarimlari kolaylikla elde edilebilir.

5.7.8 Metropolis Hastings Algoritmasi icin Deneysel Cahsma
Dogrusal olmayan regresyon modelinde Bayes¢i ¢ikarim i¢in, mikroekonomik bir uygulama

kullanilmigtir. Cikt1 y, girdilerin smifi X; ve belli bash X’ ye eslik eden N=123 olan bir veri
seti kullanilir. Yani, herbir degisken, standart sapmaya boliiniir. Artik degiskenlerin standart
hatas1 oldugundan, bdyle bir standardizasyon bazen yapilir. Ornegin dogrusal bir regresyon

modelinde, bir katsay1, 3, su sekilde aciklanabilir: "Eger aciklayict katsayi, j, bir standart

hata Kadar artarsa, bagiml1 degisken /3, standart sapma kadar artma egilimi gosterecektir.

(5.24)’ de verilen CES formunun bir iiretim fonksiyonu varsayilsin:
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1
Yi =7+ (X +7aX5 )" + &
Toplanabilir kesim noktasi(Additive intercept), basit bir y, =1 smirlamasinin regresyon
modelini saglamas1 goz oniine alinarak segilir.
(5.27)’ de verilen bilgi icermeyen Onselleri kullanan, Bagimsiz Zincir ve Rasgele Yiiriiyiis
Zinciri Metropolis-Hastings Algoritmasint kullanarak, bu modeldeki sonsal ¢ikarimlar

karsilastirilarak baglanmustir. (5.31)” de verilen y =(y,,..., 7,)" i¢in marjinal sonsal {izerinde
yogunlagilacaktir. Bu iki algoritma i¢in, yogunluk iireten adayir kurmak ve ilk 6nce 7, i
bulmak i¢in bir optimizasyon programi kullanilir (p(y|y)’ nin modu). Optimizasyon
programi, Var(y,,.)  in olusturulmasinda, kullanilabilecek olan Hessian i¢in bir tahmin
saglar.

Cizelge 5.1, herbir algoritmanin basit bir uygulamasi iizerine kurulmus sonuclar1 gosterir. Bu
iki algoritmanin, sadece yogunluk iireten adaylari ve dolayisiyla kabul olasiliklart farklidir.
Bagimsiz Zincir algoritmast f, (¥ | 7.0 Var(7na)10) yogunlugundan ve Rasgele Yiiriiyiis
Algoritmas1  f(y|7®™",var(7,.)) yogunlugundan aday ¢ikarmmlari alir. (candidate

generating density)

Cizelge 5.1 Bagimsizlik zinciri ve rassal yiiriiyiis yontemlerinden elde edilen ortalama ve
standart sapma degerleri

Bagimsizlik Zinciri Rassal Yiiriiyiis
Ortalama Standart Sapma Ortalama Standart Sapma
71 1.04 0.05 1.02 0.06
72 0.73 0.08 0.72 0.12
73 0.97 0.12 1.00 0.16
74 1.33 0.23 1.36 0.29

Ornegin, var(7,.)" Yi Metropolis-Hastings algoritmasinin ilk akisi kullanilarak elde edilen

var(y | y) yaklasimi ile yer degistirebilir. Veya her bir aday iiretim yogunlugu yerine
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cvar(y,,.) ~ 1 kullanilarak ve sonra algoritmanin performansinit arttirmak i¢in skaler ¢' nin

cesitli degerleri ile deney yapilabilir. Bagimsiz Zincir Metropolis-Hastings algoritmasi igin,
aday tretim yogunlugunda bagimsiz parametre derecesinin degisik degerleri ile deney

yapilabilir. Her durumda da S=25 000 kullanilmistir.

Bagimsiz Zincir ve Rasgele Yiiriiyiis Algoritmalar i¢in, %7.4 ve %?20.6 sirasiyla aday
cikarsamalar1 kabul edilir. Cizelge 5.1, bu iki farkli algoritmanin basit uygulamalarinin
kabaca ayni sonucu verdigini belirtmektedir. Sonsal standart sapmalarla, tahmin edilmis
sonsal ortalamalar birbirlerine ¢ok yakindir. Tahmin edilmis olan sonsal standart sapmalar,
algoritmalar tizerinde farklilik gostermesine karsilik, yine de yakin degerlere sahiptirler. Daha
kesin tahminler i¢in, aday iiretim yogunluklar1 iyi ayarlamali veya tekrarlamalarin sayisi

arttirtlmalidir.

Cizelge 5.1' deki sonuclar hatali, bilgi icermeyen Onseller kullanilarak elde edilmistir. Bu
nedenle, kurulmus modeli bir digeriyle karsilastirmak i¢in sonsal olasilik orani kullanilamaz,
bunun yerine, modelin veriye ne kadar uygun olup olmadigini1 géstermesi i¢in sonsal tahmin
p-degerinin kullanilmasi1 daha uygun olmustur. Kisaca, her bir yenilemede, yapay bir veri seti
elde edilir. Carpiklik ve basiklik dl¢iileri i¢in (5.40) ve (5.41) ifadeleri kullanilarak hesaplanr.
Boylece, bu 6l¢iiler i¢in sonsal tahmin yogunlugu elde edilebilir. Formiillerle ifade edilmesi
gerekirse, y' rassal oldugundan, rassal degiskenler olan E[Carpikiik | Y] ve E[Basikiik | y']
hesaplanir. G6zlemlenen veri igin ayrica, y rassal olmadigindan, rassal degerler olmayan
carpiklik ve basiklik dl¢iilerini, E[Carpikiik |y] ve E[Basiklik |y], hesaplanabilir. E[Carpikiik |
y'] ve E[Basiklik | y']’ nin sonsal tahmin yogunluklarinda, E[Carpikiik |y] ve E[Basiklik |y]’

nin elde edilmesi, modelin veriye ne kadar uygun oldugunu anlamak igin bilgi saglar.

5.1 ve 5.2 sekilleri, bu sonsal tahmin yogunluklar: i¢in yaklagimlar: grafikle ifade etmistir.
Ayrica bu grafiklerde E[Carpiklik | y] ve E[Basiklik |y]’ yi sirasiyla "gézlemlenmis ¢arpiklik"
ve "gozlemlenmis basiklik"olarak belirtilmistir. Daha net bir ifade ile agiklanacak olunursa,
carpiklik (veya basiklik) i¢in sonsal tahmin yogunlugu, ¢aligmakta olunan modelin garpiklik
(veya basiklik) icin hangi degeri iiretmeye egilimli oldugunu anlatir. Ornegin, Sekil 5.1 bu
deneysel ¢alismada kullanilan, dogrusal olmayan regresyon modelinin hemen hemen her
zaman ¢arpiklik 6lgiisiiniin, mutlak deger i¢inde olandan daha kiigiik veri setleri iirettigini
ifade etmektedir. Eger mevcut veri, mutlak deger icinde olandan daha biiyiik bir ¢arpiklik
degeri trettiyse, bu durum, modelin kullanilacak bu veri seti ile uyumlu olmadigimi1 gosteren

bir kanittir. Aslinda, Sekil 5.1'de ¢izilen yogunlugun merkezinin yaninda bulunan E[Carpikiik
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|y]=0.17 degerine karsilik gelen p-degeri 0.37° dir, yani bu model tarafindan iiretilmis olan
yapay veri kiimesinin %37’ si mevcut verinin, ortaya koydugundan daha biiyiik ¢arpiklik
derecesi ortaya koyacaktir. Boylelikle, mevcut veri kiimesi dogrusal olmayan regresyen
modeli ile tutarli bir carpiklik derecesi ortaya koyacaktir. Benzer diisiinceler, basiklik i¢in
sonsal tahmin yogunlugu i¢in de gegerlidir. Gozlemlenmis veri bu modelin {iretebilecegi
basiklik Olgiisiinlin tipleriyle tutarli olan E[Basiklik |y]=-0.37 basiklik olgiisiinii saglar.
Aslinda, sonsal tahmin p-degeri 0.38” dir ve bu, bu modelden iiretilmis yapay verinin %38’
inin agirt basiklik dereceleri oldugunu belirtir. Buna gore, su sonuca varilir ki, bu deneysel
caligmada kullanilan dogrusal olmayan regresyon modeli veriye iyi uyar (en azindan c¢arpiklik

ve basiklik agisindan).

Carprdic
gizlemler

Sekil 5.1 Carpiklik i¢in Sonsal Tahmin Dagilimi

Simdiye kadar, deneysel ¢aligma y iizerine yogunlastirilmig ve diger parametre h icin birsey
sOylenmemistir. Eger h ile ilgili sonsal bir sonu¢ elde edilmek isteniyorsa, h® ¢ikarimlarini
saglayan bir sonsal simiilatore ihtiyag vardir. Dahasi, marjinal olabilirlik hesaplamasinin
Gelfand-Dey metodu (Teorem 5.1'de belirtildigi gibi) &= (y',h)’ parametre vektoriiniin
tamaminin ¢ikarimlarini gerektirir. Bu sebeplerden, kisaca sirasiyla p(h|y,») ve p(y|y,h)’

den elde edilen bir Metropolis-within-Gibbs algoritmas tiiretilmistir.
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Basiklik _
Cozlemlen
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Sekil 5.2 Basiklik i¢in Sonsal Tahmin Dagilim1

Dogrusal bir regresyon modelinin uygun olup olmadig: arastirilarak, sonsal bahis oranlarini

kullanan model karsilastirmasi yorumlanmustir. Dolayisiyla, kosullu model M, :y, =1,
kosulsuz model iseM, :y, #1 olur. Bu iki modeli karsilastirilarak sonsal bahis oranini

hesaplamak igin, 6n bir bilgi igeren 6nsel gereklidir. Herbir model igin de bagimsiz Normal-

Gama onseli kullanilir. My i¢in, » i¢in dnsel; h i¢in olan 6nselden bagimsizdir ve birincisi
y ~N(.V)

iken, ikincisi soyledir

h~G(s*,v)

;_/=(1,l,1,1)' , V. =0.25l4, v=12 ve §_2=10.0 secilir. Verilmis olan emek ve kapital marjinal

tirlinlerinin, muhtemel miktarlar1 ve veriyi standart hale getirme yoluna gore bu secimler

mantiklidir, ama goreli olarak bilgi icermez.

M i¢in aym Onseli kullanilir, artik sadece {i¢ elemani olan y harigtir ve bu nedenle y ve V.
son siraya sahiptirler. Sira ve kolon sirasiyla dahil edilmez.

Bu onsel ile dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in, bir Metropolis-within-Gibbs algoritmasi

tiretilir. Boyle bir algoritmay:1 kurmak igin, ilk 6nce p(h|y,y) ve p(y |y, h)tiretilmelidir:

hly.y~G( V) (5.46)
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s = [y f(XJ/)]r[Y_— f(X,7)]+vs?
v

(5.28)” i kullanarak ve p(y|y,h) < p(y,h|y)’ a dikkat ederek, goriilebilir ki

h{y—f(x,y)}'{y—f(x,y)}}

p(7|y,h)oce><p[—§

- [—%(7—@\1*@—@} (5.47)

Bu kosullu sonsal yogunluk, basit bir ifade ile ousturulacak yapiya sahip degildir. Ama
p(y|y,h) igin bir Metropolis-Hastings algoritmasi kullanilabilir, bu Gama dagiliminin

¢ikarsamalar1 ile birleserek Metropolis-within-Gibbs algoritmasini saglar. Bu deneysel
uygulamada, (5.47) ifadesinden elde etmek i¢in bir Rassal Yol Zincir Metropolis-Hastings
algoritmasi kullanilir. Bu algoritma Cizelge 5.1’ in son iki kolonundaki sayilar1 yaratmak i¢in
kullanilan algoritma ile 6zdestir, yalniz kabul edilebilir olasiligi (5.47) ifadesi kullanilarak

hesaplanmustir.

M igin gelistirilenler gibi, sonsal simiilatorlerden gelen ¢iktilar ve M, verilmis olsun, Gelfand
ve Dey kullanarak marjinal olabilirligi hesaplamak daha basittir. Sonsal simiilatorun
cikarimlar bir kez elde edildiginde, bu ¢ikarimlarda olabilirligi ve onseli hesaplamak gerekir.
Herbir model i¢in de oOnseller bagimsiz Normal-Gama oldugu igin onsel 6l¢iim, bileseni
olusturmast kolaydir. Onsel, olabilirlik ve f(.), herbir sonsal ¢ikarimda bir kez
hesaplandiginda, g(.) hesaplanabilir ve marjinal olabilirligin tahminini saglamasi i¢in sonucun

ortalamasi alabilir.

Iki sonsal simiilator (yani dogrusal model igin Gibbs &rnegi ve dogrusal olmayan model igin
Metropolis-within-Gibbs), tekrar igin baslangi¢ degeri S;=2500 ve yinelenen cevap S;=25000
kullanilarak ¢alistinlmistir. Marjinal olabilirlikler p=0.01, 0.05 ve 0.10 kullanilarak
hesaplanmistir. Bu {i¢ kesim degeri i¢in Bayes faktorlerinin tahmin sonuglart sirasiyla 1.067,
1.075 ve 1.065'dir. Bu ii¢ tahminin birbirine yakin olmalari, sonsal simiilatérlerin giivenilir

sonuclar verdigine dair formal olmayan kanit saglamaktadir.
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Bayes faktorleri birbirine ¢ok yakindir, bu dogrusal olan ve olmayan regresyon modellerinin

esit destek aldigim belirtir. »,' lin sonsal ortalamasi bir standart sapmadan 1.0 kadar biiyiik

oldugunda, bu sonug¢ olduk¢a mantiklidir.

5.8 Biiyiime Modellerindeki Parametrelerin Analizinde Bayesci Yontem
Omegin orman bilyiime modellerinde, biiyiikk o6l¢iide orman ekosisteminin dinamik

modellemesi ve 0Ozel agaglarin gelisiminin simiilasyonu kullanilir. Model tahmininin
giivenililirligini tanimlamak i¢in, modelin birka¢ defa kosturulmasi gerekir. Birgok
degerlendirme i¢in, modelin birka¢ defa tekrar edilerek denenmesi, modeldeki parametrelerin
korelasyonlarinin ve dagilimlarinin tahmini ile ger¢cek modelin (gergege yakin) bulunmasini

saglayacagina dair bir sonug elde edilmistir.

Orman biliyime modelleri i¢in, kullanilan biiyiime modellerinin ¢ogu dogrusal degildir.
Dogrusal olmayan modellerdeki parametrelerin tahmininde kullanilan tahmin yontemleri i¢in,
asimptotik ¢coklu normal dagilimlarin parametreleri ile olusturuldugu farzedilir. Fakat bir¢ok
dogrusal olmayan modelle, parametrelerin birikimli dagilimlari, ¢oklu normal dagilimdan

farkli olabilir. Coklu normal dagilimlar, modellerin gercek dagilimlarini yansitmayabilirler.

Yakin zamanda, Bayesc¢i yontemlerle hesaplama, dogrusal ve dogrusal olmayan modeller i¢in
gelistirilmistir. Bayes¢i Red yoOntemi, Bayesci yontemlerin hesaplamalarindan biridir.
Dogrusal olmayan modellerin parametrelerinin, birikimli dagilimlarinin tahminlerinin
saglanmas1 miimkiindiir. Bayes¢i Red (rejection) Yonteminin, dogrusal olmayan modellerin
tahmininde kullanilan geleneksel yoOntemlerden daha giicli olmasinin, en Onemli

avantajlarindan birisi budur.

5.8.1 Biiyiime Modelleri, Yontemler ve Malzemeler
Morgan- Mercer- Flodin ailesinin fonksiyonu ve Richard fonksiyonu dogrusal olmayan

sigmoid biiylime fonksiyonudur. Morgan-Mercer- Flodin ailesinin fonksiyonu (MMF) genel

formu;

+ax®
y= Py 4 (5.48)
y+X

Bu sigmoid biiyiime modeli, bitkilerin biiyiime modellerinde genis 6l¢iide kullanilir. Modelde
x degiskeni, bagimsiz degisken ve y degiskeni, bagimli degiskeni ifade eder. Modelde 4

parametre bulunmaktadir: ¢, B .7 ve o
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Richards biiylime modelinin formu,

y = AQ-bee) Em (5.49)

Bagimli ve bagimsiz degiskenler sirasiyla, y ve t’ dir. Richards fonksiyonunda da dort
parametre vardir: A, b, K ve M. Cogunlukla b parametresi 1’ in analitik ¢6ziimiidiir. Bu

arastirma i¢in, b parametresi 1’ in bir sabiti olarak farzedilir.

2 tahmin yontemi de her bir model i¢in, farkli parametre tahminleri varyans ve korelasyon

matrislerinin olusturulmasini sart kosar.

Modellerin parametrelerinin tahmininde 2 farkli yontem uygulanmasina ragmen, modellerin
tahmin sonuglar1 benzer degerler elde edilebilecegi, simdiye kadar yapilmis analizlerde
gbzlemlenmistir. Morgan-Mercer-Flodin fonksiyonu i¢in, iki yontemde de kullanilmis olan

f ve y parametrelerinin, varyans: ve parametre tahminleri, nispeten biiyiik 6lciide farklh
olabilir. Dogrusal olmayan regresyon kullanilitken S ve y parametrelerinin degisim

dereceleri (CV) degerlendirilir. Daha sonra bu parametrelerin ortalamasit ve varyansi,
degerlendirmeye tabi tutulur. MMF’ nin tiim parametrelerinin varyansi i¢in, dogrusal olmayan
regresyon kullanilarak biiyilk tahminler olusturulabilinir. Dogrusal olmayan regresyonda,
tahmin i¢in kullanilan MMF’ nin korelasyon matrisi ile parametreler arasindaki baglanti

kontrol edilir. Bu sekilde Bayesci Red yontemi ile degerlendirme yapilmis olmaktadir.

5.9 Dogrusal Olmayan Bayesci Regresyon icin Genel Cikarsama
Dogrusal olmayan regresyon modelinde degerlendirme yapmak i¢in Bayes¢i yaklagimlar

anlatilmistir. Dogrusal olmayan yaklasim, basit bilgi icermeyen Onseller kullanilsa dahi,
analitik sonuglarin mevcut olmadigi anlamina gelir. Ayrica genellikle sonsal simiilasyon ig¢in,
bir Gibbs 6rnegi gelistirmek miimkiin degildir. Bu 06zellikler, sonsal simiilasyon i¢in ¢ok
genel algoritmalar sinifina bir giris yapmak amaciyla kullanilir: Metropolis-Hastings smifi
algoritmalar. En ¢ok kullanilan degiskenlerden Bagimsiz Zincir ve Rassal Yol Zincir
Metropolis-Hastings algoritmalar1 detaylariyla anlatilmistir. Dogrusal olmayan regresyon
modelini, model veya modelleri 6lgmek i¢in yeni bir metot olan sonsal tahmin p-degerini
sunmak i¢in bir taslak olarak kullanildi. Bu bir modelin uygunlugunu 6l¢mek icin genel bir
aractir. Marjinal olabilirlik hesaplamasi igin genel bir ara¢ olan Gelfand-Dey metodu da

anlatilmstir.

Sonsal simiilatorler acisindan, Monte Carlo integrasyonunu, Onem Orneklemi, Gibbs
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orneklemi ve Metropolis-Hastings algoritmasi anlatilmistir. Model karsilagtirmasi igin,
marjinal olabilirlik hesaplamasinda Savage-Dickey yogunluk orani gibi kolay, ama daha
kapsamli olan metodlarin yani sira Gelfand-Dey metodu anlatilmistir. Sonsal tahmin p-degeri
yaklasimi da tanitilmistir. Bu yaklasim en 1yi model uygunlugunu 6l¢mek icin bir yol olarak
aciklanabilir, ama ayrica modelleri karsilastirmak i¢in de kullanilabilir. Artik genis ¢esitlilikte
araglara sahip ve baz1 modeller i¢in birden fazla ara¢ kullanilabilir. Ornegin dogrusal olmayan
regresyon modelinde o6nem Orneklemini veya bir Metropolis-Hastings algoritmasini
kullanmak miimkiindiir. Model karsilastirmasi i¢in sonsal bahis orani veya sonsal tahmin p-
degeri kullanilabilir. Yapilan se¢imler, verilen model i¢in tek (veya hatta en iyi) ¢6ziim olmak

zorunda degildir.

Son olarak, Biiyiime modellerinin parametrelerinin, marjinal ve birikimli dagilimlarinin

tahmininde kullanilan, dogrusal olmayan regresyon ve sonuclar 6zetlenmistir.
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6. UYGULAMA

Uygulamaya oncelikle deneysel verilerin analizi ile baslanacak. Deneysel veriler, Excel,
Mathcad, MATLAB ve XLStat programlar1 kullanilarak analiz edilmistir. Biri bagimli, biri
bagimsiz olmak iizere, 2 degiskenli, bir regresyon modeli olusturulmus, yapilmis olunan
calisma sonucunda elde edilen degerlerin, istatistiksel olarak analizi gergeklestirilmistir. Bu
sonuglar, teorik olarak ifade edilmek icin diger subjektif analiz ile birlestirilerek, elde edilen
degerler yorumlanir. Onceki benzer arastirmalar ve kisisel deneyimlerde ¢ikan sonuglar,
analizin yapilabildigi alanlarin, kendilerine olan kisitlamalar1 ve o6rneklem bilgisi, Bayes
yaklasimi ile analiz edilerek parametreler dahil edildigi ve bu sayede biitiin bilgilerin
kullanilabilecegi sonuglara ulasilmasi saglanmistir. Bdylece, olusturulmasi hedeflenen son
olasilik yogunluk fonksiyonuna ulasilir. Bu sayede sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,
parametrelerine ait bilgilerin olusmasin1 saglayarak, hem 0Onbilgiyi (6nseli) hem de 6rnek
bilgisini birlestirir. Bu yaklasim sayesinde kisilerden elde edilmis olan 6nbilginin, daha net ve
dogru sonuglarin olugmasindaki bilimsel etkisi vurgulanmigtir. Normal dagilima sahip
orneklem bilgisi, 6n bilgi ile birlestirildiginde sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu da normal
dagilima uyacaktir. Calismada normal dagilima uyan orneklem bilgisi kullanilarak yiiksek

frekansli sesleri etkileyen parametrelerin analizi yapilmistir.

6.1 Veriler ve On Bilgilendirme

NIST kurumunun yapmis oldugu Yiiksek frekansli seslerin verilerini igeren, bir ¢alismadan

elde edilmistir. http://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/data/chwirut2.shtml adresinden bu

verilere ulagilabilir. Bagimli degisken yliksek frekans Olclimleri ve bagimsiz degisken

(tahminci) metal uzakliklaridir.

y= yiiksek frekans cevabi, bagimli degisken; x= metal uzakligi, bagimsiz degisken olmak
tizere 2 degiskenden olusan bir model olusturulacaktir. Deneylerden elde edilmis 54 gézlem
bulunmaktadir. Dogrusal olmayan bu veriler iizerinde en kiiciik kareler yaklagimi ile Dogrusal
Olmayan Bayesci regresyon yaklasimi olmak iizere iki yontemde degerlendirme yapilacaktir.
Yiiksek frekansli seslere ait uygulamada kullanilacak olan veriler EKLER béliimiinde Cizelge

Ek 1’ de yer almaktadir.

Yiiksek frekansl seslerin etkileri, hem deneysel veri ayn1 zamanda subjektif verilere dayali
olarak da degerlendirilebilir. Tezde ilgilenilmis olunan Bayes teorisi, alt yap1 bakimiyla birbiri

ile ortigmektedir. Yiksek frekansli sesleri, metal uzakligmin mi etkiledigini, klasik
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istatistiksel metotlarla da analiz ederek, kisisel verilere dayandirilarak yapilmis olunan

analizleri de degerlendirmeye tabi tutup, Bayes¢i yaklasimla analiz edilecektir.

6.2 Dogrusal Olmayan Bayesci Regresyon Yaklasimi

Oncelikli olarak uygulamada kullanilmasi gereken ornekleme ve énsel dagilimlarin matris

formlar ifade edilmelidir. Asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1.Adim: Ornekleme Dagilim1 asagidaki gibi ifade edilebilir;

Yi ~ N(a; + B

107, i=1,...,k=30 ve j=1,...,n=5

2. Adim: Onsel Dagilim’1n matris formu asagidaki gibidir;

P (R

3. Adim: Hiper 6nsel’ in matris formu asagidaki gibidir;

o2 ~ 1G(a,b)

(-
Bo o
TT~W({(pR) ™ p), EE) =R ve var(Z) < p™

3 adimda 6rnekleme, 6nsel ve hiper 6nsel yapilarin matris formlar1 ifade edilmistir. Dogrusal
olmayan regresyon modellerinde, Bayes¢i yontemin uygulanabilirligini gézlemlemek igin,
Metropolis-Hastings Algoritmasi’ndan faydalanilmalidir. Bu algoritmanin uygulanmasindaki

amag, p(u,o,m, |veriler) yaklasik olasiligini elde etmektir.
Bu algoritma i¢in 6nsel dagilimlar;

m, ~ Gama(a,,b,)
1~ N(c,,dy)
o’ ~1G(e,, f,)

Onsel icin olabilirlik fonksiyonlari;

p(u,o,m, | veriler) oc f(veriler | u,o,m)z(u,o,m)
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ap-1

) ) S p e

2
1( u—c m 1
Xexplz(”d j by w]
0 0 0

Sonsal dagilimda parametreler degisken olarak kullanilir. Bu durumda;

p(0 [ veri) o [T [h(w, )" FL— h(w, I Jexp(ay, — 26,6,)

; p{ %(eo - ] _exp(6)_expl- 292)}

d, by fo

olarak ifade edilir.

Uygulama i¢in 6nsel dagilimin, Gama dagilimina sahip oldugu varsayilmis, ancak daha sonra

normal dagilim ile ¢alismanin daha uygun oldugu goriilmiistiir.

6.3 Model ve Varsayimlar
Bayesg¢i regresyon ile dogru orneklemi olusturmak igin 200 iterasyon gerceklestirilerek bir

uygulama olusturulmustur. Bu iterasyonlar sonucunda yakinsaklik degeri 0,00001 elde
edilmistir. Gergeklestirilen analizler sonucunda, en uygun model olarak, N boyutlu gozlem

vektoril y i¢in yiiksek frekansli ses modeli soyledir:
Y=o +a,ep(a;X)+¢ (6.1)

Burada «a,, g boyutlu sabit etkiler vektorii, X, kovaryetelerin merkezi degerini igeren Nx «r,
boyutlu bir matris «, ve «,, kovaryetelere ait o boyutlu regresyon katsayilar vektorii ve ¢,

N boyutlu sansa bagli hatalar vektoriidiir. Yukaridaki (6.1) ifadesi ile olusturulmus modelde N
tane frekans Ol¢limii oldugu ve bunlarin toplam 54 goézlemden elde edildigi varsayilmaktadir.
Yiiksek frekansl sesleri asir1 6lciide etkileyen harici unsur olmadig1 ve metal uzunluklarindan
etkilendigi varsayilmistir. Diger varsayimlar ise soyledir:

E(Y|ay,a,,0,5,0,07) = oy + a, ©p(a;X),

E(X)=0,E(e)=0,
Var(X |c2)=G =1

2
XO-X !
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Var(¢|o2)=R=1,0?
Var(y|a,,a,,a;5,0507) = 1,0}
Cov(X,e|os,02)=0

Y| |a +a,exp(a,X)

6.4 Bazi Kisitlamalar
Bazi uygulamalarda, varyans unsurlari yerine bunlarin oranlar1 veya fonksiyonlari hakkinda

yorumlamalarin yapilmasi gerekebilir. y, metal uzunluklari ve hata varyans unsurlarinin orant,

2
G—é, olarak ifade edilsin. Bu durumda, metal uzunluklarmin derecesi, k2, »’ nin artan bir

&

fonksiyonu olup k2=4/(1+y—-1) seklinde verilir. y varyanslarin bir orani oldugundan,
pozitiftir. Ayrica, (1)’deki yiiksek frekansli ses modelinin kullanimi1 y {izerine bir {ist sinir
konulmasini zorunlu kilar, bu w ile gosterilsin. Boylece 0 <y <w veya 0 < ai < WU§ siirlart

elde edilir. Oran olmasi nedeniyle, metal uzunluklarinin dereceleri 0 ile 1 arasinda olmalidir.
Bu kisitlamay1 dikkate almayan bir uygulama, metal uzunluklar1 derecesi tahminlerinin kendi

parametre sinirlart disinda degerler almasina yol agabilir.

6.5 Bayesci Formiiller

6.5.1 Onsel Dagilim

Modeli eksiksiz olarak tanimlamak i¢in, ek varsayimlarda bulunmak gerekir. Boylece varyans
degerlerinin tahmini, daha dogru bir sekilde ifade edilecektir. Oncelikle, modeldeki «,,«,,a;,

o-i ve 0'3 parametreleri igin, onsel bir dagilim kabul edilmesi zorunludur. Bu modeldeki «;,

a, Ve a, parametreleri igin diizgiin 6nsel dagilim oldugu kabul edilecektir.
f(a,,a,,a,) = sabite (6.2)

Bu ifadenin anlami, baslangic degerlerinin dagilimi hakkinda ¢ok fazla bilgiye sahip

olunmadigidir. Bir sonraki adim olarak, X degerlerinin, normal dagilima uydugu varsayilir.
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X|ok ~Nx (0 1xoy) (6.3)

Varyans degerleri, 0'3( ve 03 'nin Onsel dagilimlarinin birlesik yogunluk fonksiyonunun

asagidaki gibi oldugu varsayilmaktadir:

1 1 2 2
g +2) ~2(v,+2) 1(vys )
f(o2,0%|vy,s2,V,,8%) (ai) 2" (aj) 2" exp{—g(—x R H (6.4)

(o o

&

- . . . . ~ 2 ~
Bu fonksiyondan ai ve ag 'nin birbirinden bagimsiz ve ters ¥ dagilislar, Xz(vx Vy si ) ve

Xz(v Y 52), izledikleri anlasilmaktadir. Bu nedenle s2 ve s72, sirastyla o2 Ve o;2'nin
e e ¢ X ¢ X 2

onsel beklenen degerleri olarak degerlendirilebilirler, bunun yanisira vy Ve v serbestlik

derecesine esdeger dogruluk (precision) parametreleridir.

Diger dagilimlarin kullanilmas:1 halinde, Gibbs Orneklemesi ile varyans unsurlarinin
coziimlenmesi karmasik hale gelecektir. Simdiye kadar gerceklestirilmis Gibbs orneklemesi
caligmalarinda genellikle diizgiin dagilim kullanilmistir (Wang ve ark., 1994; Jensen ve ark.,
1994). Ancak bu durumda, Hobert (1994)’ in belirtmis oldugu gibi, varyans unsurlari igin
diizgiin dagilimlar kullanildiginda birlesik dagilim her zaman olusturulamaz ve Gibbs
orneklemesinden elde edilen sonuglarin giivenililirligi azalmaktadir. Olusturulan yiiksek
frekansli sesler modeli dogrusal olamayan bir yapr izlediginden Gibbs 6rneklemesi

kullanilamayacaktir.

6.5.2 Olabilirlik Fonksiyonu
Hata degerlerinin normal dagildig1 varsayimi ile asagidaki olabilirlik fonksiyonu olusturulur.

1 '
f(Y |y, 0,0, X,02) (o-f)_EN exp{— 212 [(Y —a, —a,exp(a; X)) (Y —a, —a, exp(a3X))}}

&

(6.5)

Yukarida (6.2)-(6.5) esitliklerinde verilen varsayimlar, olabilirlige dayali bir ¢ok yontemde

kullanilanlarla aynidir.

6.5.3 Birlesik Sonsal Yogunluk Fonksiyonu
Birlesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu, yukarida (6.2)-(6.5)’ de belirtilen 6nsel ve sarth

dagilimlarin ¢arpimi olarak yazilabilir. Gozlemler ve 6nsel bilgi verildiginde «,,«,, 0'3( ve
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o g parametrelerinin birlesik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi verilir:
f(al,az,%, X,0%,02|Y,v,,8% ,vg,sgz)= F

Foc f(Y |al,az,as,X,af)f(al,az,a3)f(x | o4 )f(o-i,o-f |vx,sf<,vg,sf)

. (af) %(N+v,;+2)(o_>2< )—%(X+VX+2) exp{— ) 1

2
Oy

(X X +VyS2 )}
(6.6)

x exp{— 21 . [(Y —a, —a, exp(a3X))' (Y —a, —a, exp(a; X))+, 2 }}

&

Onsel dagilim, olabilirlik ve sonsal dagilim olusturulduktan sonra verilerin bu fonksiyon ve

dagilimlara gore analizi gergeklestirilecektir.

6.6 Gergceklestirilen Analizler

6.6.1 Normal Dagihima Uygunluk Kontrolii

Dagilimm normal dagilima uyup uymadigimi kontrol etmek igin Kolmogorov-Simirnov

uygunluk testi yapilmistir:

Cizelge 6.1 Kolmogorov-Simirnov test istatistikleri

D 0,169
p-degeri 0.082
Alfa 0,05

Normal dagildig1 varsayimi altinda, onsel dagilimin belirli istatistiksel degerlert;

Cizelge 6.2 Onsel dagilima ait test istatistikleri olur.

istatistik Veri Parametreler
Ortalama 2365,921 2365,921
Varyans 3680056,477 | 3680056,477
Carpiklik 0,274 0,000
Basiklik -1,002 0,000
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Dagilimin iissel dagilima uyup uymadigimi kontrol etmek igin Kolmogorov-Simirnov

uygunluk testi yapilmistir:

Cizelge 6.3 Kolmogorov-Smirnov test istatistikleri

D 0,151
p-degeri 0.065
Alfa 0,0567

Ussel dagildig1 varsayimi altinda, 6nsel dagilimin belirli istatistiksel degerleri;

Cizelge 6.4 Onsel dagilima ait test istatistikleri olur.

istatistik Veri Parametreler
Ortalama 2254,942 2254,942
Varyans 3680056,477 | 3680056,477
Carpikiik 0,256 0,000
Basiklik -1,017 0,000

6.6.2 Otokorelasyon Kontrolii
Durbin-Watson istatistigi = 2.269133

6.6.3 Onsel Dagihma Ait Degerler

Cizelge 6.5 Onsel dagilima ait genel degerler

Degisken | Gozlemler | Eksik Veri | Mevcut Veri | Minimum | Maksimu | Ortalama
Y 54 0 54 37500,000 | 929000,00 | 315640,741
X 54 0 54 0,500 6000,000 | 2365,921

Cizelge 6.6 Y degiskeni i¢in dogrusal olmayan regresyon degerleri

Gozlemler 54

Serbestlik Derecesi 51

R? 0.937

SSE 232301866702,577
MSE 4554938562,796
RMSE 67490,285

Cizelge 6.7 Onsel Ortalama Degerleri

315640.7

2340.921
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Cizelge 6.8 Onsel Standart Sapma Degerleri

263130,261 1918,347

6.6.4 EKK Yontemi ile Elde Edilen Parametre Tahminleri (Deneysel Veri)

Cizelge 6.9 EKK regresyon degerleri

Hata Kareler Toplami 5.1304802941E+02
Hatalarin Standart Sapmasi 3.1717133040E+00
Serbestlik Derecesi 51
Gozlem Sayisi 54

Cizelge 6.10 Ekk yontemi ile elde edilen parametre tahminleri

Olusturulmus Degerler

Parametre Standart Sapma
B, | 304067,925 1908,1916
B, |217500501200150 | 140015,275
B, |-164564 7,35

6.6.5 Sonsal Dagilima Ait Degerler

Cizelge 6.11 Sonsal ortalama degeri
304067,925 |2410,552

Cizelge 6.12 Sonsal parametre degerleri

Parametre Deger Standart Hata
a, 252035.092 1679,198
a, 177125424991826 131200,972
a, -39.176 6,78

Elde edilen sonsal parametre degerleri ile model asagidaki gibi olur:

Y = 252035.002+177125424991826*Exp(-39.176*X)

Cizelge 6.13 Sonsal parametre degerleri ile olusturulan modele ait bazi istatistiksel degerler

Carpiklik Katsayisi 0,251
Basiklik Katsayist -0,992
p — degeri 0,001
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Sekil 6.3 Modelin kalintilar1

6.7 Modelin Yorumlanmasi
Kullanilacak modelin hangi dagilima daha uygun olduguna dair bir fikre sahip olmak icin

Kolmogorov-Smirnov ve Ki-kare testleri gibi uygunluk testleri yapilmigtir. Bu testler
sonucunda, olusan p degeri ¢ degerinden biiyiik oldugu i¢in, HO =Normal Dagilima Uyar,
hipotezi kabul edilir. Bunun yanisira Jarque -Bera test istatistigi de degerlendirmeye tabii
tutulmus, elde edilen deger 2.643872 bulunmustur. 0,05 anlamlilik diizeyinde bu deger kritik
degeri asmadigi i¢in Normal dagilima uydugu kabul edilir. Bu iki test sonucunda,
gerceklestirilen islemlerin hepsi, degiskenlerin ve parametrelerin Normal Dagilima uydugu
varsayimi altinda gergeklestirilmistir. Bu veri setini tecriibe sahibi olan insanlarin

diisiincelerine ve daha 6nceki deneyimlerine dayanilarak yapilmistir.

Bunun yanisira otokorelasyon testinde Durbin Watson test istatistigi 2.269133 olarak
hesaplanmistir. Bu deger, N=54 i¢in cizelge degerleri ile karsilastirildiginda otokorelasyonun

olmadigina karar verilmistir.

Simdi de degisen varyans olup olmadigina karar verilir. Bunun i¢in White testine karar
verilmistir. 0.11*54=5.94 < 24,882 ¢izelge degeri hesaplanan deger cizelge degerinden kiiciik

oldugundan sabit varyans varsayimi gecerlidir.
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7. SONUC VE ONERILER

Dogrusal olmayan yaklasim, basit bilgi icermeyen Onseller kullanilsa da, analitik sonuglarin
mevcut olmadigr anlamina gelmektedir. Dogrusal olmayan regresyon modelini 6lgmek i¢in
yeni bir metot olan sonsal tahmin p-degeri kullanilmistir. p degeri ile modelin uygunlugu
kontrol edilebilir. Bu yaklagim ayrica, modelleri karsilastirmak i¢in de kullanilabilir. Ancak

yapilan secimler, verilen model i¢in tek ¢6ziim olmak zorunda degildir.

Dogrusal olmayan Bayes¢i yaklasim degerlendirilirken, oncelikle dagilim hakkinda bir fikir
sahibi olunmadig1 géz oniinde bulundurulmalidir. Bu nedenle, dogrusal degerlendirmelerin
denenmis olmasi, dogrusal olmayan yontemlerde daha uygun olan ¢aligmalar1 gergeklestirmek

acisindan kolaylik saglar.

Yiiksek Frekansli Seslere ait veriler iizerinde yapilan bu ¢aligma, Dogrusal Olmayan Bayesci
Yaklasim ile degerlendirilmistir. Bu degerlendirme sonucunda elde edilen parametreler,
anlamli bulunmustur. Dogrusal Olmayan Bayes¢i Yaklagim ile elde edilen sonuglar En Kiigiik
Kareler Yaklasimiyla elde edilen sonuglarla karsilagtirilmis ve Dogrusal Olmayan Bayesci
Yaklasim ile elde edilen parametrelerin, En Kii¢iik Kareler Yaklasimi ile elde edilen

parametrelere gore daha diisiik standart sapmaya sahip olduklar1 goriilmiistiir. (Ornegin S,

parametresi i¢in EKK ile standart sapma degeri 1908,192 iken, Dogrusal Olmayan Bayesci
regresyon ile hesaplanan standart sapma degeri 1679,185” dir. ) Parametrelerin diisiik standart
sapmaya sahip olmasi, kurulmus modelin anakiitle degerlendirmesi i¢in daha uygun oldugu
anlamini igerir. Ayrica bir baska bakis acisiyla, bu parametrelerin modelde kullanilmis
olmasinin, Yiiksek Frekansli Seslerin degerlendirilmesi i¢in gerekli oldugu varsayimi kuvvet
kazanir. Sonug olarak, Bayes¢i Yaklasim, En Kiigiik Kareler yontemine gore daha tutarli ve

daha giivenilir sonuglar vermektedir.

Sonsal model uygunlugu i¢in hesaplanan p degeri 0,001 gibi bir deger oldugu i¢in
parametrelerin modele uygun oldugu goriiliir. Bu nedenle, bu modelin p degeri daha yiiksek

diger modellere gore daha avantajli oldugu kabul edilir.

Yiiksek frekansli sesler iizerinde, etkili olan parametreleri, En Kiigiik Kareler Yaklagimina
dayandirilarak analiz edip, ¢ikan sonuglara gore degerlendirme yapmak, daha genis bir
frekans araligi bulunmasina neden olur. Ancak, istenilen daha dar bir araligin elde edilerek,
kesin sonuca yakin degerlerin elde edilmesidir. Yeni yiiksek frekansli ses sistemleri

olusturulurken, bu sistemleri olusturan sahislarin yargilar1 g6z 6niinde bulundurulur. Ona goére
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uygun mekan ve malzemeler segilir. Ayrica yiiksek frekansli sesler iizerinde etkisi ¢ok olan
metal uzunluklari, uzmanlarin se¢imine goére kullanilir. Bu nedenle, subjektif
degerlendirmelerin her zaman i¢in daha basarili sonuglarin elde edilmesine 6n ayak olacagi

sonucuna varilir.

Buradan da anlagilacag iizere, dogrusal olmayan Bayesci regresyon modeli, yeterli 6n bilgi
bulunmadigr durumlar i¢in, Oncelikli tercih edilecek yaklasimlardan biri haline gelmistir.
EKK gibi yontemler daha ¢ok kullanilmis olmasina ragmen, daha iyi sonuglarin elde
edilmesini saglamistir.(Ornegin, kiigiik standart sapma degerlerine sahip olunmast...)
Subjektif degerlendirmeler ile edinilmis deneyimlerin yapilan aragtirmalarda eksik bilginin

yerini doldurmasini saglayacaktir.
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EKLER

Ek 1 Yiiksek Frekansh Seslere ait veriler

vy X
929000,00 0,50

571000,00 1000,00
310500,00 1750,00
115875,00 3750,00
80250,00 5750,00
636000,00 0,88

214000,00 2250,00
142500,00 3250,00
84750,00 5250,00
638000,00 0,75

268000,00 1750,00
164625,00 2750,00
71250,00 4750,00
673000,00 0,63

410000,00 1250,00
211500,00 2250,00
81750,00 4250,00
815000,00 0,50

131200,00 3000,00
599000,00 0,75

146200,00 3000,00
329000,00 1500,00
54400,00 6000,00
125600,00 3000,00
54400,00 6000,00
320000,00 1500,00
139500,00 3000,00
758000,00 0,50

200000,00 2000,00
104200,00 4000,00
595000,00 0,75

216700,00 2000,00
85500,00 5000,00
620000,00 0,75

202000,00 2250,00
77600,00 3750,00
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37500,00 5750,00
118100,00 3000,00
547000,00 0,75
237000,00 2500,00
115500,00 4000,00
613000,00 0,75
177000,00 2500,00
87400,00 4000,00
592000,00 0,75
163000,00 2500,00
86200,00 4000,00
810000,00 0,50
48700,00 6000,00
146200,00 3000,00
817000,00 0,50
171700,00 2750,00
813000,00 0,50
289000,00 1750,00
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Ek 2 Tahminler ve Kalintilar

Uygulamada yapilan analizler sonucunda olusan tahmin ve kalint1 degerleri asagidaki gibidir

Gozlemler 0.5=X 929000=Y Tahminci(Y) Kalintilar
Goz1 1000,000 571000,000 252035,092 318964,908
Go6z2 1750,000 310500,000 252035,092 58464,908
Go6z3 3750,000 115875,000 252035,092 -136160,092
Goz4 5750,000 80250,000 252035,092 -171785,092
Go6z5 0,880 636000,000 252035,281 383964,719
Go6z6 2250,000 214000,000 252035,092 -38035,092
Goz7 3250,000 142500,000 252035,092 -109535,092
Go6z8 5250,000 84750,000 252035,092 -167285,092
G629 0,750 638000,000 252065,845 385934,155

Go6z10 1750,000 268000,000 252035,092 15964,908

Goz11 2750,000 164625,000 252035,092 -87410,092
Go6z12 4750,000 71250,000 252035,092 -180785,092
Go6z13 0,630 673000,000 255420,010 417579,990
Goz14 1250,000 410000,000 252035,092 157964,908
Go6z15 2250,000 211500,000 252035,092 -40535,092
Go6z16 4250,000 81750,000 252035,092 -170285,092
Go6z17 0,500 815000,000 803287,030 11712,970

Go6z18 3000,000 131200,000 252035,092 -120835,092
Go6z19 0,750 599000,000 252065,845 346934,155
Go6z20 3000,000 146200,000 252035,092 -105835,092
Go6z21 1500,000 329000,000 252035,092 76964,908

Go6z22 6000,000 54400,000 252035,092 -197635,092
Go6z23 3000,000 125600,000 252035,092 -126435,092
Go6z24 6000,000 54400,000 252035,092 -197635,092
Go6z25 1500,000 320000,000 252035,092 67964,908

Go6z26 3000,000 139500,000 252035,092 -112535,092
Go6z27 0,500 758000,000 803287,030 -45287,030
Go6z28 2000,000 200000,000 252035,092 -52035,092
Go6z29 4000,000 104200,000 252035,092 -147835,092
G6z30 0,750 595000,000 252065,845 342934,155
Go6z31 2000,000 216700,000 252035,092 -35335,092
Go6z32 5000,000 85500,000 252035,092 -166535,092
Go6z33 0,750 620000,000 252065,845 367934,155
Go6z34 2250,000 202000,000 252035,092 -50035,092
Go6z35 3750,000 77600,000 252035,092 -174435,092
Go6z36 5750,000 37500,000 252035,092 -214535,092
Go6z37 3000,000 118100,000 252035,092 -133935,092
Go6z38 0,750 547000,000 252065,845 294934,155
G6z39 2500,000 237000,000 252035,092 -15035,092
Go6z40 4000,000 115500,000 252035,092 -136535,092
Goz41 0,750 613000,000 252065,845 360934,155
Go6z42 2500,000 177000,000 252035,092 -75035,092
Go6z43 4000,000 87400,000 252035,092 -164635,092
Go6z44 0,750 592000,000 252065,845 339934,155
Go6z45 2500,000 163000,000 252035,092 -89035,092
Go6z46 4000,000 86200,000 252035,092 -165835,092
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Go6z47 0,500 810000,000 803287,030 6712,970

G6z48 6000,000 48700,000 252035,092 -203335,092
G6z49 3000,000 146200,000 252035,092 -105835,092
G6z50 0,500 817000,000 803287,030 13712,970
G6z51 2750,000 171700,000 252035,092 -80335,092
G6z52 0,500 813000,000 803287,030 9712,970

G6z53 1750,000 289000,000 252035,092 36964,908
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Ek 3 Metropolis Hastings fonksiyonu
#metroplis example: bivariate normal density with bivariate normal jumping kernel
metropolis_function(theta=c(1,1),mu=c(0,0),Sigma=diag(1,2)){
thetastar_simulate.multnorm(theta,Sigma)
Prec_solve(Sigma)
ratio_ exp(-1/2*(t(thetastar-mu )%*%Prec%*%(thetastar-mu) -
t(theta-mu)%*%Prec%*%(theta-mu)))
u_ runif(1)
if(u <= ratio) {theta_thetastar}
test  (u <=ratio)
return(theta)
¥
iterate_function(theta0=c(0,0),NN){
theta_matrix(NA,2,NN)
test NULL
theta[,1]_thetaO
for(n in 2:(NN-1)){
theta[,n]_metropolis(theta=theta[,n-1],mu=c(0,0),Sigma=diag(1,2))}
return(theta)
¥
plotmemc_function(w=0,NN){
if (w == 1) postscript("/home/biostats/fdominic/course/mcmc.ps™)
par(oma=c(0,0,2,0))
|_iterate(theta0=c(0,0),NN)
I1_iterate(thetaO=c(3,3),NN)

12_iterate(thetaO=c(3,-3),NN)
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I3_iterate(thetaO=c(-3,3),NN)
14 _iterate(thetaO=c(-3,-3),NN)
plot(1[1,],1[2,],type="1",xlim=c(-4,4), ylim=c(-4,4),xlab="thetal",ylab="theta2")
points(0,0,pch=0,cex=4)
lines(I11[1,],11[2,],1ty=2)
points(3,3,pch=0,cex=4)
lines(12[1,],12[2,],Ity=2)
points(3,-3,pch=0,cex=4)
lines(13[1,],13[2,].1ty=2)
points(-3,3,pch=0,cex=4)
lines(14[1,],14[2,],1ty=2)
points(-3,-3,pch=0,cex=4)
par(oma=c(0,0,0,0))

if (w==1) dev.off()

}
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Ek 4 Gibbs Sampler

#Approximating the joint posterior distribution p(theta,mu,sigma,tau|data) for the hierarchical

normal model described in section 9.8, pag 285, Gelman book
#list of functions

##LIST OF THE FUNCTION -t
D_data()

|_initial.values(D)

|_one.iteration(l,D)

#gibbs.chain_markov(2000,100,2,1)

H

##DATA AND STARTING POINTS----------=-------- --

data_function(){
J4
#data-set
yy_rbind(c(62,60,63,59,NA,NA,NA,NA),
c(63,67,71,64,65,66,NA,NA), #use scan command for bigger data-sets
c(68,66,71,67,68,68,NA,NA),
c(56,62,60,61,63,64,63,59))
#prior hyperparameters
AA1_3#tausqgr and sigmasqr have a 1G dist
AA2 3 #with mean close to rough estimates a
BB1 26 # a big variance
BB2_ 10
output_list(J=J,yy=yy,AA1=AA1,BB1=BB1,AA2=AA2,BB2=BB?2)
return(output)

¥
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initial.values_function(D){
yy_D3yy
J_D$J
AAl_D$AAL
AA2_D$AA2
BB1_D$AAL
BB2_D$BB1
theta_apply(yy,1,mean,na.rm=T)
sigmasqr_mean(c(var(yy[1,'is.na(yy[1,])]),
var(yy[2,tis.na(yy[2,])]),
var(yy[3,lis.na(yy[3.D]),
var(yy[4,!is.na(yy[4.])])))

mu_mean(theta)

tausqr_var(theta)

output_list(theta=theta,mu=mu,sigmasqr=sigmasqr,tausqr=tausqr)

return(output)
¥
#####ONE ITERATION OF THE GIBBS-SAMPLER
one.iteration_function(l,D){

J_D$J

yy_D3yy

AAl_D$AAL

AA2_D$AA2

BB1_D$BB1

BB2_D$BB2

theta_I$theta
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mu_I$mu
sigmasqr_I$sigmasqr
tausqr_I$tausqr
n_NULL
#Draw thetaj's
for(j in 1:J){
n[j]_length(yy[i.!is.na(yy[i.D])
vw _ (1/tausqr+n[j]/sigmasqgr)*(-1)
mmm _ (mu/tausqr+sum(yy[j,tis.na(yy[j,1)])/sigmasqr)*vvv
theta[j]_rnorm(1,mmm,sqrt(vvv))
¥
#Draw sigmasqr
num_NULL
for(j in 1:J){
yysgr_sum(yy[j,]*2,na.rm=T)
num[j]_yysqr+n[j]*theta[j]"2-2*sum(yy[j,].na.rm=T)*theta[j]
¥
num_sum(num)
AAl AAl+sum(n)/2
BB1 BB1+num/2
sigmasqr _ 1/(rGama(1,AAl)/BB1)
#Draw mu
mu_rnorm(1,mean(theta),sqrt(tausqr/J))
#Draw tausqr
AA2_AA2 +]/2

BB2_ BB2 + .5*sum(theta-mu)"2



}

tausqr_1/(rGama(1,AA2)/BB2)

return(theta,sigmasqr,mu,tausqr)

93



OZGECMIS

Dogum tarihi 15.01.1983
Dogum yeri Tunceli
Lise 1997-2001
Lisans 2001-2006

Yiiksek Lisans 2006- ...

Cahstig1 Kurum(lar)
2006-2007

94

Umraniye Lisesi (YDA)

Y1ldiz Teknik Universitesi Fen — Edebiyat Fak.
Istatistik Boliimii

Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali

Eagle Global Lojistik (Deniz ihracat Operasyon)

2007-Devam ediyor C/S Enformasyon Tekn. Ltd. Sti. (Test Uzmani)



