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ONSOZ

Bu calisma bosanma verileriyle ilgili bir Poisson regresyon uygulamasi yapmak amaciyla
hazirlanmistir. Genel olarak konu biitiinliigii saglanmasi amaciyla hem dogrusal hem de
dogrusal olmayan regresyondan bahsedilmistir. Ozellikle dogrusal olmayan regresyonun bir
cesidi olan Poisson regresyon iizerinde durulmustur. Poisson regresyon, bagimli degisken olus
sayist (count) seklinde ele alindiginda kullanilmaktadir. Bu ¢alismada farkli bir alan olan
bosanma verileriyle ilgili bir uygulama yapilmistir. Ancak, Poisson regresyon genellikle
saglik alamiyla ilgili uygulamalarda hatta siklikla kanser arastirmalarinda kullanilmaktadir.
DIE’nin Bosanma Istatistikleri 1998 adli kitapgigindaki veriler kullanilmistir. Uygulama
olarak bosanma verileri modellenmeye calisilmistir. Bu calismadaki katkilarindan dolayi
Yrd. Dog¢. Dr. Atuf Evren’e tesekkiir ederim.
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OZET

Calisma igerisinde, 1989 ile 1998 yillar1 arasinda Tiirkiye’deki bosanma sayist verileriyle
ilgili bir Poisson regresyon uygulamasi yapmak amaclanmistir. Ilk olarak regresyon analiziyle
ilgili bilgi verilmistir. Regresyon, dogrusal regresyon ve dogrusal olmayan regresyon seklinde
ikiye ayrilmaktadir. Poisson regresyon bir dogrusal olmayan regresyon seklidir. Bagimhi
degisken olus sayist (count) ile belirtilen bir veri oldugunda, Poisson regresyon analizi
kullanilmaktadir. Bugiine kadar yapilan c¢alismalarda, Poisson dagilimi i¢in ortalama ve
varyansin esit olmasi varsayimi altinda Poisson regresyon modeli incelenmistir. Ancak,
uygulamada genellikle asir1 yayilim yani varyansin ortalamadan biiyiilk olmasi haliyle
karsilagilmaktadir. Asirt yayilim olan durumlarda ise iki yol izlenmektedir. Bunlardan
birincisi bir tarti parametresi tahmin ederek, bununla test istatistikleri ve kalintilarin
diizeltilmesidir. Ikincisi ise negatif binom regresyon uygulamaktir.

Poisson regresyon modeline iligkin parametre tahminleri, iteratif olarak yeniden
agirhiklandirilmis en kiigiik kareler ve maksimum olabilirlik yontemi kullanilarak
yapilmaktadir. Veriyi en iyi aciklayan yapiyr bulabilmek i¢in uyum Oolgiileri ve kalintilar
incelenmektedir. Genellikle sapma (deviance) degeri en kii¢iik olan model, veriyi en iyi
aciklayan model olarak tercih edilmektedir.

Bosanma verileri iizerinde yapilan uygulamada parametre tahminleri, uyum olgiileri ve
kalintilarin hesaplanmasinda S-PLUS 2000 programi kullanilmistir. Uygulama boliimiinde
bosanma verileri Poisson regresyon ile modellenmeye calisilmigtir.

Anahtar kelimeler: Poisson Regresyon, Bosanma, Dogrusal Regresyon, Dogrusal Olmayan
Regresyon, Negatif Binom Regresyon

Xii



ABSTRACT

The aim of this study is to apply Poisson regression models to the data of divorce statistics in
Turkey between the years of 1989 and 1998. Firstly, the basic theory underlying regression
analysis has been given. Basically there are two types of regression models: Linear models
and nonlinear models. Poisson regression can be accepted as a specific type of nonlinear
regression model. Poisson regression analysis is a regression technique available for modeling
dependent variables that describe count data. For Poisson distribution, the mean and the
variance are equal. However, usually in this kind of applications the problem of
overdispersion is faced, namely, the variance is larger than the mean. When overdispersion
occurs, there are two strategies to overcome this problem: The first way is to estimate a scale
parameter, and with the scale parameter adjusting the test statistics and residuals. The second
way is to refer to negative binomial regression models.

The parameter estimators related to Poisson regression model are calculated by iteratively
reweighted least squares and the maximum likelihood methods. To find out the best statistical
model that fits data well, goodness of fit measures and residuals analysis techniques are
employed. In Poisson regression models, typically, the model with the least deviance is the
candidate to be chosen as the best model.

S-PLUS 2000 programme is used while calculating residuals, goodness of fit measures and
parameter estimations for the application of divorce data. In the part of application, divorce
data are tried to be modeled by the Poisson regression.

Keywords: Poisson Regression, Divorce, Linear Regression, Nonlinear regression, Negative
Binomial Regression
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1. GIRiS

Regresyon analizinde genellikle, bagimli degiskenin alacagi degerler diger aciklayici
degiskenlerden yararlanilarak tahmin edilmektedir. Bu analiz yapilirken, kullanilan agiklayici
degiskenlerle en uygun modelin bulunmas: amac¢lanmaktadir. Bagimli degisken ile bagimsiz
degiskenler arasindaki iliskiyi en iyi agiklayan en sade yapiya sahip olan model, genel olarak

en uygun model olarak degerlendirilmektedir.

Poisson regresyon, lojistik regresyondan sonra en genel olan ikinci genellestirilmis dogrusal
modeldir. Bagimli degisken olus sayisi (count) ile belirtilen bir veri oldugunda, yani belirli bir
zaman ya da yerde olan olaylarin sayist oldugunda Poisson regresyon kullanilmaktadir.
Poisson regresyonda, veri olarak genellikle ¢esitli arastirmalardan elde edilen sonuglarin belli
kategorilere gore gruplandirilmasi ile olusan tablolardan faydalanilmaktadir. Bu tablolardaki
hiicre degerlerinin belli bir ozellik gosteren ve olus sayisi ile belirtilen bir veri olmasi
gerekmektedir. Bu sekildeki tablolarin olusturdugu verilerin ¢oziimlenmesinde logaritmik
dogrusal modeller kullanilmaktadir. Poisson regresyon da bu logaritmik dogrusal modellerden
biridir. Poisson regresyon modelinde, bagimsiz degiskenlerin dogrusal yapisinm1 bagimli

degiskenin beklenen degerine baglayan bag (link) fonksiyonu logaritmiktir.

Poisson regresyon, genellikle saglik calismalarinda o6zellikle kanser arastirmalarinda

yogunlukla kullanilmaktadir.

Bu zamana kadar yapilan ¢alismalarda, Poisson dagilimi i¢in ortalama ve varyansin esit
olmas1 (equidispersion) varsayimi altinda Poisson regresyon modeli incelenmistir. Poisson
dagiliminda; varyansin ortalamadan biiyiik olmasi haline asir1 yayilhim (overdispersion) ve
varyansin ortalamadan kiiciik olmasi haline az yayilim (underdispersion) denilmektedir.
Boyle bir durum s6z konusu oldugunda tarti parametresinin incelenmesi gerekmektedir. Tart1
parametresi incelendikten sonra bu tarz bir durum varsa, negatif binom regresyon

uygulanmali ya da tart1 parametresi ile test istatistikleri ve kalintilar diizeltilmelidir.

Poisson regresyon modeline iligkin parametre tahminleri, IRWLS (Iteratively reweighted least
squares-Iteratif olarak yeniden agirliklandirilmis en kiiciik kareler) ve maksimum olabilirlik
yontemi kullanilarak yapilmaktadir. Veriyi en i1yi agiklayan yapiyr bulabilmek icin uyum
Olciileri ve kalintilarin incelenmesi gerekmektedir. Genellikle sapma (deviance) degeri en

kiiciik olan model, veriyi en iyi agiklayan model olarak tercih edilmektedir.

Bosanma verileri iizerine bir uygulama yapilmistir. Bu calismada, parametre tahminleri, uyum



Olciileri ve kalintilarin hesaplanmasinda S-PLUS 2000 programi kullanilmugtir.



2. TEK ACIKLAYICI DEGISKEN ile DOGRUSAL REGRESYON

Regresyon analizi, genellikle iki ya da daha cok nicel de8isken arasindaki iliskiyi inceleyen
istatistiksel bir yontemdir. Bu yontemde bagimli degisken ve bagimsiz degiskenler
bulunmaktadir. Bagimli degiskenin alacagi degerler, diger bagimsiz degisken ya da
degiskenlerden yararlanilarak tahmin edilmektedir. Bu yontem, sosyal bilimlerde ve fen

bilimlerinde kullanilmaktadir.

2.1 Degiskenler Arasindaki iliskiler

Fonksiyonel iliski ve istatistiksel iligki birbirinden ayrilmalidir.

2.1.1 Iki Degisken Arasindaki Fonksiyonel iliski
Iki degisken arasindaki fonksiyonel iliski, matematiksel bir formiille ifade edilmektedir. Eger

X bagimsiz degiskeni ve Y’de bagimli degiskeni gosterirse, fonksiyonel iliskinin sekli

asagidaki gibi olmaktadir:
Y = f(X)

X’e 0zel bir deger verildiginde, fonksiyon f, ¥Y’nin iliskili degerini gostermektedir.
Fonksiyonel iligkide biitiin gozlemler, bu iligkinin olusturdugu dogrunun ya da egrinin tam

olarak iizerine gelmektedir. Bu biitiin fonksiyonel iligkilerin bir 6zelligidir.
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Sekil 2.1 Fonksiyonel Iligki



2.1.2 iki Degisken Arasindaki Istatistiksel fliski

Istatistiksel iliski, fonksiyonel iligkiden farkli olarak determinist degildir. Genellikle,
istatistiksel iliskide gozlemler iliskinin olusturdugu egrinin ya da dogrunun tam olarak iizerine
gelmemektedir. Istatistiksel iliskide genellikle, bagimli degisken olarak adlandirilan bir
degiskenle ilgili sonuglar hakkinda bilgi sahibi olmak istenilir. Bagiml degiskenle ilgili bilgi

sahibi olunmasini saglayan degisken grubuna da bagimsiz ya da agiklayici degiskenler denir.

Istatistiksel iliskide diyagramdaki her nokta bir durum belirtmektedir. Istatistiksel iliskiler

fonksiyonel iliski gibi kesin bir sonu¢ vermese de, olduk¢a faydali olmaktadir.

(a) (b}
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Sekil 2.2 Istatistiksel iliski

2.2 Regresyon Modelleri

2.2.1 Temel Kavramlar
Regresyon modelinde, dagilan noktalar regresyon egrisi ya da dogrusunun cevresindedir.

Regresyon modeli i¢cinde asagidaki varsayimlar bulunmaktadir:

1.Her X seviyesi icin Y’ nin bir olasilik dagilimi vardir.

2.Bu olasilik dagilimlarinin ortalamalar1 X ile baz1 sistematik sekillerde degismektedir.

Y’nin kosullu beklenen degerinin, X in seviyesi ile sistematik bir iliskisi vardir. Bu sistematik

iliskiye Y’nin X iizerinde regresyon fonksiyonu denir.

2.2.1.1 Birden Fazla Aciklayic1 Degisken ile Regresyon Modelleri

Regresyon modellerinin birden fazla agiklayici degisken icerdigi durumlar da olmaktadir.



Ornegin X, ve X, gibi iki agiklayic1 degisken varsa, her (x X 2) kombinasyonu i¢in Y’ nin

olasilik dagilimi, regresyon modeli kullanilarak elde edilmektedir.

2.2.2 Regresyon Modellerinin Olusturulmasi

2.2.2.1 Aciklayici Degiskenlerin Secimi

Pek cok arastirma caligmalarinda temel problem, regresyon modeli i¢in degisken se¢imi
yapmaktir. Aciklayicit degiskenler arasindan analizin amaci icin en uygun sonucu verecek
degiskenler secilmelidir. Bu secimi yaparken ana diisiince, secilen degiskenin Y i¢indeki

degisime olan katkisidir.

2.2.2.2 Regresyon Iliskisinin Fonksiyonel Formu
Regresyon iligkisinin fonksiyonel formunun sec¢imi, agiklayic1 degiskenin se¢imi ile iligkilidir.
Bazen, teori ile ilgili uygun fonksiyonel form gosterilebilir. Eger model olusturulurken uygun

fonksiyonel form mevcutsa, buradan hareket edilmektedir.

Ancak, cogu kez regresyon iligkisinin fonksiyonel formunun dogrusal ya da kuadratik (ikinci
dereceden) olup olmadig1 bilinmez ve toplanan veri degerlerinden karar verilmesi gerekir.
Dogrusal ya da kuadratik regresyon fonksiyonlar1 kullanildig1 zaman, bilinmeyen yap1 icin
kullanilan regresyon fonksiyonlarinin ilk yaklasimlart ¢ogu zaman tatmin edici sonuglar
vermektedir. Gergekten, regresyon fonksiyonunun bu basit sekilleri, teori ilgili fonksiyonel
formu sagladig1 zaman, 6zellikle bilinen form ¢ok kompleks oldugunda fakat dogrusal ya da

kuadratik fonksiyona oldukca yaklastiginda kullanilmaktadir.

2.2.3 Regresyon Analizinin Kullanildig1 Durumlar
Regresyon analizi {i¢ ana amaci saglar: 1)tanimlama, 2)kontrol ve 3)tahmin.Regresyon analizi

uygulamada sik sik kullanilmaktadir.

2.2.4 Regresyon ve Nedensellik

Bagimhi degisken Y ve aciklayici degisken X arasindaki istatistiksel iligkinin varligi higbir
sekilde Y, X’e baghdir anlamina gelmemektedir. X ile Y arasindaki istatistiksel iliskinin ne
kadar giiclii oldugunun bir 6nemi yoktur. Degiskenlerin bir regresyon modeli igerisinde
birbirleri ile iligkili bulunmalari, zorunlu olarak gercek hayatta bu degiskenler arasinda bir

sebep-sonug iligkisi vardir anlamina gelmemektedir.

Hatta giiclii bir istatistiksel iliski nedensel sartlar1 yansitsa bile, bu nedensel kosullar ters



yonde olabilir(Ornegin Y’den X’e dogru). Regresyon analizi nedensel iliskiler hakkinda bilgi
vermez. Bu yiizden nedensel iliskilerin varliginin saptanmasi ek analizler ve istatistik dis1
teorik gerceklerle bulunmalidir. Ornegin, bir malin talebinin o malin fiyat1 ile ters orantili

oldugunu istatistik teorisi degil iktisat kurami soylemektedir.

2.3 Dagilim Belirlenmemis Hata Terimleri ile Yalin Dogrusal Regresyon Modeli

2.3.1 Modelin Bicimlendirilmesi
Sadece tek agiklayici degisken bulundugunda ve regresyon fonksiyonu dogrusal oldugunda

buna temel regresyon modeli denir. Bu modelde asagidaki varsayimlar yapilmaktadir:

Y =8,+B.X, +¢, (2.1)
Y., i.durumda bagimli degiskenin degeri,

B, ve p,, parametreler,

X, , bilinen sabit ve i.durumdaki bagimsiz degiskenin degeri,

£, ortalamasi E{gi}: 0 ve varyansi 62{81.}= o’ olan rastlantisal hata terimidir; &, ve g;

korelasyonsuzdur, bu yiizden kovaryanslari sifirdir.
ole.e,)=0 ijicin, i#j, i=l,...n

Regresyon modeli (2.1)’in, yalin, parametrelerinde ve bagimsiz degiskenlerinde dogrusal
oldugu sdylenmektedir . Yalin denmesinin sebebi sadece bir aciklayici degisken olmasidir.
Parametrelerinde dogrusal denmesinin sebebi ise, modelde hicbir parametrenin iis olarak
bulunmamast ve baska parametrelerle carpilmis ya da boliinmiis olmamasidir. Bagimsiz
degiskeninde de dogrusaldir, ¢iinkii degiskenin iissii birdir. Ayrica, model parametrelerinde ve
bagimsiz degiskeninde dogrusal oldugu zaman buna birinci mertebeden model de

denmektedir.

2.3.2 Modelin Onemli Ozellikleri
l.i.durumdaki bagiml degisken Y, iki bilesenin toplamudir: sabit terim S, + f3,.X, ve

) Kutner, M.H., Nachtsheim, C.J. ve Neter, J., (2004), Applied Linear Regression Models, McGraw-Hill, Boston.



rastlantisal terim &,. Bu ylizden, Y, rastlantisal bir degiskendir.

2. E{e,}=0 oldugu igin,

E{Y.}=E{B,+B,.X, +&}=p,+ B.X, +Ele,} = B, + B X,

Efy.}= B, + B X, 22)
Boylece (2.1) modeli icin regresyon fonksiyonu asagidaki gibi olmaktadir:

E{v}=p,+B.X (2.3)

3.i.durumdaki bagimli degisken Y,, & hata terimi ile regresyon fonksiyonunun degerini

asabilir ya da bunun gerisinde kalabilir.

4.Hata terimi &, nin sabit varyansa sahip oldugu varsayilmaktadir. Boylece bagimli degisken

Y, ’nin sahip oldugu sabit varyans asagidaki gibi olmaktadir:
oy }= o 2.4)
Gz{ﬁo +:31'Xi +‘9;}: O-z{gi}: o’

Boylece, regresyon modeli (2.1), bagimsiz degisken X’in seviyesi ne olursa olsun, ¥’nin

olasilik dagilimimin aymi varyansa yani ¢ ’ye sahip oldugunu varsaymaktadir.

S.Hata terimlerinin korelasyonsuz oldugu varsayilmaktadir. Hata terimleri & ve ¢,

korelasyonsuz oldugu i¢in, ¥; ve Y, bagiml degiskenleri de dyledir.

l

6.0zetle, X’in her seviyesi igin, regresyon modeli (2.1), bagiml degisken Y, nin
ortalamasimin E{Y,}= B, + B,.X, ve varyansinin da o’ oldugunu gostermektedir. Ayrica Y,

1

ve Y; bagimh degiskenleri de korelasyonsuzdurlar.

2.3.3 Regresyon Parametrelerinin Anlami

Regresyon modeli (2.1)’deki, S, ve B, parametrelerine regresyon katsayilari denilmektedir.
B, regresyon dogrusunun egimidir. X teki her bir birim artista Y’deki degisimin ne kadar
olacagim gostermektedir. Parametre [, ise, regresyon dogrusunun Y eksenini kestigi

noktadir.



2.4 En Kiiciik Kareler Yontemi ile Parametrelerin Tahmini

Regresyon parametreleri f, ve /,’in iyi tahmincilerini bulmak i¢in, en kiigiik kareler
yontemi kullanilmaktadir. En kiiciik kareler yontemi, her durumdaki (X nY;) gozlemleri igin,

Y. ’nin beklenen degerinden sapmasin ifade etmektedir:

Y, — (B, +5,.X,) (2.5)

En kiiciik kareler yontemi n’e kadar olan sapmalarin karelerinin toplamin1 kullanmaktadir. Bu

toplam Q ile gosterilmektedir:
0=>,-B-B.X) (2.6)
i=1

En kiiciik kareler yontemine gore, S, ve /,’in tahmincileri sirasiyla b, ve b,’dir. Bu
degerler verilen ornek gozlemleri (X 1,1/1), (X 5. Y, ),...,(X n,Yn) icin Q toplamini minimum

yapmaktadirlar.

2.4.1 En Kiiciik Kareler Tahmincileri

b, ve b, tahmincileri, en kiiciik kareler yontemi i¢in iki temel sekilde bulunmaktadir:

1.Farkli b, ve b, tahmin ciftleri i¢in, bu deger ciftlerinden biri Q toplamin1 minimum yapana

kadar niimerik arastirma yontemleri degerlendirilmektedir.

2.Eger regresyon modeli matematiksel olarak karmasik degilse, Q toplamini minimum yapan

b, ve b, degerlerini bulmak i¢in, analitik yontemler sik sik kullanilmaktadir.

Analitik yaklagim kullanilarak, (2.1) regresyon modelinde, herhangi bir 6rnek veri serisi i¢in

Q’yu minimum yapan b, ve b, degerleri asagidaki gibi gosterilmektedir:
DY, =nb,+b.D X, 2.7

DX, Y, =b Y X, +b. D> X} (2.8)

(2.7) ve (2.8) denklemlerine, normal denklemler; b, ve b,’e de sirastyla 3, ve f,’in nokta

tahmincileri denilmektedir.

(2.7) ve (2.8) normal denklemleri b, ve b, icin es zamanl olarak ¢oziilmektedir:



2.9

bozl-(Zn—bl.ZXi)zf—bl.)? (2.10)
n
X ve Y, sirasiyla X, ve Y, gozlemlerinin ortalamasidir.

2.4.2 En Kiiciik Kareler Tahmincilerinin Ozellikleri

Gauss-Markov Teoremi: (2.1) regresyon modelinin sartlar1 altinda, en kiiciik kareler

tahmincileri b, ve b,, biitiin yansiz dogrusal tahminciler arasinda yansiz ve minimum

varyansa sahip olanlardir.

[Ik olarak, b, ve b, yansiz tahmincilerdir. Bu yiizden;

E{bo}: 150 E{b1}::81’dir-

Ikinci olarak, teorem b, ve b, tahmincilerinin Y,,...,Y, gozlemlerinin dogrusal

fonksiyonlarinin yansiz tahminciler sinifina ait olan diger tahmincilerinin hepsinden daha
kesin sonug verdigini gostermektedir.

b = Z(Xi _X)(Y, —Y)

1 Z(X; —)?)2

Bu ifade asagidakine esittir:

> (x, - X)y, X,

-X

by==——F=> k.Y, ve k, =——"——-"dir.
D >, —x)
k,’ler bilinen sabitler oldugu i¢in, b,, Y, ’nin dogrusal bir kombinasyonudur, bu yiizden

dogrusal bir tahmincidir.

Aym sekilde b,’in da dogrusal bir tahminci oldugu gosterilmektedir. Yansiz olan biitiin

dogrusal tahminciler arasinda, b, ve b,, X seviyeleri degismeden kaldiginda tekrar eden

ornekler i¢inde en kiiciik degiskenlige sahip olmaktadir.
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2.5 Kalntilar
i. kalint1, gdzlenen deger Y, ile buna uyan tahmin degeri fl arasindaki farktir. Bu kalint1 e,

ile gosterilmektedir ve asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

e, =Y -V, (2.11)

l

(2.1) regresyon modeli i¢in, kalint1 e, :
e, =Y —(b,+b.X,)=Y, —b,—b,.X, (2.12)

olmaktadir. Modelin hata terimi degeri & =Y, — E{Y,} ve kalnti ¢, =Y, —Yi birbirinden
farklidir. {lkinde, bilinmeyen gercek regresyon dogrusundan Y,’nin diisey sapmasi
gosterilmektedir ve dolayisiyla bilinmemektedir. Diger yandan, kalinti, tahmin edilen
regresyon dogrusu iizerinde tahmin degeri fl “den, Y, 'nin diisey sapmasin1 gostermektedir ve

bu hesaplanmaktadir.

2.6 Tahmin Edilen Regresyon Dogrusunun Ozellikleri
En kiiciik kareler yontemiyle tahmin edilen dogrusal regresyon modeli pek c¢ok oOzellige

sahiptir. Bu 6zellikler biitiin regresyon modelleri i¢in gegerli degildir.

1.Kalintilarin toplami sifirdir:
e =0 (2.13)
i=1

2.Kalint1 karelerinin toplama, Zeiz minimumdur. En kiiciik kareler tahmincileri b, ve b,, £,
ve [,’i tahmin etmek icin kullanildig1 zaman, b, ve b, denklemde yerine kondugunda (2.6)

toplaminin minimize olarak Z e’ ’ye esit olmasi gerekmektedir.

3.Gozlenen deger Y, ’lerin toplami, tahmin degerleri Yl ’lerin toplamina esittir:

Sr=37 (2.14)
i=1 i=1

Bu demektir ki tahmin degerleri fl ’lerin ortalamasi ile gozlenen degerler Y, ’lerin ortalamasi

birbirine esittir. Bu da, Y *dir.
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4. i. durumdaki kalinti, i. durumdaki aciklayict degisken ile agirliklandirilir. Bu durumda

agirlikli kalintilarin toplamu sifir olur.

D X6, =0 (2.15)
i=1

n

ZX .., =0 olmasi, X, ve e, arasindaki bagimsizlik, yani korelasyonsuzlugu da
i=1

1

gostermektedir. Bu durum X ve e vektorlerinin dik olmasi anlamina gelmektedir.

5.(2.13) ve (2.15) dzelliklerinin bir sonucu olarak, i. durumdaki kalintt bagimli degiskenin i.
durumdaki tahmin degeri ile agirhiklandirilir. Bu durumda agirlikli kalintilarin toplami sifir

olmaktadir.
>Y.e, =0 (2.16)
i=1

6.Regresyon dogrusu daima ()7 Y ) noktasindan gecer.

2.7 Hata Terimlerinin Varyansimin Tahmini

2.7.1 o ’nin Nokta Tahmincisi
(2.1) regresyon modelindeki, o’ ’nin tahmincisini bulabilmek icin, ilk olarak tek bir

topluluktan 6rnekleme yapmak diisiiniilmelidir.

2.7.1.1 Aciklayici Degiskenin Bulunmadigi Durum
Tek bir toplulugun varyans1 o>, 6rnek varyansi s”’den tahmin edilmektedir. Ornek varyansi

s”’yi bulurken, su yol izlenmektedir:

Bu toplama kareler toplami denir. Sonra kareler toplamu iligkili olan serbestlik derecesine yani

n-1’e boliiniir. Sonucta olusan tahminci asagidaki gibidir:
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s?, simirsiz toplulugun varyansi o> ’nin yansiz bir tahmincisidir.

2.7.1.2 Regresyon Modeli

Gz{Yi}z o~ esitliginden, her hata terimi &, ’ninki ile aym olarak, (2.1) regresyon modeli igin

her Y, gozleminin varyansi ¢ ’dir. Kalintilar asagidaki gibidir:

Y.—Yl. =e,

l 1

ve uygun kareler toplami, SSE seklinde gosterilmektedir:
SSE=Y(Y,-Y) = ¢ (2.17)
i=1 i=1

SSE’ye de hata kareleri toplam1 ya da kalint1 kareleri toplami denilmektedir(SSE=Error sum

of squares ya da residual sum of squares).

Kareler toplam1 SSE, n-2 serbestlik derecesine sahiptir. Yl ’lerin tahmin edilmesi i¢in b,, b,
bulunmalidir. Bu yiizden iki serbestlik derecesi kaybedilmektedir. Uygun kare ortalamast,
MSE yada s* seklinde gosterilmektedir:
sse_ Sl -7) Yo

— (2.18)

s* = MSE = =
n—2 n—>2 n—2

MSE’ye ortalama hata kare ya da kalint1 kareleri ortalamasi denilmektedir(MSE=Error mean

square ya da residual mean square).
MSE, o ’nin yansiz bir tahmincisidir.
E{MSE}= 0" (2.19)

Standart sapma o 'nin bir tahmincisi de, s =+ MSE olarak, yani MSE’nin pozitif kare kokii

seklinde gosterilmektedir.

2.8 Normal Dagilan Hata Terimli Regresyon Modeli

Aralik tahminlerini ve testlerini yapabilmek i¢in & ’lerin dagilimimnin sekli hakkinda bir
varsayim yapilmas: gerekmektedir. Standart varsayim, hata terimleri ¢, ’lerin normal

dagildigidir.
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2.8.1 Model

Normal dagilan hata terimli regresyon modeli asagidaki gibidir:

Y, =B, +B.X, +¢ (2.20)
Y., i.durumda gozlenen bagimli degisken,

X, , bilinen sabit ve i.durumdaki bagimsiz degisken,

B, ve p,, parametreler,

€,, bagimsiz N(O, o’ ) (i=1,...,n)’dur.

2.8.2 Maksimum Olabilirlik Yontemi ile Parametrelerin Tahmini

Hata terimlerinin olasilik dagilimlarinin fonksiyonel formu belirlendigi zaman, £3,, B, ve o’

parametre tahminleri, maksimum olabilirlik yontemi ile bulunmaktadir. Ik olarak, tek bir

topluluk, bir parametre ile 6rneklendigi zaman maksimum olabilirlik yontemi ac¢iklanacaktir.

Maksimum olabilirlik yontemi, Y, gozlemi icin bir tutarlilik Ol¢iisii olarak, Y, ’deki olasilik

dagiliminin yogunlugunu kullanmaktadir. Normal bir rastlantisal degisken olan Y’nin

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

f(r)= -exp{—l-(yij } Coo<Y <oo 2.21)

M1 ve o normal dagilimin iki parametresidir. Normal bir rastlantisal degisken olan Y’nin

ortalama ve varyansi asagidaki gibidir:
E{Y}=pu (2.22)
o’ {r}=o"? (2.23)

Maksimum olabilirlik yontemi, 6rnek veri ile parametre degerinin tutarliliginin 6lciisii olarak

yogunluklarin ¢arpimini kullanmaktadir. Sonuca, x# parametre degerinin olabilirlik degeri

denilmekte ve L(u) ile gosterilmektedir.

Maksimum olabilirlik yontemi, olabilirlik degeri en biiyiik olan & degerini maksimum

olabilirlik tahmini olarak se¢mektedir. En kiiciik kareler yonteminde oldugu gibi, maksimum



14

olabilirlik tahminlerini bulmak i¢in iki yontem bulunmaktadir: sistematik niimerik arama ve

analitik ¢oziimii kullanma.
Bilinmeyen parametrelerin fonksiyonunda oldugu gibi, yogunluklarin ¢arpimina olabilirlik

fonksiyonu denilmektedir.

2.8.2.1 Regresyon Modeli

(2.20) regresyon modeli i¢in, her Y, gozlemi, ortalamasi S, + ,.X, ve standart sapmasi ©

olan normal dagilim gostermektedir.

E{Y.}=B,+ X, ve o’{Y,}=0" kullanilarak (2.20) regresyon modeli igin ¥, gozleminin

yogunlugu asagidaki gibi olmaktadir:

fi= 1 .eXp|:_l.(Yi_ﬂ0_ﬂ1'Xij :l (2.24)

2 o

Y,,Y,,...,Y seklinde n gozlem ic¢in, olabilirlik fonksiyonu, (2.24)’teki gibi her birinin

yogunlugunun carpimidir. Hata terimlerinin varyansi o’ genellikle bilinmedigi icin,

olabilirlik fonksiyonu f3,, 3, ve o> seklinde ii¢ parametrenin bir fonksiyonudur:

AT o N S S N :
L(ﬁo’ﬁno- )_ I,J (27[0_2 )1/2 exp[ 262 (Yz :50 ﬁl'Xi) }
1 | I 2
= (272_0_2 )n/z-'exp|:_ 202 ‘ - (Yl - B, _IBI'Xi) } (2.25)

By, B, ve o’ degerleri bu olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan, maksimum olabilirlik

tahmincileridir ve sirasiyla ,[30, ,31 ve 67 olarak gosterilmektedirler. Bu tahminciler analitik

olarak bulunabilmektedir ve asagidaki gibidirler:
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Cizelge 2.1 Maksimum olabilirlik tahmincileri

Parametre | Maksimum Olabilirlik Tahmincileri

'60 Bozbo
B :31:b1

Boylece, B, ve M, ’in maksimum olabilirlik tahmincileri en kiiciik kareler yontemiyle
saglanan tahmincilerle ayn1 olmaktadir. Maksimum olabilirlik tahmincisi 6> yansizdir ve

genellikle yansiz tahminci MSE, (2.18)’deki gibidir.

Yansiz tahminci MSE ya da s°, ozellikle n kiiciik degilse, asagida gosterildigi gibi

maksimum olabilirlik tahmincisi &2 ’den biraz farklidir:

& (2.26)

Aciklamalar

1.Maksimum olabilirlik tahmincileri ,[30 ve ,5’1, en kiiciik kareler tahmincileri b, ve b, ile

aynidir ve biitiin en kiiciik kareler tahmincilerinin bulundurduklar1 6zelliklere sahiptirler.
a)Yansizdirlar.

b)Biitiin yansiz dogrusal tahminciler arasinda minimum varyansa sahiptirler. Ayrica normal

dagilan hata terimli regresyon modeli i¢in maksimum olabilirlik tahmincileri b, ve b, istenen

diger ozelliklere de sahiptirler.
¢)Tutarlidirlar.
d)Yeterlidirler.

e)Yansiz minimum varyansa sahiptirler. Bu, dogrusal olan ya da olmayan biitiin yansiz

tahminciler i¢inde minimum varyansa sahip olduklar1 anlamina gelmektedir.
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Boylece, normal dagilan hata terimli regresyon modeli i¢in, b, ve b, tahmincilerinin istenen

ozelliklere sahip olduklar1 goriilmektedir.

2.B,, B, ve o nin degerleri, L’nin f3,, B, ve o ye gore kismi tiirevleri alindiktan sonra
her kismi tiirev sifira esitlenip denklem sistemi ¢oziilerek, yani (2.25)’deki olabilirlik
fonksiyonu L maksimize edilerek bulunmaktadir. L’den ¢ok, log, L ile calisiimaktadir.
Ciinkii L ve log, L’ nin her ikisi de S,, B, ve o’’nin ayni degerleri i¢in maksimize
olmaktadir:

1
20

S -6~ BX) (2.27)

n n
log L=—=-log 2x——"-log. 0* —
g. 5 2. 5 2.
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3. REGRESYON ANALIZINDEN CIKARILAN SONUCLAR

Literatiirde aksi belirtilmedigi siirece, bu, normal dagilan hata terimli regresyon modelinin

kullanildig1 anlamina gelmektedir.

Bu model asagidaki gibidir:

Y, =06,+5.X, +¢ 3.1
Burada;

B, ve p,, parametreler,

X, , bilinen sabit,

£,, bagimsiz ve N (O, o’ ) dagilmaktadir.

3.1  }, ilelgili Arahk Tahminleri ve Hipotez Testleri

3.1.1 b,’in Ornekleme Dagilim
Nokta tahmincisi b, asagida gosterildigi gibidir:

_ 2 X, X)W, -7)

b, = (3.2)

> (x,-X)

Normal dagilan hata terimli regresyon modeli (3.1) i¢in, b, ’in 6rnekleme dagilimi asagidaki

ortalama ve varyans ile normaldir:

E }= 5 (3.3)

ofp}=—r% (3.4)

>(x,-x)

3.1.1.1 Normallik

b,’in ornekleme dagiliminin normalligi, b,, Y, nin dogrusal bir kombinasyonu oldugu i¢in

sOyle aciklanmaktadir. Normal dagilan hata terimli regresyon modeli (3.1)’e gore, hata

terimleri bagimsiz normal dagildig: i¢in, Y,’de bagimsiz normal dagilacaktir. Y, bagimsiz

normal dagildigindan, normal rastlantisal bir degiskenin dogrusal bir kombinasyonu olan
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b,’de normal dagilacaktir.

3.1.1.2 Varyansin Tahmini

b, in 6rnekleme dagiliminin varyansi soyle tahmin edilmektedir:

2
(,2{1,1}:‘7—_

Z(Xi _X)Z

o’ parametresinin yerine MSE yazilirsa, o *nin yansiz tahmincisi:

MSE
s === 3.5
Z (X i X )
olmaktadir. Nokta tahmincisi s°{b,}, o{b,}’in yansiz bir tahmincisidir. s>{b,}’in pozitif

kare kokii alinirsa, s{bl} bulunmaktadir. Bu da, G{b1 }*in nokta tahmincisi olmaktadur.

3.1.2 (b, - B,)/slb, }’in Ornekleme Dagilinm

b, normal dagildig i¢in, standardize istatistik (b1 -5 )/ s{bl}, bir standart normal degisken
olmaktadir. Genellikle, s{bl}’den, O'{bl}’in tahmin edilmesi gerekmektedir ve bu yilizden
(b, — B,)/sib, } istatistiginin dagilimiyla ilgilenilir. Bir istatistik standardize edildigi zaman,
paydadaki tahmin edilen standart sapma gercek standart sapmadan daha biiyiik oluyorsa buna
student istatistigi denilmektedir. (b1 -5 )/ s{bl} student istatistigi hakkindaki teorem asagida

gosterildigi gibidir:

b, —
(3.1) regresyon modeli i¢in, — b , t(n—2) olarak dagilir.

S{bl}

Eger Y gozlemleri aym1 normal topluluktan geliyorsa, (17 —,u)/ s{?}’nin n-1 serbestlik

1

dereceli ¢ dagilimi gosterecegi bilinmektedir. Tahminci b,, ¥ gibi, ¥, gozlemlerinin dogrusal

bir kombinasyonudur. Serbestlik dereceleri arasindaki farkin sebebi ise, regresyon modeli i¢in

iki parametrenin (S, ve f,) tahmin edilmesinin gerekmesidir. Bu yiizden, burada iki

serbestlik derecesi kaybedilmektedir.

3.1.3 J, icin Giiven Arahg:

(b, - B,)/stb,}, t dagilimui gostermektedir. f, igin, 1—« anlamlilik diizeyindeki giiven
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sinirlari:

b, +t(1—a/2;n—2)s{b, } (3.6)
olmaktadir.

3.1.4 B, ile Ilgili Testler

(b, — B,)/s1b, }, n-2 serbestlik dereceli ¢ dagilim gosterdigi icin, A, ile ilgili testler # dagilimi

kullanilarak kurulmaktadir:

3.1.4.1 Cift Tarafl Test

B, =0 olup olmadigmin test edilmesine ¢ift tarafli test denilmektedir. Hipotez soyle

kurulmaktadir:
H,:B =0 (3.7
H :fp #0 (3.8)

Test istatistigi asagidaki gibidir:

t = (3.9

Bu test istatistigini kontrol etmek icin kullanilan & anlamlilik derecesindeki karar kurali:

Eger |t # <t(1—@/2;n—2) ise, H, reddedilmez. (3.10)

Eger |t % > t(1- /2;n-2) ise, H, reddedilir. (3.11)

3.1.4.2 Tek Tarafl Test

B, ’in pozitif olup olmadigr & anlamlilik seviyesine gore test edilmek istendiginde, hipotez

asagidaki gibi kurulmaktadir:

H,:B <0 (3.12)

H :p >0 (3.13)
. b .

vet = istatistigi kullanilarak karar kurali s0yle olur:

S{bl}
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Eger " <t(l-a;n—2) ise, H, reddedilmez. (3.14)

Eger t* >t(1-a;n—2) ise, H, reddedilir. (3.15)

3.2, ile Ilgili Arahk Tahminleri ve Hipotez Testleri

3.2.1 b, Ornekleme Dagihm

Nokta tahmini b, asagida belirtildigi gibi olmaktadir:
b, =Y —b.X (3.16)
(3.1) regresyon modeli i¢in, b, ’1n drnekleme dagilimi normaldir. Ortalama ve varyansi:

E{bo}: B, (3.17)

o {p, )= gz,[%rﬁ] (3.18)

olmaktadir.

b,’m oOrnekleme dagilimi normaldir. Ciinkii b,, Y, gozlemlerinin dogrusal bir
kombinasyonudur. b,’in Ornekleme dagiliminin ortalama ve varyansit b, ’inkine benzer

sekilde bulunmaktadir.

62{b0 }’1n tahmincisi, o "nin yerine nokta tahmini MSE’nin getirilmesiyle bulunmaktadir.

1 X2
by} =MSE-| —+ ———— 3.19
s {b, } L 5 _X)z} (3.19)

Pozitif karekok s{b0 1 G{bo }’1n tahmincisi olmaktadir.

322 (b, - B,)/sb, }’in Ornekleme Dagilin

b, deki gibi, b, i¢in de benzer bir teorem bulunmaktadir:

bo — :50
S{bo}

(3.1) regresyon modeli icin, , t(n—2) dagilmaktadir.
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Bu yiizden, f, icin giiven araligi ve S, ile ilgili testler,  dagilimi kullanilarak kurulmaktadir.

3.23 J, icin Giiven Arah

(b, — B,)/stb,}, t dagilimi gostermektedir. B, igin, 1—a Ik giiven araliklart /3, ’inkine

benzer sekilde bulunmaktadir:

by *t(1-a/2;n—2)s1b, } (3.20)

3.3 Varyans Analizi Tablosu

Kareler toplaminin ve ilgili serbestlik derecesinin hesaplanmasi asagidaki gibi bir varyans
analizi tablosu seklinde gosterilmektedir. Aymi zamanda ilgili kareler ortalamasi da
gosterilmistir. ANOVA tablosu, ayrica kareler ortalamasinin beklenen degerinin bulundugu

bir siitunu da icermektedir.

Cizelge 3.1 Yalin dogrusal regresyon modeli icin ANOVA tablosu

Kareler Ortalamasinin
Degisim Serbestlik Kareler
Kareler Toplanm Beklenen Degeri
Kaynag Derecesi Ortalamasi
[E{MS}]
A= SSR =
Regresyon | SSR = Z(K - Y)2 1 MSR = e o’ + ,Blzz(xi - X)2
A SSE
Hata | SSE=Y(r,-7,) n2 | MSE=
n 62
Toplam | SSTO =Y (v,~Y) n-1

3.4 X veY Arasindaki Dogrusal iliskinin Tamimlayic1 Olgiileri

3.4.1 Belirginlik Katsayisi

R _ SSR _  SSE
SSTO ~  SSTO

(3.21)

R’ dlgiisiine belirginlik katsayis1 denilmektedir. 0 < SSE < SSTO olaca: icin;
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0<R*<1 (3.22)

elde edilmektedir.

3.4.2 Korelasyon Katsayisi

Y ve X’in her ikisi de rastlantisal oldugunda, Y ve X arasindaki dogrusal iliskinin ol¢iisii

korelasyon katsayisidir. Bu 6l¢ii, R*’nin karekokii alinarak bulunmaktadir:

-~ (3.23)

Bu 0lciiniin alacagi art1 ya da eksi isaret tahmin edilen regresyon dogrusunun egiminin pozitif

ya da negatif olmasina baglhdir.
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4. YALIN DOGRUSAL REGRESYON ANALIiZiNDE MATRIS YAKLASIMI

4.1 Matris Gosterimiyle Yalin Dogrusal Regresyon Modeli

Normal dagilan hata terimli regresyon modeli (3.1) icin:
Y=p,+BX,+e i=Ll...,n 4.1)
Bu,
Y, =8,+BX, +¢
Y,=8,+BX,+¢,

4.2)
Y =5, +5X,+€,

anlamina gelmektedir. Gozlemler vektorii Y, X matrisi ve £ vektorii sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

Y, X, £

Y 1 X E
Y= ,x=| . "7 ,e=|" (4.3)
nxl1 : nx2 : : nxl1 :

Y, I X, £,

Ayrica regresyon katsayilarinin vektorii de S olarak tanimlansin:

_| 5o
= { /J (4.4)

Boylece normal dagilan hata terimli regresyon modeli asagidaki gibi gosterilmektedir:

Y=X.B+¢ 4.5)
nxl1 nx2 %1 nxl1
Ciinkii:
Yl 1 Xl 1
YZ — 1 th . |:IBO:| + 2
: :Bl
Y 1 X E
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IBO+IBIX1 81 ﬁ0+ﬁ1X1+81
— ﬁ0+161X2 + 82 — IBO+IBIX2+€2

IBO+161XVL gn ﬁ0+ﬁlxn+8n

olmaktadir. E{K}z B, + B, X, oldugu icin, Y, gozlemlerinin beklenen degerlerinin vektori

X[ vektoriidiir; bu yiizden:

E{Y}=Xxp (4.6)

nx1 nx1l

elde edilmektedir.
(3.1) regresyon modeli, hata terimlerine gore, Efe,}=0, o’{e,}=0" ve & lerin bagimsiz

normal rastlantisal degiskenler oldugunu varsaymaktadir. E{ei}z 0 sarti, matris bicimiyle

sOyle gosterilmektedir:

Ele}= 0 4.7)
Ciinkii:

Efe,}] [0

E{ez} = 0 “dir.

Ef{e }| |0

Hata terimlerinin sabit varyans o~ ’ye sahip olmast ve i# j icin, G{é‘i,é‘j} biitiin
kovaryanslar O'{Si V€ }’lerin sifir olmasi kosulu matris gosterimiyle hata terimlerinin varyans-
kovaryans matrisine gore soyle agiklanmaktadir:

o> 0 0 -+ 0
2
oey=| 0 7 V0

(4.8)

0 0 0 - o’
Bu bir skaler matris oldugu icin, asagidaki gibi, daha kolay bir sekilde ifade edilmektedir:

o {e}=01 (4.9)

nxn nxn
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Boylece, matris gosterimiyle normal dagilan hata terimli regresyon modeli (3.1), asagidaki

gibi yazilmaktadir:

Y=X[+¢ (4.10)

Burada,&, E{e,}=0 ve o’{e}=0"1 ile dagilan bagimsiz normal rastlantisal degiskenlerin

vektorudir.

4.2 Regresyon Parametrelerinin En Kiiciik Kareler Tahmini

4.2.1 Normal Denklemler
Normal denklemler (2.7) ve (2.8):

nby+b Y X, =>Y, (4.11)

by X, +b D> X} =) XY, (4.12)
seklindedir. Matris gosterimi ile:

(X'X).b=(X"Y) (4.13)

w2 2 2x1

olarak ifade edilmektedir. b, en kiiciik kareler regresyon katsayilarinin vektoriidiir:

b = by (4.14)
> b, ’

Ayrica bunlar (X”.X) ve (X".Y) carpimlarindan su sekilde de gosterilmektedir:

no YX 6] [ Dy, ]
XX fo}{bl___zxik_

nby+b Y. X, | [ Dy ]
by ) X, +b ) X | | D XY,

4.2.2 Tahmin Edilen Regresyon Katsayilari

Matris yontemiyle normal denklemlerden tahmin edilen regresyon katsayilarin1 bulmak igin,

denklemin her iki tarafi da bastan (X ’.X )’in tersi ile carpilmaktadir:
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x'x)'(x'x)=(x"x)"(x"Y)
Buradan, (X".X)"(X".X)=1 ve Ib =b olacag icin:

b=(X"X)".(X"Y) (4.15)

21 22 2x1

elde edilmektedir. b icindeki, b, ve b, tahmincileri daha 6nce (2.9) ve (2.10) denklemlerinde

bulunan degerlerle aynidir.

4.3 Tahmin Degerleri

Tahmin degerleri ﬁ ’lerin vektorii ¥ ile gosterilsin. Boylece:

Y
1?1 =2 (4.16)
Y,
olmaktadir. Matris gosterimiyle ise asagidaki gibidir:
Y=X.b 4.17)
nxl nx2 2x1
Ciinkii:
1?1 1 X, b, +b X,
Yz L X, ||by | | by +DX,
S b, - :
?n 1 X, b, +b X,
4.3.1 Projeksiyon Matrisi
(4.17)'deki Y icin matris sonuglari, b yerine, (4.15) degeri yazilarak bulunmaktadir:
Y=X(X"X)"(X"Y) yadaasagidaki gibi gosterilmektedir:
Y=H.Y (4.18)

nx1 nxn nx1

Burada asagidaki gibi ifade edilmektedir:
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H=Xx(X"Xx)'Xx’ (4.19)

nxn

(4.18)’den de anlasilacagi gibi, tahmin degerleri ﬁ, gozlenen bagimli degisken degerleri
Y.’lerin ve H matrisinin elemanlari olarak bulunan katsayilarin dogrusal kombinasyonu

olarak ifade edilmektedir.

nxn boyutlu bir kare matris olan H matrisine projeksiyon matrisi denir. H matrisi simetriktir
ve bazi oOzelliklere sahiptir. Bu Ozellikler H matrisinin esgiicli  olmasindan

kaynaklanmaktadir:

H.H=H

4.4 Kalintilar

Kalintilarin vektorii e, =Y, — fl olsun ve e ile gosterilsin:

e =| (4.20)

Matris gosterimi ile asagidaki gibi olmaktadir:

e=Y-Y=Y-Xb 4.21)

nx1 nxl  nxl nxl  nxl

4.4.1 Kalntilarin Varyans-Kovaryans Matrisi

e; kalintilar1, tahmin degerleri ﬁ gibi, bagimh degiskenin gozlem degerleri Y, ’nin dogrusal
bir kombinasyonu olarak gosterilmektedir. Burada Y icin, (4.18) denklemi kullanilmaktadir:
e=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y

Buradan asagidaki sonug elde edilmektedir:

e=\1-H)y (4.22)

nx1 xn  nxn’ nxl

Buradaki H matrisi projeksiyon matrisidir. Boylece, I-H matrisi de, H matrisi gibi simetrik ve

esgliclidiir.
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Kalintilarin vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi I-H matrisini icermektedir:

o*{e}=0*(1-H) (4.23)

ve tahmini asagidaki gibidir:

s*{e}= MSE(1-H) (4.24)

nxn

4.4.2 Kareler Toplaminin Kuadratik Formda Gosterilmesi
Kareler toplamlar1 kuadratik formlar seklinde gosterilmektedir. Y".A.Y seklindeki bir ifadeye
kuadratik form denir. Burada A simetrik bir matristir. ANOVA kareler toplamlar1 asagidaki

gibi ifade edilmektedir:

SSTO = Y'{I —~ (ljj}y (4.25)
n

SSE=Y'(I-H)Y (4.26)

SSR = Y'{H -~ [ljj}y (4.27)
n

4.5 Regresyon Analiziyle Ilgili Sonuclar

4.5.1 Regresyon Katsayilari

b’nin varyans-kovaryans matrisi:

Gz{b}:{ o’ {b, } G{bO’bl}i| (4.28)

22 O'{bo,bl} Gz{bl}

o fp}=c*(X"X)" (4.29)
2x2
_l . 7 5 -
< \2 < \2
ya da (XX )_l = " z()%‘ - X) Z(X‘i_ X) oldugu i¢in asagidaki sonuc¢ elde
2x2 -
Y -x) Y -X)

edilmektedir:



(o}

o’ {b}=

2x2

2

—+
n

o’X?
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- Xo?

Sx,-x) Slx, 2—)?)2

-Xo?

(o)

3 (x,-X)

(4.30)

(4.30)’da, o> yerine MSE konuldugu zaman, b’nin tahmin edilen varyans-kovaryans matrisi

bulunmaktadir ve s{b} ile gosterilmektedir:

MSE X* MSE - X .MSE
o X -X) X -Xf
sZ{f}zMSE(X X)' = " —);1\(45}5 ) Z(MlSE ) 4.31)
L Z(Xi_)?)z Z(Xi_)?)z_

Tipk: tahmin edilen varyans s*{b}’deki gibi, o*{b} ifadesinde de, b, 1 varyansi, b,’in

2x2

2x2

varyansl ve ayrica b, ve b, ’in kovaryansi da bulunmaktadir.

4.5.2 Bagimh Degiskenin Beklenen Degeri (Mean Response)
X, degeri i¢in, bagimli degiskenin beklenen degeri tahmin edilmek istendiginde, asagidaki

vektorii tanimlamak gerekmektedir:

1 ’

X, :{ } yada X, =[1 X,] (4.32)
2x1 Xh 1x2
Matris gosterimiyle tahmin edilen deger asagidaki gibidir:
Y,=X,b (4.33)
Ciinkii:

| " A
th:[l Xh]b :[b0+b1Xh]: Y, [=Y,

1

olmaktadir. Matris gosterimiyle Yh '1n varyansl ise:
o }=ox, (x'Xx)'x, 4.34)
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Y, n varyansi, o>{b}’nin bir fonksiyonu olarak da gosterilmektedir. o>{b}=0c?(X".X)"
2x2

kullanilarak tahmin edilen regresyon katsayilarinin varyans-kovaryans matrisi:
21y )
o7 }= x /o p)x, (4.35)
olmaktadir. Matris gosterimiyle Yh “1n tahmin edilen varyansi:
215 ’ ’ -1
2 }= MSE(X,, (x.X) X,,) (4.36)

seklinde elde edilmektedir.
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5. COKLU REGRESYON ANALIZi

Coklu regresyon analizinde birden fazla agiklayici degisken bulunmaktadir. Bunlar modele
kareli ve egrisel olarak da eklenebilmektedirler. Coklu regresyon ile yalin dogrusal regresyon

i¢cin matris gosterimleri birbirinin aynidir.

5.1 Matris Gosterimiyle Genel Dogrusal Regresyon Modeli
Matris gosteriminde, genel dogrusal regresyon modeli ile yalin dogrusal regresyon modeli
icin elde edilen sonuclar birbirinin aymidir. Sadece serbestlik dereceleri, X degiskenlerinin

sayist ile ilgili diger sabitler ve bazi matrislerin boyutlar1 farklidir.
Genel dogrusal regresyon modeli asagidaki gibi ifade edilmektedir:

Y, :ﬁ()+ﬁ1Xi1+ﬁ2Xi2+"'+ﬁp—1Xi,p—1+8i (5.1)

Bunu matris gosterimiyle ifade edebilmek i¢in asagidaki matrisler tanimlanmalidir:

Y,
YZ
= (5.2)
Yn
1 X11 X12 1,p-1
1 X, X X,
X = roor et (5.3)
nxp . .
1 an Xn2 Xn,p—l
- B,
B = ’3 (5.4)
pxl .
_ﬁp—l
i 1
82
e =", (5.5)
_gn

Yukarida da goriildigii gibi Y ve € vektorleri yalin dogrusal regresyon modeli i¢in de

aynidir. £ vektorii toplamsal regresyon parametrelerini igermektedir. X matrisi, regresyon
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modeli i¢cinde p-1 tane X degiskeninin her biri i¢in n gozlemin bir siitunu olarak 1’lerin

bulundugu siitunu icermektedir. X matrisi icindeki her X, elementi i¢in satir indisi, bunun

kacinct deneme ya da durum oldugunu ve siitun indisi de, hangi X degiskeni oldugunu

belirtmektedir.

Matris gosterimiyle, (5.1) genel dogrusal regresyon modeli asagidaki gibi ifade edilmektedir:

Y=X f+e (5.6)

wxmXp g, nxl
Burada;

Y, bagimh degiskenin vektorii,

B, parametrelerin vektorii,

X, sabitlerin matrisi ve

£, bagimsiz normal rastlantisal degiskenlerin vektoriidiir.

E{e}=0 ve varyans-kovaryans matrisi:

o> 0 - 0

0 o - 0
oley=| . . . . |=071

0 0 --- o

seklindedir. Sonug olarak, rastlantisal vektér ¥’ nin beklenen degeri:

E{v}=Xxp (5.7)

nx1

ve Y’nin varyans-kovaryans matrisi, € 'nin varyans-kovaryans matrisinin aynist olmaktadir:

o’ {r}=0c1 (5.8)

nxn

5.2 Regresyon Katsayillarimin Tahmini

0= Z (Y, — B, - B,X,)" en kiiciik kareler kriteri, (5.1) genel dogrusal regresyon modeli i¢in
i=1

asagidaki gibi genellestirilmektedir:
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n

0= -5, - =B X, ) (5.9)

i=1

Q’nun minimum yapilmasiyla elde edilen f,,/5,...,[5,, degerleri en Kkiigiik kareler
tahmincileridir. Regresyon Katsayilarimin en kiigiik kareler tahmincileri b,,b,,...,b, ’in

vektorii b ile gosterilmektedir:

bO
b
b= (5.10)
pX1 :
b,

(5.6) genel dogrusal regresyon modeli i¢in en kiiciik kareler normal denklemleri:
(X' X)b=(X"Y) (5.11)
ve en kii¢iik kareler tahmincileri agagidaki gibi olmaktadir:

b=(Xx"x)".(X"X)Y (5.12)

28 pXp px1

(5.6) normal dagilan hata terimli regresyon modeli icin, maksimum olabilirlik yontemi, en

kiiciik kareler yontemiyle bulunan tahmincilerle ayni sonucu vermektedir.

(2.25) olabilirlik fonksiyonu ¢oklu regresyon icin asagidaki gibi genellestirilmektedir:

1
L(ﬂ,az):w-exp{—

2 " (Yi_ﬁO_ﬁlXil_"'_IBp—lxi,p—l)zj| (5.13)

i=1

ﬁO’ﬁl""’ﬁp—l’e gore bu olabilirlik fonksiyonu maksimize edilirse, (5.12) denklemindeki

tahmincilere ulasilmaktadir. Bunlar, hem en kiiciik kareler hem de maksimum olabilirlik

tahmincileridir ve yansiz, tutarli, yeterli, minimum varyansa sahiptirler.

5.3 Tahmin Edilen Degerler ve Kalintilar

Tahmin edilen degerler Yl lerin vektorii ¥ ile ve kalmtilar e =Y, —ﬁ.’lerin vektorii e ile

gosterilmektedir:
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1

¥ = 2 (5.14)
_YAn _
o

e= ef (5.15)
_en _

Tahmin edilen degerler asagidaki gibi gosterilmektedir:

¥ =Xb (5.16)

ve kalint1 terimleri asagidaki gibi olmaktadir:

e=Y-Y=Y-Xb (5.17)

nx1

Tahmin edilen degerlerin vektorii Y, projeksiyon matrisi H ile asagidaki gibi

gosterilmektedir:

Y = HY (5.18)

nx1

Burada H asagidaki gibi alinmistir:

H=Xx(X"x)"x’ (5.19)

Benzer sekilde, kalintilarin vektorii de asagidaki gibi gosterilmektedir:

e=(I-H)Y (5.20)

nx1

Kalintilarin varyans-kovaryans matrisi asagidaki gibi ifade edilmektedir:

o*{e}=0*(1-H) (5.21)

nxn
Tahmini ise:

s*{e}= MSE(1-H) (5.22)

nxn
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olmaktadir.

5.4 Varyans Analizi Sonuclari

5.4.1 Kareler Toplam ve Kareler Ortalamasi

Matris gosterimiyle varyans analizi i¢in kareler toplamu:

SSTO=Y'Y - (lj.Y'.J.Y = Y'{I -~ (ljj}y (5.23)
n n
SSE=¢e=(Y-Xb) (Y-Xb)=Y'Y-b'X'Y=Y(1-H)Y (5.24)
7 7 1 ’ 7 1
SSR=b"X"Y — (—].Y JY=Y {H -~ (—]J}Y (5.25)
n n

seklinde ifade edilmektedir. Burada J, nxn boyutunda 1’lerin olusturdugu bir matris ve H’de

projeksiyon matrisidir.
SSTO, SSE ve SSR’1n serbestlik dereceleri sirasiyla n-1, n-p ve p-1’dir.

Kareler ortalamalart MSR ve MSE asagidaki gibidir:

MSR = & (5.26)
p—1

MSE = SSR (5.27)
n—p

Yalin dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi MSE’nin beklenen degeri o dir. MSR’1n

beklenen degeri ise, Ornegin p-1=2 icin su sekilde olmaktadir:
1 _ _ _ _
E{MSR}= o’ JFE[,/)’IZZ“(X,.l X, VX, X, ) 288> (x, - X, X, - X, )]

Eger S, ve [, nin ikisi de sifira esit olursa, E{MSR}= c? olacaktir. Diger durumlarda ise,

E{MSR}> ¢* olmaktadir.
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Cizelge5.1 Y =X [+ € Genel Dogrusal Regresyon Modeli icin ANOVA Tablosu

nx1 nXp pxp  nX

Degisim Kaynag Kareler Toplanu Serbestlik Derecesi | Kareler Ortalamasi

’ ’ ’ SSR
Regresyon SSR=b"X"Y — [le JY p-1 MSR = _1

n p—
SSE
Hata SSE=Y'Y-b' XY n-p MSE = e

, 1),
Toplam SSTO=Y'Y —[—j.Y JY n-1
n

5.4.2 Regresyon lliskisi icin F Testi

Bagimlh degisken Y ile X,,...,X , | degiskenleri arasinda bir regresyon iligkisi olup olmadigi

test edilmek istenirse, asagidaki alternatifler arasinda karar verilmeye caligilir:

HO:ﬁlzﬁZZ'“:ﬁp—l =0

H, : B, ’lardan (k=1,...,p-1) en az biri sifirdan farklidir.

Test istatistigi asagidaki gibidir:

= MSR
MSE

«a anlamlilik seviyesinde karar kurali:

F'<F(l—-a;p—1,n—p) ise, H, reddedilmez.

F'>F(1-a;p-1,n-p) ise, H, reddedilir.

5.4.3 Coklu Belirginlik Katsayisi

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

Coklu belirginlik katsayis1 R? ile gosterilmekte ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

R _ SSR _ . SSE
SSTO ~ SSTO

(5.33)

R, X,,....X ,1 degiskenlerinin kullanimi ile iligkili Y i¢indeki toplam degisimi orantili bir

sekilde olgmektedir. R*’nin sinirlar1 asagidaki gibidir :
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0<R*<1 (5.34)

Regresyon modeline daha cok X degiskeni eklenirse; bu R*’nin artmasina sebep olmaktadir.

Ciinkii SSE daha ¢ok X degiskeni ile asla daha biiyiik olmaz ve SSTO’da daima verilen

bagiml degisken seti icin aymidir. R, agiklayici degisken sayisinin arttirilmasiyla genellikle
daha biiyiik yapilabilecegi i¢in, model i¢indeki X degiskenlerinin sayisinin artmasindan

kaynaklanan yanlis anlamalar1 engellemek icin bazen yeniden diizenlenmis bir Olci

kullanilmaktadir. Buna ayarlanmis g¢oklu belirginlik katsayisi denilmekte ve R ile

gosterilmektedir. R? asagidaki gibi hesaplanmaktadir:

SSE
- —1) SSE

RP=1-1"P [T | 202 5.35

a SSTO (n— p ) SSTO -3
n—1

5.4.4 Coklu Korelasyon Katsayisi
Coklu korelasyon katsayist R, R* nin pozitif karekokiidiir:

R=+R* (5.36)

(5.6) regresyon modelinde sadece bir X degiskeni oldugu zaman, yani p—1=1 oldugunda;

coklu korelasyon katsayis1 R, yalin korelasyon icin r =+« R* "ye gore korelasyon katsayisi
r’ye esit olmaktadir.

5.5 Regresyon Parametreleriyle ilgili Elde Edilen Sonuclar

b‘nin en kiiciik kareler ve maksimum olabilirlik tahmincileri yansizdir:
EPp}=5 (5.37)

Varyans-kovaryans matrisi o*{b}:

Gz{bo} G{bO’bl} O-{bO’bp—l
2 oo
o’ b}= a{b‘:’b"} ’ :{bl} N ob ’:b"‘l (5.38)
PXp : : . :
O-{bp—l’bO} O-{bp—l’bl} - o’ {bp—l}

Matris gosterimiyle sdyle ifade edilmektedir:
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o {p}=0?(x"Xx)"

pXp

Varyans-kovaryans matrisinin tahmini s*{b}:

Sz{bo} S{bO’bl} S{bO’bp—l

Sz{b}z S{bl.’ bo} S“{bl} S{b1 "bp—l
oxp : : . :

S{bp—l’bo} S{bp—l’bl} Sz{bp—l}

Matris gosterimiyle su sekilde ifade edilmektedir:

s {b}=MSE(x"x)"
pXp
5.5.1 S, ’nin Tahmin Arahg
(5.6) normal dagilan hata terimli regresyon modeli i¢in:

bk _:Bk
S{bk}

~tln-p) k=0,1,....p-1

olmaktadir. Bu yiizden, f, i¢inl—a 'lik giiven sinirlart:

b, 2t(l—a/2;n— p)sib, }

seklinde elde edilmektedir.

5.5.2 p, Icin Testler

Hipotezler:
H,:B, =0
H :B, #0

Test istatistigi:

Karar kurali:

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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Eger |t'| <t(1-@/2;n— p) ise, H, reddedilmez. (5.47)
Tersi durumda, H, reddedilir.

Yalin dogrusal regresyonda oldugu gibi, ayrica ¢oklu regresyon modelleri i¢cinde S, =0 dir

ya da degildir durumunun test edilmesinde F testi kullanilmaktadir.

5.6 Bagimh Degiskenin Beklenen Degerinin Tahmini

5.6.1 E{Y h}’nin Tahmin Arahgi
X,,...,X ,’'nin verilen degerleri i¢in ki bunlar X, ,....X,  ile, bagimli degiskenin

beklenen degeri de EfY, h} ile gosterilmektedir. X, vektorii asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

X, =l . (5.48)
h,p-1
Boylece bagimli degiskenin beklenen degeri asagidaki gibi elde edilmektedir:

Efy,}=X, B (5.49)

X, ’a gore tahmin edilen bagimli degisken, Y ., 1le gosterilmektedir:

’

¥ =X, b (5.50)

Bu tahminci yansizdir:

Ef }=x, p=El,) (5.51)
Ve varyansi:
o =02 x, (x'x)"x, (5.52)

olmaktadir. Bu varyans tahmin edilen regresyon katsayilarinin varyans-kovaryans matrisinin

bir fonksiyonu olarak ifade edilmektedir:

o }=x, o2 b)x, (5.53)
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A

Burada varyans Gz{Yh }, regresyon katsayilarinin varyansinin, yani O'Z{bk}’mn bir

fonksiyonudur ve regresyon katsayilarinin ciftleri arasindaki kovaryanslar G{bk,bk.} yalin

dogrusal regresyonda oldugu gibidir. Varyansin tahmini s° {Yh }:
2, )= MSE(Xh (x"x)" th =X, s Plx, (5.54)

olmaktadir. E{Y h} icin 1— ¢ ik giiven aralig1 asagidaki gibidir:

Y ti(l-a/2:n-p)siy, } (5.55)
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6. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON

6.1.1 Dogrusal Olmayan Regresyon Modelleri

Dogrusal olmayan regresyon modelleri, dogrusal regresyon modelleri i¢in, Y, = f (x i B)+ g,

denklemindekiyle ayn1 sekilde gosterilmektedir:
Y= f(X..7)+e, ©6.1)

Gozlem Y, verilen dogrusal olmayan bagimli degiskenin fonksiyonu f (X,7) den olusan
bagimli degiskenin beklenen degeri f(X ;’7) ve hata terimi & ’nin toplamidir. Hata

terimlerinin genellikle dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi sifir ortalamaya, sabit
varyansa sahip olduklar1 ve korelasyonsuz olduklar1 varsayilmaktadir. Normal dagilan hata
terimli bir modelin, hata terimlerinin, sik sik sabit varyans ile bagimsiz normal rastlantisal

degiskenler oldugu varsayilarak kullanilmaktadir.

Simdi uygulamada cok kullanilan iki dogrusal olmayan regresyon modeline 6rnek

verilecektir.

6.1.1.1 Ustel Regresyon Modelleri
Dogrusal olmayan regresyon modellerinde, ¢ok kullanilan modellerden biri iistel regresyon
modelidir. Sadece bir tek agiklayict degisken oldugunda, bu regresyon modeli normal hata

terimleri ile su sekilde gosterilmektedir:

Y, =7, exp(y, X, )+ ¢ (6.2)
Burada;

¥, Ve ¥, , parametreler,

X, bilinen sabitler,

€,, bagimsiz N (0, o’ ) dagilmaktadur.

Bu model i¢in bagimli degiskenin fonksiyonu:

f(X.7)= v, exp(y,X) (6.3)

olmaktadir. Yukarida da goriildiigii gibi bu model, ¥, ve J, parametrelerinde dogrusal
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degildir.

Normal dagilan hata terimleri ile tek aciklayici degiskenli daha genel bir dogrusal olmayan

regresyon modeli ise s0yle gosterilmektedir:
Y, =% +7 exp(72Xi )+ € 6.4)

Burada hata terimleri, sabit varyans o ile bagimsiz normal dagilmaktadir. Bu regresyon

modeli i¢in bagimli degiskenin fonksiyonu asagidaki gibidir:
F(X.7)= 7+ 7 exp(y,X) (6.5)

(6.4) tistel regresyon modeli genellikle; verilen bir X zamanindaki biiyiime oraninin, zamanin
artmastyla meydana gelen biiylime miktar ile 7, ’la gosterilen maksimum biiyiime degerinin
orani oldugu biiyiime ile ilgili ¢alismalarda kullanilmaktadir. Bu regresyon modelinin bagka
bir kullanim1 ise gecen zamanla (X) bir maddenin toplanmasi (Y) arasindaki iliskidir. Sekil
6.1.a parametre degerleri ¥, =100, 7, =-50 ve ¥, =-2 icin (6.5) bagimli degiskenin

fonksiyonunu gostermektedir.

6.1.1.2 Lojistik Regresyon Modelleri
Baska bir 6nemli dogrusal olmayan regresyon modeli de lojistik regresyon modelidir. Tek

aciklayici degisken ve hata terimi ile bu model asagidaki gibidir:

Y Yo

_ ve, (©.6)
I+ exp(7zxi)

l

2

Burada &; hata terimleri sabit varyans o~ ile bagimsiz normal dagilmaktadir. Bagimh

degiskenin fonksiyonu asagidaki gibidir:

Yo
I+ exp(7zxi)

f(X.,y)= (6.7)

Yine bagimli degiskenin fonksiyonu y,, ¥, ve ¥, parametrelerinde dogrusal degildir. Bu

lojistik regresyon modeli, topluluk calismalarindaki iliski icin kullamlmaktadir. Ornegin,

zaman (X) icindeki tiirlerin sayist (Y). Sekil 6.1.b parametre degerleri y, =10, ¥, =20 ve
¥, =—2 i¢in (6.7) lojistik bagimhi degiskenin fonksiyonunu gostermektedir. Burada

parametre ¥, =10 maksimum biiylime degerini gostermektedir.
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Lojistik regresyon modeli (6.6), ayrica bagimli degisken kalitatif oldugu zaman da

kullanilmaktadir.
(a) {b)
{lztel Model: Lojistik Model:
E¥) = 100 - 50 exp(~2X) Ef¥) = 10/[1 + 20 exp(-2X]]
E{¥} E(t}
100+
10
o0 i
8
80
6
70

Sekil 6.1 Ustel ve lojistik bagiml1 degisken fonksiyonlarinin cizimleri

6.1.1.3 Dogrusal Olmayan Regresyon Modellerinin Genel Bicimi

Bu modeller dogrusal regresyon modellerinin genel sekliyle benzerlik gostermektedir. Her Y,

gozlemi, verilen dogrusal olmayan bagimli degisken fonksiyonu temel alinarak olusturulan

f(x i ) bagimli degiskenin beklenen degeri ve rastlantisal hata terimi £;’nin toplam1 olarak
kabul edilmektedir. Ayrica, & hata terimlerinin, sik sik sabit varyansla dagilan bagimsiz

normal rastlantisal degiskenler olduklar1 varsayilmaktadir.

Dogrusal olmayan regresyon modellerinin 6nemli bir farki, modeldeki X degiskenlerinin
sayis1 ile regresyon parametrelerinin sayisinin kesinlikle iliskili olmak zorunda olmamasidir.
Dogrusal regresyon modellerinde, eger modelde p-1 tane X degiskeni varsa, modelde p tane
regresyon katsayis1 vardir. (6.4) seklindeki iistel regresyon modelinde, bir X degiskeni vardir,
ama {i¢ tane regresyon katsayisi bulunmaktadir. Aym1 durum (6.6)’daki lojistik regresyon
modeli icinde gecerlidir. Bu yiizden, dogrusal olmayan X degiskenlerinin sayist dogrusal
olmayan regresyon modeli i¢in ¢ ile gosterilecektir, fakat bagimli degisken fonksiyonundaki
regresyon parametrelerinin sayisi p ile gosterilmeye devam edilecektir. Ornegin, (6.2) iistel

regresyon modeli, p=2 regresyon parametresi ve g=1 X degiskeni bulundurmaktadir.
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Ayrica, X degiskenleri iizerindeki gozlemlerin vektorii X, ilk eleman 1 olmadan

gosterilecektir. Bu yiizden dogrusal olmayan bir regresyon modelinin genel sekli asagidaki

gibi ifade edilmektedir:

Yi :f(Xi’7)+8i (6.8)
Burada;

Xil

X,
X. = :’2 (6.9)
gx1 .

X,

Yo
y = 7:1 (6.10)
pxlL .

7[1—1

olarak gosterilmektedir.
Aciklama

Doniisiimle dogrusallastirilabilen dogrusal olmayan bagimli degisken fonksiyonlarina, bazen
oziinde dogrusal bagimli degisken fonksiyonlari denilmektedir. Ustel bagimli degisken
fonksiyonu ve lojistik bagimli degisken fonksiyonu o6ziinde dogrusal bagimli degisken

fonksiyonlaridir. Ornegin, iistel bagimli degisken fonksiyonu:

F(X.7)= 7 [exp(y,X)]

logaritmik doniisiimle dogrusallastirilmaktadir:

loge f(X’ 7/) = loge 7/0 + 71X

Bu doniistiiriilmiis bagimli degisken fonksiyonu dogrusal model olarak asagidaki gibi

gosterilmektedir:
g(X’;/):ﬂO + B X
Burada g(X, 7) =log, f(X’ 7)’ B, =log, 7, ve f, =y, dir.

Burada dogrusal olmayan bagimli degisken fonksiyonunun sadece 6ziinde dogrusal olmasi,
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dogrusal regresyonun kesinlikle uygun oldugunu gostermez. Bunun sebebi, bagimli degisken
fonksiyonunu dogrusallagtiran doniisiimiin modeldeki hata terimini etkileyecek olmasidir.
Ornegin, sabit varyansa sahip normal hata terimleri ile asagidaki iistel regresyon modelinin

uygun oldugu varsayilsin:
Y, =7, eXp(71Xi )+ €

Bagimli degiskenin fonksiyonunu dogrusallastirmak i¢in yapilan Y’ nin logaritmik doniisiimii,

£; normal hata terimini etkileyecektir. Boylece dogrusallastirilmis model i¢indeki hata terimi

artik normal dagilmayacaktir. Bu nedenle, herhangi bir dogrusal olmayan regresyon modeli
dogrusallagtiritlirken  uygunluk  6nemlidir; dogrusal olmayan regresyon modeli

dogrusallastirilmis sekline gore tercih edilmektedir.

6.1.2 Regresyon Parametrelerinin Tahmini

Dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi, dogrusal olmayan bir regresyon modelinin
parametrelerinin tahmini de genellikle en kiiciik kareler yontemi ya da maksimum olabilirlik
yontemi ile gerceklestirilmektedir. Ayrica dogrusal regresyonda oldugu gibi, (6.8) dogrusal
olmayan regresyon modelindeki hata terimleri sabit varyansla bagimsiz normal

dagildiklarinda, bu yontemlerin ikisi de ayn1 parametre tahminlerini vermektedir.

Dogrusal regresyondan farkli olarak, dogrusal olmayan regresyon modellerine gore en kiigiik
kareler ve maksimum olabilirlik tahmincileri i¢in analitik ifadeler bulmak genellikle miimkiin
degildir. Onun yerine, bu iki tahmin yOntemi kullanilarak niimerik arama islemleri
uygulanmalidir. Bu islemler yogun hesaplamalar gerektirmektedir. Dogrusal olmayan
regresyon modellerinin analizi bu yilizden genellikle bilgisayar programlar1 kullanilarak

gerceklestirilmektedir.

6.2 Dogrusal Olmayan Regresyonda En Kiiciik Kareler Tahmini
Yalin dogrusal regresyon modeli i¢in en kiiciik kareler yonteminde Q toplamini minimum

yapan degerler alinmaktadir:
0= v, (8 +BX,)f ©6.11)
i=1

Verilen (X i,Yi) ornek gozlemleri i¢in Q’yu minimum yapan bu S, ve S, degerleri, en kiiciik

kareler tahminleridir ve b,, b, ile gosterilmektedirler.
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En kiiciik kareler tahminlerini bulmanin ikinci yolu, en kiiciik kareler normal denklemlerinin

ortalamalaridir. Burada, en kiiciik kareler normal denklemleri analitik olarak Q’nun S, ve

P, e gore tirevi alindiktan sonra tiirevlerin sifira esitlenmesiyle bulunmaktadir. Normal

denklemlerin ¢6ziimii en kiiciik kareler tahminlerini vermektedir.

Dogrusal regresyon i¢in en kiigiik kareler tahmini, dogrusal olmayan regresyon modellerinde
de benzer sekilde kullanilmaktadir. Dogrusal olmayan regresyon i¢in en kiigiik kareler kriteri

asagidaki gibidir:
0= v, - rx,.nI (6.12)
i=1

Burada f(X i ¥), dogrusal olmayan bagimli degisken fonksiyonu f(X,%)’ya gore i.durum

icin bagimh degiskenin beklenen degeridir. En kiiciik kareler tahminlerini bulmak i¢in, (6.12)
denklemindeki en kiiciik kareler toplami @ dogrusal olmayan regresyon parametreleri

YosVis--s ¥, € gore minimum olmaktadir. En kiigiik kareler tahminlerini bulmak icin

kullanilan bu ayni1 iki yontem niimerik arama ve normal denklemler, dogrusal olmayan
regresyonda kullanilmaktadir. Dogrusal regresyondan farki ise, normal denklemlerin

coziimiiniin genellikle iteratif nlimerik arama yontemleriyle gerceklestirilmesidir.

Ornek: Bagimli degiskenin fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu varsayilsin:
f(X’ 7) =7 eXp(7/1X)

Bu yiizden, burada en kiiciik kareler toplami Q:
0= Z[Yz —% eXp(71Xi )]2
i=1

Burada, & hata terimleri sabit varyans ile bagimsiz normal dagildiklar1 zaman olabilirlik

fonksiyonu diisiiniiliirse, maksimum olabilirlik yontemi ayni1 kritere ulagsmaktadir:

1 2 i[Yl —% eXp(71Xi)]2j|

207 S

L(;/, o’ ) = (27;0;2)"/2 . exp{—

Dogrusal regresyon i¢in oldugu gibi, regresyon parametreleri ¥, ve J,’e gore bu olabilirlik

fonksiyonunun maksimum yapilmasi iis kisminda yer alan toplamin minimum yapilmasiyla

saglanmaktadir. Bu yilizden, maksimum olabilirlik tahminleri burada en kiigiik kareler
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tahminleriyle aynidir.

6.2.1 Normal Denklemlerin Coziimii

Dogrusal olmayan regresyon modeline gore normal denklemleri bulmak igin:
Y, = f (X i )+ 3

kullanilmaktadir. En kiigiik kareler toplam1 Q, 7,,7,,...,7,_, '€ gore minimum yapilmaktadir:

2

Q=2R—ﬂ&#ﬂ

7, ya gore O’nun kismi tiirevi:

0 & of(X,.7)
ayk‘; 2ly, f(Xi,y)]{ o } (6.13)

p tane kismi tiirevin her biri sifira esitlendiginde ve parametreler yani y, ’lar yerine en kiiciik

kareler tahminleri g, ’lar yerlestirildiginde, denklemler diizenlendikten sonra p tane normal

denklem bulunmaktadir:

zy{an,,Y)} —if(Xng){M} -0 k=01,..,p-1 (6.14)

i=1 9%, Y,

r=8

Burada g, en kiiciik kareler tahminleri g, ’larin vektoriidiir:

g=|" (6.15)

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde normal denklemler parametre tahminleri g, ’lar

icin dogrusal degildir ve genellikle en basit durumlarda bile ¢oziilmesi zordur.

Ornek: Daha 6nce verilen ornekte i. durum icin bagimh degiskenin beklenen degeri:
f(Xi’7): Yo exp(%Xi) (6.16)

Bu yiizden, f(X i ¥)’nin kismi tiirevleri:
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M = eXp(%Xi) (6.17)
9%
%}j’y):%xi exp(71Xi) (6.18)

(6.16), (6.17) ve (6.18) icinde ¥, ve ¥, yerine sirastyla en kiiciik kareler tahminleri g, ve g,

yazilirsa, normal denklemler asagidaki gibi olmaktadir:

ZY exp g, X Zgo exp ng,.)exp(ng,.)zO

D Y8 X, explg, X;)-D g, exp(g, X, )g, X, explg,X,)=0
Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra, normal denklemler:
ZY exp g, X gOZexp 28, X, ) 0

ZKXi exp(ngi)— gOZXi exp(ZgIXi ) =0

seklinde elde edilmektedir. Bu normal denklemler g, ve g,’e gore dogrusal degildir.

6.2.2 Dogrudan Niimerik Arama (Gauss-Newton Metodu)
Birgok dogrusal olmayan regresyon probleminde, dogrudan niimerik arama yontemleri
kullanilmaktadir. Niimerik yOntemlerle ¢6ziim bu denklemler i¢in iteratif olarak

hesaplanmaktadir. Bu yontemlerden biri Gauss-Newton metodudur.

Gauss-Newton yonteminde, Taylor serisi ac¢ilimi kullanilarak, dogrusal terimlerle dogrusal
olmayan regresyon modeline yaklasilir ve siradan en kiigiik kareler kullanilarak parametre
tahminleri elde edilir. Bu adimlarin iterasyonu genellikle dogrusal olmayan regresyon

probleminin ¢oziimiine ulagilmasini saglamaktadir.

Gauss-Newton metodu bir baslangi¢ degeriyle ya da y,,7,,...,¥,., regresyon parametreleri

icin alinacak olan bir baslangic degeriyle baslar. Bunlar g(()o),gl(o),...,gf,o_)1 ile gosterilir.

Burada parantez i¢indeki iistsimge iterasyon sayisint gostermektedir. g Y baslanglg degeri,

daha onceki ya da iliskili ¢alismalardan, teorik yaklasimlar ya da Q toplami ile bulunan

parametre degerleri i¢in yapilan 6n hazirlik arastirmasindan elde edilmektedir.
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Parametreler icin baslangi¢ degerleri bir kez bulunduktan sonra, baslangi¢c degerleri g,(co) "lar

cevresindeki Taylor serisi acilimi i¢inde n durum icin dogrusal terimlerle f(X i ) bagimh

degiskenin beklenen degerine yaklasilir. i.durum i¢in asagidaki sonug¢ bulunur:

i , 0
F(x,.7)= £(x,.89)+ Z{ f(ayl 7)} (v, — ) (6.19)
k=0 k y=g®

Burada, g asagldakl gibidir:

px1
g =|" (6.20)

¢, parametre baslangic degerlerinin vektoriidiir. (6.19)’da bulunan parantez icindeki
terimler, daha ©nce normal denklemlerde karsilasilan regresyon fonksiyonunun kismi

tirevleriyle aynidir. Fakat burada onlar £k =0,1,...,p—1 i¢in y, = g,(co) ’da hesaplanmaktadir.

Gosterim asagidaki sekilde kolaylastirilirsa:

£ =rlx,.¢) 6.21)

B =y -g" (6.22)

DY = Ff (87 )} (6.23)
k (0)

i.duruma gore bagimhi degiskenin beklenen degeri i¢in, Taylor yaklasimi (6.19), bu
gosterimle su sekilde olmaktadir:

f(X.y)= +ZD,k

ve (6.1) dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in bu yaklasim:

Y, :f(X;’7)+€
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p-1
Y, = f7+> DYBY +¢ (6.24)
k=0

olmaktadir. £ terimi sol tarafa alimrsa ve Y, — £ ¥ farki ¥© ile gosterilirse, dogrusal

regresyon modeli yaklasimi bulunmaktadir:

p-1

Y;(O) ~ D[(kO)IBIEO) +e i=1,...n (6.25)
k=0

Burada

Yi(O) =Y, _fi(O) (6.26)

olmaktadir. Bulunan dogrusal regresyon modeli yaklasimi (6.25) asagidaki gibidir:

Y, :ﬁOXiO +161Xi1 +-~-+:Bp—1Xi,p—1 + €,

Dogrusal regresyon modeli yaklasgimindaki bagimli degiskenler K.(O), kalintilardir; baslangi¢
degerleri ile yer degistiren parametrelerle olusturulan dogrusal olmayan regresyon fonksiyonu
etrafindaki gozlemlerin sapmalaridir. X degiskenleri gozlemler D,.(,?), baslangic degerleriyle
yer degistiren parametreler ile n durumun her biri i¢in hesaplanan bagimli degiskenin
beklenen degerinin kismi tiirevleridir. Her regresyon katsayisi /3,50), gercek regresyon
parametreleri ile baslangictaki parametre tahminleri arasindaki farki gostermektedir. Boylece,
regresyon katsayilari, diizeltilen baslangictaki regresyon katsayilar1 tarafindan ayarlama

(diizeltme) miktarlarin1 gdstermektedir.

Dogrusal regresyon modeli yaklasimi matris gosterimiyle asagidaki gibi olmaktadir:

y© - D(O),B(O) s (6.27)
Burada:
Yl _fl(O)
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Dy D",
DY =] : : (6.29)
nxp Dr(lo) Dr(l(,)[)j_l
A
/)’1(0)= : (6.30)
px
B
gl
E 6.31)
E

seklindedir. (6.27) yaklasim modeli tam olarak, X matrisinin yerini alan kismi tiirevlerin

bulundugu D matrisi ile (fakat sabit terim icin 1’lerin bulundugu siitun olmadan) genel
dogrusal regresyon modeli seklindedir. Bu yiizden, ,B(O) parametrelerinin tahmini siradan en

kiiciik kareler yontemiyle yapilabilmekte ve boylece asagidaki sonu¢ bulunmaktadir:

’

’ !
pO) _ ( DO D(o)j DO y© (6.32)

Burada 5", en kiiciik karelerle tahmin edilen regresyon katsayilarinin vektoriidiir.

Daha sonra bulunan en kiiciik kareler tahminleri, (6.22)’un ortalamalari ile g,(f) tahmin edilen

regresyon katsayilarinin diizeltilmis halinin elde edilmesi i¢in kullanilmaktadir:

gl = g+

Burada g,((l), birinci iterasyonun sonunda J,’nin diizeltilmis tahminini gostermektedir.
Diizeltme siireci matris gosterimiyle asagidaki gibi olmaktadir:

g = g0 4 p0) (6.33)

Boylece, diizeltilmis regresyon katsayilarinin iizerinde yapilacak ayarlamalar uygun sekilde
gosterilmektedir. (6.12)’de bulunan Q, en kiigiik kareler kriteri ol¢iisii, SSE ©) kullanilarak

g(o) baslangic regresyon katsayilar i¢in hesaplanmaktadir:

SSE(O) — i[Yl —f(X[,g(O))]Z _ i(Yl _fi(O))z (634)
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0

Birinci iterasyonun sonunda, diizeltilmis tahmin edilen regresyon katsayilart g"’' ve bu

durumda en kiiciik kareler kriteri 6l¢iisii hesaplanir. SSE ) su sekilde gosterilmektedir:

SSEV =[r, - £(x,. g =2 (v - 1) (6.35)
i=1 i=l

Eger Gauss-Newton metodu ilk iterasyonda etkin olarak calisiyorsa; g(l) diizeltilmis tahmin

edilen regresyon katsayilari daha iyi tahminler olacagi i¢in, SSE W, SSE®dan daha kiigiik

olacaktir.

f(x..6®) ve f(x,,g") dogrusal olmayan regresyon fonksiyonlar, SSE® ve SSE"

hesaplanirken kullanilmaktadir.

g(l) diizeltilmis regresyon katsayilari, dogrusal olmayan regresyon problemi icin en kiiciik

kareler tahminleri degildir. Ciinkii (6.27) tahmin edilen model, sadece dogrusal olmayan
modelin bir yaklasimidir. Bu nedenle, Gauss-Newton metodu sadece yeni baslangic degerleri

(1) ()

ile tamimlanan islemi tekrar etmektedir. Bu, g'~ ile gosterilen, diizeltilmis

icin g
tahminlerin yeni bir setini olusturmaktadir ve yeni en kiigiik kareler kriteri ol¢giisii SSE @)

olmaktadir. Iteratif islem, g(”l) - g(s) ardistk katsayr tahminleri arasindaki fark ve

SSE") — SSE®) ardisik en kiiciik kareler kriteri ol¢iisii arasindaki fark onemsiz olana kadar

devam etmektedir.

Gauss-Newton metodu bir¢ok dogrusal olmayan regresyon uygulamalarinda etkili olarak
caligmaktadir. Ancak bazi Ornekler, cok fazla iterasyon gerektirebilir ve yakinsama

gerceklesmeyebilir.

Gauss-Newton ya da baska bir dogrudan niimerik arama yontemi kullanilirken, sik sik kesin
¢Oziim bulunduktan sonra baslangi¢ degerlerinin diger setlerinden bulunan sonucun ayni olup

olmayacaginin arastirilmasi istenir.

Dogrusal regresyon i¢in en kiiciik kareler ile dogrusal olmayan regresyon i¢in en kiigiik
karelerin birbirini tutmadig1 baz1 6zellikler vardir. Ornegin, kalintilar dogrusal olmayan en

kiiciik kareler icin her zaman sifir toplamin1 vermez. Buna ek olarak, SSE ve SSR’1n toplami

her zaman SSTO’ya esit degildir. Sonug olarak, ¢oklu belirginlik katsayist R*> = SSR/SSTO

dogrusal olmayan regresyon icin anlamli tanimlayici bir istatistik degildir. Ancak, R> ¢ok

yiiksek olmalidir.
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6.3 Modelin Olusturulmasi ve Tani (Diagnostics)

Dogrusal olmayan modellerin fonksiyonel formlar1 genellikle, direkt bir sekilde agiklayici
degiskenlerin, egimin ve etkilesim etkisinin eklenmesi ya da silinmesine daha az uygundur.
Secilen dogrusal olmayan regresyon modelinin gecerliligi, dogrusal regresyon modellerinde

oldugu gibi incelenmektedir.

Kalintilarin zamana karsi, tahmin degerlerine kars1 ve acgiklayici degiskenlerin her birine karsi
grafigi dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi dogrusal olmayan regresyon

modellerinde de varsayilan modelin incelenmesinde yardimci olmaktadir.

Eger esit olmayan hata varyanslar1 bulunursa, dogrusal olmayan regresyon modelinin tahmin
edilmesinde agirlikli en kiiciik kareler kullanilmaktadir. Alternatif olarak, bagimli degiskende
yapilan doniisiimlerin hata terimlerinin varyansini dengeleyebilecegi ve ayrica dogrusal bir

regresyon modelinin kullanimina izin verip vermeyecegi arastirilmaktadir.

6.4 Dogrusal Olmayan Regresyon Parametreleri ile ilgili Cikarilan Sonuclar

Ornek biiyiikliigii her ne olursa olsun normal dagilan hata terimleri ile dogrusal regresyon
modelleri icin regresyon parametrelerinin incelenmesi gerekmektedir. Ancak, herhangi bir
verilen ornek biiyiikligi icin en kiiciik kareler ve maksimum olabilirlik tahmincilerinin
normal dagilmadigi, yansiz olmadigi ve minimum varyansa sahip olmadig1 yerde, normal hata

terimleri ile dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in bu durum s6z konusu degildir.

Sonu¢ olarak, dogrusal olmayan regresyonda, regresyon parametreleri ile ilgili cikarilan
sonuglarda genellikle biiyiik orneklem teorisi temel alinmaktadir. Bu teori, 6rnek hacmi
biiyiik oldugu zaman, normal dagilan hata terimli dogrusal olmayan regresyon modelleri i¢in
en kiiciik kareler ve maksimum olabilirlik tahmincilerinin yaklasik olarak normal dagildigin,
hemen hemen yansiz oldugunu ve neredeyse minimum varyansa sahip oldugunu ifade
etmektedir. Bu biiyiik 6rneklem teorisine, ayrica hata terimleri normal dagilmadigi zaman da

bagvurulmaktadir.

6.4.1 Hata Terimleri Varyansimin Tahmini

o’ ’nin tahmini dogrusal regresyonda oldugu gibi yapilmaktadir:

_sse YU -vf  Fl-rx.e)f

n—p n—p n—p

MSE (6.36)
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Burada g en son bulunan parametre tahminlerinin vektoriidiir. Bu yiizden, kalintilar, g en
sondaki regresyon katsayilarinin tahminleri kullanilarak, tahmin edilen regresyon
fonksiyonundan sapmalardir. Dogrusal olmayan regresyon icin, MSE, o©’nin yansiz

tahmincisi degildir, fakat 6rnek hacmi biiyiik oldugu zaman yanlhlik kiictiktiir.

6.4.2 Biiyiik Orneklem Teorisi
Hata terimleri bagimsiz ve normal dagildiklarinda ve 6rnek hacmi makul bir sekilde biiyiik
oldugunda, asagidaki teorem dogrusal olmayan regresyon modelleri icin ¢ikarilacak

sonuglarin temellerini olusturmaktadir:

Teorem: &; hata terimleri bagimsiz N (0,62) ve ornek hacmi n yeterince biiylik oldugunda,

g’nin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak normaldir. Beklenen degeri ise yaklasik olarak:

E{gl=y (6.37)

seklinde elde edilmektedir. Regresyon katsayilarinin yaklasik olarak varyans-kovaryans

matrisi asagidaki gibi tahmin edilir:

s*{g}=MSE(D".D)" (6.38)

) o . . i ,
D"’'m g(o) ’a gore hesaplanan kismi tiirevlerin matrisi olmasi gibi, burada D’de son olarak

bulunan en kiiciik kareler tahminleri g’ye gére kismi tiirevlerin matrisidir. s*{g} tahmin

edilen yaklasik varyans-kovaryans matrisi, dogrusal regresyonda oldugu gibidir; burada D, X

matrisinin yerine kullanilmaktadir.

Boylece, 6rnek hacmi biiyiik ve hata terimleri sabit varyans ile bagimsiz normal dagildiginda,
dogrusal olmayan regresyon icin g’ye gore en kiiciik kareler tahminleri yaklasik olarak
normal dagilmaktadir ve hemen hemen yansizdir. Ayrica (6.38) varyans-kovaryans matrisi
minimum varyanslar1 tahmin ettigi i¢in, en kii¢iik kareler tahmincileri varyanst minimuma

yakindir. Biiyiik 6rneklem teorisi hata terimleri normal dagilmadigi zaman da gecerlidir.

Bu teoremin bir sonucu olarak, O6rnek hacmi biiyiikk oldugu zaman, dogrusal olmayan
regresyon parametreleri ile ilgili ¢ikarilan sonuglar dogrusal regresyon ile aym sekilde elde
edilmektedir. Boylece bir regresyon parametresi i¢in aralik tahmini dogrusal regresyonda

oldugu gibi bulunmakta ve test edilmektedir. Ihtiyac duyulan tahmin edilen varyans

s*{g}’den elde edilmektedir. Sadece dogrusal olmayan regresyona yaklasik olarak
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basvuruldugu zaman bu sonug¢ ¢ikarma islemleri kesindir ve yaklasim cogu zaman oldukca
iyidir. Ornek hacmi biiyiik rneklem yaklasimi icin oldukca kiiciik oldugunda, baz1 dogrusal
olmayan regresyon modelleri i¢in yaklagim iyi olabilir. Diger dogrusal olmayan regresyon

modelleri i¢in ise 6rnek hacminin biiylik olmasina gerek duyulmaktadir.

6.4.3 Biiyiik Orneklem Teorisi Ne Zaman Uygulanir?

Verilmis olan herhangi bir dogrusal olmayan regresyon uygulamasinda Ornek hacmi
yeterince biiyiik oldugu zaman bu teorinin uygulanip uygulanamayacagini belirten bir kural
istenmektedir. Bu yiizden, asimptotik teoremi temel alinarak biiyiik 6rneklem sonuglarim elde
etmek daha uygundur. Fakat, biiyilk 6orneklem sonu¢ ¢ikarma ydnteminin ne zaman uygun
olup, ne zaman uygun olmadigini belirten basit bir kural yoktur. Ancak, biiyiik 6rneklem
sonu¢ cikarma islemlerinin kullaniminin uygunlugunun tahmin edilmesine yardimci olacak

birka¢ ana nokta belirlenmistir.

1.Dogrusal olmayan regresyon parametrelerinin tahminlerinin bulunmasindaki iteratif
islemlerin hizli yakinsamasi, sik sik (6.27) dogrusal yaklasim modelinin dogrusal olmayan
regresyon modelinin iyi bir yaklasimi olduguna isarettir ve bu yiizden regresyon tahminlerinin
asimptotik ozellikleri uygulanabilirdir. Yavas yakinsama, biiylik orneklem sonu¢ ¢ikarma
yontemleri kullanilmadan once dikkat edilmesi ve diger ana noktalarin diisiiniilmesini

onermektedir.

2.Biiyiilk orneklem sonu¢ c¢ikarma islemlerinin uygunlugu ile ilgili yol gosterecek cesitli
Olciiler gelistirilmistir. Dogrusal olmayan modeller icin egrilik Olgiileri gelistirilmistir. Bu
Olciiler, eldeki veri dogrusal yaklasim modeline yeterince yaklasiyorsa, tahmin edilen
dogrusal olmayan regresyon fonksiyonunun boyutunu gostermektedir. Ayrica, tahmin edilen
regresyon katsayilarinin yanliliginin tahmin edilmesi i¢in bir formiil gelistirilmistir. Kii¢iik bir
yanlilik biiyiik 6rneklem sonu¢ c¢ikarma islemlerinin uygunlugunu desteklemektedir. Tahmin
edilen regresyon katsayilarinin Ornekleme dagilimlarinin carpikliginin bir tahmini de
geligtirilmistir.  Kiiciik bir c¢arpikligin  gostergesi, Ornekleme dagilimlarinin yaklagik

normalligini ve biiyiik 6rneklem sonug ¢ikarma islemlerinin uygunlugunu desteklemektedir.

3.Bootstrap  Ornekleme, dogrusal olmayan regresyon parametrelerinin  Ornekleme
dagilimlarinin ~ yaklagik olarak normal olup olmadigini, Ornekleme dagilimlarinin
varyanslarinin dogrusal yaklasim modeli i¢in olan varyanslara yakin olup olmadigini ve
parametre tahminlerinin her biri i¢indeki yanlhiligin oldukga kiiciik olup olmadigini direkt bir

sekilde stnanmasim saglamaktadir. Eger boyleyse, dogrusal olmayan regresyon tahminlerinin
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ornekleme davranis1 dogrusala yakin olarak ifade edilmekte ve biiylik Orneklem sonug

cikarma islemleri uygun bir sekilde kullanilmaktadir.

6.4.4 Bir 7, ’min Arahk Tahmini

Biiyiik 6rneklem teoremi temel alindiginda, 6rnek hacmi biiyiik oldugunda ve hata terimleri

normal dagildiginda asagidaki yaklasim elde edilmektedir:

8x Yk

s{gk}

~tln—p) k=01,...,p-1 (6.39)

Burada #(n— p), n-p serbestlik dereceli bir ¢ degiskenidir. Bu yiizden, her bir 7, i¢in 1—o ik

yaklasik giiven araliklari:
g, *tll—a/2;n—p)sg, } (6.40)

olmaktadir.

6.4.5 Bir y, ’yla Ilgili Test

Tek bir degiskenle yani y, ’yla ilgili biiyiik 6rneklem testi alisilagelmis sekilde yapilmaktadir.

Hipotezler:
Hy: Y =70 (6.41)
H Y. # 7w (6.42)

Burada ¥,,, 7, nin 6zel olarak segilmis degeridir, n makul bir sekilde biiyiik oldugunda ¢

test istatistigi kullanilmaktadir:

=8l (6.43)
s {g k }

Yaklasik olarak @ anlam seviyesinde karar kurali:

Eger || <t(1-/2;n— p) ise, H, reddedilmez. (6.44)

Eger || > f(1-a/2;n— p) ise, H, reddedilir. (6.45)
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7. POISSON REGRESYON ANALIZi

Poisson regresyon, lojistik regresyondan sonra en genel olan ikinci genellestirilmis dogrusal
modeldir. Bagimli degisken olus sayis1 (count) ile belirtilen bir veri oldugunda, yani belirli bir

zaman ya da yerde olan olaylarin sayis1 oldugunda Poisson regresyon kullanilmaktadir.
v, ~ Poisson(,u[) i=1....N (7.1)

oldugu varsayilmakta ve agiklayici degiskenlerin bir vektorii ile ortalama g, arasinda bir

iliski kurulmaya calisilmaktadir. Buradaki amag, Poisson regresyon modelinin seklini ve

modelin ¢esitli 6zelliklerini tanitmaktir.

7.1 Poisson Dagilim
Poisson regresyon analizi, bagimli degisken Y’nin Poisson dagilimi gosterdigini

varsaymaktadir. g parametresi ile Poisson olasilik dagilimi asagidaki formiilde verildigi

gibidir:

Y —u
prip) =52 Y =01, o0 (7.2)

Teorik olarak, bir Poisson rastlantisal degiskeni herhangi bir negatif olmayan tamsay1 degeri

alabilmektedir. Buradaki olasilik, # degerinin bir fonksiyonu olarak degismektedir.

Poisson dagilimi ¢cogunlukla nadir olaylarin olus sayisint modellemek icin kullanilmaktadir.
Bir topluluk icinde kesin bir zaman araliginda deri kanserine yakalananlarin sayist ya da her
yil belirli bir yerde olan trafik kazalarinin sayis1 gibi. Poisson dagilimi ilging bir istatistiksel

ozellige sahiptir:

E(Y)=Var(Y)=u (7.3)

7.2 Poisson Regresyon

Alt gruplara sahip bagimli degisken Y ve agiklayici degiskenler de X, X,,..., X, olsun. Alt
grup i i¢in (i =1,2,...,n), Y, gozlenen hatalarin sayist ve ¢, ’de bu alt grup icindeki biitiin
kisiler i¢in sonuna kadar devam eden siirelerin toplam uzunlugu olsun. i alt grubu i¢in
X,.X,,...,X, degerleri X, =(X,,X,,....X,) seklinde; bilinmeyen parametreler

B=(8,.8,.....5.) ve A(X,,B), her i alt grubu icin hata oramm gosteren X, ve A’nmn
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(6rnegin exp(ﬂo + ZI;:I B, X l.j) gibi) 6zel bir fonksiyonudur. i. alt grup i¢in beklenen hatalarin
sayis1 agagidaki gibidir:
EY)=p =0,4X..p) i=12,....n (7.4)
Burada Y, bir Poisson rastlantisal degiskenidir. Bu yiizden A(X,,)>0 olmalidir.

Y.’nin u, ortalama ile Poisson dagilimi gosterdigi varsayim altinda,

Y, -

olmaktadir. (7.4) ve (7.5), i =1,2,...,n sonucunda

p(v:f)= [0, A(x,.B)]" e;;!)(—ﬁiﬂ(x,.,,ﬁ)) (7.6)

olmaktadir. Burada ¥, =0,1,...,00 ve i =1,2,...,n dir.

Poisson regresyon ve standart ¢oklu regresyon arasindaki kavramsal fark, standart ¢oklu
regresyonda normal dagilim kullanilirken digerinde Poisson dagiliminin kullanilmasidir.
Burada analizin amaci, agiklayici degiskenlerin bir fonksiyonu yardimi ile bagimli degiskenin
ortalamasinin modellenmesidir. Regresyon katsayilarin1 tahmin etmek igin, kullanilan
olabilirlik fonksiyonunun sekline, bagimli degiskenin dagiliminin varsayimlariyla ilgili olarak

karar verilmektedir.

Y. ’nin asagidaki dagilima sahip oldugu varsayilsin:

ol ) LA exple 1 40X, )

ve V,,Y,,....Y, ’lerin bagimsiz Poisson rastlantisal degiskenlerinin bir seti oldugu varsayilsin.

Boylece, Poisson regresyon analizi i¢in olabilirlik fonksiyonu genel bir sekilde asagidaki gibi

olmaktadir:

" E(Y,

1

)= M, =1 l./i(X i ,3) formiilii, binom rastlantisal degiskenin ortalamasi 4 = np igin olan formiile
benzerdir (fakat esit degildir); burada, ¢ ;» 1 ’e benzerdir ve /1(X i ,5 ), P ’ye benzerdir.
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L(Y;,B)Z f[p(Yn:B): i {[ﬁiﬂ’(xi’ﬁ)]n e;?(_giﬂ’(xi’ﬁ))}

i=1

= ' (7.7)

[1%
i=1

{ " [f,.ﬂu(x,.,/f)]‘}exp[—gz,ﬂ(x,.,ﬁ)}

Burada E(Y,.)z,u. =€,./1(X,.,,B) ve i =1,2,...,n dir.

l

Pratikte olabilirlik fonksiyonu (7.7)’yi hesaplamak icin, A(X i ) fonksiyonunun ozel bir

sekli belirlenmelidir. Bu belirleme, calisma sirasindaki siire¢, daha o©nceki bilgiler ve

degiskenler arasindaki iliskilerle ilgili deneyimler temel alinarak yapilmaktadir. A(X i B)

icin, miimkiin olabilecek secimler soyledir:

exp(lf), };:,Bo"‘zl;:l,ﬁjxij ise
Z’(Xi’ﬁ): A, ﬂ:>0 ise

l

(1), A >1 ise
kullanilabilir.

By, Bis--., B, 'nin maksimum olabilirlik tahminleri ,5’0, /3’1,..., /?k , olabilirlik fonksiyonundan

k +1 denklemin ¢oziimleri olarak asagidaki gibi bulunmaktadir:

d -
a—ﬂ[ln L(Y;B)]=0 j=01....k (7.8)

J

Yukarida verilen maksimum olabilirlik denklemlerinin ¢o6ziimii genellikle iterasyon islemleri
sonucunda bulunmaktadir. Bu yonteme, iteratif olarak yeniden agirliklandirilmis en kiigiik

kareler (IRWLS) denilmektedir.

7.2.1 Bag (Link) Fonksiyonu
Poisson modellerinde, en ¢ok kullanilan bag (link) fonksiyonu logaritmiktir, buna kanonik

bag da denilmektedir:
logp, =n=x/f3 (7.9)

Bir logaritmik bagin kullanilmasi 4, 'nin tahmin edilen degerlerinin parametre uzay1 [0,o)
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arasinda kalmasini saglar. Logaritmik bag kullanilan bir Poisson modeline bazen logaritmik

dogrusal model de denilmektedir.

7.2.2 Varyans Fonksiyonu

Poisson modeli altinda,

E{y,}=0"{y,}= u, dir. Bu yiizden varyans fonksiyonu:

o’ {u}=p (7.10)

olmaktadir. Gergek bir veri cogu kez asir1 yayihm' (overdispersed) gosterir. Asiri yayilim
durumu Poisson modelinin izin verdiginden daha fazla bir degisimin oldugunu ortaya
koymaktadir. Asir1 yayilim soz konusu oldugu zaman, bu durum genellikle iki sekilde ele

alinmaktadir:

e o’{y,}=0"u, oldugu varsayilir ve tarti parametresi ¢’ tahmin edilir. Bylece bir

yar1 olabilirlik (quasilikelihood) modeli elde edilmis olur.

e Bagimli degiskenin dagilimi negatif binom (Pascal) dagilimiyla degistirilir. Boylece

“Poisson” dagilimindakinden daha fazla yayilim olmasi saglanir.

7.2.3  Uyum Olciileri

Poisson regresyon modellerinin uyum Ol¢iileri maksimum yapilmis olabilirlik degerlerinin

karsilagtirtlmasindan bulunmaktadir. Y, ’nin (7.5) seklinde Poisson regresyona sahip oldugu
ve Y,,Y,,....Y ’in bagimsiz oldugu varsayilsin; boylece 4,4, ,..., 4, in genel bir fonksiyonu
olarak olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilmektedir:
n Y n
. M eXp(— :ui]
- luiY( exp(— :ui) _ [Iz;[ j ;

n
i=1 ! H Y,!
i=1

L(Y;u)= (7.11)

Burada u = (,u1 N7 )”dir. Maksimum olabilirlik denklemleri asagidaki gibidir:

* Overdispersion: Varyansin ortalamadan biiyiik olmas: haline overdispersion (asir1 yayilim) denir.
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ai[lnL(Y;ﬂ)]zo i=12,...,n (7.12)

1

Bu sistemin ¢oziimi 2, =Y, i =1,2,...,n seklinde olmaktadir. Boylece, yukaridaki olabilirlik

i

fonksiyonu icin maksimum yapilmis olabilirlik degeri asagidaki gibidir:

1 5
i=1 i=1
[1r:
i=1

L(y; )= (7.13)

Burada { = (ﬂl,ﬂz,...,,&n)z (YI,YZ,...,YH) olmaktadir.

(k+1)<n oldugunda ve (7.7) olabilirlik fonksiyonu maksimum yapildiginda, (7.11)
olabilirlik fonksiyonu temel almarak L(Y;4) maksimum olabilirligin degeri daha biiyiik
olacaktir. Bunun sebebi, ikinci denklemde g, ’nin yapisi iizerinde kisitlamalar bulunmazken,
birinci denklemde u, =/ l./l(X LB ) seklinde kisitlama bulunmasidir. Diger bir deyisle, birinci
denklem H,:pu, =/ iﬂ(X o ,B), i=12,...,n hipotezi altinda olabilirlik fonksiyonu olarak
diistiniiliirken, ikinci denklem H, :” & ’nin yapisinda kisitlama yoktur, i =1,2,...,n " hipotezi

altinda olabilirlik fonksiyonudur.

Boylece, eger L(Y ; ,[Af ) birinci denklem altinda maksimum yapilmis olabilirlik degeri oluyorsa;

burada /Ai’ , ’nin maksimum olabilirlik tahminidir. Boylece

—2In M (7.14)
L(y; )
M, tizerinde bir kisitlama olmayan model ile iliskili olarak g, =/ l./l(X i /) modelinin uyum

degerini belirten bir olabilirlik orami tipi (likelihood-ratio-type) istatistiktir. Herhangi bir
regresyon analizinde veri iizerinde parsimoni kurali uygulanacag icin, k+1 parametre

iceren A, :El./l(X l.,,B) modeli, veri noktasi kadar ¢cok parametre iceren temel model ile

bulunabilen maksimum yapilmis olabilirlik degeri kadar neredeyse biiyiikk bir deger

" Parsimoni:Olasi en az degisken sayis1 ile en yalin makul model.
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saglayacaktir. Burada gecen neredeyse biiyiik soziiyle anlatilmak istenilen, L(Y ; ,B )’in, (7.14)
kullanilarak hesaplanan olabilirlik orani testi temel alinarak bulunan L(Y;#) degerinden

anlaml bir sekilde kii¢iik olmadigidir.

G(p)= —21{ r:p )} (7.15)

L(Y; 1)

miktari, L(Y ; ﬁ)‘nln L(Y; 2)’den anlaml sekilde daha kiiciik olup olmadigim degerlendirmek
icin kullanmilan uyum test istatistigidir ve bodylece, varsayillan regresyon modeli

Muo=10 l./i(X i B)’nin veriyle anlamli bir uyumsuzlugu olup olmadigimin anlagilmasi icin

Onerilmektedir. G(,l?) miktarina ayrica u, =/ A(X,, ) Poisson regresyon modeli igin
deviance (Deviance bundan sonra sapma olarak kullanilacaktir) da denilmektedir ve tahmin
edilen model i¢in kalint1 degisiminin bir 6lgiisii olarak diisiiniilebilir. H, :u, =/¢,A(X,, )
hipotezi altinda, G(ﬁ) sapmanin tipik olarak, n—k —1 serbestlik dereceli (biiyiik 6rnekler

icin) yaklasik bir ki-kare dagilimi gosterdigi varsayilmaktadir. Burada n, (7.11) olabilirligi
icindeki belirlenmis parametrelerin sayis1 (6rnegin alt gruplarin, hiicrelerin ya da kategorilerin

sayist) ve k+1, (7.7) olabilirligi icindeki parametrelerin (6rnegin £, ler) sayisidir. Boylece,
verilen bir veri setinde 4, = ﬁil(X i ) modelinin uyumu icin yaklasik bir test, n—k —1

serbestlik dereceli ki-kare dagiliminin uygun bir tablo degeri i¢in G(ﬁ)’nin hesaplanan

degerinin karsilagtirilmasi ile uygulanabilmektedir.

(7.4) modeli altinda i.hiicre i¢inde tahmin edilen bagimli degisken degeri Y. = ¢ A(X,, B) ile

gosterilmektedir, (7.15) miktar1 asagidaki sekilde yazilabilir:
A 1 Y. ~
6(p)= ZZ{K h{?'j -y —Yi)} (7.16)
i=1 i

Bu yiizden, G(ﬁ’), standart ¢oklu dogrusal regresyon analizindeki SSE = Z (Yi —Yl.)z ‘ye

n
i=1

benzer sekilde davranmaktadir. Tahmin edilen model gozlenen veriye tam olarak uydugu

A

zaman (Ornegin Y, =Y,

i

, 1=12,...,n gibi), G(,l?)z 0 olur ve bagimli degiskenin gozlenen ve

tahmin edilen degerleri arasindaki uyumsuzluk daha biiyiik oldugunda, G(,B) degeri de daha
biiytik olur.
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Tahmin edilen degerler makul bir biiyiikliikte oldugu zaman (6rnegin ﬁ >3, i=12,...,n

gibi), G(ﬁ), uygun bir sekilde, yaklasik olarak Pearson tipi gozlenen degerlere karsi ki-kare

istatistiginin tahminine daha benzer olmaktadir:

Xz:i(Y;;YAi) (7.17)
=1

i

Dikkat edilmesi gereken nokta, ﬁ degerleri cok kiiciik oldugu zaman, (7.17) istatistigi,

yaniltici olarak biiyiik olabilmektedir.

Bir hiyerarsik simif icindeki c¢esitli modeller i¢in sapmalar, olabilirlik orani testlerini liretmek
icin kullanilmaktadir. Ozellikle, (7.15) esitliginde verilen G(B) sapma degeri ile,
B=(8,.B,..... B.) parametreler setini iceren (7.7) olabilirligi tekrar diisiiniilsiin. 0 < r <k
icin, S igindeki son k —r parametrenin sifira esit olup olmadiginin test edilmek istenildigi
varsayilsin. Ornegin sifir hipotezi H,: .., = .., =...= 8, =0 seklinde olsun. H, hipotezi

altinda, olabilirlik f, ile (7.7) igindeki £ ’nin yer degistirmesiyle bulunabilir, burada

lBr :(150’151,---’,5,;0,0,...,0)’dir.

Eger bu olabilirlik fonksiyonu L(Y ;,Br) ile gosterilirse ve eger ,[Ai’r, L(Y ;,Br) kullanilarak
. ’nin maksimum olabilirlik tahmincisi ise, H, in olabilirlik oranm testi asagidaki test

istatistigi kullanilarak hesaplanir:

C9ln L(Y;ﬁr)
21 {M} (7.18)

Bu deger H, dogru oldugunda, biiylik 6rnekler i¢in k —r serbestlik derecesi ile yaklasik
olarak bir ki-kare dagilimina sahiptir.

Ayrica, (7.18) ifadesi tam olarak asagidaki gibi gosterilen sapma farkina esittir:

G638 )-6(3) (7.19)

Bunu gormek i¢in, (7.15) ifadesinde verilen G(,[?)’in genel tanimina geri donmek gereklidir.

(7.15) ve (7.19) kullanilarak asagidaki sonuca ulasilir:
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L(Y; 2
o i8]
Lly: B)

Bu ifade tam olarak (7.18) olabilirlik orami (likelihood ratio test statistic) test istatistigine
esittic. H, : 8, = B.., =...= B, =0 hipotezi altinda, G(,BA,)—G(/?) farki, biyiik 6rnekler igin

k —r serbestlik derecesi yaklasik olarak bir ki-kare dagilimi gostermektedir.

Boylece, bir veri setini analiz etmek i¢in Poisson regresyon kullanildiginda, aday modellerin
bir seti i¢indeki {iyelerin sapma c¢iftleri arasindaki farklar diisiiniilerek bu modeller

karsilastirilabilmektedir.

7.2.4 Model
Parametrelerin tahmini, IRWLS yontemi kullanilarak yapilmaktadir. Algoritmanin ilk

iterasyonu su sekilde gosterilebilir:
logu, =n, =X,
L=X"WX) "' X" Wz (7.20)

Burada agirliklarin matrisi asagidaki gibidir:

-1

2
W= Diag!az{y,. )[?J } W tart: matrisi (7.21)
u

i

n. =log u; oldugu i¢in,

o _ 1
oy M

sonucu bulunmaktadir.

W = Diag{u[ (ﬂij ] = Diag(u,)

i
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z=n+ (a—”j(y — 1) (7.22)
ou

z,=n,+, — ;) u, olarak elde edilmektedir. z’ye calisan rastlanti degiskeni (working

variate) denilmektedir.

Gegerli B tahminini bulmak i¢in,

n.=X"'.B, u =exp(,) ve z,=1n,+, —u,)/ 1, hesaplanmaktadir. Daha sonra £ nin
yeni tahminini elde etmek i¢in g, ‘lerin agirhkli degerleri kullanilarak z, X iizerinde

regresyona sokulmaktadir. Bu iglem f’nin degeri bir noktada yakinsayana kadar devam

etmektedir.

S ’nin tahmini yakinsadiktan sonra, asagidaki degerler incelenmelidir:
e [ tahminlerinin varyans-kovaryans matrisi:
o Bf= (x"w.x)" (7.23)

e Pearson kalintilari:

ro= (7.24)

e Pearson uyum test istatistigi:
X*=>r (7.25)
i=1

e Kaldirag degerleri” (Leverage values):

" Bundan sonra working variate yerine, calisan rastlant: degiskeni ifadesi kullamlacaktir.

* Regresyonda, bu terim, (X (X 'X )_1 X ') projeksiyon matrisinin kdsegen elemanlar1 anlamina gelmektedir.

Kosegen iizerindeki /; eleman, i.gdzlem X degerleri ve biitiin X de@erlerinin ortalamalari arasindaki fark ifade

etmektedir. Bu degerler verilen bir gozlem i¢in X degerlerinin sapan deger olup olmadigin1 gosterir. Kosegen
elemant, kaldira¢ (leverage) olarak adlandirilir. Biiyiik kaldirag degeri, i.gdzlemin X gozlemlerinin merkezinden
olan uzakligini gosterir (Neter, 1985).
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Diag(H) = DiaglW'"> X (X" W.X)" X" w"?| (7.26)

Sabitler ihmal edildiginde, logaritmik olabilirlik fonksiyonu (loglikelihood) asagidaki gibidir:

1= {y logp; -} (7.27)

i=1

Sapma G, logu, = X! tam model ile gegerli modelin uyumunu Karsilastirmak igin
kullanilan olabilirlik orani test istatistigidir. Ortalamanin bagimsiz degiskenlerle nasil iliskili
olduguna dair hicbir varsayim yapilmadan, tam model her y, degeri icin ayr bir ortalamaya
sahiptir. Logaritmik olabilirligin esas1 olan g, =y,’de, y,logu, — 4 'nin maksimuma

ulagmasinmi gostermek oldukga kolaydir. Bu yiizden, sapma:

G= 22{ yi.log[%j ~(y, -, )} (7.28)

i=1 i
olmaktadir. y, =0 oldugu herhangi bir durumda bu ifadenin tanimsiz oldugu goriilmektedir.

Eger model uymuyorsa bu asagidaki sebeplerden kaynaklanabilir:

1. Eger zamanla ilgili bir degisken modele dahil edilmis ise, trend var olabilir,
2. Modele dahil edilmemis degiskenler olabilir ya da
3. Asin yayilim olabilir.

Bu bilgiler 15181 altinda ikinci ve {icilincii sebebi birbirinden ayirt etmek miimkiin
olmamaktadir. Ancak trendin var olup olmadigi daha yiiksek dereceli bir denklem

kullanilarak anlasilabilmektedir.

Eger eldeki veride y;,, Poisson(,ui) seklinde dagilan Oliimlerin sayisin1 gostermekte ve m’de

tedavi olanlarin sayisim1 gosteren bir ¢apraz tablo seklinde ise, model asagidaki sekilde

kurulabilmektedir:

u=ma (7.29)

l 4 l

Burada A, her aydaki hastalarin ortalama 6liim oranidir. Tedavi olanlar degistigi i¢in, burada

A, u, degildir. A4, bagimsiz degiskenlerle ilgilidir. Logaritmik bag altinda,
logu, =n, =0, + X B (7.30)

olmaktadir. Burada,
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0, =logm, (7.31)

olmaktadir. Genellestirilmis dogrusal modeller terimleri icinde 0,’ye offset denilmektedir.

Offset bir sabittir, genellestirilmis bir dogrusal model i¢inde bulunan, zaten bilinmekte olan
bir regresyon katsayisidir. Bu yiizden offset tahmin edilmek zorunda degildir. Offset
kullanilmas1 Poisson regresyonda ¢ok olagandir. Ciinkii veri i¢cinde maruz kalma durumu
cogu kez bir gozlemden sonrakine degismektedir. Genellestirilmis dogrusal modeller icinde
offset kullanim1 olduk¢a kolaydir. Zincir kurali kullamilarak Fisher skorlama algoritmasi

asagidaki sekilde tiiretilmektedir:

(Y o0Y |2 a3
B, 00 \ du \ an )\ 9p,
n’nm yeni tanimi bu zincir kurali icindeki terimlerin herhangi birinde degismemektedir.

S’ nin elemanlarina gore birinci ve ikinci tiirevler degismemistir. Algoritma hala asagidaki

gibidir:
B0 = Y+ (X WX ) X7 A(y—p) (7.33)

Burada,

) -1
W= Diag[crz{yi )(a—”j ] ,
oy,
an N (9
A=Diag| o {y ) || =[ 2 w (7.34)
ou, ou

Bunlar IRWLS yonteminde kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir:
B = (xwx ) [x Twx B + XAy - )]

= (xTwx )" x "Wz (7.35)

Burada calisan rastlanti degiskeni ( z, ) asagidaki sekilde degistirilmistir:

on.
Z; =1, —0; +( . j(yi _:ui) (7.36)
ou

i
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Ciinkii burada,
X/ B=n-o, (7.37)

seklindedir.

7.2.4.1 Asin1 Yayilhm icin Tart1 Parametresi

Veride asir1 yayilim oldugunu gostermek olagan bir durumdur. Asirt yayilimi ¢6zmenin bir
yolu o&’’nin bazi sifirdan biiyiik oldugu farz edilen degerleri icin asagidaki varsayimi

yapmaktir:
o {yt=0’u, (7.38)

0’ =1 oldugunda Poisson’dur; o nin diger degerleri icin bir yar1 olabilirlik modeli
olmaktadir. Yar1 olabilirlik yaklasimi altinda, B, o ’nin herhangi bir degeri icin ayni

olmaktadir ve Poisson modeli altinda maksimum olabilirlik tahmini ile uymaktadir. Tarti

parametresi asagidaki gibi tahmin edilmektedir:

62=X*/(n-p) (7.39)
Burada,
N _ 2
e z(yi ;) (7.40)
i=1 /’li

olmaktadir. Bu da zaten Pearson uyum test istatistigidir.

Pek ¢ok durumda modelin uyumsuzlugunun sebebi model disinda birakilan degiskenler ya da
asirt yayillim olarak goriilmektedir. Bu ylizden, ortalama yapisi icin, tarti parametresinin
tahmin edilmesi mantikli olmaktadir. Tarti parametresi tahmin edildikten sonra, asagidaki

diizeltmeler yapilmalidir:

o ,3 i¢cin tahmin edilen varyans-kovaryans matrisi ¢ ile carpilir, bu yiizden:
& {pl=62(xTwx ) (7.41)
olmaktadir.

e Test istatistikleri X?, G, AX?* ve AG; 67 e boliinmelidir.
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e Pearson ve sapma kalintilar1 6 ’e boliinmelidir.

7.2.4.2 Goreli Risk ya da Risk Orami (Relative Risk or Risk Ratio)

Bagimli degisken Y olus sayisi ile belirtilen bir veri olsun. Bu olus sayilart baz1 yas
kategorilerine ayrilsin ve veriler farkli iki bolgeden toplanmis olsun. Bu iki bolgeyi
karsilagtirmak icin goreli risk ya da diger adiyla risk orani kullanilmaktadir. Buradaki risk

terimi, aslinda bir olayin oram ile ilgili olasilik anlamina gelmektedir. i’ler yas gruplarini j’ler
ise bolgeleri belirtmektedir. Buradaki A, (i, j)’inci grup icindeki gercek riski (6rnegin

toplulugu) gostermektedir:

(7.42)

Eger RR, =1 ise, topluluk riskleri i. yas grubu icinde aymdir; eger RR, >1 ise, bu yas

grubunda bir ile gosterilen bolge i¢in risk sifir ile gosterilen bolge i¢in olan riskten daha
biiylik demektir. Bu oran ayni1 zamanda rate ratio, incidence density ratio ve hazard ratio

isimleriyle de kullanilmaktadir.

7.3 Negatif Binom Model

Asir1 yayilimi ¢6zmenin bir baska yolu Poisson’dan daha fazla yayilan parametrik bir model

olan negatif binom’dur.

y ~ Poisson(2) oldugu varsayilsin, fakat A ’mn kendisi de gama dagilimina sahip rastlantisal

bir degisken olsun. Bu asagidaki sekilde gosterilmektedir:

y | A ~ Poisson(A) (7.43)
A ~ Gama(e, B) (7.44)
Burada Gamal(a, B), o ortalama ve af3* varyansa sahip olan gama dagilimidir. Yogunluk

asagida gosterildigi gibidir:

A exp(-=4/B),A>0

(7.45)
0 ,dd.

P(A)=1 BT(a)

Boylece, y’nin sartsiz dagiliminin negatif binom oldugu asagidaki gibi gosterilir:
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P(y)=r(a+y)( 5 j)( 1 ja,y=0,l,2,... (7.46)

Ty (1+8) 1+

Bu dagilimin ortalamast,
E{y}=E{E{y| 1} = E{}=ofs (7.47)
ve varyans,
o*{y}=Efo* {y 1 A}}+ o {E{y1 2}}

= o {A}+ E{A}

= aff + off’ (7.48)
olmaktadir.

Bir regresyon modeli olusturmak i¢in, g =af ve k =1/ parametrelerinin terimleri ile

negatif binom dagilimi olusturulabilir. Bu yiizden E{y}= u ve o*{y}= u+ xu*dir. Varyans

fonksiyonunun ikinci dereceden oldugu goriilmektedir. y’nin dagilima:

P(y)=F(K_l+y)( = Jy( 1 jw (7.49)

(e )y U+ xu ) 1+ xu

kK — 0’a yaklasirken bu ifade Poisson(u)’ye yaklasir. Negatif binom asir1 yayilim igin

uygun olmaktadir. Fakat Poisson modeline gore az yaylhm* (underdispersed) durumuna

uygun olmamaktadir. Boylece, asir1 yayilim sorununu ¢6zmek igin,

y, ~ Negbin(u, , k)

oldugu varsayilir ve logaritmik bag fonksiyonuna basvurulur. Bu yiizden,

logp, =n, =X/ B

olmaktadir ya da bir offset’e ihtiya¢ duyuldugunda asagidaki sekilde kullanilabilmektedir:

logu, =1, =o, +X1'T:B

" Underdispersion: Varyansin ortalamadan kii¢iik olmas1 haline underdispersion (az yayilim) denir.
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7.4 Az Yayihmla flgili Bir Aciklama

Daha 6nce negatif binom modeli asagidaki gibi diistiniilmekteydi:

v, ~ Negatif binom(,ui,lc)
logllll = Oi + XlTﬁ

Yukaridaki ifade x — 0 oldugunda bir Poisson modeline yaklagsmaktadir. Ciinkii varyans

asagidaki gibidir:
o’ {yi}: M+ KU} (7.50)

Bu model Poisson’daki asir1 yayilim sorununu ¢ozebilir. Fakat az yayillm durumunun
getirdigi sorunlar1 agsamamaktadir. Eger az yayilim goOsteren bir veri ile bir model
olusturulursa, muhtemelen & =0 sonucu elde edilecektir. Bu durumda model, bir Poisson

modeline indirgenmis olacaktir.

Eger az yayilan bir veri ile bir Poisson modeli olusturulursa, yalin sonuclar kullanilarak, ,[Af

katsayilart yansiz olur. Fakat onlarin standart hatalar1 biiyiik olabilir. Bu su anlama

gelmektedir:

e Giiven simrlart kapsamimn nominal oranlarindan daha biiyiik olacaktir(Bu kabul

edilebilir).
e Birinci tip hata yapma oran1 normalden daha diisiik olacaktir(Bu kabul edilebilir).
e @ii¢ gerektiginden daha az olacaktir(Bu belki kabul edilmeyebilir).

Olus sayisi ile belirlenen bir veri az yayilim gosterdiginde bu sorunu halletmenin en genel
yolu bir Poisson modeli uygulamak ve bir tarti parametresi tahmin etmektir(Tahmin birden az

olabilir). Bu bir yar1 olabilirlik yaklasim1 olmaktadir.

7.5 Bol Sifirhh Modeller (Zero-Inflated Models)

Poisson ya da negatif binom tarafindan aciklanabilen, olus sayisi ile belirlenen bir veride pek
cok gozlenen degerin sifir olmasi (yi =0) oldukga normal bir durumdur. Ornegin, iiniversite
ogrencileri arasindaki bir alkol arastirmasi diisiiniilsiin. Bagimhi degisken gecmis 30 giin
icindeki alkol tiikketme firsatinin sayis1 olsun. Verinin pek c¢ok sifir icermesi olasidir. Bazilar

dogrudan sifir diyeceklerdir. Ciinkii onlar hi¢ alkol tiikketmeyenlerdir(gerekli sifirlar).
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Digerleri ise bazen alkol tiiketmektedir fakat son 30 giin i¢inde bu olmamistir(kazara sifirlar).

v, yi iki dagilimin bir karigimi olarak modellemek mantikli olabilir:

e Bagimli degisken degerleri bir olasiligi ile sifirlardan olusmaktadir; ve

e Bagiml degisken degerleri 0,1,2,... kiitlesi ile yalin bir modeli (Poisson gibi) takip

etmektedir.

Sonraki kistm Poisson oldugunda, buna bol sifirli Poisson (zero-inflated Poisson, kisaca ZIP)

modeli denilmektedir.

Literatirde, bir ZIP" modeli, EM (Expectation Maximization Algorithm) algoritmasi
kullanilarak c¢oziilmektedir. Eger y, bazi sifir parcalarindan olusuyorsa ve eger y, bazi
Poisson bilesenlerinden olusuyorsa, EM iginde sifira esit olan bir z, degiskeni tanimlanir.
Eger y, =0 ise, z; kaybolur. EM algoritmas1 z, 'nin her iterasyondaki beklenen degerlerini
tahmin etmektedir. Bu parametre tahmini kullanilarak, iterasyonlar yakinsayana kadar devam

eder.

ZIP modeli agiklayic1 degiskenleri kapsar sekilde yayilabilmektedir. Aciklayici degiskenler
iki sekilde girilebilmektedir:

. P(zi =1)’i tahmin etmek icin bir logit model i¢inde ve
e F (yi lz, = 1)’i tahmin etmek igin bir Poisson kismu iginde.

ZIP modeli iyi bulunmayabilir. Ciinkii agirlikli olarak, sifir olmayan bilesenler icin varsayilan
bir dagilim sekline dayanmaktadir. Bu durumda asagidakilerin bir karisimi olan model tercih

edilebilir:
¢ Bir olasiligi ile sifir olan bagimli degiskenler ve

e Kisaltilmis Poisson dagilimindan elde edilen bagimli degiskenler:

H; " eXp(— H; )

Y =12, (7.51)
yi!(l—exp(,ui ))

f(yilyi >O):

* Bu modelin nasil tahmin edildigi ile ilgili detaylar Lambert tarafindan saglanmistir (Technometrics,1992).
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Buna zero-altered Poisson (ZAP) modeli denilmektedir. Ayn1 zamanda engel (hurdle) modeli
de denilmektedir. Bu model EM kullanilmadan dogrudan tahmin edilebilir. Ciinkii her

gozlemin ait oldugu bilesenler bilindiginden burada kayip veri bulunmamaktadir.

7.6  Cokterimli Olus Sayisi ile Belirlenen Veri icin Poisson Regresyonun Kullanim

Poisson modeli i¢in sapma asagidaki gibidir:

Gzzz{yilog%_(y;_:ui)}"'zz/u; (7.52)

iry; #0 i ity; =0

Bu ifade, logaritmik dogrusal bir model sabit olmadan tahmin edildiginde asagidaki gibi

olmaktadir:
N y
G=2)ylog=- (7.53)

i=1 H;

Ikinci ifade cokterimli bir model icin sapma istatistigidir. Bagimsiz Poisson gézlemleri igin

dagilim asagidaki gibi olmaktadir:
v, ~ Poisson(,ui), i=1...,.N

Bu asagidaki sekilde ayristirilabilmektedir:

N N
° U = Z M, ortalamaile y, = Z y; 1i¢in bir Poisson dagilimi ve

i=1 i=1
e y=(y,...,yy)" icin bir cokterimli dagilim.

vy, ~ Cokterimli(y+,7[)

Burada, 7 =(7,,....,7,) ve m, = u,/p, *dur.

y= (yl,..., Yy )" 6rnek gdzlemlerinin cokterimli bir model gosterdigi varsayilsin. Ciinkii v,
sabittir. Eger y,’ler, u, = u, 7z, ortalama ile bagimsiz Poisson degiskenleri gibi davraniyorsa,

modelin sabit terimi icerdiginden emin olundugu siirece ¢okterimli model logaritmik bag
fonksiyonu ile Poisson regresyon olarak tahmin edilebilir. Logaritmalar alindig1 zaman, u,

terimi sabit terimi yutmaktadir.

Eger veri Poisson’dan daha cok c¢okterimli ise, Poisson regresyon modelinin sabit terimi
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serbest bir parametre olarak yorumlanamayabilir. Fakat sabit normallestirilerek, ZL 7 =1

ya da zl]\; M. =y, olmasi saglanabilmektedir. Fakat f’nin kalan elemanlar1 g, ’lerden ¢ok

7, ’ler icin bir logaritmik dogrusal modelin katsayilar1 olarak yorumlanabilmektedir. Poisson
regresyon yazilimi sabit terim i¢in, bir tahmin ve bir standart hata ¢iktis1 verecektir. Fakat
bunlar ihmal edilmelidir. B icin varyans-kovaryans matrisinin satir ve siitunlar1 sabitin ihmal

edilmesine uymaktadir.

7.7 Cokterimli Olus Sayisi ile Belirlenen Veri icin Logaritmik Dogrusal Modeller

y=( Viseoos Yy )" *nin ¢okterimli bir dagilim gosterdigi varsayilsin:
y ~ Cokterimli(n, )

Burada n=y, ve 7Z'=(7Z'1,...,7Z'N )" dir.Cok genel bir mantikla, bilinen bir aciklayici
degiskenler matrisi Xy, ve bilinmeyen katsayilar vektori ,B( ) 16in, logaritmik dogrusal

bir model, asagidaki gibi olmaktadir:

logz = X (7.54)
Diger bir deyisle, 7z 'nin tekyonlii

S :{n':n'j >0,7, +7, +...+ 7T, :IJl

icinde bulunmasini gerektirmesine ek olarak, logaritmik dogrusal model ayrica logz 'nin X’in

stitunlarinin olusturdugu dogrusal uzay i¢inde bulunmasini gerektirmektedir.

Pek cok durumda, logaritmik dogrusal modeller, olus sayisi ile belirlenen verileri ya da bir
capraz tablonun olusturdugu frekanslar1 tanimlamak i¢in kullanmilmaktadirlar. Mesela, n
gozlemden olusan bir ornegin, A, B ve C seklinde kategorik degiskenlerinin gozlemlendigi

varsayilsin. Burada;

A, 1,2,...,1 seklinde muhtemel degerler,
B, 1,2,...,J seklinde muhtemel degerler,
C, 1,2,...,K seklinde muhtemel degerler alsin.

Veri asagidaki gibi 6zetlenmektedir:
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y:(ylu’)’zu"-"yle)T (7.55)

Burada y,, A=i, B=j ve C=k oldugunda birimlerin sayisim gostermektedir. Eger
degiskenler ortak bir topluluktan bagimsiz olarak orneklenmis ise; y, n=1y,,, indeksi ve
7Z'=(7Z'111,ﬂ'211,...,7[1 ; K) parametresi ile cokterimli olmaktadir. Boylece, 7’yi asagidaki

sekilde modellemek mantikli olmaktadir:
logz = Xp3

Burada X, ii¢ yonlii faktoriyel bir deney icin, ANOVA’daki tasarim (dizayn) matrisine
benzemektedir. X’in siitunlart A,B ve C i¢in ana etkileri ve bunlar arasindaki etkilesimleri
icermektedir. Ornegin, A icin ana etkiler /-1 etkinin kodlar1 ile asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Cizelge 7.1 Etkiler

Etkiler
i A | A || A
1 110 ]..] 0
2 0|1 0
3 010 0
I-1] 0|0 1
1 -1 -1 -1

B i¢in ana etkiler / —1 etkinin kodlan ile asagidaki gibi tanimlanabilir; A ve B arasindaki
etkilesim, A ve B i¢in kodlarin arasindan elde edilen sonuglar olarak tanimlanmaktadir. Bu

sekilde devam etmektedir.

Logaritmik dogrusal modeller ile faktoriyel ANOVA arasinda 6nemli bir fark bulunmaktadir.
Uc yonlii faktoriyel bir deneyde, dordiincii bir degisken olan bagimli degisken iizerinde A, B
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ve C faktorlerin birlesik etkileri analiz ediliyor olsun. Fakat logaritmik dogrusal bir modelde,
sadece li¢ degisken (A, B ve () bulunmaktadir. Bagimh degisken logaritmik olasiliktir.
Logaritmik dogrusal model kategorik degiskenler arasindaki iliskileri tanimlamaktadir.

Bunlarin baska bir degisken iizerindeki etkilerini tantnmlamamaktadir.

Logaritmik dogrusal bir model i¢indeki AX B terimlerinin yorumu, ANOVA’daki AXB
terimlerinin yorumundan oldukga farkli olmaktadir. ANOVA’da, AX B terimlerinin anlamli
olmasi, bagimli degisken iizerindeki A’nin etkisinin B’nin seviyeleri karsisinda degistigini
gostermektedir. Logaritmik dogrusal bir modelde, AXB terimlerinin anlamli olmasi
kategorik degiskenler A ve B’nin iligkili oldugunu gostermektedir. Bu yiizden, logaritmik
dogrusal modellerde, AX B terimlerine etkilesimden daha ¢ok iliski (association) denilmesi

daha mantikli olmaktadir. Ciinkii etkilesim, iki degil, tic degisken arasindaki bir iliskidir.

ANOVA’da, eger A faktoriiniin bagimhi degisken iizerindeki etkisi ihmal edilebilir ise, A
faktorii icin ana etkinin silinmesi mantikli olmaktadir. Ancak, logaritmik dogrusal
modellerde, A i¢in ana etkinin silinmesi mantikli degildir. Ciinkii bunun yapilmasi logaritmik
olasilifin A’nin seviyelerine karsi sabit oldugunu gostermektedir. Uc degisken icin en yalin
logaritmik dogrusal model A, B ve C icin ana etkilerin bulundugu ancak iligkilerin
(associations) bulunmadigl bir model olarak diisiiniilebilir. Bu A, B ve C arasinda tamamen

bagimsizlik oldugunu gostermektedir.
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8. UYGULAMA

Bu calismada 1989 ile 1998 yillar1 arasinda Tiirkiye’deki bosanma sayis1 verileri bagiml
degisken olarak kullamilmistir. Agiklayict degiskenlerden biri yas, digeri de bosanmalarin
gerceklestigi  yillardir. Bosanma sayilari on tane yas grubu kategorisine gore
siniflandirilmistir. Bu yas gruplan 15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44, 45-49, 50-54,
55-59 ve 60 ve iizeri seklindedir.

Yas grubu degiskeniyle ilgili yapilan calismalar sonucunda 15-19 ve 20-24 yas gruplari
arasindaki deneklerin yaslarinin kiiciik olmasina baglh olarak ekonomik ozgiirliiklerinin
olmayisi, bir meslegi olsa bile gen¢ yasta mesleginde kariyer sahibi olamamasi, tecriibesizlik
ve aile ya da toplum tarafindan yanlis yonlendirmeler sonucu ¢abuk bosanabilecekleri ve bu
yiizden genel dagilimi bozabilecekleri diisiiniilerek, daha iyi bir sonuca ulasabilmek igin,
caligmalar bu iki grup cikarilarak tekrar yapilmistir(Bosanma Verileri2). Cikarilan iki yas
grubuna ek olarak, calismalar bir de 60 ve iizeri yas grubu cikarilarak denenmistir(Bosanma
Verileri3). 60 ve iizeri yas grubunun ¢ikarilmasinin sebebi ise bu yas grubunun se¢ilen diger
yas gruplartyla arasinda oldukga biiyiik bir fark bulunmasiyla birlikte, yas ilerledikce insan
davraniglarinin ve Kkisilerin saglik durumlarinin da farkliliklar gosterebilecegidir. Bu yas

gruplan ¢ikarildiginda yapilan tahminlerden daha iyi sonuglar elde edildigi goriilmiistiir.

Bu calismada yillar X ve yas gruplan Y ile ifade edilmistir. Bosanma Verileri i¢in yas grubu

degiskeni:

1,k=1i ise
Y, = k=12,....9
0,dd.

seklinde alinmustir. ik iki yas grubunun cikarildign Bosanma Verileri2 icin ise yas grubu

degiskeni,
1,k=1i ise

Y, = k=12,....7
0,dd.

ve buna ilave olarak 60 ve iizeri yas grubunun da ¢ikarildigi Bosanma Verileri3 i¢in ise,

1,k=1i ise
Y, = k=12,...,6
0,dd.

olarak alinmistir.
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Bosanma Verileri, Bosanma Verileri2 ve Bosanma Verileri3 i¢in hesaplanan modellerle ilgili

sapma degerleri tablo seklinde incelenmistir.

8.1 Bosanma Verileri ile lgili Elde Edilen Sonuclar

Bosanma Verileri i¢in hesaplanan degerler Cizelge 8.1°de verilmistir.

Cizelge 8.1 Bosanma Verileri ile Ilgili Poisson ANOVA Tablosu

Serbestlik
Sira Model Parametre Sapma
Derecesi
1 |« 1 291914,1000 99
2 |a+yX 2 288499,9000 98
3 Kl 10 5453,9360 90
o+ z BY,
k=1
4 9 11 2039,7480 89
a+yX+Y BY,
k=1
5% 9 9 20 767,2275 80
a+y X+ BY +D 6,XY,
k=1 k=1

*Baz1 katsayilar1 anlamsiz olan modeller

Bosanma Verileri i¢in sapma degerleri en kiigiik olan iiciincii model ve dordiincii model

karsilastirildiginda etkilesim terimi olan modelin daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

H,:y=0

H :y+0

AG =G, — G, =5453,936 -2039,748 df, —df, =90-89 =1
=3414,188 ~ X(1.0.0005) Xit0.0005) = 12,116

H, reddedilir. 4.model tercih edilir. ¥ sifirdan farklidir.

Yapilan islemlerin ilk adiminda doérdiincii model Bogsanma Verilerini aciklayan model olarak
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tercih edilecektir. Ciinkii dordiincii model i¢in Pearson kalintilarinin dagilim grafigi ve tahmin
edilen degerlerle elimizdeki verinin birbirine uyumu 1yi sonu¢ vermektedir. Ancak bu noktada
secilen dordiincii model daha sonra Bosanma Verileri2 ve Bosanma Verileri3’ten segilen

modellerle de karsilastirilacaktir.

10

Pearson Residuals

-10

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.1 Bosanma Verileri’nde dordiincii model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi

10

Pearson Residuals

L(I'),

-10

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.2 Bosanma Verileri’'nde dordiincii model icin tahmin edilen degerlerle bosanma
sayilarinin grafigi
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8.2 Bosanma Verileri2 ile ilgili Elde Edilen Sonuclar

Bosanma Verileri2 ile ilgili elde edilen sonuglar Cizelge 8.2’de bulunmaktadir.

Cizelge 8.2 Bosanma Verileri2 (Bosanma Verileri’nden 15-19 ve 20-24 Yas Gruplari
cikarilarak elde edilmistir.) ile ilgili Poisson ANOVA Tablosu

Serbestlik
Sira Model Parametre Sapma
Derecesi
6 |« 1 243243,8000 79
7 | a+yX 2 239771,7000 78
8 / 8 5172,7860 72
o+ z BY,
k=1
9 / 9 1700,7280 71
a+yX+Y BY,
k=1
10 7 7 16 674,0899 64
a+yX+Y BY +) 6,XY,
k=1 k=1

Bosanma Verileri2 i¢in, Cizelge 8.2°de de goriildiigii gibi en diisiik sapma degerine sahip olan
iki model bulunmaktadir. Bunlar dokuzuncu ve onuncu modellerdir. Bu iki model, asagida

sapma degerlerine gore karsilastirilmiglardir.

H,:60, =0

H :6 #0

AG =G, -G,, =1700,728 - 674,0899 dfy —df,, =T1-64="1
=1026,6381 ~ }((27;0!9995) ,1/(27;0,9995) =26,018

H |, reddedilir. 10.model tercih edilir. 8, sifirdan farklidir.

Ancak dokuzuncu model ile Bosanma Verileri2 icin secilen onuncu modelin Pearson
kalintilarinin dagilimi incelenirse (Sekil 8.3 ve Sekil 8.5), onuncu modelin uyumunun iyi

olmasina ragmen Pearson kalintilarinin dagilim grafiginin normal olmadig1 goriilmektedir. Bu
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yiizden Bosanma Verileri2’yi aciklayan model olarak dokuzuncu model tercih edilmistir.

Ancak bu model de secilen diger modellerle karsilastirilacaktir.

10

Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.3 Bosanma Verileri2’de dokuzuncu model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi

10

Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.4 Bosanma Verileri2’de dokuzuncu model i¢in tahmin edilen degerlerle bosanma
sayilarinin grafigi
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Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.5 Bosanma Verileri2’de onuncu model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi

Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.6 Bosanma Verileri2’de onuncu model i¢in tahmin edilen degerlerle bosanma
sayilarinin grafigi
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8.3 Bosanma Verileri3 ile ilgili Elde Edilen Sonuclar

Bosanma Verileri3 ile ilgili sonuglar Cizelge 8.3’te bulunmaktadir.

Cizelge 8.3 Bosanma Verileri3 (Bosanma Verileri’nden 15-19, 20-24 ve 60 ve iizeri Yas
Gruplar c¢ikarilarak elde edilmistir.) ile ilgili Poisson ANOV A Tablosu

Serbestlik
Sira Model Parametre Sapma
Derecesi
11 | o 1 205938,3000 69
12 | a+y.X 2 202387,3000 68
13 6 7 5107,6320 63
o+ z BY,
k=1
14 6 8 1556,6870 62
a+yX+Y BY,
k=1
15 6 6 14 617,9975 56
a+yX+Y BY +) 6,XY,
k=1 k=1

Bosanma Verileri3 i¢in, Cizelge 8.3‘de de goriildiigii gibi en diisiik sapma degerine sahip olan
iki model bulunmaktadir. Bunlar on dordiincii ve on besinci modellerdir. Bu iki model icin,

asagida uyum testi yapilmustir.

H,:0, =0

H :6 #0

AG =G,, — G5 =1556,687 —617,9975 df,, —df,s =62-56=06
=938,6895 ~ ¥5:0.005) Xio0.0005) = 24,103

H |, reddedilir. 15.model tercih edilir. 8, sifirdan farklidir.

Ancak on dordiincii model ile Bosanma Verileri3 i¢in se¢ilen on besinci modelin Pearson
kalintilarinin dagilimi incelenirse (Sekil 8.7 ve Sekil 8.9), on besinci modelin uyumunun iyi

olmasina ragmen Pearson kalintilarinin dagilim grafiginin normal olmadig1 goriilmektedir. Bu
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yiizden Bosanma Verileri3’ii aciklayan model olarak on dordiincii model tercih edilmistir.

Ancak bu model de secilen diger modellerle karsilastirilacaktir.
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Sekil 8.7 Bogsanma Verileri3’de on dordiincii model icin Pearson kalintilarinin dagilimi
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Sekil 8.8 Bosanma Verileri3’de on dordiincii model icin tahmin edilen degerlerle bosanma
sayilarinin grafigi
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Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.9 Bosanma Verileri3’de on besinci model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi

00070

Pearson Residuals

Quantiles of Standard Normal

Sekil 8.10 Bosanma Verileri3’de on besinci model i¢in tahmin edilen degerlerle bosanma
sayilarinin grafigi
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Bosanma Verileri’'nden dordiincii model, Bosanma Verileri2’den dokuzuncu model ve
Bosanma Verileri3’den de on dordiincii model secilmistir. Bu iic model de birbiriyle
karsilastirildiginda, Pearson kalintilarinin dagiliminin normale en yakin ve en iyi uyumu
saglayan modelin on dordiincii model oldugu goriilmektedir. Bu ylizden bosanma sayilarini en

1yi agiklayan model olarak on dordiincii model tercih edilmistir.

8.4 14.Modelin Incelenmesi
Bu modelde agiklayict degisken olarak bosanmalarin gerceklestigi yil ve yas grubu alinmstir.
Yas grubu yedi kategoriye ayrilmis ve bunlart gostermek icin alti golge degisken

kullanilmistir. On Dordiincii model ile ilgili bilgisayar ¢iktist Cizelge 8.4’te bulunmaktadir.

Cizelge 8.4 On dordiincii model ile ilgili S-PLUS 2000 programindan elde edilen ¢ikt

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas, family = poisson(link = log), data
= hande3, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,

maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-8.72756 -3.489572 -0.6720646 2.075031 12.27246

Coefficients:

Value Std. Error t value

(Intercept) -53.69280598 1.0446799229 -51.39642
Yil 0.03118533 0.0005239746 59.51688

Yasl -0.06468870 0.0020467460 -31.60563

Yas2 -0.12634224 0.0013500288 -93.58485

Yas3 -0.16508304 0.0011613557 -142.14685

Yas4 -0.19673521 0.0011468562 -171.54305

Yas5 -0.21261803 0.0012004092 -177.12129

Yas6 -0.20942124 0.0012493732 -167.62103

[eNeoNeololoNe]

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 205938.3 on 69 degrees of freedom
Residual Deviance: 1556.687 on 62 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Analysis of Deviance Table

Poisson model

Response: Bosanma.Sayisi

Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 69 205938.3
Yil 1 3550.9 68 202387.3
Yas 6 200830.7 62 1556.7

Elde edilen ciktida da goriildiigi gibi katsayilarin hepsi anlamhidir. Bosanma sayilarinin
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ortalamasinin dogal logaritmasini; Y1l 0,0312; Yas Grubul -0,0647; Yas Grubu2 -0,126; Yas
Grubu3 -0,165; Yas Grubu4 -0,197; Yas Grubu5 -0,213 ve Yas Grubu6 -0,209 katsayilariyla
etkilemektedir. Yas Grubul’den Yas Grubu6’ya dogru katsayilar giderek azalmaktadir.
Buradan da yas grubu ilerledik¢e bosanma sayisinin azaldigi sonucuna varilmaktadir. Bu
duruma sebep olarak, diizenli hayatin insan iizerinde aligkanlik yapmasi ve bunu birakmak
istememesi gosterilebilir. Y1l degiskeni icin elde edilen katsayr da 0,0312’dir. Buradan elde
edilen sonug da insanlarin her gecen yil az bir farkla da olsa daha cok bosandiklaridir. Bunun
sebebi ise zamanla gelisen teknoloji, hayat sartlar1 ve ekonomik 6zgiirliik ile insanlarin bir
bagska kisiyle yasamaktan kaynaklanan sorunlara dayanamayip, yalniz ve sorunsuz yasamayi

tercih etmeleri olabilir.

Ayrica on dordiincii model i¢in hesaplanan tahminlerin korelasyon matrisi Cizelge 8.5°te

bulunmaktadir.

Cizelge 8.5 On dordiincii model i¢in hesaplanan tahminlerin korelasyon matrisi

Correlation of Coefficients:
(Intercept) Yil Yasl Yas?2 Yas3 Yas4
Yil -0.9999981

Yasl 0.0000362 0.0000000

Yas2 0.0001295 0.0000000 -0.0326457

Yas3 0.0002562 0.0000000 -0.0189747 -0.0679568

Yas4 0.0004314 0.0000000 -0.0115287 -0.0412896 -0.0816881

Yas5 0.0006329 0.0000000 -0.0073429 -0.0262984 -0.0520292 -0.0876050

Yas6 0.0008127 0.0000000 -0.0050394 -0.0180484 -0.0357072 -0.0601226
Yasb5

Yil

Yasl

Yas2

Yas3

Yas4

Yas5

Yas6 -0.0881995
8.4.1 14.Modeldeki Asir1 Yayilimin incelenmesi
Asiri yayilim olup olmadigini anlayabilmek icin Var(y, )=0o" M, oldugu varsayilmaktadir ve

buradaki tarti parametresi tahmin edilmektedir. Eger bu deger sifirdan biiyiik ¢ikarsa asiri
yayillim var demektir. Bu durum da bazi degerlerin tarti parametresine boliinmesiyle

diizeltilmektedir.

R (y<-/L)2 e e e .
X = z; Pearson uyum iyiligi istatistigi
i=1 H;

X * =1587,66 olarak elde edilmistir.
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2
goo X1 _IS81.66 o
(n—p)
& =506

Yukarida da goriildiigii gibi tart1 parametresi birden biiyiik elde edilmistir. Bu durum asiri

yayilimin oldugunu géstermektedir. Bu yilizden asagidaki diizeltmeler yapilmalidir:

X? =1587,66 X?/6% =1587,66/25,61= 61,99
G* =1556,687 G?/6* =1556,687/25,61 = 60,78
Ayn1 zamanda Pearson kalintilar1 ve sapma kalintilar1 da & =5,06"ya bdliinerek

diizeltilmelidir. Bu islem yapildiktan sonra, tahmin degerleriyle diizeltilmis kalintilarin grafigi

incelenmistir (Sekil 8.11). Sekil 8.11°de de goriildiigii gibi kalintilar herhangi bir modele gore

dagilmamaktadir.
2 . °
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Sekil 8.11 BosanmaVerileri3’de on dordiincii model i¢in tahmin degerleriyle diizeltilmis
sapma kalintilarinin grafigi
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9. SONUCLAR

Poisson regresyon, bagimli degisken olus sayisi (count) ile belirtilen bir veri oldugunda, yani
belirli bir zaman ya da yerde olan olaylarin sayis1 oldugunda kullanilmaktadir. Burada
regresyon fonksiyonu, bagimsiz degiskenleri bagimli degiskenin beklenen degerine baglayan
bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, genellikle logaritmik dogrusaldir. Poisson regresyonda
uygulamalar cogu zaman belli kategorilere ayrilan olus sayist ile belirtilen veriler ile

yapilmaktadir.

Uygulamada genellikle Poisson regresyon modelindeki ortalama ve varyansin esit olmasi
saglanamamaktadir. Daha ¢ok varyansin ortalamadan biiyiik oldugu asir1 yayilim durumu ile
karsilagilmaktadir. Boyle bir durum s6z konusu oldugunda tarti parametresi kullanilmaktadir.
Asir1 yayilim oldugu zaman, negatif binom regresyon uygulanmali ya da tarti parametresi ile

test istatistikleri ve kalintilar diizeltilmelidir.

Poisson regresyonda, parametre tahminleri IRWLS yontemi ve maksimum olabilirlik yontemi
kullanilarak yapilmaktadir. Calismada; Poisson regresyonda parametre tahminleri, uyum

oOlciileri ve kalintilarin hesaplanmasiyla ilgili genel bilgiler bulunmaktadir.

Bu calismadaki uygulamada yapilan parametre tahminleri, uyum O0lgiileri ve kalintilarin

hesaplanmasinda S-PLUS 2000 programi kullanilmistir.

Yapilan literatiir calismasinda Poisson regresyonun daha c¢ok saglik alaninda yapilan
uygulamalarda kullanildig1 goriilmiis, ancak burada bosanma verileriyle ilgili bir uygulama
yapilmistir. Uygulamada bagimli degisken olarak 1989 ile 1998 yillar1 arasinda Tiirkiye’deki
bosanma sayis1 verileri kullanilmistir. Bagimsiz degiskenler yil ve yastir. Yas grubu degiskeni
on tane kategoriye ayrilarak siniflandirilmistir. Bu yas gruplart 15-19, 20-24, 25-29, 30-34,
35-39, 40-44, 45-49, 50-54, 55-59 ve 60 ve iizeri seklindedir. Yapilan ¢alismada bosanma

verilerini en iy1 agiklayan Poisson regresyon modeline ulasmak amaclanmustir.

Bosanma verileriyle ilgili yapilan caligmalar sonucunda yas grubunun modeli oldukca
etkiledigi goriilmektedir. Bu sonuca varilmasinin sebebi, modele yas grubu degiskeni

eklenmediginde hesaplanan sapma degerlerinin ¢ok biiyiik olmasidir.

Yas grubu degiskeniyle ilgili yapilan calismalar sonucunda 15-19 ve 20-24 yas gruplari
arasindaki deneklerin yaslarinin kiigiik olmasina bagli olarak ekonomik oOzgiirliiklerinin
olmayisi, bir meslegi olsa bile geng¢ yasta mesleginde kariyer sahibi olamamasi, tecriibesizlik

ve aile ya da toplum tarafindan yanlis yonlendirmeler sonucu ¢abuk bosanabilecekleri ve bu
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yiizden genel dagilimi1 bozabilecekleri diisiiniilerek, daha iyi bir sonuca ulasabilmek igin,
calismalar bu iki grup cikarilarak tekrar yapilmistir(Bosanma Verileri2). Cikarilan iki yas
grubuna ek olarak, calismalar bir de 60 ve iizeri yas grubu ¢ikarilarak denenmistir(Bosanma
Verileri3). 60 ve iizeri yas grubunun cikarilmasinin sebebi ise bu yas grubunun secilen diger
yas gruplariyla arasinda oldukga biiyiik bir fark bulunmasiyla birlikte, yas ilerledik¢e insan
davraniglarinin ve kisilerin saglik durumlarinin da farkliliklar gosterebilecegidir. Bu yas
gruplan ¢ikarildiginda yapilan tahminlerden daha iyi sonuglar elde edildigi goriilmiistiir.
Yapilan bu uygulamada pek ¢ok model iizerinde ¢alisilmistir. Tiim degiskenler modele dahil
edildiginde sapma (deviance) degerinin en kiigiik oldugu goriilmiistiir. Fakat bu modellerin
kalintilart ve veriye uyumlart incelendiginde on doérdiincii modelin en iyi sonucu verdigi
goriilmiistiir. Bu ylizden bosanma sayilarini en iyi agiklayan model olarak on dordiincii model

tercih edilmistir.

On dordiincii model incelendiginde Yas Grubul’den Yas Grubu6’ya dogru katsayilarin
giderek azaldig1 goriilmektedir. Buradan da yas grubu ilerledik¢e bosanma sayisinin azaldig
sonucu elde edilmektedir. Bu duruma sebep olarak, diizenli hayatin insan lizerinde aligkanlik
yapmasi ve bunu birakmak istememesi gosterilebilir. Y1l degiskeni icin elde edilen katsay1 da
0,0312°dir. Buradan elde edilen sonug¢ da insanlarin her gecen yil az bir farkla da olsa daha
cok bosandiklaridir. Bunun sebebi ise zamanla gelisen teknoloji, hayat sartlar1 ve ekonomik
ozgiirlik ile insanlarin bir baska kisiyle yasamaktan kaynaklanan sorunlara dayanamayip,

yalniz ve sorunsuz yasamayi tercih etmeleri olabilir.
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Ek 1 Binom Dagiliminin Poisson Dagilmina Yaklasimi

f(x):(”]pan-x, E(x)=np, V(x)=npg, n—e, p—0, np=2 sabitbir say1
x

lim B(n, p)=1lim| " |p*q"" |=lim L(ij (1_1]
e el \ X > xl(n—x) \n n
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Ek 2 Poisson Dagilimina Normal Yaklasim

X rassal degiskeni bir Poisson degiskeni ise,

olur.
Teorem:X, Poisson dagilimina sahip bir rassal degisken ise, A’min ¢ok biiyiikk olmasi
durumunda, standart hale getirilmis Poisson rassal degiskeni Z, E(X)=V(X)=A1 olmak

tizere, sifir ortalama ve bir varyansi ile yaklasik bir normal dagilima sahiptir.

_X-B(x)
TN
Z—X_1~NQD

Bir bagka ifade ile Poisson dagilimindan yararlanilarak elde edilecek olan olasiliklar, A ’nin

yeterli derecede biiylik olmasi durumunda asagidaki esitliklerle de bulunabilir:

Ja 2

HaSXSbkd{a_l£Z<b_l)
Eger siireklilik diizeltmesi kullanilirsa, bu olasilik,

Pwsxswzp(

S

|
Ny 4

4

olur.
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Ek 3 Poisson Siireci

X rastlantt degiskeni birim zamanda bir olayin gerceklesme sayisi (basari sayisi) ve basari
olasilig1 so0z konusu zaman dilimi ile dogru orantili olsun.Mesela gecen zaman dilimi At
olsun.A da s6z konusu orantisallik sabiti olsun.Oyle ki X’in sifirdan farkli bir deger alma (ya
da s6z konusu olayin en azindan bir kere gerceklesme olasiligl) AAt olacaktir. Dolayisiyla

P(X =0)=1-AAr yazlabilir.

Simdi de 7+ At araliyi ele alinsin.t orijinden bu yana Olgiilen zaman, Ar de t’ye eklenen
marjinal terim olsun.Yine P (¢), ¢ uzunlugundaki zaman diliminde s6z konusu olaymn
gergeklesmeme (ya da sifir kere bagari gozlenme) olasiligr olsun.Bu durumda da P (7 + Ar)
de, r+ Ar araliginda X’in sifira esit olma olasilig1 olacaktir.

Yine soz konusu olayin ¢ zaman diliminde gerceklesmesi ile Ar zaman dilimi icerisinde

gerceklesme olaylarinin bagimsiz oldugu varsayilsin.

Yine At ‘nin c¢ok kiiciik olmasindan dolay1 ( At)2 (ve mertebesi daha yiiksek olan terimler)

sifir kabul edilecektir.

P, +Ar) olayinin gergeklesme olasiligi su sekilde hesaplanabilmektedir.Orijinden

t+ At’e kadar gecen zaman diliminde s6z konusu olay hi¢ gerceklesmedigine (X=0) gore
orijinden #’ye kadar gecen siirede soz konusu olay gerceklesmemis ve #’den 7+ Af’ye kadar

gecen siirede de s6z konusu olay gerceklesmemistir.O halde bu olayin gerceklesme olasiligi
P,t+An=p (0).(1-AA1)
olmalidir.Buradan hareketle

(t+An)—- P, (@)
110 Py o =-A P,

bulunur.Esitligin sol tarafi tiirevin limit tanimi1 oldugu icin

., )
PO:—ﬂdt:lnpoz—/it+c:>P0(t)=Ce *

t

“Lo__,
R
0

seklinde bulunur.Burada ¢ bir sabittir.c’nin  belirlenebilmesi icin, =0 igin, P, 0)=c
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olacaktir.z=0 zamaninda olayin gerceklesme olasilig1 sifirdir.Dolayisiyla s6z konusu olayin
sifir kere gerceklesme olasiligi birdir.Buradan ¢=1 olarak bulunur.O yiizden de P, (¢) = e_ﬂr

olur.

Simdi de 7 zaman diliminde s6z konusu olayin bir kez gergeklesme olasiigt P (7) ile
gosterilsin.Yine ¢+ At zaman diliminde s0z konusu olaym gerceklesme olasiligi da

pl(t+At) gosterimi ile ifade edilsin.Simdi bu zaman dilimi igerisinde olayin bir kez

gerceklesmesi su iki farkli sekilde olabilir:

1) ¢t zaman diliminde olay bir kez gerceklesir ve geri kalan At zaman diliminde
gergeklesmez.Bu durumun gergeklesme olasiigt P, (7).(1-AAt) ‘ye esit
olmaktadir.

2) t zamaninda olay gerceklesmez ve geri kalan At zaman diliminde

gergeklesir.Bu durumun gergeklesme olasiigi P (¢).4At *ye esittir.

1.durumun olasiligi ile 2. durumun olasiliginin toplami da pl(t+ At) olasiligina esit

olacaktir.Dolayistyla
pl(t+At) = P, (®).(0— A1) + P (1) AAt
olacaktir.Bu denklemden yola cikarak

p,+An— P @)
At

:/IPO(I)_/Ipl(t)

olur.Yine esitligin her iki tarafinin Ar — 0 iken limiti alinacak (ve daha Once karsiligi

bulunan P (z) denklemde yerine konulacak ) olursa

p,+A)— P, (@)

dp
limea o Y =le 1

dt

—Ar

_ﬂ“Pl(t):

d
Buradan da dpl +AP =4 e_ﬂ[ olur.Esitligin her iki yam eﬂr ile carpilacak olursa
t 1
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: dg"
¢ P == (edtpl)za

ﬂl‘dpl
€ t

d

Her iki tarafin da integrali alinacak olursa

t

At At A
e PF’IHCz:PI(I):/ue tc.e

bulunur.Yine P (0)=0 olacag i¢in (sifir uzunlugunda bir zaman diliminde bir basar1 elde

etme olasilig1 sifir olacaktir.)

C,= 0 bulunur.

Dolayisiyla pl(t) = At e_b bulunur.Bu sekilde devam edilecek olursa ¢ birimlik bir zaman

(A)e”

diliminde n basar1 elde etme olasilig p (®) = bulunacaktir.Eger =1 (birim
n n.

zaman) kabul edilecek olursa da bilinen Poisson formiiliine ulagilir:

P(X=n)=p m=-2€

n
Bu formiilasyondaki varsayimlar 6zetlenecek olursa

1) At gibi son derece kiiciik bir zaman diliminde bir basar1 elde etme olasilig
At’nin biiyiikliigii ile dogru orantilidir.Zaman dilimi uzadikca basar1 elde etme

olasiligr aralikla orantili olarak artar. P, (At) = AAt

i1) At yeterince kiigiik oldugu i¢in soz konusu dilimde birden fazla basari
gozlenme olasilig sifir kabul edilebilir.Dolayisiyla

p,(An=1-p (A)=1- AAt  olacaktir.

1i1) t zaman diliminde basarinin ortaya ¢ikmasi olayr ile At zaman diliminde
basarinin ortaya ¢ikmasi olay1 bagimsiz kabul edilmektedir.
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Ek 4 Yalin Dogrusal Regresyon Analizine Matris Yaklasin

1. Esgiilii (idempotent) Matris

Eger P’ =P ise, P esgiiclii bir matristir. Simetrik bir esgiiclii matrise ise projeksiyon matrisi

denir. P gibi, I-P’de esgii¢liidiir.
2. Rastlantisal Vektorler ve Matrisler

Rastlantisal bir vektor ya da rastlantisal bir matris rastlantisal degiskenlerin elemanlarini

icermektedir. Boylece, Y, elemanlar1 rastlantisal degiskenler oldugu i¢in gozlemler vektorii Y

1

rastlantisal bir vektor olmaktadir.
2.1 Rastlantisal Vektor ya da Matrislerin Beklenen Degeri

Gozlem vektorii Y icinde n=3 gozlem oldugu varsayilsin:

[
X
[a%

Il
'\:< r:< »—h<

Y'nin beklenen degeri bir vektordiir, EfY} ile gosterilmekte ve asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
Efy,}
E{v}=|E{v,}
3x1
E{y,}

Boylece, bir rastlantisal vektoriin beklenen degeri, rastlantisal degiskenlerin beklenen
degerlerinden olusan bir vektordiir. Buradaki rastlantisal degiskenler de rastlantisal
vektorlerin elemanlaridir. Benzer sekilde, rastlantisal bir matrisin beklenen degeri, asil
matristeki rastlantisal degiskenlerin beklenen degerlerine karsilik gelen elemanlarin

olusturdugu bir matristir.
Genellikle, rastlantisal bir vektor olan Y ic¢in beklenen deger:

Efr}=[E{r}] i=1...n

nx1

ve nX p boyutlu rastlantisal bir matris olan Y icin beklenen deger:
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Evy=|Elv,f| i=t...n;j=1..p

nxp
olmaktadir.
2.2 Rastlantisal Vektoriin Varyans-Kovaryans Matrisi

Rastlantisal vektor ¥ nin ii¢ gézlem degeri Y,, Y,, Y, ten olustugu varsayilsin. Ug rastlantisal
degiskenin varyansi, o {K}; ve bu rastlantisal degiskenlerin olusturdugu ikililerin arasindaki
kovaryanslar, oY,.Y; }; Y’nin varyans-kovaryans matrisi icinde bir araya getirilirse, bu
o*{r} olarak gosterilmekte ve asagidaki gibi yazilmaktadir:

o'{r} ol.n} ofr.v}
GZ{Y}: o YZ’YI} Gz{Yz} G{Yz’Y3}

olt;.Y,} olt,.Y,} o {r:}
Kosegen lizerinde varyanslar, matrisin isatir1 ve j.siitununda kovaryans oV,,Y i}

bulunmaktadir. Boylece, O-{YZ’YI} ikinci satir birinci siitunda ve O'{YI,YZ} birinci satir
ikinci siitunda bulunmaktadir. Fakat zaten O'{Yz,Yl}z G{YpYz} birbirine esittir. i # j oldugu

zaman G{Yi Y, }: G{Y i K} olacagi i¢in, o>{Y'} simetrik bir matris olmaktadur.

Varyans-kovaryans matrisi nx1 boyutlu rastlantisal bir vektor olan Y icin genellestirilirse:

o{v} ofv.v,} - o{r.v}
oy} aY%,n} aZ:{YZ} 2 GYZ.,Yn}
O-Yn’Yl} G{Yn’YZ} e O-Z{Yn}

elde edilmektedir. Yukarida da goriildiigii gibi o>{Y'} simetrik bir matristir.

2.3 Cok Degiskenli Normal Dagilim
2.3.1 Yogunluk Fonksiyonu

Coklu normal dagilim igin, yogunluk fonksiyonu, en iyi matris biciminde gosterilmektedir. Ik
olarak bazi1 vektdr ve matrisleri tanimlamak gerekmektedir. Gozlem vektorii Y’nin p

elemandan olustugu kabul edilsin:
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Ortalama vektorii E{Y}, u ile gosterilmektedir ve bunlarin her birinin beklenen degerinden

meydana gelmektedir:

Sonug olarak, varyans-kovaryans matrisi *{Y'}, 3 ile gosterilmektedir ve daima p tane Y

degiskeninin varyans ve kovaryanslarini i¢inde bulundurmaktadir:

2

o, O, - Glp
2
Y = Oy O, =+ 0y,
pXp : : :
G O' cee 0'2
rl P2 14

Burada, o, Y,’in varyansim ve o,,, Y, ve Y, nin kovaryansim gostermektedir.

Cok degiskenli normal dagilimin yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi gosterilmektedir:

)= g L3 ) )

Burada, Z| varyans-kovaryans matrisi 2 'nin determinantidir. p=2 degisken oldugu zaman,

cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonu iki degiskenli normal yogunluk fonksiyonu halini
almaktadir.

Cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonu iki degiskenli normal yogunluk fonksiyonu icin
tanimlanan 6zelliklere uymaktadir. Ornegin, eger Y,,...,Y , birlikte normal dagiliyorsa, her bir
Y, degiskeninin marjinal olasilhik dagilimi x4, ortalama ve o, standart sapma etrafinda

normaldir.
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Ek 5 Bosanma Verileri’nde Ikinci Model ile Tlgili Grafikler

Ikinci model icin Pearson kalmtilarinin dagilimi
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Pearson Residuals

Ikinci model icin tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 6 Bosanma Verileri’nde Uciincii Model ile flgili Grafikler

Uciincii model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi
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Uciincii model igin tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 7 Bosanma Verileri’nde Dordiincii Model ile Tlgili Grafik

Dordiincii model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 8 Bosanma Verileri’nde Besinci Model ile Ilgili Grafikler
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Besinci model icin Pearson kalintilarinin dagilimi
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Besinci model icin tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 9 Bosanma Verileri2’de Yedinci Model ile ilgili Grafikler

Yedinci model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi
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Yedinci model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 10 Bosanma Verileri2’de Sekizinci Model ile flgili Grafikler

Sekizinci model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi
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Sekizinci model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 11 Bosanma Verileri2’de Dokuzuncu Model ile ilgili Grafik

Dokuzuncu model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi

Quantiles of Standard Normal



Pearson Residuals

113

Ek 12 Bosanma Verileri2’de Onuncu Model ile ilgili Grafik

Onuncu model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 13 Bosanma Verileri3’de On Ikinci Model ile ilgili Grafikler

On ikinci model i¢in Pearson kalintilarinin dagilim
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On ikinci model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 14 Bosanma Verileri3’de On Uciincii Model ile ilgili Grafikler

On iigiincii model i¢in Pearson kalintilarinin dagilimi
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On iiciincii model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi

Quantiles of Standard Normal
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Ek 15 Bosanma Verileri3’de On Dérdiincii Model ile ilgili Grafik

On dordiincii model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 16 Bosanma Verileri3’de On Besinci Model ile Tlgili Grafikler

On besinci model i¢in tahmin edilen degerlerle sapma kalintilarinin grafigi
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Ek 17 ikinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil, family = poisson(link = log), data =
hande,
na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001, maxit = 50,
trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-76.1764 -55.84321 -18.44645 38.4183 87.48669

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -45.15699608 0.9215083162 -49.00335
Yil 0.02698814 0.0004622045 58.39005
(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 291914.1 on 99 degrees of freedom
Residual Deviance: 288499.9 on 98 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 99 291914.1
Yil 1 3414.188 98 288499.9
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Ek 18 Uciincii Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yas, family = poisson(link = log),
handel, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,
= 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-19.08806 -3.827347 -1.166362 2.421714 21.45933

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 8.35541684 0.0017727136 4713.34837
Yasl 0.76610049 0.0040221742 190.46924
Yas2 0.38311765 0.0016335031 234.53746
Yas3 0.15921448 0.0010301848 154.54943
Yas4 0.03266108 0.0008319960 39.25630
Yas5 -0.04616723 0.0007836277 -58.91475
Yas6 -0.10275186 0.0008210651 -125.14460
Yas7 -0.13815982 0.0008986247 -153.74585
Yas8 -0.15221969 0.0009684362 -157.18092
Yas9 -0.08497970 0.0007333056 -115.88579

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 291914.1 on 99 degrees of freedom
Residual Deviance: 5453.936 on 90 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 99 291914.1
Yas 9 286460.1 90 5453.9

data
maxit
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Ek 19 Dordiincii Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas, family = poisson(link = log), data
= handel, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,
maxit = 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-9.316255 -3.44854 -0.5303886 2.471756 12.31258

Coefficients:
Value Std. Error t value

(Intercept) -45.44844489 .9217071960 -49.30898
Yil 0.02698814 0.0004623038 58.37750
Yasl 0.76610049 0.0040221639 190.46973
Yas2 0.38311765 0.0016335004 234.53784
Yas3 0.15921448 0.0010301849 154.54941

Yas4 0.03266108
Yas5 -0.04616723
Yas6 -0.10275186
Yas7 -0.13815982
Yas8 -0.15221969
Yas9 -0.08497970

.0008320040 39.25592
.0007836559 -58.91263
.0008210984 -125.13952
.0008986311 -153.74476
.0009684262 -157.18254
.0007333048 -115.88592

[cNeoNeoRoNoNoNolNolNoNolNol

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 291914.1 on 99 degrees of freedom
Residual Deviance: 2039.748 on 89 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev
NULL 99 291914.1

Yil 1 3414.2 98 288499.9
Yas 9 286460.1 89 2039.7
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Ek 20 Besinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas + Yil:Yas, family = poisson(link =
log), data = handel, na.action = na.exclude, control = list(epsilon =
0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-4.803384 -2.075824 -0.629111 1.708025 6.373225

Coefficients:

(Intercept) -
Yil
Yasl -
Yas2
Yas3
Yas4d -
Yas5 -
Yas6
Yas7
Yas8
Yas9
YilYasl
YilYas2
YilYas3
YilYas4
YilYas5
YilYasé6
YilYas7
YilYas8
YilYas?9

39.

0.
16.
-5.
.9364807652
10.
12.
-8.
.0881840267
.6023029502
.6343684889
.0087261289
.0027718784
.0040607721
.0054755865
.0061488523
.0041954689
.0001134215
.0038896205
.0018655176

-7

Value
9700746888
0242394350
6299741651
1427827884

8841008034
3057002066
4676116256

[cNeoNoNoNeoNoNoNoNoNoNolNolNolNoNoNol il e N

Std. Error

.2327123558
.0006183234
.7919421119
.1340849703
. 7157690836
.5793725736
.5477494818
.5740997278
.6251497358
.6722510342
.5091008914
.0014005107
.0005688758
.0003590281
.0002905931
.0002747121
.0002879241
.0003135561
.0003372264
.0002553716

-32.
39.
=-5.

.5347420

.0880463

-4
-11

-18.
-22.
-14.
0.
.3087263
7.
6.
4.
11.
18.
.3828953
14.
-0.
-11.
-7.

11

22

t value
4244942
2018710
9564180

7860132
4659276
7493740
1410606

1387981
2306765
8725549
3104585
8427946

5714414
3617265
5341526
3051096

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 291914.1 on 99 degrees of freedom

Residual Deviance: 767.2275 on 80 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Analysis of Deviance Table

Poisson model

Response:

Bosanma.Sayisi

(first to last)
Df Resid. Dev

Terms added sequentially
Df Deviance Resid.

NULL 929 291914.1
Yil 1 3414.2 98 288499.9
Yas 9 286460.1 89 2039.7
Yil:Yas 9 1272.5 80 767.2
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Ek 21 Yedinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil, family = poisson(link = log), data =
hande2, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001, maxit
= 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-78.24338 -55.97976 -19.69328 43.83679 86.71936

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -51.48097107 1.0217212187 -50.38651
Yil 0.03016888 0.0005124619 58.87048
(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 243243.8 on 79 degrees of freedom
Residual Deviance: 239771.7 on 78 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 79 243243.8
Yil 1 3472.058 78 239771.7
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Ek 22 Sekizinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yas, family = poisson(link = log),
hande2, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,
= 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-19.08806 -4.302553 -1.810229 3.338851 21.45933

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 8.3680956 0.0019746037 4237.86087
Yasl -0.0646887 0.0020467435 -31.60567
Yas2 -0.1263422 0.0013500136 -93.58590

Yas3 -0.1650830
Yas4 -0.1967352
Yas5 -0.2126180
Yas6 -0.2094212
Yas7 -0.1110709

.0011613100 -142.15243
.0011468058 -171.55058
.0012003995 -177.12272
.0012493911 -167.61864
.0009234735 -120.27509

lcNeoNoNoNoNeoNeoNe)

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 243243.8 on 79 degrees of freedom
Residual Deviance: 5172.786 on 72 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 79 243243.8
Yas 7 238071 72 5172.8

data
maxit
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Ek 23 Dokuzuncu Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktis1

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas, family = poisson(link = log), data
= hande2, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,
maxit = 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max

-8.463256 -3.634822 -0.5335848 2.037516 12.09635

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -51.77733269 .0219617139 -50.66465
Yil 0.03016889 0.0005125821 58.85669
Yasl -0.06468870 0.0020467461 -31.60563
Yas2 -0.12634224 0.0013500288 -93.58485
Yas3 -0.16508304 0.0011613553 -142.14689
Yas4 -0.19673521 0.0011468557 -171.54312
Yas5 -0.21261803 0.0012004092 -177.12129
Yas6 -0.20942124 0.0012493748 -167.62083
Yas7 -0.11107086 0.0009234720 -120.27528

cNeoNoRoNoNoNoRol

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 243243.8 on 79 degrees of freedom
Residual Deviance: 1700.728 on 71 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev
NULL 79 243243.8

Yil 1 3472.1 78 239771.7
Yas 7 238071.0 71 1700.7
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Ek 24 Onuncu Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas + Yil:Yas, family = poisson(link =
log), data = hande2, na.action = na.exclude, control = list(epsilon =
0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-4.636821 -2.301101 -0.7952315 2.104357 6.373225

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -48.323029870 1.3737392640 -35.176275
Yil 0.028435435 0.0006890513 41.267517
Yasl -10.730178742 1.4224223630 -7.543595
Yas2 -13.780413488 0.9404811606 -14.652514
Yas3 -14.464656250 0.8120802218 -17.811856
Yas4 -8.227749819 0.8020783371 -10.258038
Yas5 3.100023781 0.8352250408 3.711603
Yas6 11.900508182 0.8673570782 13.720426
Yas7 5.866038797 0.6411774422 9.148854
YilYasl 0.005349666 0.0007134661 7.498136
YilYas2 0.006848427 0.0004717022 14.518539
YilYas3 0.007171906 0.0004072752 17.609482
YilYas4 0.004027948 0.0004022570 10.013368
YilYas5 -0.001661399 0.0004189215 -3.965897
YilYas6 -0.006074233 0.0004350975 -13.960626
YilYas7 -0.002997951 0.0003216222 -9.321344

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )

Null Deviance: 243243.8 on 79 degrees of freedom

Residual Deviance: 674.0899 on 64 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Analysis of Deviance Table

Poisson model

Response:

Bosanma.Sayisi

(first to last)
Df Resid. Dev

Terms added sequentially
Df Deviance Resid.

NULL 79 243243.8
Yil 1 3472.1 78 239771.7

Yas 7 238071.0 71 1700.7
Yil:Yas 7 1026.6 64 674.1
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Ek 25 On ikinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil, family = poisson(link = log),
hande3, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001,
= 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-84.65865 -60.07628 -13.94042 53.66169 79.09166

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -53.41763597 1.0445258897 -51.14056
Yil 0.03118533 0.0005238978 59.52560
(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 205938.3 on 69 degrees of freedom
Residual Deviance: 202387.3 on 68 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 4
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 69 205938.3
Yil 1 3550.945 68 202387.3

data
maxit
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Ek 26 On Uciincii Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yas, family = poisson(link = log), data =
hande3, na.action = na.exclude, control = list(epsilon = 0.0001, maxit
= 50, trace = F))
Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-19.08806 -5.55429 -2.020395 4.934645 21.45933

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) 8.4791664 .002015360 4207.27184
Yasl -0.0646887 0.002046744 -31.60567
Yas2 -0.1263422 0.001350014 -93.58590

Yas3 -0.1650830
Yas4 -0.1967352
Yas5 -0.2126180
Yas6 -0.2094212

.001161310 -142.15243
.001146806 —-171.55058
.001200400 -177.12272
.001249391 -167.61864

O O OO OO o

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )
Null Deviance: 205938.3 on 69 degrees of freedom
Residual Deviance: 5107.632 on 63 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3
Analysis of Deviance Table
Poisson model
Response: Bosanma.Sayisi
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

NULL 69 205938.3
Yas 6 200830.7 63 5107.6
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Ek 27 On Besinci Model icin Elde Edilen Bilgisayar Ciktisi

**% Generalized Linear Model ***

Call: glm(formula = Bosanma.Sayisi ~ Yil + Yas + Yil:Yas, family = poisson(link =
log), data = hande3, na.action = na.exclude, control = list(epsilon =
0.0001, maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-4.636821 -2.349129 -0.8180281 2.072916 6.373225

Coefficients:
Value Std. Error t value
(Intercept) -54.189068667 1.4028784946 -38.627058
Yil 0.031433386 0.0007036579 44.671406
Yasl -10.730178742 1.4224223630 -7.543595
Yas2 -13.780413488 0.9404811606 -14.652514
Yas3 -14.464656250 0.8120802218 -17.811856
Yas4 -8.227749819 0.8020783371 -10.258038
Yas5 3.100023781 0.8352250408 3.711603
Yas6 11.900508182 0.8673570782 13.720426
YilYasl 0.005349666 0.0007134661 7.498136
YilYas2 0.006848427 0.0004717022 14.518539
YilYas3 0.007171906 0.0004072752 17.609482
YilYas4 0.004027948 0.0004022570 10.013368
YilYas5 -0.001661399 0.0004189215 -3.965897
YilYas6 -0.006074233 0.0004350975 -13.960626

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 )

Null Deviance: 205938.3 on 69 degrees of freedom

Residual Deviance: 617.9975 on 56 degrees of freedom
Number of Fisher Scoring Iterations: 3

Analysis of Deviance Table

Poisson model

Response:

Bosanma.Sayisi

(first to last)
Df Resid. Dev

Terms added sequentially
Df Deviance Resid.

NULL 69 205938.3
Yil 1 3550.9 68 202387.3
Yas 6 200830.7 62 1556.7
Yil:Yas 6 938.7 56 618.0
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Ek 28 Bosanma Verileri

Sira | Bosanma Sayisi | YII | Yas Grubu
1 1861 | 1989 15-19
2 7847 | 1989 20-24
3 11900 | 1989 25-29
4 9840 | 1989 30-34
5 6522 | 1989 35-39
6 4332 | 1989 40-44
7 2763 | 1989 45-49
8 1994 | 1989 50-54
9 1633 | 1989 55-59
10 2057 | 1989 | 60 ve iizeri
11 1852 | 1990 15-19
12 8074 | 1990 20-24
13 12084 | 1990 25-29
14 10352 | 1990 30-34
15 7038 | 1990 35-39
16 4402 | 1990 40-44
17 3006 | 1990 45-49
18 1789 | 1990 50-54
19 1357 | 1990 55-59
20 1770 | 1990 | 60 ve iizeri
21 1898 | 1991 15-19
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22 8329 | 1991 20-24
23 12854 | 1991 25-29
24 10619 | 1991 30-34
25 7877 | 1991 35-39
26 4881 | 1991 40-44
27 2745 | 1991 45-49
28 1917 | 1991 50-54
29 1321 | 1991 55-59
30 1893 | 1991 | 60 ve iizeri
31 1892 | 1992 15-19
32 8555 | 1992 20-24
33 12344 | 1992 25-29
34 10776 | 1992 30-34
35 7848 | 1992 35-39
36 4870 | 1992 40-44
37 2831 | 1992 45-49
38 1920 | 1992 50-54
39 1299 | 1992 55-59
40 1931 | 1992 | 60 ve iizeri
41 1976 | 1993 15-19
42 9149 | 1993 20-24
43 12298 | 1993 25-29
44 10929 | 1993 30-34
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45 7668 | 1993 35-39
46 5061 | 1993 40-44
47 2997 | 1993 45-49
48 1954 | 1993 50-54
49 1306 | 1993 55-59
50 2112 | 1993 | 60 ve iizeri
51 1865 | 1994 15-19
52 8815 | 1994 20-24
53 12744 | 1994 25-29
54 10980 | 1994 30-34
55 7894 | 1994 35-39
56 5251 | 1994 40-44
57 3234 | 1994 45-49
58 1951 | 1994 50-54
59 1293 | 1994 55-59
60 2055 | 1994 | 60 ve iizeri
61 1873 | 1995 15-19
62 8851 | 1995 20-24
63 12589 | 1995 25-29
64 11573 | 1995 30-34
65 8652 | 1995 35-39
66 5685 | 1995 40-44
67 3464 | 1995 45-49
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68 1955 | 1995 50-54
69 1250 | 1995 55-59
70 1858 | 1995 | 60 ve iizeri
71 1833 | 1996 15-19
72 8908 | 1996 20-24
73 12729 | 1996 25-29
74 11857 | 1996 30-34
75 8761 | 1996 35-39
76 5932 | 1996 40-44
77 3745 | 1996 45-49
78 2087 | 1996 50-54
79 1318 | 1996 55-59
80 1934 | 1996 | 60 ve iizeri
81 1933 | 1997 15-19
82 9564 | 1997 20-24
83 14091 | 1997 25-29
84 12691 | 1997 30-34
85 9744 | 1997 35-39
86 6944 | 1997 40-44
87 4299 | 1997 45-49
88 2500 | 1997 50-54
89 1539 | 1997 55-59
90 2129 | 1997 | 60 ve iizeri
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91 1809 | 1998 15-19
92 8884 | 1998 20-24
93 13965 | 1998 25-29
94 12496 | 1998 30-34
95 9869 | 1998 35-39
96 7105 | 1998 40-44
97 4334 | 1998 45-49
98 2431 | 1998 50-54
99 1385 | 1998 55-59
100 2056 | 1998 | 60 ve lizeri
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Ek 29 Bosanma Verileri2

Sira | Bosanma Sayisi | YII | Yas Grubu
1 11900 | 1989 25-29
2 9840 | 1989 30-34
3 6522 | 1989 35-39
4 4332 | 1989 40-44
5 2763 | 1989 45-49
6 1994 | 1989 50-54
7 1633 | 1989 55-59
8 2057 | 1989 | 60 ve iizeri
9 12084 | 1990 25-29
10 10352 | 1990 30-34
11 7038 | 1990 35-39
12 4402 | 1990 40-44
13 3006 | 1990 45-49
14 1789 | 1990 50-54
15 1357 | 1990 55-59
16 1770 | 1990 | 60 ve iizeri
17 12854 | 1991 25-29
18 10619 | 1991 30-34
19 7877 | 1991 35-39
20 4881 | 1991 40-44
21 2745 | 1991 45-49
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22 1917 | 1991 50-54
23 1321 | 1991 55-59
24 1893 | 1991 | 60 ve iizeri
25 12344 | 1992 25-29
26 10776 | 1992 30-34
27 7848 | 1992 35-39
28 4870 | 1992 40-44
29 2831 | 1992 45-49
30 1920 | 1992 50-54
31 1299 | 1992 55-59
32 1931 | 1992 | 60 ve iizeri
33 12298 | 1993 25-29
34 10929 | 1993 30-34
35 7668 | 1993 35-39
36 5061 | 1993 40-44
37 2997 | 1993 45-49
38 1954 | 1993 50-54
39 1306 | 1993 55-59
40 2112 | 1993 | 60 ve iizeri
41 12744 | 1994 25-29
42 10980 | 1994 30-34
43 7894 | 1994 35-39
44 5251 | 1994 40-44
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45 3234 | 1994 45-49
46 1951 | 1994 50-54
47 1293 | 1994 55-59
48 2055 | 1994 | 60 ve iizeri
49 12589 | 1995 25-29
50 11573 | 1995 30-34
51 8652 | 1995 35-39
52 5685 | 1995 40-44
53 3464 | 1995 45-49
54 1955 | 1995 50-54
55 1250 | 1995 55-59
56 1858 | 1995 | 60 ve iizeri
57 12729 | 1996 25-29
58 11857 | 1996 30-34
59 8761 | 1996 35-39
60 5932 | 1996 40-44
61 3745 | 1996 45-49
62 2087 | 1996 50-54
63 1318 | 1996 55-59
64 1934 | 1996 | 60 ve iizeri
65 14091 | 1997 25-29
66 12691 | 1997 30-34
67 9744 | 1997 35-39
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68 6944 | 1997 40-44
69 4299 | 1997 45-49
70 2500 | 1997 50-54
71 1539 | 1997 55-59
72 2129 | 1997 | 60 ve iizeri
73 13965 | 1998 25-29
74 12496 | 1998 30-34
75 9869 | 1998 35-39
76 7105 | 1998 40-44
77 4334 | 1998 45-49
78 2431 | 1998 50-54
79 1385 | 1998 55-59
80 2056 | 1998 | 60 ve iizeri
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Ek 30 Bosanma Verileri3

Sira | Bosanma Sayisi | YII | Yas Grubu
1 11900 | 1989 25-29
2 9840 | 1989 30-34
3 6522 | 1989 35-39
4 4332 1 1989 40-44
5 2763 | 1989 45-49
6 1994 | 1989 50-54
7 1633 | 1989 55-59
8 12084 | 1990 25-29
9 10352 | 1990 30-34
10 7038 | 1990 35-39
11 4402 | 1990 40-44
12 3006 | 1990 45-49
13 1789 | 1990 50-54
14 1357 | 1990 55-59
15 12854 | 1991 25-29
16 10619 | 1991 30-34
17 7877 | 1991 35-39
18 4881 | 1991 40-44
19 2745 | 1991 45-49
20 1917 | 1991 50-54
21 1321 | 1991 55-59
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22 12344 | 1992 25-29
23 10776 | 1992 30-34
24 7848 | 1992 35-39
25 4870 | 1992 40-44
26 2831 | 1992 45-49
27 1920 | 1992 50-54
28 1299 | 1992 55-59
29 12298 | 1993 25-29
30 10929 | 1993 30-34
31 7668 | 1993 35-39
32 5061 | 1993 40-44
33 2997 | 1993 45-49
34 1954 | 1993 50-54
35 1306 | 1993 55-59
36 12744 | 1994 25-29
37 10980 | 1994 30-34
38 7894 | 1994 35-39
39 5251 | 1994 40-44
40 3234 | 1994 45-49
41 1951 | 1994 50-54
42 1293 | 1994 55-59
43 12589 | 1995 25-29
44 11573 | 1995 30-34
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45 8652 | 1995 35-39
46 5685 | 1995 40-44
47 3464 | 1995 45-49
48 1955 | 1995 50-54
49 1250 | 1995 55-59
50 12729 | 1996 25-29
51 11857 | 1996 30-34
52 8761 | 1996 35-39
53 5932 | 1996 40-44
54 3745 | 1996 45-49
55 2087 | 1996 50-54
56 1318 | 1996 55-59
57 14091 | 1997 25-29
58 12691 | 1997 30-34
59 9744 | 1997 35-39
60 6944 | 1997 40-44
61 4299 | 1997 45-49
62 2500 | 1997 50-54
63 1539 | 1997 55-59
64 13965 | 1998 25-29
65 12496 | 1998 30-34
66 9869 | 1998 35-39
67 7105 | 1998 40-44
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68 4334 | 1998 45-49
69 2431 | 1998 50-54
70 1385 | 1998 55-59
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