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: atalet momenti

: zemin reaksiyonu

: plaga dik olarak etkiyen yayili yiik.

: normal gerilmesi bilegenleri

: kayma gerilmesi bilesenleri

: yer degistirmelerin bilesenleri

: X,y ve z dogrultularindaki birim deformasyon bilegenleri
: kayma agis1 bilesenleri

: elastisite modiilii

: Plagin egilme rijitligi

: kayma modiilii

: poisson orant

: plagin kalinlig
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OZET

Bu tezde, elastik zemine oturan gesitli geometri ve degisik sinir sartlarina sahip plaklarin

teorik ve niimerik metodlarla ¢6ziimii yapilmis ve bilgisayar programlar gelistirilmigtir.

Birinci boliimde elastik zemine oturan dikdortgen plaklar ele alinmustur.

LB6limiin 1.kisminda Reissner plagi ve Kirchoff plagi teorilerindeki denklemler, elastik
zemine oturan dikdértgen plaklar i¢in elde edilmis, bunun iginde lineer elastisite teorisinin
denklemlerinden ve geometrik sartlarindan faydalanilmisgtir. 1.BSlimiin 2.kisminda sonlu
farklar metodu agiklanmus, iki degiskenli fonksiyonlarda sonlu fark ifadeleri ¢ikartilmis ve
cesitli mesnet sartlarina gore ¢oziimler yapilmigtir. Hazirlanan bilgisayar programi, elastik

zemine oturan plagin 4 kenarinin her tip mesnetlenme durumunda ¢dziim yapilabilmektedir.

Ikinci boliimde egik koordinat takimina gére bulunan sonlu fark ifadeleriyle de elastik zemine

oturan iicgen ve trapez seklindeki plaklarin ¢6ziimii yapilmistir.

Uciincii bsliimde elastik zemine oturan paralel kenar plaklarin yapilmis, paralel kenar plakta

cesitli mesnet sartlar1 dikkate alinmagtir.

Dérdiincii bsliimde elastik zemine oturan dairesel plaklar ele alinmustir.

[V.Béliimiin 1.kisminda elastik zemine oturan dairesel plakta , Kirchhoff’un kesin teorisinden
faydalamilarak ¢6ziilmiistiir. IV.Bolimiin 2.kisminda dairesel plaklarin “Sonlu Farklar
Yoéntemi” ile ¢oziimii yapilmistir. Dairesel plak ¢esitli mesnet sartlart ve elastik zemine
oturmas: hali de dikkate alinmustir. Hazirlanan bilgisayar programi ile elastik zemine oturan

her tip mesnetlenme durumunda ¢6ziim yapilabilmektedir.

Anahtar kelimeler: Elastik zemin, plak, sonlu farklar, teorik ¢6ziim.
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ABSTRACT

In this thesis, the solution of plates that reside on elastic foundation with several geometrics
and different boundry conditions through theoretic and numerical metods has been carried out

and computer programs have been developed.

In chapter I, rectangular plates that reside on elastic foundation have been discussed.

In section 1 of chapter I equations of Reissner plate and Kirchhoff plate theories have been
maintained and hence the equations of linear elastic theory and geometric conditions are
used. In section 2 of chapter I , finite difference metod has been explained, finite differential
expressions in two variable equations have been extracted and solutions depending on several
support conditions have been made. Computer program prepared can produce solutions in

every type of supporting of 4 sides of plate that reside on elastic foundation.

In chapter I, the solutions of triangle and trapeze plates that reside on elastic foundation have

been solved by finite differences in triangular coordinates.

In chapter IIl , that of parallelogram plates are made and several support conditions in

parallelogram plates have been noted.

In chapter IV the circular plates that reside on elastic foundations have been discussed.

In section 1 of Chapter IV the circular plates that reside on elastic foundations have been
explained by making use of Kirchhoff’s definite theory.

In section 2 of chapter IV, the circular plates will be solved by finite difference metod. The
solution of the differential equation for circular plates had been considered with all boundary

conditions and inculding on elastic support.

Keywords: Elastic foundation, plate, finite difference, theoretic metods.

vii



1. GIRIS VE YAPILAN KABULLER

Elastik zemine oturan sistemlerin teorik hesabi olduk¢a komplike bir konudur. Bu tip
sistemlerin diferansiyel denklemlerinin kesin ¢oziimii ancak bazi kabullerin yapilmas: ile
gerceklesmektedir. Bu kabullerin hemen hemen hepsi, sisteme mesnet teskil eden zeminle
ilgilidir. Zeminin elastik 6zelliklerinin tam belirli olmamast ve plastik deformasyon yapma
ihtimalinin bulunmasi, diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii daima bir 6l¢lide sinrlar. Bu
sebeple bu problemde, zeminin elastikliginin g6z6niine alinmasinda bazi kabullerin yapilmast

zoruniudur.

Elastik zemine oturan sistemlerin hesabinda kullanilacak ana hipotez, Sekil 1°de gorildigi
gibi birbiriyle irtibati1 olmayan ve birbirine sonsuz yakin yaylardan meydana gelen bir sistem
gibi ¢aligmasidir. Bu kabullere gore, kirisin herhangi bir noktasindaki diisey deplasman v ise

bu noktada zemindeki tepki kuvveti :
p=c.vV

olacaktir. Burada ¢ zemin katsayisi,
c=c¢p.b

seklindedir (b = kiris genisligi). co katsayisina zemin modiilii veya yatak katsayisi denir. Tarif

olarak, birim ¢6kme elde etmek i¢in birim alana yiiklenmesi gereken kuvvettir.

—— e e ]

e o o e s -
y 1V
4 1&
1

&

v

Sekil 1.1.Elastik zemine oturan bir kiris
p=lkg/cm] , c=[kg/cm’] co=[kg/em’] v=[cm] boyutundadir.

co degerinin deneysel yolla bulunmasi gerekir. Fikir vermek i¢in, zemin cinslerine bagli

olarak ortalama c, degerleri Cizelge 1.'de verilmistir.

Zeminin birbirine sonsuz yakin yaylardan meydana geldigi kabulii ile, zeminin Hooke

Kanunu’na uyan elastik bir cisim gibi davrandigi Ongériilmiigtiir. Ayrica herhangi bir
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noktadaki zemin tepkisinin bu noktadaki ¢6kme ile orantili oldugu, komsu noktalarin bahis
konusu noktaya tesirinin olmadigi kabul edilmistir.

Bu kabuller zeminin tam olarak davranisini aksettirmemektedir. Zemin ¢ok komplike bir
yapiya haiz olmasi sebebiyle kesin olarak formiile edilememektedir. Buna ragmen, bu
kabullerin matematiksel olarak isi kolaylagtirmasinin yaninda, zemin mekaniginde yapilan

deneylerle gergege oldukga yakin neticeler verdigi goriilmiigtiir.

Bu konuda ilk caligmalar Winkler, daha sonra Zimmerman tarafindan yapilmistir.
Zimmerman, Winkler tarafindan ortaya atilan hipotezi demiryolu traverslerinin hesabina
uygulamugtir. Daha sonra Westergard ayni teori ile tekil yiike maruz beton yollar1 incelemistir.
Engesser, kirig genisligi arttik¢a yatak katsayisinin degerinin azaldigint gostermistir. Terzaghi

temellerin yatak katsayilarim belirleyen bir ¢alisma yapmistir.

Cizelge 1. Ortalama c( degerleri

Zemin tlrl co (t/m’)

Kil , plastik 500~1000
Kil, yar1 sert 1000~1500
Kil, sert 1500~3000
Kum, gevsek 1000~2000
Kum, orta siki 2000~5000
Kum, siki 5000~10000
Kum-gakil, siki. 10000~15000
Saglam sist > 50000
Kaya : > 200000
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2. ELASTIK ZEMINE OTURAN DIKDORTGEN PLAKLARIN COZUM
METODLARI

2.1. Giris

Planda kalinli1 (h) diger boyutlarina nazaran bir mertebe kii¢iik olan prizmatik cisme denir.

Plagin orta ylzeyi / a

Sekil 2.1. Plak, koordinat eksenleri ve deplasmanlar

Plag: kalinlig1 boyu yariya bélen ylizeye onun arta ylizeyi, plagin yan yiizeylerinin orta ylizey
ile gakisma hattina onun smur1 denir. Orta yiizeyin x,y,z eksenleri yoniinde yer degismelerini

u, v, w; plak rijitligini D; b <a kabul edilerek plaklar sematik olarak soyle siniflandirilabilir:

Plaklar
v v

Kalin plaklar Ince Plaklar
b/h<5 5<b/h<50
incelenmesi igin ti¢ boyutlu (G.Kirchhoff 1850)
elastisite teorisi uygulanir. D#0
(Barre de Saint-Venant, W <h/4
Langrange, B.Galarkin, vb) Esnek plaklar
(1883, 1811, 1918-33 (T. Karman, 1910)

D#0

W =h



2.2. Elastik zemine oturan dikdértgen plaklarin teorik ¢6ziimii
2.2.1. Kahn plaklar

Bu Dbolimde elastik zemine oturan dikdortgen plaklarin REISSNER Teorisinden
faydalanilarak kesin ¢6ztimii yapilacaktir. Kesin Teori ile bulunacak neticeler Klasik Teori ile

mukayese edilecektir.

Plaklarin Klasik Teorisinde, plagin orta diizlemine dik bir dogru iizerindeki noktalarin sekil
degistirmeden sonrada bu diizleme dik bir dogru {izerinde kaldig1 kabul edilir. Ayrica, orta
diizlemden z mesafesinde bulunan herhangi bir A noktasindaki w, diigey yer degistirmesinin,
orta diizleme ait w deplasmanina esit oldugu kabul edilmektedir. Klasik Teoride bundan baska
xz ve yz diizlemlerindeki Ty, Ty, kayma gerilmelerinin sebep oldugu agisal sekil degistirmeler
ihmal edilmektedir. Coziimii kolaylastirmak i¢in yapilan bu kabuller plagin sinir sartlarinin
saglanmasinda baz1 aksakliklar doguracaktir.

[ t/z
| vz

k.

Y.V
Z,w

Sekil 2.2.Kalin plak sekil degistirmesi

Reissnerin kesin teorisinde ise, diizlem kesitin deformasyondan sonra da diizlem kaldig
kabulii yine gecerlidir. Buna karsihik, w diisey yerdegistirmelerinin plak kalinlig1 boyunca z
koordinatina baglilig: dikkate alinmistir. Ayrica, xz ve yz diizlemlerindeki yx,, vy, agisal sekil
degistirmeleride hesaba dahil edilmektedir. Kesin Teorinin kullanilmasimin diger bir avantaji
da sir sartlarimin tam olarak saglanmast miimkiin olmaktadir. Plagin t kalmliginmn diger
boyutlarina kiyasen kiigiik oldugu hallerde Klasik Teori ile bulunacak neticeler oldukga
yeterlidir. fakat, plak kalinligi arttikga Klasik Teori ile Kesin Teori arasindaki fark
biiylimektedir.



2.2.1.1. Reissner'in Kesin Teorisiyle elastik zemine oturan plaklarm ¢oziimii
2.2.1.1.1. Plagin denge denklemleri ve gerilme dagihimlar:

Sekil 2.3.a da plak elemanindaki kesit tesirleri gosterilmistir. Bu kesit tesirleri, sekil 2.3.b de
goriilen gerilmeleri meydana getirmektedir. Bu, dy . dy . t plak elemanina etkiyen kuvvetlere

denge denklemleri tatbik edilerek (2.1.a-c) diferansiyel denge denklemleri elde edilir.

-
X
d—r———zo
\<
N.....—&’
*

: A
7~ - ) xz
M P ,l [ X
MY f
M : ;
t . N
% g,
A 9 :
1 dy T
g cw )
—_— aQ b
al f/M x
OxM —~M}'
5My
M,‘y lg Mv«ka dx
§Q,
5MO‘ ﬁs—;dx
oM, ' M, 22d
M’*é)‘ dy /‘L c.vj YEE X
59,
M +%& Orgy-dy
c)
Sekil 2.3.Kalin plak denge denklemleri
oM, M, Q. =0
ox oy ¥
M oM
2 =2 -Q, =0 (2.l.a-c)
0x oy ’
Q, + +g—cw=0



Sekil 2.3.b de goriildigl gibi oy, oy, Ty gerilmelerinin lineer, 1y, ve 1y, gerilmelerinin ise

parabolik dagilim gosterdigi kabul edilirse, orta diizlemden herhangi bir z mesafesindeki

gerilmeler:
Cx = —6;—.Mx EE
t” t
Oy = %My-z—tz
Txy = %.MxszZ (2.2 .a-¢)

t |

3 [ (22)]
Te= —Q. |14 2%

e (t)J

Kalin plaklarda z dogrultusundaki o, gerilmesininde hesaba dahil edilmesi icap eder. Bunun

i¢in, elastisite teorisinde uzay gerilme héline ait denge denklemlerinden z y6niine ait olanin

ele alalim.
ot
oo, +6'cxz AT
0z Ox Oy
Buradan

a‘cxz 5*1: z
G,= - J.—a-x——.dz— a}y/ dz+y,

bulunur. Burada y(x, y) integral sabitidir. (2. 2 . d ve e) ifadelerinin kismi tlirevleri alinip

yerine koyulursa:

Gz = - Ii an [1—(32-)1dz— i aQy |:1‘[£J~}dz+\p(x v)
2t Ox t 2t oy t "




_ }_[iQ_xﬁgij I{l—(zj }dzwm)
2tl ox oy t )

%, 2,

(2 .1.c)denklemine gore qu—

_ 3 2z
o,=- z(g+c.w) 1- T Z+Y

3 1 (2zY
;= 2—t(g—cw) {Z—Z(T] :|+\p(x‘y) (2.3)

=g+ c.woldugundan:

olarak bulunmug olur. y y integral sabiti sinir sartlarindan elde edilecektir.
z=-t/2 icin  o,= -g(x,y) ve,

z=t/2 icin  o,=- ¢ . w oldugu dikkate alinirsa:

1
Yix,y) = - 5(g+C-W)

olarak bulunur. Bu deger 2.3 te yerine koyularak:

3 1(2z)' ] 1
;= z(g—c.w) I:Z—Z(—tg) }—§(g+c.w) 2.4
elde edilir.

Boylece Klasik Teoride ihmal edilen o, normal gerilmesi Kesin Teoride (2 . 4) ifadesiyle
alinmaktadir. Ayrica, (2.2.d ve ¢) ifadeleriyle de t,, ve 1y, kayma gerilmeleri ve bunlarin sekil

degistirmelere olan tesiride gézoniinde bulundurulacaktir.
2.2.1.1.2. Plagin sekil degistirme bagintilar:

X, ¥, z eksenleri dogrultusundaki yerdegistirmeleri sirasiyle U, V, W ile gdsterirsek, sekil

degistirme bilesenleri :

ou
Ex = 5—;=%[cx -v(o, +cz)]



gy = —6X=~l—[cy—v(c‘ + cz)]
gy E '

Yxy = @+g\£=l.1:xy (2.5.a—¢)
gy ox G
oV ow 1

seklinde yazilabilir. Burada plak izotrop kabul edilmistir. U . V yer degistirmelerinin t plak
kalimlig1 boyunca toplanmasiyla o, o, agisal sekil degistirme biiytikliikleri meydana gelir. W
yer degistirmelerinin toplanmastyla da bileske w yer degistirmesi meydana gelecektir. Bunlar
kendilerine tekabiil eden kesit bityiikliikleri ile beraber sekil degistirme enerjisi hasil ederler.
Islerin esitligini yazarsak ve (2 . 2) ifadeleri dikkate alinirsa:

+t/2 3 +t/2 2Z 2
_[‘txz.W.dz=Qx.w - W=—2— IW[I—(—J }dz

~t/2 t -t/2 t

+t/2 6 +t/2 27
ch.U.dz=Mx.ocx——> o, =— IU—dz 2.6.a—-c)
-t/2 -t/2 t
+t/2 +t/2
[o,.V.dz=M,a, - o«,=0 [v= 22 4
-t/2 -t/2 t

(2.2),(2.4),(2.5), (2. 6) bagintilarindan faydalanarak :

Hj'za_UE.dz=2iE “/z[cx —V(Gy +GZ)]~2t—Z.dz

~t/2 —t/2

6 "' 2z 1(2z) | 1 2z
el _[{M —-vM ——v——(g—cw)I:z—Z(Tj }—5(g+cw)} T.dz

2

oo 12 t
— = |M,-VM_ +v—(g—CcW 2.7.a
o t3E[ X y 1O(g )} ( )




Benzer sekilde :

oo 2
. =£{MY -vM_ + VI—O(g—cw)]

P (2.7.1b)
oo
a;‘y* . tlzG M, 2.7.¢)

olarak bulunur.

Simdi de Qx, Qy kesme kuvvetleriyle sekil degistirme biiyiiklitkleri arasindaki bafintiyi
¢ikartalim. Bunun i¢in agagidaki bagintiy1 teskil edelim.

G S s ) e

~t/2

+t/2
=S 24z Mg+ 2.8)
2 4t X ox

Diger taraftan, (2.5 .¢) ve (2. 2. ¢) bagintilan1 kullamlarak:
+1/2 2 +t/2
I(6U+6WJ 3 1_[3;_) dre jlz 3| (22) i
.\ 0Z  0x )2t t G 2t t
_17P3 ( )2 3 (2sz 6
— | = - = |.dz=——. 2.9
e Jz Q. { 27T [ @9

olarak bulunur. (2 . 8) ve (2 . 9) ifadelerinden:

f?ff:::__gi__ (2 veva
Uk sGo Y

6w

Oty == —— 2.10.a
ox 5tG Q ( )

olarak elde edilir. Benzer sekilde:

o= -, Q (2.10 . b)

oy S5tG
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bulunur. Béylece 2 .1 .a—-c¢), 2.7 .a—-c)ve (2.10. a~ b) bagntilan1 8 denklem
vermektedir. Bu denklem takimuyla bilinmeyen My, My, My,, Qy, Qy kesit biiytikliikleri ve o,
oy, w sekil degistirme bilyiikliikleri bulunabilir.

2.2.1.1.3. Kesit biiyiikliiklerinin w yerdegistirmesi cinsinden ifade edilmesi

(2.7.b) ifadesini v ile garpip, (2.7.a) ile toplarsak:

oo 2
oo +v—2L = 132 M‘(l—v2)+t—(g—cw)(v+v2)
ox oy t'E| 10
buradan:

3
M, = Et > ooty +vaay} 6 (g—cw)(v+v?)
12(0-v7) | &x dy S5.E.t
Et? . s, o S . 2
————-=D ile gosterilirse (D = egilme rijitligi (KN . m)]
12(1-v%)

oo 2

= 5 S (g——c.w)} 2.1.a)

olarak bulunur. Benzer sekilde:

a 2
M, =D. | 2 1y 8% SV o ew @.1.b)
oy | ox  SEt
ve(2.7.c)den:
3 5
o= LG [0y | & @.1.c)
2oy  ox

elde edilir. (2.11) ifadelerinde oy ve o yerine (2.10) degerleri koyularak asagidaki baZintilar

elde edilir.

2 2 2 2
AL N T

My=-D >+ V—
ox oy* ) 5 ox 10(1-v)
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_ (ow, #w) £, v
M, (6y2 +vaxzj 5 oy 10(1—v)(g C.W)

Mxy

2
£G 8*w [aQy . 6Qx] (2.12.2¢)

6 oxdy 10\ ax | oy

Bu ifadelerin ilk terimleri Klasik Teoriye tekabiil etmektedir. Ayni sekilde Qx ve Qy kesme

kuvvetleri de w cinsinden ifade edilebilir. (2.1.2) denkleminden:

Y yazilabilir. (1.12) ifadelerinin tiirevleri alinmak suretiyle:

+— e o (8 —e

5 ox2 10(1-v)\lax  ox

_D(63w a3wJ 2 9°Q, tv (&g 6w) G ’w

Q, aQ

= ——a—x"— — (g — cw) oldugu dikkate alinirsa:

Diger taraftan (2.1.c) denklemine gére

o*w Dv *w t 0Q, t’v (_a__g__ 6_w_) t’G &’w

. C. —_—
ox’  oylex 5 ox: 10(-v)\ex  oex) 6 oxdy?

2 2
LU _9Q % QW_+6Q
10| ox* ox  ox oy

bulunur. Ayrica :

—D.v-l—t—. =D olduguna dikkat edersek:
6 6 2(1+v)

Oc=-D 63w+ O’w +£2_ 62QX+6ZQx _t (6g c@)
“ ax®  oyox) 10\ ax> oy’ ) 10(0-v)\dx  ox

2 oo  tf& * (og  ow
='D _2+_'5' —.W+— ,)+ 5 Q‘_ C
ox? oy’ Jox | 10lax® oy’ ) ¢ 10(-v)lax ax




Qu=-D. 2 viwi+lyg -t (?-%—c.@} 2.12.4d)
Ox 10 “100-v)\ox ox

2

olarak bulunur. Burada V2 = 62 + -2 Laplace operatorudiir.
Benzer sekilde:
2 2
Q=-D2viwilyg -t [%& W 2.12.€)
Oy 10 10(1-v)\dy oy

olarak elde edilir. Boylece (2.12.a-) ifadeleriyle kesit tesirlerinin tiimi{i w yer degistirmesine

baglanmig olur.

(2.12) ifadelerinin kismi tiirevleri alinarak (2.1.c) denkleminde yerine koyulursa:

2 2 2 2 2 2 2
DL vigil Svrg b [08_OW) 50 oo, O
ox 10 ox 10d-v){ox® ox oy~ 10 oy Y
2 2 2
L 0 %——c.a \;V +g—c.w=0
10a-vlay? oy
Buradan :
2 2 2 2 2 2
-D 6_2+i2_ Vi y? aQ"+aQy ! 62+62 g+
0x~ 0Oy 10 ox Oy ) 10(1-v){dx® oy
t’.c o* o
-+ — |(W+g—cw=0
10(1-v)\ ox* oy
6Qx aQy — - . .
(2. 1. ¢) den TG—XMFF = - (g — cw) oldugu dikkate alinirsa bu denklem su sekilde
yazilabilir.
DV (VW) - v (g ew)e e Vigr TS Yiyie cwe0
' T 100-v) ° 100-v) g

veya buradan :



DViw =g - c.w - ;—6 ?—:V-V-.vz (g—cw) 2. 13)

elde edilir.
Klasik Teoride (2. 13) diferansiyel denklemi :
D.V*w=g-c.w seklindedir.

Boylece, Klasik Teoride dordiincii mertebeden tek bir diferansiyel denklemin bulunmasina
karsilik, Kesin Teoride ise (2. 12 . d — e) ve (2. 13) denklemleriyle verilen Qy, Qy ve w ye gore

simiiltane ti¢ diferansiyel denklem takimi vardir.

Kesin Teorinin Klasik Teoriye kiyasen en Onemli {istiinliigii, bu ti¢ diferansiyel denklem
takiminin integrasyon sabitlerinin, plagin sir sartlarin1 tam olarak saglayacak sekilde elde

edilebilmesidir.
2.2.1.1.4. Smir Sartlar
a) Sabit mesnetli plak

Plagin kenar1 sabit mesnede oturuyor ise, bu kenarda ¢6kme, egilme momenti ve burulma

momenti sifir olmalidir. Yani :

w=0
M;=0 2.14)
Mxy=0

b) Ankastre mesnetli plak
Ankastre kenardaki sinir sartlar :
w=0

ox =0 (2. 15)
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¢) Boste kenar

Bu durumda kesme kuvveti, egilme ve burulma momenti sifir olmalidir. Yani :

Q=0
M=0 (2.16)
Mxy—ho

Klasik Teoride, yukaridaki sinir sarti ifadelerinden sadece iki tanesi saglaniyordu. Kesin

Teoride ise, her mesnetlenme durumu igin {i¢ sinir gartin1 da saglatmak miimkiindiir.
2.2.1.2. Elastik zemine oturan dikdortgen plaklarda Navier ¢oziimii

Sekil 2.4'te goriildiigli gibi dort kenarindan sabit mesnetlere oturan kenarlari a, b ve

yiksekligi t olan, elastik zemin lizerindeki plag ele alalim.

Plak tizerindeki g (x, y) ylkinti, L = 2a ve L = 2b periyodlarina haiz ¢ift Fourier serisi

yardimiyle su sekilde ifade edebiliriz:

(X, y)=2% gm.sin = sin % (2.17)
mn a

Burada : gmy yiikiin dagilimina ve cinsine gore tayin edilecek degerdir. m =1, 2, 3,... ven=1,

2,3 .. dir.

Benzer sekilde w ¢okme fonksiyonu ve Qy, Qy kesme kuvvetleri fonksiyonlarida Fourier

serileri yardimiyla:

W(X,y)= 2% Wyp.sin ™ sin oy
mn a

Qx (X, y)=ZZ dmpp . cos X sin n:y (2. 18 .a-¢)
mn a

nn
.cos =X
b

Qy(X,y)= XX emp.sin e
m n a
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g(x y)

F@/

Sekil 2. 4 Elastik zemine oturan dikdértgen plaklarda Navier ¢oziimii

seklinde ifade edilebilir. Buradaki Wy, dmn ,emn degerleri (2.12.d-e)ve(2. 13) denklemlerinden
elde edilecektir. (2. 18 . a) daki w(x, y) fonksiyonu, (2. 14)'de verilen siur sartlarin saglar.

(2. 17) ifadesinden :

2 2 2 2
Vig = 6_2+_<9_g =—3Xg_ @) + E) sin X gin Y 2.19)
6X ayz m n a b a b
bulunur. (2. 18.a) ifadesinden :
2 3 2 2
V=W, 0% _ 55 W i (m) +(BE) sin X sin Y (2.20)
aXZ ay2 m n a b a b
s . y 4 2 2 4
s Zoes o [) o (2 42)
Ox ox“0y° Oy a a b b
sin sin Y (2.21)

olarak elde edilir. (2. 19), (2. 21), (2. 17), (2. 18.a) degerleri (2. 13) denkleminde yerine

koyulursa :
mn * mr * (nm VAN mnx n
b (— +2(_) (_j +[—) sin "X sint? =3 3g
mn a a b b a b z2
. sin smn_ny.._cz o W, sin mnx sin nn:y t 2—v
2 boome a b 10 1-v

2 2 2 2
Aoszg (M) (20 cssw [m_) #j sin X 1Y
m n a b m a b a b



ez () (5 e (230 ) =

olarak elde edilir. (2. 21) ifadesinden :

{ ¢ 2—v[(mnj2 (n U]

1+—. — | +|— g

10 1—-v a b

Winn = 2.23)

GEGIEE= GEG

Olarak elde edilir. (2. 18. b) ifadesinden :

2 52 2 2
v2Q, =2 a}gx N aszv =_zzdm[(_¥1ﬁj +(%j }cos m"’x.sinib"—y- (2.24)
m n a a
bulunur. (2. 20) ifadesinden :
0 mr) (nn) |(mn mmnx nm
——(Vzw)=—-232‘.wmn — +(— | — |cos sin 2 (2.25)
ox m n a b a a b

elde edilir. (2. 18. b), (2. 20), (2. 24) ve (2. 25) degerleri (2. 12. d) denkleminde yerine
koyulursa:

Zden.cosm
m n a b a a

_g.zmw{(m_] H }(m_)m__%
a mnn

2 2 2 2
-t—Zden (m) +(Ej cos X gin T ! 1228 (m)cosinn—xsinﬂy—-
10mn a b a b 10(1-v)|mn a a b

™ sin ﬂby} (2. 26)
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veya
(mn)z (nn}z t’.c  |mn t*nmm
Dl| —| +|—| +——|— W, ——8m
{ a b 10D(1-v) | a 10a(1-v)
t2 (mn)z (nn]z
1+—) | — 1| + —
10 a b
olarak elde edilir. Benzer tarzda (I. 18. c¢) ve (1. 12. ¢) ifadelerinden :
2 2 b) 2
mn nmw t.c |nm t°nw
Dl|—| +—| +—— T Wan T A7 2 Emm
K a ) (b] IOD(I—V)} b 10b(1-v)
€mn = - - (2.28)
t*((mn) (nm)
+—[|— | +|—
BEE

bulunur. Boylece (2.27), (2. 28) ifadeleriyle dmn ve emn katsayilari, wyn ve gmn cinsinden elde

2.27)

edilebilir. Bu degerler (2. 18. b-c) ifadelerinde yerine koyularak, Qx ve Qy fonksiyonlar
bulunur. My, My ve M,y moment fonksiyonlarin1 bulmak icinde (2. 12. a-c) ifadelerinden

faydalanilir.

2.2.1.2.1. Plak iizerine kismi iiniform yayil yiik etkimesi

X

113} 9%
y[ T

7 o b
22 I

N a \
A AY

Sekil 2.5. Plak {izerine kismi tiniform yayili yiik etkimesi

Sekil 2.5'te goriildiigi gibi, 2a, . 2b, alaninda kismi tiniform yayili g, yiikiine maruz, elastik
zemine oturan plag: ele alalim. Once bu yiikii, b genisligince 2b periyoduna haiz y'nin tek

fonksiyonu olarak diigtinelim.
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nnn . nnb, . nmy

3]

4g 1 .
= =223 —sin .Sin sin
g = = FE sy b b

sonra bu g (y) ¢izgisel yiikiinii, 2a periyoduna haiz x'in tek fonksiyonu olarak gelistirirsek :

4g(y) ¢ 1 . mmf . mma, . mmx

gx,y)= .sin .sin
mm a a a
veya :
16 . . . . nmb,_ . .
gx,y)= %° X ! sin mn sin il sin 7, sin 170, sin 2 sin i (2.29)
n° mnmn a b a b a b

(2. 17) ve (2. 29) ifadeleri mukayese edilirse:

16g, . mnf . nmn . mma, . nnb

[o] o

= sin sin sin Sin 2.30
Smn n°.mn a b a b ( )

olarak bulunmus olur.

(2. 30) degeri (2. 23) de yerine koyulursa

iy 4% (mn)z (mt)z
1+ L T
101-v{\ a b 16g,

Wann = 2 2\2 2 2\ 12 )
(m‘nj (nn) t2 2—v (mﬂ) (nn] T .mn
Dij— | +|— +cf 1+ —. — | +|—
a b 10 1-v a b
sin 5 g 2PN G TR0 ) DD @.31)
a b a b
bu formiilde :
b t
—=0 —:‘Y
a a
24/L= 2.32
2V4D g ( )
2—-v
=p




ile gosterilirse, (2. 31) ifadesi su sekilde yazilabilir :

_ 16g, a* 1+y2.p(m2+n2/oc2)11:2 7
DT‘zmn.n“(m2 +n?/a?) +64B4[1+y2.p(m2 +n2/a2)nz]

Wmn

.. mnE€ . nnn . mma_ ., nnb
.sin E".sm N sin > sin 2 (2.33)
a b a b

Buna gore, (2. 18. a) daki ¢6kme fonksiyonu :

4 2 2 2 212
W= 16g,a s3 1 1“; .p(m +n /a )r:

Dn? '““mn.n4(m2+n2/a2) +64[34[1+y2p(m2+n2/a2)112]

. mnE . nmn . mma, ., nnb, ., mmx . nx

sin Z:’.sm n.sm °..sin < .sin sin (2.34)
a b a b a b

seklinde olacaktir.

(2. 32) kisaltmalan dikkate alinarak, (2. 27) ve (2. 28) katsayilar su sekilde yazilabilir.

Dim?+n’/a’+ y*.64p* .m7t3 W _¥ mam g
100-v)r* | a®> ™ 10(1-v)°™
dmn = 2.2 (2.35.a-b)
1+11—0——.(m2 +n’ /ocz)
Dim?+n*/a®+ v’.64.p* .nn3 W _yima’n g
o 10(1-v)=? [a’ ™ 10(-v)b "™
mn — )
1+Y—l:)[——(m2 +n? /az)
buna gére, (2. 18.b-c) ifadeleri :
D|m’+n*/a’ + v’ .64p° mn3.w _ Y'mam g
0r= 3% 100-vyr* | 2> ™ 100-v)"™
" 1+ 1T .(m3+n2/onz)
. cosgﬂ.singy (2.36.2)

a
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D{m2+n2/a2+ v64p" }mn"w - y'ma’n
100-v)n® {a’b ™ 10(1-v)b Sun

Q=2X 2.2

' 1+—%(m2+n2/a2)

sin X cos 2 (2.36.b)
a

seklinde olacaktir. (2. 18.a-c), (2. 17) ve (2. 12.a-c) ifadelerinden faydalanarak:

2 2 2
My=D.ZX m) Y .wmn.sinmnx.sin oy 1 Eden.ﬂ.sin X
mail a b a b Smn a a

sin 2 __ LV {Zng.sinmnx.sinnny cZZwm.sin%sinm}
b 10(1-v)|mn a b mn a b

veya
2 2 2 4 2 2
M= z5d D0 2y B, Y OB tmy oty
mn| a o” 10n°(1-v) 5 a 10(1-v)
sin 27X gin Y
a
Benzer sekilde :
2 2 2 4 2 2
Myzzz DT: Vm2+n—7+ Y264B Wmn—_t—ﬂdmn_ LY gmn
mn| b* o” 10n°(1-v) 5b 10(1-v)
sin % sin 2
a
3 2 2
My= 22X ——t———(}ﬂn-.wmn +t—(r—n—fi+ﬂ).emn cos X cosﬂy— (2.37.a-c)
m n 6.a.b I0\a b a b

olarak bulunur. Klasik Teoride, plak kalinligi diger boyutlara kiyasen kiiciik kabul
edildiginden, y =t/ a degeri sifir alinmig almaktadir. Buna gore Klasik Teorideki ifadeler :
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4
W = 16g°? 22X 1 — S 1 ™~ 4.sinmnx.sinnﬂ:y
D> momn ' (m” +n- /o) +64 a b
3
Q= ZZD.mT: (mz+n2/ocz)w,,m.coslmt sin Y
mn g a
3
Q==X D.%(m2 +n’ /ocz)wmn.sin mﬂx.cosn—bth (2. 38.2-€)
m q a a

2
n . mmx
M= XX D.—Z(m2 +v.n2/oc2)wmn.sm
m q a a

.. n
sin—2

’)

M, = EZ D.— o (vm +n%/a’ ) .sinnmx.sin—r—lbﬂ
a

Seklinde olacaktir.

2.2.1.2.2. Plak boydan boya iiniform yayil g, yiikiine maruz ise

Bu durumda a, = € = %a veb, = n=—;— b olacagindan (2. 30), (2. 33) ifadelerinden :

16

G = — (2.39)
7 mn

_ l6g.a* 1+y%p(m* +n*/a?)n’?
mn 2 . ) 2 2 2 (2.40)

Dra’mn n*(m? +n’/a?) +64p* [l+y —p(m?* +n’/a’)rn J

Olarak bulunur. (2. 18.a) ¢6kme fonksiyonu :
16g.a’ 1 1+y% p(m? +n’ /o)’

Wpp = ——— 2 X —— 5
Dn® mnmn n*(m®+n*/a?)’ +64B* [l+y p(m?+n’/o’)n’ J
sin X sin 2 2. 41)

a b

olacaktir. burada, elastik ylizey simetrik olacagindanm =1, 3,5, .. ven=1, 3,5, ... gibi tek

degerler alinmalidir.

Plagin max. ¢dkmesini bulmak i¢in x = % ve y=—g koyulmalidir.



1 4 2. 2 2 2y,22
Winax = _&0?*22_1*' . l"t'Y’ P(m4_+n {0‘ )TE’ — (2.42)
Da® masmn n"(m”+n"/a”) +64f [l+y”p(m“+n /oc“)n“j

16 1 1+y*.p(m* +n*/a’)n? LOLE
yr=—2~22—— 4,2 2 2Z bl 1] 2 ) 2 2, 2 2'.(-—1) 2 (2.43)
n°mamn ©°(m”+n"/a’) +64[311+y p(m*+n"/a )nJ

ile gosterilirse, (2. 42) ifadesi su sekilde yazilabilir:

4
a
Wy = %y, (2.44)

Klasik Teoride ise ;

! 1 1 (2.45)

YTy mn 7 (m? +n?/a?)® +64 B

seklinde olacaktir.
2.2.1.2.3. Tekil yiikiin etkimesi hali :
[—v X
P
y z 5
b
M
a |

i
Sekil 2.6. Tekil yiikiin etkimesi hali

Bu durumda gy, katsayis1 (2.30) ifadesinden limite gidilerek bulunur. Bu ifadeyi su formda

yazabiliriz:
mma, o nmb,
4 ..mn& . nmm g b
gmn= —.4a b p, sin .sin . .
ab a b mma, nmb,

a b



b
9%}

4a, b, p, = p sabit kalmak sartiyla, a, ve b, sifira giderse :

g = 2P i T iy B0 (2. 46)
ab a

olarak bulunur. (2. 23) te yerine koyulursa :

t2 2—~v(m2n2 nthz]
1+— +

10 1- 2 b’
W= ; VA @ ﬂ.sin mrs sin =21
min?  nin’ £2 2—V(m27t2 n’r2)lab a b
D| ——+—; +ci 1+ — —t+—
a b* 101-v{ a° b-
Veya :
3 2 2 2 2 2
S S & 10 et L0 S YL LY O P)
Db m'(m’+n’/a’)’ +64B*[1+y2p(m® +n’/a)n?|  a b

Bulunur. Buna gore, ¢6kme fonksiyonu:

4pa’ 1+v2.p(m? +n?/a®)n’ . mnf . nm

w= E 4, 2 2 272 2 2 2 )2 STV i g‘sm L
Db man*(m”+n°/a’) +6403 [1+y p(m° +n”/o")n J a b

sin T in 2 (2. 48)
a

seklinde olacaktir.

(2. 43), (2. 44) degerleri (2. 36) ve (2.37) ifadelerinde yerine koyularak Qx, Qy, Mx, My kesit

tesirleri elde edilir.

P kuvveti plagin tam ortasinda tesir ediyorsa, bu durumda

x=E=—vey =r]=g alinarak (1.45) de yerine koyulursa

2
2

_4pa’ 1+y>.p(m’ +n’/a’)n’ . (2. 49)
Db mng*(m® +n’/a’)’ +64 [34[1+y2p(m2 +n’ /az)nzj .

Wmax

bulunur.
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/=435 1+y°.p(m’ +n’/a’)n’ . (2.50)
* wagt(m®+n’/a’)’ +64 B4 +y p(m® +n’ /o)’
Y

ile gosterilirse :

seklinde yazilabilir.
2.2.2. ince Plaklar
Ince plaklar asagiaki (G. Kirchhoff) farziyelerine dayanan teknik teori ile hesaplanur.

1. plagin orta yiizeyine normal egilmede orta yiizeye dik (a), diiz hatli (b) ve boyutunu
degismeden (c) kalir ("diiz normaller farziyesi"). Bu farziyanin (a), (b) kismindan almur ki

plagin xz, yz ylizeylerinde koyma deformasyonu olmuyor, yani:

Yz =0

Yyz=0

(c) kismina esasen ise plagin z ekseni y6niinde lineer deformasyonu olmuyor, yani:
g,=0

2. plagin orta ylizeyinde ¢ekme, basing, kayma deformasyonlar1 olmuyor. Dolayis: ile orta

ylizey tarafsiz yiizeydir ve onun x, y eksenleri y6niinde yer degismeleri (u,, v,) sifira esittir.
z =0 oldugunda :

u(X,y,0)=U,=0

Vv=(XY,0)=V,=0

3. x, y eksenleri yoniindeki oy, oy gerilmelerine nazaran z ekseni yoniindeki o, gerilmesini

ithmal etmek olur.

c,=0



2.2.2.1. Yerdegistirme ve sekil degistirme

Yer degistirmeler :

Cokme (z yoniinde yerdegistirme) w=w(X, y)
X yoniinde yerdegistirme u=- z—é—x— (2.51)
y yoniinde yerdegistirme v=1z ™
Donmeler :
B = ow 0y =- ow (2.52)
oy ox

Sekil degistirmeler : Plak kalinli1 (h) dogrultusundaki sekil degistirmelerin ¢ok kiigiik olmasi

nedeniyle

€2, Txz> Tyz = 0 alinmugtir,

du o*w
& e
2
ey=§3=—za‘;V 2. 53)
oy oy
ou ov o*w  O'w 0w
ny=—+—=—Z Z =27z
dy ox Oxoy  Ox0Oy ox0y

2.2.2.2 Gerilmeler ve I¢ Kuvvetler

Plaktan kesilip gikarilmis dy . dy boyutlu bir plak elemanin ylizeyindeki gerilmeler sekil
(2.7)'de gosterilmistir. Plagin ince olmast sebebiyle o, normal gerilmeleri oy ve oy

gerilmeleri yaninda ¢ok kiigiiktiir.



dy v I h/2

______________ e —» oX
Z} TYX
dz —>
//
oy ‘} XZ
Y2
Sekil 2.7 Ince Plak Gerilmeleri
ox = (e, +ve, )= Ez 62W+V62W
ATV S VEL (PVER RGP
E Ez (8*w o’w
Oy= ———=(g, +VE )= ] +v 254
y l—vz( y x) 2 (ayz asz (2.54)
Ez(1+v) 8*w
Ty = G Yxy __ Exl+v)

1-v xdy
I¢ kuvvetler :

dy, dy'nin birim boyutlu plak olmasi halinde kesitlerdeki gerilme bilesenlerine plak ig

kuvvetleri denir. I¢ kuvvetler sekil (2.8)'de gosterilmistir.

MX7— T My Qy
X v k.w
Qx

L
Mxy

Sekil 2.8 Ince Plak I¢ Kuvvetleri
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Egilme Mometleri ve Kesme Kuvvetleri

h/2 2 2
M, = ch.z.dz=—D 0 W+v.§—W
ox 0y

-h/2

M o’w  d'w
M, = 'fcsy.z.dz=—D( -+ V. 2)
-h/2 ay ax
h/2 azw
My= | t.zdz=—D(1-V) (2. 55)
-h/2 axay
_oM, M, (& W, ’w
Y& oy x> ay Bx
oM, oM 3 3
Qy= LA ¥=-D 5\;V+ azw
oy 28 dy” 0x°0y
2.2.2.3. Plak Diferansiyel Denkleminin Cikarilmasi
Qy My
A
Qx Mx _L My
OMxy
y P(x, y) - o - o
y+—L dv — Mx+_Mx 3MX .dy Qx +%X_dx
y k.w
Myx+_5%”9¥£.dy Qy oy
Sekil 2.9. Ince Plak i¢ Kuvvetleri
Diisey dogrultuda denge denklemi (Kuvvet Izdiisiimii);
aa?: dxdy + a%y dxdy +P.dxdy —k.w dxdy =0 (2.56)
0
0% 9% bikw 2.57)

ox



28

(2.55) bagmtilart (2.57)'de yerine konulursa homojen izotrop malzemede, ince plaga ait
diferansiyel denklem (2.58) bulunur.

4 4 4
oW, 0w Ow P kw (2.58)
Ox ox*oy: oy D D

2.2.2.4. Elastik zemindeki plaklarin egilmesi

Yanal yiikli bir plak, beton yol veya radye plaginda oldugu gibi elastik bir zemine oturmusg
olabilir. Elastik zemine oturmus bir plak, ¢evresi boyunca mesnetlenmis de olabilir. Sekil
2.10’da bunun 6rnegi gosterilmistir. Burada dikdértgen kiip kesitli bir kiris P ytikleri ile
zemine basitlmugtir. Kirigin zeminin elastik reaksiyonlan ile yiiklenmis olan taban levhasi
biitlin diisey kenarlar ve sekilde kesik ¢izgilerle gosterilen diisey enine perdeler tarafindan
mesnetlenmigtir. Ekseriyetle bu tip plaklarin egilmesinin incelenmesinde herhangi bir
noktadaki elastik zemin reaksiyonunun siddetinin bu noktadaki w sehimi ile orantili oldugu
kabul edilir. Bu basitlestirici hipotezle elastik zemindeki bir plagin sehimine ait diferansiyel

denklem su sekilde yazilabilir :

VST SSUSTEES S
BT

Sekil 2.10. Elastik zemindeki plaklarin egilmesi

4 4 4
OW,p 0w OW_d kw (2.58)
x' “ox*y’ &' D D

Burada q, daha 6nce oldugu gibi yanal yiikiin siddeti ve kw zemin reaksiyonudur, k bir cm

sehim basina kg/cm? olarak ifade edilir.Bazen buna zemin modiilii denir.



Sekil 2.10°da gosterilen durumu ele alirsak; wy taban levhasinin kenarlarinin sehimini ve w bu
plagin cevre diizleminden itibaren olgiilen sehimini gosterdigine gore herhangi  bir

noktadaki zemin reaksiyonunun giddeti k(w,-w) olur ve (2.58) denklemi Su sekli alir:

AAW = %(w0 ~-w) (2.59)

Koordinat eksenlerini sekilde gosterildigi gibi alarak ve plagin y eksenine paralel olan

kenarlarinin basit mesnetli, diger iki kenarin ankastre oldugunu farzederek ¢evre sartlar

w
(W)x=0x=a=0 , [ . J =0 (2.60)
" aX x=0,x=a
(W) =0 : [%j =0 2.61)

w= KW Y —2 Y v, sin T (2.62)
Dn " a
m=1,3,5... 4 4 m=l1,3,5...
mu«
at+ X
D

Sag taraftaki ilk seri elastik zemine oturtulmus basit mesnetli bir seridin sehimini gosteren

(2.59) denkleminin 6zel bir ¢6ziimiidiir.

w=0 (2.63)

Su halde Yy, fonksiyonlarinin

2.2 4.4
Y;V—zm—f—Y;j+(m“ +—§]Y =0 (2.64)

a at

adi diferansiyel denklemini saglamalar gerekir.

L Y (2.65)

k
a D



2% = Jut +A 1l 2yr = ul +At —pl (2.66)

notasyonlarini kullanarak ve (2.64) denkleminin ¢6ziimiinii e” seklinde alarak r i¢in su dort

kakii elde ederiz.

r=p+iy , -B+iy , B-iy , -B-iy

(2.64) denkleminin bunlara tekabiil eden dért 6zel ¢6ziimii sunlardir.

™ cosymy eP™ cosymy ™ sinymy eP™ sinymy (2.67)
Bunlar su sekilde de alinabilir :

coshBmycosymy sinhf3 mycosymy

coshPnysinymy sinhBpysinymy (2.68)

Simetriden dolay: incelemekte oldugumuz halde Yy'nin, y'nin tek bir fonksiyonu oldugu
anlagilir. Su halde (2.68) entegrallerini kullanarak,

Ym = Ap cosh By, ycosym y+BpsinhPy ysinymy

elde ederiz ve plak sehimini su sekilde buluruz.

W= Z sin X 4ij°4 +A_coshB_ycosy,y+B, sinhB_ysiny, y| (2.69)
m=13,5 a [m n k j
Dnm| ——+—
a D

Bu ifade (2.60) Cevre sartlarini saglar. (2.61) sartlarini saglamak igin A, ve By, sabitlerini

4kw,

1
Dx [m“n“ k J
m ——+=
a D

+A, coshB—"‘lzcos—Y—‘Ltl +B, sinhﬁhsiny—‘“l—)— =0
2 2 2 2

b
(A B + Bmym)sinhBTmbsin% ~(A,y, - B,“Bm)cosh%sinz';—b =0 (2.70)

r4
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denklemlerini saglayacak sekilde segmemiz gerekir. A, ve Bynin bu degerlerini (2.69)

ifadesine koyarak plagin aranan sehimini elde ederiz.

Dort kenarindan basit mesnetli bir plak problemi ayni sekilde ¢6ziilebilir. Navier ¢6ztimii bu

halde de kullanilabilir. Plagin sehimi:

w0

W= ZZA sm———)ism? (2.71)

m=| n=

Ornek olarak bir plagin (§,) noktasina tatbik edilen miinferit bir P kuvveti tesiri ile meydana

gelen sehimini gozoniine alalim. Enerji metodunu kullanarak plagin egilme-gekil degistirme

enerjisini
4 © @ 2 2\?

v=T0pSgaz (B 0 2.72)
8 m=] n=1 a b-

olarak buluruz.Elastik zeminin sekil degistirme enerjisi sudur:

ab 2
W . l—{%le“ (2.73)

00

Amn katsayilarim tayin etmek i¢in virtiel yer degistirme prensibini kullaninz ve buradan

4 2 2\?
POAm sin osin MM -8 (v, v s, o|F2Dfm’ n ) kab), o

mn

buluruz. Su halde

4Psin % sin am

Amn = 4 S
2 2 \°
b{D(m_bj +k}
a

olur. Katsayilarin bu degerlerini (2.71) serisine koyarak sehimi elde ederiz:




(92
39

. mm nmw
SN —— é sin —Tl

4—PZZ a b sin 2 gin 1Y (2.74)

ab &= 2 2 a b
i ‘nzD[ﬂ,_Jrn_,] K
a~ b

Plagin miinferit bir kuvvet tesiri ile meydana gelen sehimi belli olunca, herhangi bir yanal
yiiklemenin sebep oldugu sehim siiperpozisyon metodu ile elde edilir. Oregin q siddetinde
tiniform yayil1 yiik halini ele alalim. (2.74) ifadesinde P yerine qd&dn koyup O ve a sinirlar
ile 0 ve b sinirlan arasinda entegre edersek

. X . N7y
sin sin—-

W= 164 i i a b 2.75)

71:2 m= n= Y’
1,3,5..n=13,5.. 4D[— + n J +k
a’ b

elde ederiz, k, sifira esit oldugu zaman bu sehim {iniform yiikld bir plak i¢in verilen Navier

¢Ozlimiiniin aynisi olur.

Sekil 2.11.Elastik zemine oturan genis bir plak

Simdi Sekil 2.11 de go@sterilen hali ele alalim. Elastik bir zemine oturan genis bir plak x
ekseni boyunca esit aralikli P kuvvetleri ile yliklenmistir. Koordinat eksenlerini sekilde
gosterildigi gibi alacagiz ve yayih yiik bulunmadifi i¢in (2.63) denklemini kullanacagiz. Bu

denklemin ¢6ziimiinii

w=wo+ Y Y,cosx (2.76)
a

m=2,4,6...

serisi seklinde alalim. Burada

ﬂ
Wy = ——PLe 2 (cosﬂ + sin &l] ; 2.77)

242ak V2 V2



33

ilk terimi, y=0 da P/a yiikii ile yiiklenmis, y eksenine paralel birim genislikteki sonsuz uzun
bir seridin sehimini gosterir. Diger terimler yiiklerin tatbik noktasi ile yiikler arasindaki
uzaklifin orta yerlerinde elastik yiizeye ¢izilen tegetin egiminin 0'a esit olmasindan ibaret
olan simetri sartim1 saglarlar. Yy, fonksiyonlar: igin y'nin sonsuz degerleri igin sifir eden 6zel

(2.67) integralini ele alalim. Su halde :
Y = Ame™®™ cosymy + Bme P™sinymy

olur. (0w/0y)y=o simetri sartin1 saglamak igin bu ifadede

almamiz gerekir. Su halde yeni A} = Ap / ym sabitlerini isin igine sokarak (2.76) sehimlerini

su sekilde gosterebiliriz
W =Wy + z Al cos%e"ﬁ"“”(ym cosy,y+B, siny,y) (2.78)

Ap, katsayilarim P yiikleri cinsinden ifade etmek igin plagin x ekseninden gegen normal kesiti
boyunca tesir eden Q, kesme kuvvetini gézoniine alalim. Simetriden dolay:1 p yiiklerinin
tatbik noktalarindan bagka biitlin diger noktalarda bu kuvvet sifirdir. Yiiklerin tatbik
noktalarinda kesme kuvvetinin -P/2'ye esit bileskeler vermesi gerekir, 6nceki paragrafta
kesme kuvvetlerinin buna benzer bir yayilisina ait incelemede kesme kuvvetlerinin su seri ile

ifade edilebilecegi gosterilmisti:

(2.78) ifadesinden hesaplandig: tizere kesme kuvveti suna esittir :

5 (*w o'w p P , , mnx
Q = "D_( + =—-—-2D A'm m ! m Bbm *Ym JCOS
Yy ay aXZ ayz yad 2a m=;4,6., B ( )

Kesme kuvvetinin bu iki ifadesinden,

m
2

P(-1)

"~ 2aDB, v, (B2 + A2 )




buluruz veya (2.66) notasyonlarint kullanarak,

Am =
aD)\.\/th +ud

elde ederiz. Bunu (2.78) ifadesine koyarak neticede

mTCX
W=W0+—

PR 2 )2 . .
e ™y, cosy,y+B,siny, 2.79
rp \Fﬂlm — (1, C087,y + B sin YY) (2.79)

m=

elde ederiz. Maksimum sehim P yiiklerinin altindadir. Bu (2.79) ifadesinde x=a/2 , y=0
koyarak elde edilir.

P)’ p}\.z =
Wi = (2.80)
" Zﬁak ak - 246 ?f +ud

Sonsuz biiyiik bir plaga miinferit bir P yiikiiniin tesir ettigi 6zel hal de (2.80) formiiliinde a= o
koyularak elde edilir.
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2.3. Elastik zemine oturan dikdértgen plaklarm niimerik metodlarla ¢éziimii
2.3.1 iki Degiskenli Fonksiyonlarda Sonlu Fark ifadelerinin Cikartilmas:

Bu boliimde hem x'e hem de y'ye bagli bir w(x, y) fonksiyonunun tiirev sonlu farklarla ifade

edilecektir.
2 thy
j+1 Thy
, , B'E oy
j1 +hy
I._ > X -2 +hy
i-2 i-1 i i+1 i+2
hx ; hx ; hx : hx

Sekil 2.12. Iki degiskenli fonksiyonlarda sonlu fark yontem ile

W (x,y) fonksiyonunun herhangi bir (i,j) noktasindaki tiirevlerini sonlu farklarla ifade
edebilmek i¢in, sekil I.12'de goriildiigti gibi, X ve Y eksenlerine paralel dogrular cizerek bir
ag teskil edelim. x eksenine paralel dogrularin esit araliklari hy ve y eksenine paralel
dogrularin esit araliklar1 hy olsun. dnce y'yi sabit kabul edip, w(x,y) fonksiyonunun x'e gore
kismi tiirevleri bulunacaktir. Sonra da x'i sabit kabul edip, aym fonksiyonun y'ye gore kismi
tiirevleri bulunacaktir. Buna gore, herhangi bir (i,j) noktasindaki kismi tlirevler su sekilde

bulunabilir.

1N

[@) __A_W— Wie; " Wi,
ox i

&y

|

(aW] - Aw Wi-1 = Wil
)

2

_ AZW _ hX - hX - wl-—l,j —Zwl.j +Wl+l,j
IJ h“




(ij _(AWJ
(62w) _ 0 (6wj _A {Aw} _ AY )i \AY )i
O AX Ny
i) ] L]

O0x0y ox\ Oy Ay 2h,
_Wiciin TWij T Wi + Wi 2.81)
4h h,

(2.81) ifadelerinden faydalanilarak, herhangi bir (i,j) noktasindaki:

2 2
VWi = ( A WJ + [ i WJ degeri kolayca bulunabilir. Buradaki :
. \aly
1] 1

sz 2
8]
2 2
V= Aiz + AA - degerine laplace operatdrii denir.
y
1 2 2 1 1 1
Viwi= — Wy _(_2 " —Z—JWU‘ T Wi Vo7 Wi T3 Wi (2.82)
h, h, hj h; hj Iiig

(2. 82) ifadesinde :

1
(Fl)iyj= h—2
2 2
(FO);j= ——~
- hxz hzy
_ 1 2.83
(F2)in= N (2.83)
J-1 hzy
1
(F4)ij+= ﬁ

ile gosterilirse, (2.82) denklemi su sekilde yazilabilir.

V2Wi; = (FDiaj . Wiaj + (FOYj . Wij + (F2itrj - Wirrj + (F3)ij - WigurH(F )i . Wijn (2.84)



(2. 84) denklemini sekil 2.13'te goriildiigli gibi sematik olarak ifade edebiliriz. Bu semaya
gore, FO molekiilt (i,j) noktasi ile ¢akistirtldiginda, F1 ile (i-1,j) ait noktasina ait w degeri, F2
ile (i+1,j) noktasina ait w degeri, F3 ile (i,j-1) noktasina ait w degeri ve F4 ile de (i,j+1)

noktasina ait w degeri ¢arpilip toplami alinacaktir.

— F4 — j+1
hy
hy

— F3 — 1A

-1 i+1
i

_le |7 e

A hx 7 hx 7

Sekil 2.13.V>w gosteren sema

Simdi de :
Viw, i= V2 (V2w); j degerini bulahim. Sekil I.13'teki semay1 tatbik edersek :
VWi = FDiag - (VWi FO)yj . (VPW)ij + (Fij - (VP Wiy + F3)ijur - (V' Wi

+HFij - (V' Wijn (2. 85)
(2.85) denklemindeki V2w degerlerini de, ayni semaya gore yazarsak:
(V*W)isj= (F1izj - Wiaj + (FOYiuj Winj+ (F2)ij . Wij + (FDirjur - Winjor + (FDiojorr - Winjon
(V*W)ij = (F1)ij - Wiaj + (FOYij .Wij + (F2irni - Wirrj + (FDiju - Wijer + FD)ijir - Wijes
(VPWiesj = (F1)ij + (FOYinnj - Winj+ (F2)isz - Wisa + (Fimja - Winjt (F)issjor - Winnjn
V?W)iju = (FDictjur « Wisjar FFEODijr - Wijar + (Firagor - Wisaju + (Figa - Wija + (F4)yj + Wiy
Bu degerler (2.85) te yerine koyulursa:

(V*W)ij = [(F1)i2j « (FL)ing] Wiz + (F D - [(FO)ij + (FOVians] Wiy +[(FOYij + (F)ij (F2)in



+(F2)ij (F1)ig + (F4)iy (F3) 4o+ (F3)ij (F)ige1] wig + (F2)ierj [(FO)ij + (FO)inrg] Wit

+ [(F2)ir2 « (F2)irig] Wiz + [(F3)ig2 (F3)iju] Wijat (F3)ig+ [(FO)ij + (FO)ij] wigut (F4)ijn
[(FO)ij + (FO)ijn] Wijrt [(F4)ije2 F4A)ije] Wigrz FLEDivrjar - F2innj + F2)ivrjor + (F3)igu] Wikiju

+ [(F4)i+1j+1 . (Fz)iﬂ,j + (Fz)i+1,j+1 . (F4)i.j+|]Wi+IJ+1 +[(F3)i-l.j-l . (Fl)i-,J-I 4 (Fl)i-l,j-l . (F3)1J-1] Wiorj1
+ [(FB)iagr . (Fiaj + (FDije (F4)ija] Wiaj (2. 86)

(2. 86 denkleminde) :
(SDi2j = (FD)iag (F1)iyy
(82)ij = (FDiag (FO)ij + (FO)iry)
(80);; = (FO)ziJ + (F1)ij (F2)inj + (F2)i; F1)iay + (F4)ij (F3)iJ-, + (F3)ij (F4)ijn
(83)ir1j = (F2)in . [(FO)ij + (FO)is]
(S4iv2j = F2irzj (F2)ing
(85)ij2 = (F3)ij2 . (F3)iju
(86)ij+ = (F3)iju [(FO)ij + (FO)ijo1
(STiju = (F4)ijn + [(FO)+HFO)ij+1]
(S8)ijr2 = (F4)ijs2 (F4)i v
(8itrsjr = F3)itrjr Fing+ Fivrjr - (F3)ijar
(S10)it15+1 = FBierjrr (F2L)irrg + (F2irrjtn (F4)ijna
(S1D)iaga = (F3)icsja - FDiag + (FDigjar (F3)iju
(S12)iaj41 = (FDirjar (FDingt F g (FDij (2.87)
ile gsterilirse, (2.86) denklemi soyle yazilabilir :
(V*wW)ij = (S1)izg - Wiz +(S2)inj - Wity + (SOYij . Wij + (S3)iwrj - Winjt (S4)isaj - Wina
+(85)ij-2 - Wija + (S6)iju - Wijo1 + (ST)ijr1 Wigst (S8)ijwa - Wij=2 + (St - Wikiju

+ (810} 50t (S11)icgjor « Wingjr T (S12)icijimr - Wicajn (I. 88)
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h
h“ =7 ile gosterirsek ve (2. 83), (2. 87) ifadelerini dikkate alirsak :

2

21. 4
hy

S9=S10=S11=812=

_ 6y +8y> +6

S0
v*h;

(2.89)

(2. 89) daki degerler y4hy4 = h* ile carpilarak yerine koyulursa, sekil 2.14'te goriilen sema

elde edilir.
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fzjt\ | 2
\11 s N
. !
—gﬂ L=ty — 277 W
F ' )
‘ W=ﬁ 4472 67 +87% 6 -4 -47? Vi
Al *—‘L—v ™
1277 “Lrt-art | 277 o
7t -2
. i
i~2 i1 \IIJ i+ i+2
7;, hx i hX [ hx b hX Yo
i A A A 1

Sekil 2.14.V*w gosteren sema

Ozel hal: x e y dogrultularindaki araliklarin birbirine esit olmast halini ele alalim. Bu durumda

hy = hy = h olacagindan y=1 olur. $ekil .14'te y = 1 alinirsa, sekil 2.15 te goriilen sema elde

edilir.

N
N = 2 r D‘v_r

F =

Sekil 2.15. x e y dogrultularindaki araliklarin birbirine esit olmasi hali.
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2.3.2. Dikdortgen plaklarda klasik diferansiyel denklemin sonlu farkh ¢oziimii
Klasik Teoride elastik zemine oturan plaklarin diferansiyel denklemi :

1
Viw= —(g—c.w
D(g )

seklindedir. Bu diferansiyel denklemde :

w=w (X,y) ¢okme fonksiyonu
g=g(x,y) yayil yiik fonksiyonu
c=c(xy) zemin fonksiyonu
Et e
= ;—2——(—1_—\/2—) plagin egilme rijitligidir.

Bu diferansiyel denklemi, sekil 2.16'da goriilen plagin herhangi bir (i,j) noktasi igin yazarsak :

i
Viig = = ki Wi (2.90)
Burada
Cc

=K ile gosterilmistir.

(2.90) denklemindeki Viw, j degerini sekil 2.14'teki semadan faydalanip yazarsak ve k;j . wj;
degerini esitligin sol tarafina alirsak :

(SDi2j - Wiy + (82)irj - Wiy + [(S8O)ij + ki - wij + (83)isj - Winy

+ (S4)is2 - Wiszj + (S5)ij2 - Wij2 + (S6)iju .« Wij

+ (87)ijor - Wign + (S8)igsaWisi+2 + (Sitjur - Wi ja

g;
+ (Slo)iﬂ,jﬂ . Wit jn T (81 l)i-l.j-ls Wit (812)i~1,j+1 « Wi jt1 = FJ (2.91)



!bxvhxuhx[ththhu_
1 3 1 T T

i

Sekil 2.16.Dikdértgen plaklarin ag noktalart

Sekil 2. 16'da gortildiigi gibi, x ve y eksenlerine paralel dogrular ag: ¢izilir. x eksenine dik
dogrularin araliklar hy ve y eksenine dik dogrularin araliklarini hy olarak alalim. Bu dogrular
aginin her noktasi igin (2. 91) denklemi yazilir. Bu gekilde elde edilecek denklem takimi
coziiliirse, dogrular aginin her noktasindaki w ¢okme degerleri bulunmus olur. Bu ¢6kme
degerleri bulunduktan sonra bunlar, sonlu farklarla ifade edilen (2.92) kesit tesirleri
denklemlerinde yerine koyularak, bahis konusu noktalardaki kesit tesirleri elde edilmis olur.

2 2 W, =2W.. +W.. . W._ —2W..W..
AX Ay i h-x hy

2 2 . —
AZw Nw | D Wi, 2wi,j + Wi, Wi 2wi’j+[wi’j+l
- 2 2
. h-y h*«

(My)iJ=-D[Ay2 +vAXZ | +v

Afaw]]  -Da-v)
(Mxy)iJ =-D (1 - V) I: {: }:l = [wi—n,'-] - Wi—],'+x - Wiﬂ,j—l + wi+l.j+1]
Ax| Ay |}, 4h .h, j j

h2

X

A [Azw N AZW} _ -D {Wi—z,J =2W G F2IW L W
i

+ Wi—l,j-l —2Wi—1,j + Wi—l,j+| - Wi+1.j—1 _1+2Wi,j+| —Wi+|,j+|
h..



A AZW Azw D Wi—\ ji—1 —2Wi i T wi+1 -1 —Wi—l J+1 +2Wi j+1 —Wi+1 j
(Qy)i,j =.D— -+ = /i -J /i ; J d d
Ay| Ax™ Ay 2h, h,
W, 5 =2W,  +2W, . —W, .,
+ i,j-2 i,j—1 : 1,)+1 1,j+2 (292 a_e)
hy

Sekil 2.17'da goriildiigii gibi, plagin mesnedine yakin (m, n) noktas: i¢in (2. 90) denklemi
uygulanirken, fiktif baz1 noktalar almak gerekecektir. Sekil 2. 17'da (m+2,n) ve (m, n+2)
noktalar1 gibi. Bunun i¢in, bu fiktif noktalardaki w fonksiyonlarin tarif edilmesi gerekir. Fiktif

noktalardaki w fonksiyonlarinin belirlenmesi igin, plagin sinir sartlarindan faydalanilir.

om=Z m-1 m mel

.o

as #oaoves s % svcnnti boter Mo s e s buvr m oo P R .

(mn+2)
Sekil 2. 17.Plagin fiktif noktalar
2.3.2.1. Dikdortgen plaklarda sinir sartlarinin sonlu farklarla ifadesi

2.3.2.1.1. Plak sabit mesnede oturuyor ise;

-
- V\‘-n‘ :—w.n
m-1.n mm’/ F 1.n -1,n

Wm-l.w m+1,n
h h
,p__x__,y___H

Sekil 2.18.Sabit mesnet
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Bu durumda mesnet tizerindeki her noktada ¢ékme ve moment degerleri sinir olacaktir.
Yani :
Wman =0

MIma=0 olmalidir. (2. 93. a-b)

2

(2. 93) ifadesinden, {i

2

W] =0 olarak bulunur.

Buna gore (2. 93. b) ifadesini (2. 93. a) ya gore yazarsak:

=0

mﬂm)

2
M)mn =~ D(i}::] =0 veya - th(wm_l,n =2w, . W

X

burada wy, , = 0 koyulursa :
Wmo,n T Wmnin = 0 veya
Wm..l’n = - Wm..l’n (2. 94)

olarak elde edilir. Boylece, (m+1,n) fiktif noktasindaki ¢tkme degerinin, plagin (m-1,n)
noktasindaki ¢okme degerine isaretle ters esit oldugu sonucu gikmus olur.

2.3.2.1.2. Plak ankastre mesnede oturuyor ise;

Sekil 2. 19.Ankastre mesnet

Bu durumda ankastre mesnet iizerindeki her noktada ¢6kme ve dsnme degerleri sifir olacaktir.

yani :

Wmn =0
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{Q—w—jl = olmalidir.

ox
Ikinci sinir sartini sonlu farklarla ifade edersek :

m+1,n Wm—n,n

2h

X

= ( yazabiliriz. Buradan:

Wm+i,n = Wmein (2.95)

bulunur ki, buna gore (m+i,n) fiktif noktasindaki ¢Skme degerinin, plagin (m-1, n)

noktasindaki ¢okme degerine esit oldugu sonucu ¢ikar.

2.3.2.1.3. Plakta serbest u¢ bulunuyorsa;
I——-»X
y m-1, N+l mnal m+1,n+1
[ W 2 :
:
m-2in m-.|n mn  m+iin m+2.nh
- ———{0) eeoeiene ‘ ............... @
vemoew - @
m-1,n-1 m. jn-1 m+1,n-1
serbest ug

Sekil 2. 20.Serbest ug

Bu durumda, bos ugta her noktada moment ve kesme kuvveti sifir olacaktir. Yani :

Mx)ma=0

(QIman=0

(MJmn+ =0 (2. 96)
MImana=0

(2. 96) ifadelerini, (2. 92) ye gore yazarsak :

1 v
h_z (Wm-in- 2W'm,n + W) T ‘h—z (Wm.n-l'zwm.n+wm,n+l) =0

X y
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1 1
— (Wman— 2 Wi + 2 Wm+in — Wm+2,n) + “Hi‘ (Wm-1n-- 2Wmnt Winaini- Winna

h2

X y

+ 2Wm+l,n'\7\’m+1,n+1) =0

1 v
3 (Wenon — 2Wint Witine) T 7 (Wma -2Wmpe + Wmant+2) =0
X y
1 v
Y (Wm-l,n—1 —2Wmpa T LT h—z (Wm.n2 — 2Wmpa + W) = 0 (2.97)
X y

Bu dért denklemden (m+1,n), (m+2,n), (m+1, n-1), (m+1, n+1) fiktif noktalarna ait ¢kme

degerleri, plagn i¢ noktalarindaki ¢6kme degerleri cinsinden bulunmus olur.
2.3.2.1.4. Plak elastik olarak donebilen ankastre mesnede oturuyor ise;

Elastik olarak donebilen ankastre mesnette wp, = 0 ve ayrica mesnette meydana gelecek

(My)m,n momenti @m , dénmesiyle orantili olacaktir.

M)mn=-pP - Pmn

Burada, p mesnedin donme rijitligidir.

[V tr l/
1 il i
mn s
m-1,n m+l, n

o (M

Sekil 2.21.Donebilen ankastre mesnet

Buradan :

2

Ompn = (A_wj =— l(M‘ ), , bulunur. a V:’ = 0 oldugu dikkat alinarak,
AX Jo P Ay*

(2. 62. a) denklemine gore :
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wm'H,ﬂ wm—1 n D wm~l n 2Wm n + Wln+l,n
2h, o h2
Buradan :
1+ 2'1]1)
Wintin = I—_—g—D‘— - Wm-in (2.98)
p.h,

(m+1, n) fiktif noktasindaki ¢okme degeri, plagin (m-1,n) noktasindaki ¢ékme degeri cinsinden

bulunmus olur.

(2. 98) denkleminde :

2.D
142
ph, . . :
n= ——ZT" ile gosterilirse, bu denklemi :
-2
p-h,
Wintn = M. Wi (2.99)

seklinde yazabiliriz. i degeri, -1 ve 1 extrem durumlart arasinda degisebilecektir. Mesnedin

tam ankastre olmasi halinde 1 = 1, sabit mesnet olmasi halinde ise n = - 1 olacaktur.

2.3.2.1.5. Plak elastik olarak ¢okebilen mesnede oturuyor ise;

see de e

Plak sekil 2.22'de goriildiigii gibi, egilme rijitligi E.I ve burulma rijitligi G.J olan bir mesnet
kirigsine oturuyor ise, plagin bu kenar boyunca ¢6kme degerleri sifir olmayip kirisin elastik
egrisinin degerlerine esit olacaktir. ayrica, plagin kenarimin dénmesi de, kirigin burulmasina
esit olacaktir. z dogrultusunda, plaktan mesnet kirigine iletilen reaksiyon kuvveti :

oM &’w o’
(Voo = {Q‘_ ayy } =D'[ax3 H2) axa;v}
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m-2.n m-~1,n mn m+in m+2.n .
l — + 4 'r » X
z'w %
m-1,n
m-1, net m+1.n+1

*%
I m=2Ln m-1.n mn ﬂ".+1,§n m+2§,n

Y
® .---.........~ . e e mese w oo
Y 'YL ; ?

m+1:.n-1
“-wae o oo Q..,,,_,

m-~1in-1 m+! n

- —e ® wwen ..

:
enememm so s

krise oturan kenar
Sekil 2. 22.Cokebilen mesnet

Bu yayili reaksiyon kuvveti, mesnet kirisine etkiyen yiik olarak diigtiniiltirse, kirisin elastik

egrisinin diferansiyel denklemi :

4 3 3
EI [5 Vj] =DEX‘:’ +(2=-v) aiajz] (2. 100)

seklinde olacaktir.

diger taraftan mesnet kirisindeki burulma momenti

2
G.J (2,( ;Vy) olup, bu deger plagin (Mq)m. egilme momentine esit olacaktir.

2
G.J [ ow } = (My)mna veya (2. 62. a) denkleminden faydalanarak :

ox0y
2 2 2

6.1 ¥ -.p a‘fwavf (2.101)
axay m,n 8x ay~ m,n

Yazabiliriz. (2. 100) ve (2. 101) denklemlerini sonlu fark ifadelerine gore yazarsak :

w

B[ Wn-2a -—4wm_l,n + 6w +wW

9
h4 m+1,n m+2,0 '—_-D
X

|:_ wm+2,n—-l + 2va—l,n —2Wm+l,n + wm+2,n
3
2h;
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+(2 - V). '(—Wm—l,n—l +2Wm—x,n —_wm—l,n-n + wm+l,1‘l—l - 2\Nvm+l,ll + wm+1,n+1 )}

2h.h

My

G J wm~1,n—1 _Wm—l,n-n —Wm+1,n—-l + Wm+1,n+1 __D[Wm—l,n _2Wm,n + Wm+1,n
4h.h

m,n-1 m,n

+V.
2
h%y

(2.102)

w 2W o W }

EIl D

RSl

D D@2-v)
+
h?.  h%

4B1 + =B2

B2 +2B1=B3

D2-v)

=B4
h?,

v.D

2
y

=B7

ile gosterilirse, (2.102) denklemeri su sekilde yazilabilir :

Bl . Wnaon—B2. Wiun ¥ B3 . Wian + Bl . Whap o + B4 W n

+B4 Winn— B4 . Wiaina — B4 . Wiy nn =0

B5 . Wiana—B5 . Whann —B5 . Wieinn + B6 . Winn = 2(B6 + B7) . Wg

+ B6 . Wm+Ln + B7 . Wm’n.l + B7 Wm,n+| + BS . Wm+1’n+l = 0 (2.103)
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(2.103) denklemlerinde bilinmeyenler, fiktif noktalara ait Wisn, Wmnizn, Wmtins Wntinh
¢cokme degerleridir. Mesnet kirisi tizerindeki her noktaya (2.103) denklemleri uygulanirsa, bir
denklem takimi elde edilir. Bu denklem takiminin ¢dziimiinden, her fiktif noktaya ait ¢okme

degeri plagin i¢ noktalarindaki ¢cokme degeri cinsinden bulunabilir.

2.3.2.2. Elastik zemine oturan ve muhtelif sinir sartlarina haiz olan dikddrtgen plaklarin

sonlu fark denklemlerinin tegkili

Sekil 2.23'te goriilen, dort kenarindan herhangi bir tarzda mesnetlenmis, elastik zemine oturan
plag ele alalim. Plag1 x yoniinde aralarindaki mesafe hy olacak sekilde m-1 araliga, y yoniinde
ise aralarindaki mesafe hy olacak sekilde nt1 araha boldiigliimiizii kabul edelim. Bu

dogrularin tegkil ettigi agin noktalarini 1, 2, 3, ...; m,... 2m, ..., mn fiktif noktalarini alalim.

Bu fiktif noktalardaki w ¢okmeleri, (2.99) ifadesine gore i¢ noktalardaki ¢okme degerinin n
gibi bir katsay ile ¢arpimina esit olacaktir.

b ! 3
yi 1 2 m-) m - hy
) o
: h,
(M+1) g ot 2 205l m e med(2m)t L
. (ny)
(2m + )‘, ........ ( 7?1) 2m+1 2m+2 3m- 3m 3.(3m)' ,,.hy
: s' hy
, — - —*
(n-1jlm+1  (n=]m+2 nm -1 nm ' s h’
. SRR (Y2 1) S
hy
e . e et o+
: ; : : N UAT , :
: i : N H ‘ : H N
{nm-1Y  (nm)
b he ohe o oy b 3 o he o hy
] A 1 A A .

Sekil 2.23. Elastik zemine oturan ve muhtelif sinir sartlarina haiz olan plaklar

Plagin dort kenarmin istinat durumunu gosterecek katsayilar 11, 12, M3, N4 olsun. (Ornegin
plak, dort kenarindan sabit mesnetlere oturuyor ise 1; = N2 = 13 = 14 = -1 olacaktir). $imdi
plagin her ag noktasi i¢in (2. 90) diferansiyel denklemini, Sekil 2.14'teki semay1 uygulayarak

yazalim,
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I noktast : St .1, . w; +S2.0+(SO+Kky).w; +S8S3.wy+S4. wit S5, Wone + S6 . Wiy
+S7.0 +S8.m2.w; +S9 . wniy+S10. 0+S11.0 +S12.0 =g /D

2.noktas1 : S1 .0+ 82 . w;+(SO+ky).wy+S3.w3+S84 . wy+S5. Wyt S6 . Wi
+S87.0+88.m2.w2+S9 . w3 +S10.0+S11 . w1 +S12.0=g,/D
3.noktas1:S1.w;.+S2.wy+(S0+Kks).ws+S3.ws+S4. ws+S5. wanss +S6 . Wpa3

+S7.0+S8.m2. w3+ S9 . Winast S10.0+S11 . wyip +S12.0=g;/D

m noktasi : S1 . wpo +S2 . Wy + (S0 +kpy) . W +S3.0+S4 . n3. wnt S5. wip
+ S6.wyyt+S7.0+S8.m2. W +S89.0+S10. 0+ S11. wap, +S12.0=¢g,/D

(m-+1) noktasi : S1. Wiy . N1 +S2. 0+ (SO + Kit) - Wit + S3 . Wi + S4 . Wizt S5 . Wi
+ 86 . womu +S7.w;+S8.0.+S9. wypsst+ S10.wy +S11.0+S12.0=gp+ /D

(m+2) noktas1: S1.0 + S2 . Wy + (S0 + Kmi2) . Wmaa T S3 . Wmesz + S4 . Winaat S5 . Wine2
+8S6 . Womr2 +S7 . w2 +S8. 0.+ S9 . wopest+ S10 . w3 + S11 . wye, + S12 . w,
gme2 /D
(2m+1) noktast : S1. 1, . Wame + S2. 0+ (SO + Koms) - Womer + S3 . Wamin + S4 . Wames
+ S5 . Wamn + 86 . Wimey + ST . Wiet + S8 . w; . + S9 . Wi+ S10 . Wiy +S11.0
+ S12.0=gmn/D
3 m noktasi : S1. wima +S2 . Wina + (S0 + k3m) . Wim +S3. 0+ S4 . 13 .Wimt+ S5 . Wspy
+S6. Wi+ S7 . Wam + S8 . Wy, . + 89 .0+ S10 . 0+ S11 . wspm + S12. Wam.
=gm/D

nm noktast : S1 . wym2 + S2 . wym + (SO + Kpm) - Wom +S3 .0+ S4 .13 . Wamt S5 . 14 . Wy

+86.0+S7 . Wipym + S8 . Winym + S9. 0+S10. 0+ S11. 0 + S12 . Winymy

=gm/D



Bu denklemleri diizenleyip yazarsak :

(S1.m +SO0+S8.ma+ky). wi+S83.wy+S4. w3 +86. Wiy + 59 . Wi
+85 . wamn=g /D
S2.w;+(S0+S8.Mm2+ky) . wa+ S3.w3+S84. wy+ 811 Winsy +S6 . Winap
+S9. Wiz + S5 Womer =g/ D

(S1.w; +S82.wy+(SO+S8.1my+ks). wy+S3.wg+S4.ws+SI1.wne

+S6 . W3+ S9. Winia TS5 . wonmes =g3/D

S1. W2 +S2. Wiy +(SO+S4.1m3+S8. 12 + k) Win + S11 . Wam, +S6 . Wy
+S5.Wim=gn/D

S7.w; +S10. wy + (SO + S11; + Kmer) - Wines T S3 . Wiz + S84 . Wina3 + S6.Wome
+S9 . wWomi2 + S5 . Wams = gmu / D

S12.w;+S7.wy+S10. w3+ S2 . W + (SO + ki) . Wine2 + 83 . W3

+S4 . Wmes + S11 . Womn + S6 . Wamez +S9 . Wames + S5 . Wame2 = gme2/ D

S12 . Wy + S7 . W+ S1 . Wama + S2 . wom + (SO + S84 . 13 + kom) - Wom

+ 811 . W3y + S6 . Wi + S5 Wam = gom/ D

S8 . w; +S7. Wt + S10 . Wiez + (S0 + S1 . 1, + komer) - Womn + S3 . Wamez

+ S84 . Wams3 + S6 . Wims + S9 . Wamsa + S5 . Wams = Zamn / D

S8. W tS12 . Wama + S7 . Wam + S1 . Wama + S2 . Wi, + (SO + S4 . 13 + Kam)Wim
+S6 . wWan+S11. Wsp + S5 . Wsm =g3m /D

S8 . Wnaym + S12 . Winayma + S7 . Winenm + S1 . Wim2 + S2pma + (S0 + 84 . 13

+Ss.n4+knm).an=gnm/D

(2. 104)
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(2. 104) denklemleri, n.m bilinmeyenli bir denklem takimi teskil ederler. Bu denklem
takimindan bilinmeyen wi, w2, W3, ...., Wp, ... Wym ¢Okme degerleri bulunabilir. (2. 104)

denklemlerini matris formunda yazalim.

[A] . [w] = [P] veya, her iki tarafi [A]" ile carparsak :
[w] =[A]". [P] Burada :

[W] Bilinmeyen ¢6kme degerlerini g6steren vektor
[A] Katsayilar matrisi

[P] Yk vektorii

i Wy ] ( g ]
W, g,
W3 g;
: 1
= P = i
wi=| Pi=g |,
wm+1 gm+l
wnm gnm

A katsayilar matrisi (2.105) de verilmistir.

A katsayilar matrisini, alt matrislerle ifade edebiliriz. Bu sekilde alt matrislerle ¢aligmak
bilgisayar programlamasi bakimindan kolaylik saglar.

[[A1] [A3] [A4] [0] [O] [O]]
[AS] [A2] [A3] [A4] [O] [O]
[A6] [A5] [A2 [A3] [A4] [O]

Al=
(Al [O] [A6] [AS] [A2] [A3] [A4]
[0] [O] [A6] [AS] [A2] [A3]
L [O] [O] [O] [A6] [AS] [AT]]
(2.106)
Burada :

[A1], [A2], ......, [A7] alt matrislerdir. [O] ise sifir matrisidir.
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(so1°2)

slortos| TS | IS ts | us 8s
€S | mpssios oIS | LS | S 8S
S
oiIs | Ls | zs 8S
S €S [gunsuios 0IS | LS 8S
9S 11S oS 1 7S IS Ls | zs 8S
6S 9S LIS €s | ™vos | zs 01S LS s 8S
S IS
6S 9S 1S €S | mos | ¢S oIS | LS TS 8S
6S 9S S 55 Wi 0IS | (S 8S
98 | HIS wrstuos| S IS Ls | as
SS 6S 9S €S | "wos | o8 01S LS zIs
$s S IS
SS 6S 9S 118 £ | o S 01S LS IS
$s 6s | 9 vS | €5 | ustos oIs | s
ss 9s | 11s wosiios| 7S | IS
6S €S
ss 9s | 11s ps | es [ Mo | s | s
$S 65 | 9s | 11IS gs | M s
$s 6s | 9s PS | €S [ roieos

=[v]
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(2.105) ve (2.106) nin mukayesesinden alt matrisler su sekilde bulunur:

1 2 3 m
S0+n;S1+1,S8+k, S3 S4~--un_ [ 1
_ S2 S0+1,S8+ky~~] S3==~as_] L TTeeee 2
[Al] S1=~~--_] _ e e T S4
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ SO+n+S8+kpmy | == S3
S N S2 S0+1,S8+1;.84+k, | m
m+1 m+2 m+3 2m
SO+nis 1 +km+l S3 S4me—an__ m+1
_ S2 SO0+K sz ~~-] o . m+2
[A21= S1==~~-_] - e e e S4
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ S0+Kom. 1 [ ~~~--. S3
~~~~~ Sl 17==--. 82 S0+1;84+k,, | 2m
m+l mt2 m+3 ... 2m 2m+1 2m+2 3m
S6 | S9 m+1 S5 2m+1
SIT| 86 |89 m+2 BN 2m+2
[A3]= ‘\\\‘\‘L\\\\\\ \\‘ [A4]= \\\\
SI1|S6 (89| S5
S11[S6 | 2m S5| 3m
1 2 m 1 2 m
S7 [s10 1 S8 1
S12{ S7 [s10 2 S8_ 2
L5 o I S S (A6
S12] S7 [S10 S8
S12[S7| m S8 |m
(n-Dm+1 (n-1)m+2 nm
SO+niSI+n4SS+k (n-Dm+1 S3 S4 ~— (n"1 )m+1
— S2 ~—— S0+n,S5+k (n-1m+2fe S3 ~-l ! TTme—el__ (n-1)m+2
[AT7] Slmmeeo_ B S . | T~ S4
~~~~~~~~~~ ) S50+1;S5+K gt T 83
T~ sl S2 S0+1:S4+1,S5+Kam nm

(2.107)
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(2. 107) de goriilen alt matrisleri inceledigimizde, sinir sartlarinin sadece [Al], [A2] ve [A7]
matrislerine tesiri oldugunu goriiriiz. Bunlarin haricinde kalan alt matrisler ise sinir sartlarina

bagimsizdir.

2.3.2.2.1. Elastik zemin iizerindeki dékddrtgen plagin dort kenarindan sabit mesnetlere

oturmasi hali

4 | [ SEERIREE ! 2 3 3 '—S N
6 b 6 7 8 3 10 a0 LMY
P T h
: J :
e "IL 1 12 13 1L 15 freemd =15 1"
S S h
<16 ... 16 7 18 19 20 e =20 £
22Y beeenene 21 z 23 % ] e vk 225 L7
: Mt i -
- 22 -23 -24 =25
J,_hx L hx L hx L hx A hx L hx L
1 A A - k| 7 Cad

Sekil 2.24 Elastik zemin oturan plagin dort kenarindan sabit mesnetlere oturmasi hali

sekil 2.24'te goriildigii gibi, plagi x ve y dogrultularinda alti egit pargaya bélelim. Bu
durumda m=n=5 olacaktir. plak dort tarafindan sabit mesnetlere oturdugu igin, plak diginda
alinacak fiktif noktalardaki ¢okme degerleri (2.94) ifadesine gore, plagin i¢ noktalarna ait

cokme degerlerinin ters isaretlisi olacaktir. Buna gore :
N =N2=1n3=1n4=-1'dir.

Ayrica y eksenine paralel dogrularin araliklan hy ve x eksenine paralel dogrularin araliklar hy

olarak segildiginden, sekil 2.14 teki semaya gore :
SO=6y"+8y+6
S1=84=1

S2 =83 = -4 -4y
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S5=88 =7 (2.108)
S6=S7 = -4y* - 4¢*
S9=S810=S11=S12=2y
olacaktir. Bu degerleri kullanarak :
SO+S1.1m;+S8.m=5y"+8y*+5
SO+S8.1m,=SO+S5.14=5y"+8y*+6
SO+S8.M+S4.m3=5y"+8/°+5 (2.109)
SO+S1.m =6y"+8y+5
SO+S4.M3+S5 . na=5y"+8y°+5
olarak bulunur.
(2.108) ve (2.109) degerleri, (2.107) de verilen alt matrislerde yerine koyulursa :
[Al]=[AT]=
Sy 8y +5+k -4 - 4y 1
-4 - 49* 5y"+8y*+6+k, -4 - 4y 1
1 -4 - 4y Sy 8y’ +6+ks -4 - 4y 1
1 4 - 4y 5y +8y*+6+ky -4 - 472
1 4 - 4y 5y 82 +5+ks

1 2 3 4 5

[A2] =
67*+8y>+5+ks 4 - 4y 1
4 - 4y 6y>+8y*+6+k7 4 - 4y 1
1 -4 - 4y 6y +8y*+6+kg -4 - 4y 1
1 4 - 4y* 6v*+8y*+6+ko 4 - 4y
1 4~ 4y 67"+ 87 +5+k1o
6 7 8 9 10
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[A3]=[AS5]=
_472 . 4Y4 2Y2
2'Y2 '4Y2 _ 4Y4 2,Y2
27 Ay - & 2y’
29 4" - 4y 2y’
2y -4y - 4y*
6 7 8 9 10
[A4] =[A6] =
7
"
7
7
v
11 12 13 14 15
(2.110)
2.3.2.2.2. Elastik zemine oturan plagin dort kenarindan ankastre mesnede oturmasi hali
1 2 3 L )
S e
y LLL ’///JILI'11111114‘111111//4:/[ E“ Ll . L
1 ,g ! 2 3 4 5 E, 5 ‘
Y § i 8 3 _lo L ho
n .i,_“"'?__ ,i i) 2 13 .11. 19 :L:!;.. . .515 hy
- 7 e ol Fs g M
: '
2 2 1z ln la s e 25 A
hy
m?qr/n v e ;I/r/,’ /.
[RRENY T T oy W S -
A 22 3 2¢ 25
TLh- thlhx;hx,,htyhlx,
.4 Pad rid " f v,

Sekil 2.25. Elastik zemine oturan plagin dort kenarindan ankastre mesnede oturmasi héli
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Bu durumda, plak diginda alinacak fiktif noktalardaki ¢cokme degerleri i¢ noktalardaki ¢okme

degerleri esit olacagindan, 1, =mz =13 =mn4 = 1'dir.

Buna gore (2. 108) degerlerinden faydalanarak :

SO+S1.m+S8n;=SO+S4.n3+S8n,=7y" + 8>+ 7

SO+S5.1m3=S0+S8.m=7y"+8y.6

SO.S1 M =6y"+8y+7

SO+S4.M3+S5.14=SO+S1.1m+S5.n4s=7y*+87+7 (2.111)
olarak bulunur. Bu degerler (2.107) alt matrislerinde yerine koyularsa :
[Al]=[A7]=
Ty 8y 7+k, -4 - 4y 1
4 - 4y* 7y +8y+6+k; 4 - 4y° 1
1 4 - 4y Ty +8y*+6+ks -4 - 4y 1
1 4 - 4y° Ty +8y*+6+ky 4 - 4y
1 4 - 4y 7y +8y*+7+ks
1 2 3 4 5
[A2] =
6y +8y*+7+kg -4 - 4yt 1
4 - 4y? 6y*+8v*+6+ks 4 - 4y 1
1 4 - 4y° 6y*+8y*+6+ks 4 - 4y* 1
1 -4 - 4y* 6y +8y*+6+ko 4 - 4y
1 4 - 4y* 6y*+8y*+7+k1o
6 7 8 9 10

[A3], [A4], [AS], [A6], alt matrisleri, (2.110) daki alt matrisleri aynidir.
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2.3.2.2.3. Elastik zemine oturan plagm ii¢ kenarindan ankastre mesnede, bir kenarindan

sabit mesnede oturmasi hali

! 2 -3 4 S
- g - . r
. : 5= :
/r////“r//p,‘///"//// ';2«.:7/ ]/'// ppr B SIS gy
PR ! 2 2 L 2 —en3 5 -
A s la o 0 |
S'. e T ek _ﬁ‘!
. i :
1N e p n 2@ e s o a4 Tn’
. — oo My
165 P O (N Y T =g n
Nt A e R < N A . - das T"
; Ny
; oo
4”""”"’{///////'{/////??/Lﬂ/ ,tf'/';(/// /r:/—n,/,»
OSSO . Tt SR
-0 =22 -2 -2% 225
I ht v h& l,;ht s h( ! hﬁ. 1. h: /;
q 71 Val -~ la :

Sekil 2. 26. Plagin ii¢ kenarindan ankastre mesnede, bir kenarindan sabit mesnede oturmasi
Bu durumda n; =np =n4 =+ 1 ve 3 = -1 alinmalidir. Buna gore :
SO+S1.1m;+S8.1m,=SO+SIn+S5.n="Ty"+87+7
SO+S4.Mm3+S5 . nu=Ty"+8/+7
SO+S81,-SO+S5. na=7/"+8/+6
SO+S8.Mm+S4.m3=77"+8/+5

SO+S1.m =6y"+87+7

(2.112)
(2.112) degerleri, (2.107) alt matrislerinde yerine koyulursa :
[Al]=[A7] =
Ty +8y+7+k, -4 - 4y 1
4 - 4y Ty +8y*+6+k, 4 - 4y 1
1 -4 - 4y* Ty +8y*+6+k3 -4 - 4y 1
] 4 - 4y Ty +8v*+6+k4 -4 - 4y
1 -4 -4y Ty +8y +7+ks
1 2 3 4 5
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[A2] =
6y*+8v*+7+Kks -4 - 4y 1
-4 - 4y 6y +8y>+6+k7 -4 - 4y 1
1 4 - 4y 6y*+8y*+6+ks 4 4y 1
1 -4 -4y’ 67 +8y+6+kq 4 -4y
1 -4 - 4y 6y +8y*+7+k
6 7 8 9 10
Diger alt matrisler, (2.110) de verilen alt matrislerle aymidur.
2.3.2.2.4. Elastik zemine oturan plagin komsu iki kenarmin ankastre mesnede, diger
kenariminda sabit mesnede oturmasi hali
1 -2 3 -t -5
e
' P M=l
1 gerenend 1z B LI a5
6 b § 7 48 19 lwo R Py
Mo T 3l 2 13 1w 1S NOSRS R h,
164...5.. 16 17 1 19 120 ...~ hy
N 2 2 » P s} i-28 Py
armm — >

) 1 o> :
t H L - H
F SR SUN 3 IS SO
2 2B TR TS
©w h- /TL h- ‘f‘ h; AL hs 5 ’\v /‘» M

Sekil 2.27. Plagin komsu iki kenarinin ankastre mesnede, diger kenarininda sabit mesnede

oturmasi hali
Bu durumda n; =n4 =+ 1 ve 2 = N3 = -1 alinmahidur.
Bu degerlerle gore :
SO+S1.m;+S8.1m=5y"+8y+7
SO +S8m, =5y + 8y +6
SO+SIn =6y"8y"+7

SO+SIn +S5.ns=7y"+8y"+7



SO+ 8514 =Ty" +8y*+6

SO+S5.1m4+S4. m3=Ty +8y+5

SO +S4 13 = 6y*+ 8y* +5 (2.113)
(2.113) degerleri, (2.107) alt matrislerinde yerine koyulursa :
[Al]=
Sy*+8y*+5+k, -4 - 4y 1
-4 -4y’ 5y 8y +6+k, -4y 1
1 4 - 4y° 5y*+8y*+6+k; -4 - 4y 1
1 -4 - 4y Sy +8y>+6+ky 4 - 4y
1 -4 -4y 5y +8y*+5+ks
1 2 3 4 5
[A2] =
6y*+8y+7+ks 4 - 4y 1
4 - 4y° 6y*+8y>+6+k7 4 - 4y* 1
1 4 - 4y 6y +8y*+6+ks 4 - 4y* 1
1 4 -4y 6y*+8y*+6+ko -4 - 4y
1 4 - 4y 6y*+8y*+5+k 1o
6 7 8 9 10
[A7] =
Ty +8y*+7+ka) 4 - 4y 1
4 - 4y Ty*+8y7+6+Kk: -4 - 4y° 1
1 4 - 4y Ty +8y*+6+ks3 4 - 4y 1
1 -4 - 4y Ty +8y*+6+kas 4 - 4y
1 -4 - 4y’ Ty+8y2+5+Kkss
21 22 23 24 25

Diger alt matrisler, (2.110) de verilen matrislerle aymidur.
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2.3.2.2.5. Elastik zemine oturan plagin karsihkl iki kenarmm ankastre mesnede, diger

kenariin da sabit mesnede oturmasi hali

. T T
?h.--n -.c';— ‘...... ce s ..-?.. .-o-..
: P Mp=-1 |
Y 1 2 13 R hs
. I A R I i i s
2 “T,'_ n 23 L5 FToes hy
6. 55 w_ v 8 gl j/g-...;zo Py
1 .
y 2 RSO 2 2 3 2 5 720 +25 hy
1 | / b
Y
: % :
-. )

-21-0...-.--.52 ...:-23.-- - -._.é‘.l;-...:z.é

,h. uh'i,hx»hx e ho p hy
Pal 7 Vel Vad Lol n e

Sekil 2.28 Plagin karsilikli iki kenarinin ankastre mesnede, diger. kenarinin da sabit mesnede

oturmasi hali
Bu durumda n, =13 =+ 1 ve n2 =14 = -1 alinmalidur.
Bu degerlere gore :
SO+S1.m +S8.m=5y"+8y>+7
SO + S8, =SO + S514 =5y* + 8y + 6
SO + S8 .1 +S4 . n3 = 57" 8y + 7
SO+S1.1m=S0+84.m3=6y"+8y°+7
SO+SIn +S5.M4=S0+S5.n4+S4.1m3= 57" + 87 +7 (2.114)
olarak elde edilir.

(2.114) degerleri, (2.107) alt matrislerinde yerine koyulursa :
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[Al]=[AT7]=
Sy +8y+5+k, -4 - 4y 1
4 - 4y Sy +8y°+6+ks 4 - 4y 1
1 4 - 4y Sy +8yP+H6+ks 4 - 4y 1
1 4 - 4y 5y +8y>+6+ky -4 - 4y
1 -4 - 4y Sy +8y2+7+ks
1 2 3 4 5
[A2] =
6Y*+8v*+7+Kke -4 - 4y 1
4 - 4y 6y*+8y+6+k7 -4 - 4y 1
1 -4 - 4y 6y +8y*+6+ks -4 - 4y 1
1 4 - 4y 6y +8y*+6+ko -4 - 49
1 4 - 4y 6y"+8y*+7+k
6 7 8 9 10
2.3.2.2.6. Elastik zemine oturan plagin bir kenarmmin ankastre mesnede, diger ii¢
kenarmin sabit mesnede oturmasi hali
- -2 -3 -4 -5
oo Fo .;?r-] , _. L
% 1 2 3 A S .5 j',:’
6 : ¢~ - § 1 8 3 10 - i.-m .Lh,
“‘ - % n 12 3 1% 15 [ E-1s .,_h’
15‘}? s 17 18 19 20 i ;_20 ’:'
L nE
B
hy i h, * * h, 3 h. h.;‘,‘

Sekil 2.29 plagin bir kenarinin ankastre mesnede, diger ii¢ kenarinin sabit mesnede oturmasi

hali




Bu durumda n; =+ 1 ve ny = n3 = ng = -1 alinmalidir.
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SO+S8.1m;=S0+ S5.1m4=5y"+8.7"+6

SO+S4.1M3+S8.1M,=SO0+S4.M3+S8 . u=5y"+8y*+5

SO+S1.m+S5.n4=5y"+8.¥"+7

SO+S1.m=6y"+8/°+7

SO+S1.1m+S8.1m,=5y"+8y*+7 (2.115)
[Al]=[A7]=
5y*+8y?+7+k, -4 - 4y 1
4 - 4y 5y*+8y*+6+k, 4 - 4y 1
1 4 - 4y 5y*+8y+6+ks 4 - 4y* 1
1 4 - 4y Sy +8y+6+k, -4 - 4y
1 -4 - 4y 5y +8y*+5+ks
1 2 3 4 5
[A2] =
6y +8y"+7+ks -4 - dy? 1
4 - 4y* 6y*+8y*+6+k; 4 - 4y 1
1 4 - 4y? 6y*+8y*+6+ks 4 - 4y° 1
1 -4 - 4y 6y*+8y*+6+ko 4 - 4y
1 4 - 4y 6y +8y*+7+k 1o
6 7 8 9 10

Diger alt matrisler (2.110) da verilen matrislerle aynidir. Béylece her tip mesnet durumda, [A]

matrisinin teskili i¢in gerekli olan alt matrisler belirlenmis oldu . Sayet mesnetler elastik

ankastre seklinde ise (1.98) ifadesine gore ,

olarak hesaplanip, yerine koyulmalidir.
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2.3.3 Bilgisayar programlar

Elastik zemine oturan ve her tip mesnetlenme sartimi kapsayan plaklarin ¢oziimii igin
bilgisayar programi- verilmistir. Program hazirlanuirken en genel sekilde ele almmugtir.
(2.3.2.2.1), (2.3.2.2.2), ... ((2.3.2.2.6) bolimlerinde incelenen mesnet tiplerine ilaveten, elastik
ankastre tipinde olan mesnet durumlart da programa dahil edilmistir. Ayrica program, plak
iizerinde alinacak dogrular agindaki aralik sayist istenildigi kadar alinabilecek tarzda tertip
edilmistir. Plag1 her iki yonde kag araliga b6lmek istiyorsak, bunu bagtan tespit edip programa

bilgi olarak vermek gerekir.

Program elastik zemine oturan plaklarin ¢6ziimiinii yapabildigi gibi, elastik zemine oturmayan

plaklar iginde, C zemin katsayisi1 sifir almak suretiyle ¢6zlim yapabilmektedir. Programda

kullanilan rotasyonlar:
M : X ve y eksenine paralel dogrular aginin, bir dogrusu tizerinde bulunan nokta sayisi
Hy : X ekseni dogrultusundaki aralik mesafesi

H,  :y ekseni dogrultusundaki aralik mesafesi

D : Plagin ekseni dogrultusundaki aralik mesafesi

MI  :Plak iizerindeki dogrular aginin meydana getirdigi toplam Nokta sayis1 (MI=M.M)
ALFA : Hy/Hy orani

IS : Plagin mesnetlenme durumunu karekterize eden bir say1

4 kenarindan sabit mesnetlere oturan plakta IS=1

4 kenarindan ankastre mesnetlere oturan plakta IS=2

3 kenar ankastre, | kenar1 sabit mesnede oturan plakta [S=3

2 komsu kenan ankastre, 2 kenar1 sabit mesnede oturan plakta IS=4
Karsilikli 2 kenar1 ankastre, diger kenarlar sabit mesnede oturan plakta IS=5

1 kenar ankastre, 3 kenar1 sabit mesnede oturan plakta [S =6
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4 kenan elastik ankastre mesnede oturan plakta IS=7

3 kenar elastik ankastre mesnede, | kenart sabit mesnede oturan plakta IS=8

2 komsu kenari elastik ankastre, diger kenarlar sabit mesnede oturan plakta 1S=9

Karsilikli 2 kenar elastik ankastre, diger kenarlar1 sabit mesnede oturan Plakta IS=10

1 kenan elastik ankastre, diger kenarlar sabit mesnede oturan plakta IS=11

olarak programa verilecektir.

XK

YK

see goe e

eee 1oy

: Plak tizerindeki her ag noktasindaki Zemin Katsayisi / D degerlerini (k

gosteren bir vektor

: Katsayilar Matrisi

: Her ag noktasindaki Cokme Degerlerini Gosteren bir Vektor

: Plak tizerindeki her ag noktasinda yayil1 yiikiin degerlerini gésteren vektor

1J

¢ij/ D)
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PROGRAM

[M, IS, Hy, Hy, D degerlerini oku |

Elastik ankastre mesnette XK ve
YK degerlerini oku, yoksa
XK=YK=0 al

|

Her ag noktasinda P ve C
vektorlerinin degerlerini oku

!

Elastik ankastre mesnette uy ve uy
degerlerini hesapla

S1, S2, S3,....... S9 sabit degerlerini
hesapla ve bu degerler yardimiyla

alt matrisleri teskil et.

Bu alt matrisler A matrisinin
elemanlari olacak sekilde, A
matrisini tegkil et.

'

MINYV alt programi ile A
matrisinin inversini hesapla

!

A matrisinin inversi ile P
vektoriinil ¢arparak w ¢okme
vektoriinii hesapla

v

| Sonuglart yaz.
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Gerek bu programda, gerekse daha 6nceki programlarda kullanilan MINV alt programi diske
kaydedilmis olup, herhangi bir matrisin inversini almaktadir. Bu program ile, plak iizerindeki
dogrularin meydana getirdigi agin her noktasindaki ¢tkme degerleri bulunmaktadir. Bu
¢6kme degerlerinden faydalanarak, bahis konusu noktalardaki kesit tesirlerini hesaplamak igin

ayrt bir program hazirlanmstir.

Bu iki programun tek bir program olarak tanzim edilmesi miimkiindiir. Ayn olarak

hazirlanmasinin su avantaji vardir:

Plak tizerindeki dogrular ag1 sik olarak alinirsa, ¢ok ag noktasi meydana gelecektir. Bu ag
noktalarindaki ¢okme degerleri program ile hesaplanirken, bilgisayar hafizasinda oldukga
genis bir saha kaplayacaktir. Kesit tesirlerinin hesaplanmasi ayni: programin iginde yapildigi
taktirde, bilgisayar hafiza kapasitesi yetmeyebilecektir. Bu sebeple bu iki program ayr ayn
teskil edilmigtir. Fakat, plak tizerindeki ag noktalarinin sayist az ise, bu iki programi pespese
ekleyip tek bir programla neticeler elde edilebilir.

Ikinci bilgisayar programinda kullanilan notasyonlar, birinci programda kullanilan

notasyonlarla aynidir. Ilaveten kullanilan notasyonlar sunlardir:

PU  :Poisson oram

NS  :xveyay dogrultusundaki aralik sayist (NS=M+1)

EMX : Plak tizerindeki ag noktalarindaki x dogrultusundaki egilme momenti

EMY : Plak iizerindeki ag noktalarindaki y dogrultusundaki egilme momenti

EMXY': Plak tizerindeki ag noktalarindaki burulma momenti

QX  : Plak tizerindeki ag noktalarindaki x dogrultusundaki kesme kuvvetleri

QY  :Plak tizerindeki ag noktalarindaki y dogrultusundaki kesme kuvvetleri
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PROGRAM

PU, NS, Hy, Hy , D degerlerini oku

v

W ¢okme vektoriinii oku

v

Her ag noktasi i¢cin EMy, EM,, EM
, Qx , Qy degerlerini hesapla

Sonuglar yaz

ORNEK: Bu boliimiin sonunda &rmek olarak elastik zemine oturan iki komsu kenar1 ankastre,

diger iki kenar1 da sabit mesnet olan {iggen yayili yiike maruz dikdortgen plak ¢oziilecektir.

Bir sirada bulunan nokta sayisi M=5

Sinir sartlarini g6steren katsayi IS=4

X dogrultusundaki aralik mesafesi hy =1.25m
Y dogrultusundaki aralik mesafesi hy = 1.00m
Plagin Egilme Rijitligi D =6.000 tm

Zemin Katsayis1 / D ¢c=2.0 (t/m?) / (tm)
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Sekil 2.30. Ornek (Elastik Zemine Oturan Plagin Sonlu Farklarla C6ziimii)

cOzZIM
M=5 IS=4
hx=1.250 hy=1.000 D=600.000 C=2.000
YUK MATRISI
4.00000 8.00000 12.00000 8.00000 4.00000
4.00000 8.00000 12.00000  8.00000 4.00000
4.00000 8.00000 12.00000  8.00000 4.00000
4.00000 8.00000 12.00000  8.00000 4.00000
4.00000 8.00000 12.00000  8.00000 4.00000
SEHIM VEKTORU
0.003977540 0.008802760 0.001123837 0.008805470 0.003980890
0.005994880 0.013415200 0.017115300 0.013425610 0.006009330
0.006260360 0.014102980 0.018028300 0.014131760 0.006306870
0.005057160 0.011419710 0.014676620 0.011477500 0.005173730
0.002534080 0.005754730 0.007494910 0.005824460 0.002735120



MX MOMENTI DEGERLERI

1.18660
1.20138
0.47219
-.16705
-0.71406
-.03433
- 0.27340

0.93815
-0.62141
-0.41584
-0.22039
-0.27947

- 0.03350

1.96926

0.77813
0.00000
-0.01380
0.00000
0.00000
0.00000

0.00000 0.00000 0.00000  0.00000 0.00000  0.00000
- 3.05475 - 0.12909 1.33747  2.40672 1.33777 -0.02760
- 4.60406 -0.37183 1.82182  3.33506 1.82319 - 0.00001
- 4.80795 - 0.40604 1.84193 3.43094 1.84519  0.00000
-3.88389 -0.36901 1.49134  2.86288 1.49266  0.00000
-1.94617 - 0.26254 0.57749 1.34106 0.56203  0.00000
0.00000 -0.50782  -1.15324  -1.50198  -1.16722 0.00000
MY MOMENTI DEGERLERI
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000  0.00000 0.00000
-0.51014 1.21176 2.46743 3.52907 1.11736 -0.00461
-0.76887 0.95970 2.59342 3.45225  0.94831 0.00000
-0.80292 0.77974 2.27371 3.06041 0.76106  0.00000
-0.64861 0.70821 1.98823 2.71203  0.71081 0.00000
-0.32501 -0.08742 0.14878 0.40663  0.15519  0.00000
0.00000 -3.04089  -6.90567 -8.99389  -3.28214 0.00000
MXY MOMENTI DEGERLERI
-3.97590 -1.75984 -1.45158 -0.00054 1.45091  1.76038
0.00000 -1.34098 -1.11159 -0.00104 1.11015  1.34202
0.00000 -0.52980 -0.45053 -0.00261 0.44621  0.53241
0.00000 0.19946  0.15003 -0.00473 -0.16024 -0.19473
0.00000 0.83448  0.68043 -0.00408 -0.69588  -0.83039
0.00000 1.14151  0.96156  0.00577 -0.94990 -1.14729
-0.25330  0.0000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000
OX KESME KUVVETI DEGERLERI
0.95460  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000
0.00000 2.59562  1.69430 -0.00087 -1.69555  -1.3888
0.00000 3.35499  2.12491 -0.00160 -2.12710 -1.51176
0.00001 3.33386  2.11551 -0.00078 -2.11477  -1.40989
0.00000 2.74621  1.79459  0.00392 -1.77111  -1.19658
0.00000 1.02740  0.70185  0.01014 -0.58228 - 0.25908
-0.60817 -2.76227 -2.38119 -0.03347 2.28469  2.79574
OX KESME KUVVETI DEGERLERI
229106 -0.85061 -3.43180  -5.08637 -3.42960 -0.84750
230203 -0.25187 -1.89170  -2.90801 -1.88970  0.24913
0.87660  0.28847 -0.04744  -0.23803 -0.04756  0.28600
-0.36008  0.10654  0.40088  0.51945 0.39397  0.07446
-1.43089  0.26534  1.45217  2.03241 1.43851  0.11680
-1.94194  1.66577 494366  6.88551 499040  1.81574
0.48654  0.00000  0.00000  0.00000 0.00000  0.00000

0.52514



b) My Moment diyagrami

Sekil- 2.31 drnekteki moment diyagramlari
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3. ELASTIK ZEMINE OTURAN UCGEN VE TRAPEZ PLAKLARIN SONLU
FARKLAR METODU ILE COZUMU

3.1. Giris

Bolum 2.3'te, dikdortgen plaklarin ¢oziimli yapilirken kartezyen koordinat takimi
kullanilmigti. Bu tip plaklarda kartezyen koordinat takiminin kullamilmasi, bilhassa sinir
sartlarimin ifadesi bakimindan kolaylik saglar. Buna karsilik ii¢gen, paralel kenar, trapez gibi
sekillere haiz plaklarda kartezyen koordinat takiminin kullanilmas: uygun olmaz. Bu tip
plaklarda, kenarlara paralel olarak secilecek egik koordinat takimi ile ¢aligmak daha uygun
olacaktir. bu béliimde, once eg§ik koordinat takimina gére sonlu fark ifadeleri gikartlacak,

sonrada elastik zemine oturan liggen ve trapez plaklarin ¢6ziimii ele alinacaktir.
3.2. Sonlu Fark ifadelerinin egik koordinat takimina gore ifadesi

Sekil 3.1'de goriildiigl gibi, tic eksenle belirtilen egik koordinat takimini ele alalim. u ekseni,
kartezyen koordinat takiminin x ekseni ile ¢akigsin. v ve t eksenleri ise bu eksenle sirasiyle o

ve B acilar1 yapsin.

Herhangi bir A noktasinin x ve y koordinatlarini u, v, t degerlerine bagh olarak su sekilde

ifade edebiliriz:
X=u+tv.cosa+t.cosf (3.1)

y=Vv.sinot +t.sin f
y

T

Sekil 3.1. Egik koordinat takimi
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(3.1) ifadelerinin u, v, t'ye gére kismi

ox 0x ox

—=1 — =cosa — =cosf

du ov ot

% =0 % =sino % =sin f3 (3.2)
ou ov ot

olarak bulunur. $imdi bu ifadelerden faydalanarak herhangi bir w(x, y) fonksiyonunun u, v, t

degerlerine gore kismi tlirevlerini bulalim.

6w6w6x6w6y6w8w6w

SAMPAA RS At A PAL A
2u ox ou oy du ox oy o

ow Ow Ox Ow dy ow ow .

— = ——+—.——=—.C0S O +—. sina

ov ox ov dy ov oOx

Ow _Ow 0% oW _OW ep+2 sinp (3.3)
ot ox ot oy ot Ox oy

(3.3) ifadelerinin tekrara kismi tiirevlerini alirsak :

ou’ o’
’w _ox 0 [aw) dy a( ] : ’
=—.—| — H#—=—.—| — | =cosa cosa+ sino
ov:  ov Ox\ v ) ov dy\ ov
. o’w o'w o'w ’w . 0w
+ sina - =—>cos” a+2 . >
o dy ox Ox0dy oy
2 2 2 2
0 hud =%i(@]+@i{@) OW o os? B+2 ow .cos[3.sin[3+a ‘;VSiIIZB EX))
ot ot ox\ ot ) ot oy\ ot ox’ 0x0y oy
- . . o’w o'w d*w
olarak elde edilir. (3.4) ifadelerinden PoER degerlerini bulursak :
oxdy oy
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o’w | sin(B+a) 62w+ sin B ’w sin o o’w
oxdy | 2.sina.sinB | ou? |2.sinosin(B-a)| ov: | 2.sinBsin(B-o | at

2 2 2 2
OW _ (cotgacotg). A cosp 2 T —== Y 35
oy~ ou sinasin(B—a) | ov sinfB.sin(f—a) | ot

(3.5) denklemlerinde :

F1 = cotga . cotgf F4=- ———an ® +fx)
2sin ct.sin 3
F2= oo 5= S
sin o..sin(B—at) 2sina.sin(f—-a)
- cosa - sina (3.6)
sin o.sin(B—ct) 2sin B.sin (B—ar) '

ile gosterilirse (3.5) denklemleri su sekilde yazilabilir :

o’w 0w
ax2 - 61.12
2 2 2 2
AL UL Y L
oy u v ot
2 2 2 2
OW _paOW g5 OV, ped W (.7)

oxdy ~ om? v at?
Buna gére ;

2 2
V2w=ix‘;v+ zyvzv ifadesinin egik koordinat takimindaki karsihigi, (3.7) denklemlerinin

birincisi ve ikincisi toplanarak bulunur.

Viw=(+E) I Y 1 Y O (3.8)
ol a

Simdi, u ekseni boyunca w fonksiyonunun ikinci tiirevini bulalim. Sekil 3.2'de goriildigi

gibi, u ekseni iizerinde alinan i-1, i, i + 1 noktalarinda w fonksiyonunun aldig: degerler

< YORERBBETT

T ATOY

sirastyla wi.,, Wi, Wi, ise (2.81) ifadesine gore :
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aZw __(Wi+l —Wi)/hi _(Wi —wi~1 )hl
Bu> h,

i-1 i i+1

&

L
®
c

hi hi
Sekil 3.2.U ekseni tizerindeki noktalar

Pw W, 2w, W

i i+l

du?  h% h%  hk

olacaktir. benzer sekilde, v ve t eksenleri boyunca alinan j-1, j, j*+1 ve k-1, k, k-+1 noktalarinda

w fonksiyonunun aldig1 degerler wj.,, Wj, Wi V€ Wi , Wi, Wi, 1€ ©

2
O’w Wi, 2w, Wy,

+
& n BB

2
6 w _ wk—-n _2wk + Wk+1

= 3.9
>  h% h% h% G2
(3.9) ifadelerini, (3.8) de yerine koyarsak :
V2w=(1+2Fl).wi_, 2(1 +2Fl)-Wi IL(1+2FI). - +F_3Wj~1
h; h; h; h;
2F2 F2 F3 2F3 F3
- W +—2—.Wj+l+—2—Wk_‘—'—2—Wk+ 5 Wi (310)
h; h? h; h, h,

olarak bulunur.

U, v, t eksenlerinin kesim noktasinda (Sekil 3.3'te i, j, k noktasi) tek bir w fonksiyonu

bulunacaktir. Bu degeri w; = w; = wy, = w;y ile gbsterirsek ve ayrica :
j j

2(1+F1) 2F2 2F3
KO)ijk = =
( )uk hiz h? hzk

(K1), = (1+F1)

5
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1+F1
(Kz)i+1 = ( +2 )
F2
K3 i-1 = —_—
F2
(K4)_]+1 = —2
i}
F3
(Ks)t-l = E
F3
K6} = — (3.11)
hy

Sekil 3.3.U,v,t eksenleri tizerindeki noktalar
ile gosterilirse, (3.10) denklemini su sekilde yazabiliriz :

(vzw)i.j.k =(KO), k- Wijn + (Kl)i,—l Wi, +(K2)

1-1

oW, H(K3) Wi +(K4) Wi

+ (Ks)k-l - Wi + (K6)k+1 - Wit (312)
(3.12) denklemi sematik olarak,, sekil 3.4'te goriildiigii gibi gosterilebilinir.

Sekil 3.5'te goriildigii gibi u, v, t eksenlerine paralel dogrulardan meydana gelen dogrular
agim ¢izelim Bu dogrular agimin her kesisme yeri bir nokta belirleyecektir.Ornegin u,v + 1,t+1

dogrularimin kesistigi yer (u, v + 1, t + 1) noktasimu verecektir.
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p —
AW, =

Sekil 3.4.A*w gosteren sema

Sekil 3.3'teki i, j, k noktasini u, v, t eksenlerinin kesim noktas: olarak alirsak (i-1), (i+1), (j-1),
(j+1), (k-1), (k+1) noktalar1 bu gésterilis sekline gore sirasiyle (u, v -1, t—1), (, v+ 1, t+ 1), (u-
Lv,t—1), W+1, v, tH), (u—1,v+1,1t), (u+t1, v—1,t) olacaktir. Bu gdsteris sekline gore,
(3.12) denklemi su sekilde yazilabilir.

2
(V W)u,v,t =(Ko)u,vt u,v,t +(K]‘)u R RN u v—1,t— 1+(K2)u v+t u V1, tHL +(K3)u —-1,v,t-1 'wu—l,v,t—l
+ (K4)u+l,v,t+| c Wydiytn T (KS)U-I,V‘H,t . Wyt T (K6)u+l,v~1,t « Wyt vt (313)
t—1 t v-2 t+1 - v+2

\/ NSNS

VAVAVAVA /\N
AVAVAVAY \/

uv-2t+2 —uv-1,t-1 — uyvt — u,v+1 t+1—uv+2t+

N/ ”\ / \7 M\N \

-2 v+1 S

Sekll 3.5 .ngk koordinat
Eksenler iizerinde alinacak araliklar kendi arasinda birbirine esit,

h;=h, hj=h, ve hy=h; ise bu hal igin :
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2(1+F) 2F2 2F3

KO:..
hy  hi k]
K1=K2= 1‘}:2“ (3.14)
.
K5 =K6= 2>
h..

t
(3.13) denklemini asagidaki sekilde yazabiliriz.

(Vw) +K3.w, +K4.w

u,v,t u,v-t,t—1 v+t —1,V,t—1 u1,v,t+1

=K0.W,_ , +K1.W +K2.w
+ K5 . Wiyt T K6 - Wy vaig

Sekil 3.4'teki semadan faydalanarak (V*W) yv. degerini bulalim.

(VW) uve= VI (V2 Wyt = KO . (V2 W)y + K1 (V W yata + K2 (V7 Whuysien
+K3 (VWi + K4 . (V2 Wryen + K5 - (V Wit TK6 L (V Wieyae (3.15)
Bu ifadedeki V?w degerlerinide, sekil 3.4'teki semaya gore yazip yerine koyarsak :

(V! Wy = KO . [KO . Wyys + K1 . Wyyae K2 Wypren + K3 Wogyen + K4 Wiy en
+K5. Wit y1.00k6 Wt 1v-1, TKLLIKO. Wy yo1 1 +K 1. Wy v-2,00FK2. Wy vt

+K3 . Woryarz + K4 . Wy + K5 Wyayen F K6 Wiy v, 1] T K2 [KO -« Wayeien

+ K1 . wyvt K2 . Wyyao, 02 + K3 Wyaene + K4 . Wysiveen + KS - Wy 2,0+

+ K6 Wyrryen] T K3 . [KO . Wyryea T K1 Wiy T K2 . Wone T K3 - Wuave2

+ K4 . Wyyi + K5 . Wyaynt + K6 . Wyya] + K4 [KO . Wasyen T KL Wi

+ K2 . Wu+1,V+l.t+2 + K3 . Wu’v’t + K4 . Wu+2’v’t+2 + KS . WU,V+1,H'1 + K6 . Wu+2’v-1’t+1]
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+ K5 . [KO . Wyytrt T K1 . Wiy + K20 Wyvan e + K3 0 W v + K4 L Wiy
+ K5 . wyavior T K6 . wyyi] + K6 . [KO . Wyt vt TKT L Wisiveata T K2 L Wiy in

+ K3 . wyya K4 Wy T KS o wyye + K6 Wi va]

olarak bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek :

(V* Whaye = [(KOY + K2 . K1 + (K1)? + 2 . (K3.K4) + 2(K5 . K6)] . Wuvs+ [2(KO . K1) +2.
(K3 K6)] . Wayga + [2(KO . K2) + 2(K4 . KS)] . Wuyres: + [2.(KO . K3) + 2(K1 . K5)]. Woryia

+[2(KO . K4) + 2(K2 . K6)] Wyriyen + [2(KO K5) + 2(K2 . K3)] Wyaryiug
+H2(KOK6) + 2(K1K4)] . Wytr vt + [(KI?] . Wuyae2 + [20K1K3)] . Wyeis2

+[(K2)!] . Waveasra + [2(K2 . KD)] . Wiy + [2(K2 K5)]. W yiaem

+[(K3Y] . Waawe + [20K3 . K5)] . Wuz, virea + [(K4)T . Wasa a2

+[2. (K4 . K6)] . Wys, ver, trt + [(K5)?] . Wyavang + [2. (K1 . K6)] . W va2e1

+[(K6)'] . Wuszvas (3.16)
Bu denklemde :

SO=(KOY+2(K1.K2+K3.K4+K5 K6)=

. [1+Fl F2 F3] +2.((1+F)2+(F2)2+(F3)2J

R? B n? h? h:  nt

u

(1+F1)?

4
u

S1=KI1.Kl=

$2 = 2KOKI1+K3 K6) = -4 . LFFV .[“Fl 53+f3}+ F2 F3

3 7t 3 3 T2
h} h; hl h} h! h}

u u v

$3 = 2(KO.K2+K4K5) = -4. (1;21? D [if ! +¥-+§;]+ F2 F3

u v



S6=2(KOK3K1Ks) -4 2 [T F2 B L, 1v0 1
h? h; h? h? h? h?

v u v t

S7 =2(KO.K4+K2.K6)= -4 —-

F2 (1+4F1 F2 F3) . 1+Fl F3
2" 9 +—2+_7 +’2. 37 2
b2’ h: Kl R B h

v t

(F2)*

4
v

S8§=K4.K4=

S9=K5.K5=

(F3)°

t

$10 = 2(KO.K5+K2.K3) = 4 . F3)(1+F1+F2+_F§}+21+F1 F2

R\ h: bl h?) T hI bl

S11 = 2(KO.K6+K1.K4) = - f}f—)(“m L F3J o L+ FL 2

h k2 h}) b} hi
_ (F3)’
4
t
s13 =2K1K6) =2 1 B
h? b
S14=2(K4.K6)=2. 2.2
h; h;
hl 'hl
1+Fl F2

S16=2(K1.K3)=2. =

u

e
hV



S17=2(K3.K5)=2. F—2~.h—3

< o
- o

1+F1 F_3
h? 'h?

S18=2(K2.K5)=2.

olarak elde edilir. (3.17)
(3.17) ifadelerinde esit olan s degerlerini ¢ sabitleri ile gosterirsek :
C1=82=S3

C2=S86=S87

C3=S810=S11

C4=S515=S16

C5=S13=S18 A=

C6 =S14=S17

C7=85=S8

C8=859=S812

C9=S1=84 Sekil 3.6. .A*w gosteren sema

CO=S0 (3.18)
[le gésterirsek, hy = sabit, h, = sabit, h, = sabit olmasi halinde sekil 3.6'daki sema elde edilir.

Ozel hal :

u ekseni yatay, v ekseni yatayla 60°, t ekseni ise 120° lik ag1 yapsin. Bu durumda o = 60° ve f8

= 120° olacagindan (3.6) ifadelerinden :

F1 = - l, F2=E, F3=§ olarak bulunur. Bu degerler (3.19) ifadelerinde yerine

3 3

koyulursa ve ayrica h,=h,=h=h ile gosterilirse :
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2 5 2 2 2
CO=1{1—1+2+2} +— (1—1) +(gj +(%) =£§-
h 3 3 3 h* 3 3 3 %h

h* 3)] h*’ 9h*
C2=———4.z.1——+—+—~ +i4. —-l}%——io—
h* 3] 3 h 33  9n!
e I (B
h* 3( h 3)3  9h
2 12 8
C4= 2 |1-=|Z=—"— 3.19
h* 3)3 9h* (3-19)
2 Y2 8
C5=—4 1—‘—).——-—4'
h 3/3 9h
2 22 8
C6=T'—'—= 7
h* 33 O9h
12 4
C7=—| 2| =—
3] -5

(3.19) degerleri %h“ ile garpilirsa, sekil (3.6) da verilen sema sekil 3.7'da goriildtigii gibi olur.
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Sekil 3.7. Ozel hal

1 2

3.3. Kesit tesirlerinin egik koordinat takiminda ifadesi

Kesit tesirlerinin kartezyen koordinat takimina ait (2.92) ifadelerindeki kismi tiirevler yerine,

(3.7) daki degerler koyulursa kesit tesirleri egik koordinat takimina gore ifade edilmis olur.

v.F2.

2 2
T My O
av? ot?

2 2 2 2 2
My=-D. [ 2%y T% ) Dl F1v) I 2. O W 53 OV
oy 0x ou av ot

(3.20)

2 2
=—D(1—v){F4. OW g5 OV g2 W}

5 +F5.
ov?
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u,v,t eksenleri tizerindeki araliklarin kendi eksenleri boyunca degismedigi, yani h,, hy,h; sabit

olarak alinirsa, bu durumda (3.9) ifadelerine gore :

2
oW _ Wi, —2Wi + Wy,

ou’ h?
’w W —2w,+ W,
Py : hz’ : (3.21)
’w _ w, —1-2w, + W,
o b
Bu degerler (3.20) denklemlerinin birincisinde yerine koyulursa :
N . W =2wW, +w,, -2
M=D. | (1+vF) T TN T Wiy T T2 T Py D T2 T P
hu hV h!
(3.22)
bulunur. Burada :
D1+ v.Fl)
T T X
h*y
Dwv.F2
T T, =X, (3.23)
D.v.F3
TTh

[o]

2D . {1+\;.Fl + V.PZ‘Z N v.123}
hu hv ht

ile gosterirsek ve ayrica u,v,t eksenlerinin kesim noktas: i,j,k noktalarinin baglangici olarak
alinirsa, (3.22) denklemi :

My = Xo . Wijk T Xy . (WiitWin) + Xy - (Wi + Win) + X¢ - (Wi T Wiesy) (3.24)

seklinde yazilabilir.
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(3.24) denklemi sematik olarak, sekil (3.8) daki gibi gosterilebilinir.

Sekil 3.8.My moment diyagrami

Benzer sekilde, (3.21) degerleri (3.20) denklemlerinin ikincisinde yerine koyulursa :

o —2w, . W, —2W. +W. -2
My =D. (Fl + V) Wl—l 2“7,1 + Wi +F2. J 2.1 J +F3. Wi “;k + Win
h; hv ht
(3.25)
bulunur
D(Fhlz+ M _y
D.F2
Ervakt (3.26)
D.F3
el Y,
t
op. | By, B2 By
hy by Iy
ile gosterilirse, (3.25) denklemi :
My =Y,. Wijk T Yu(Wintwis) + YV(Wj-l + Wj+l) + Y. (Wi W) (3.27)

seklinde yazilabilir.
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(3.27) denklemi sematik olarak, sekil (3.9) deki gibi gosterilebilinir.

My = > U
Benzer sekilde :
L —2W, < W, —2W. +W. -
My =-D.(1-v) | F4 i Z2%i T Wi | g T 777 Bin | g Wi 2“} TWin | (328)
by hy b,
olarak bulunur.
B D(l—l—lr).F4 -7,
D(1-v).F5
- _ghz—)— =7Zv (3.29)
D(-v)F6
DUV,
t
F4 F5 F6
2D (V)| —+—+—|=2Z
N s
ile gosterilirse, (3.28) denklemi :
Myy = Zo - Wij st Zu(Wist Wiy Zy( Wi Wi )+ Zy(Wi W) (3.30)

seklinde yazilir. Bu denklemide sematik olarak, sekil 3.10'daki gibi g6sterebiliriz.
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Sekil 3.10. My, moment diyagrami

u,v,t eksenleri {izerinde alinan i,j,k noktalarini eksenlere gére yazarsak, (3.24), (3.27), (3.30)
denklemleri su sekilde yazilabilir :

My =X0-Wu,v,t+Xu-(Wu,v-1,t-|+Wuqv+1,t+1)+Xv(wu-1,v,t-l+Wu+1,v,t+1)+Xt(wu-1,v+1,t+wu+1,v-l,t)
My =Y0-Wu,v,t+Yu~(Wu,v-l,t-1+Wu,v+1,t+1)+Yv(wu-1,v,t-l+Wu+1,v,t+1)+Yt(Wu-l,v+1,t+wu+1,v-1,t)
Mxy = Zo~Wu,v,t+Zu-(Wu,v-l,t-|+Wu,v+1,t+1)+Zv(wu-1,v,t-1+wu+1,v,t+|)+Zt(wu-1,v+1,t+wu+1,v-1,t) (3.31)

Simdide, (3.20) denklemlerinin son ikisini ele alarak Q ve Qy kesme kuvvetlerini bulalim. Bu

ifadelerdeki kismi tiirevleri sonlu farklarla ifade edip yerine koyarsak:

Qx = D . (1 + Fl) - Wu,v—Z,t—Z + Wu,v—l,t—l —32wu,v+1,t+1 + Wu,v+2,t+2
2h}
+ F2 Wu—l,v—l,t—2 - 2wu,v—1.t—1 + Wu+l,v—|,t - Wu,v+1.t + 2wu,v+1,t+1 - wu+1,v+|,t+2
: 2
2h,h?
+ F3 wu~1,v,t—1 - 2Wu,v—1,t—1 + wu+1,v—2‘t—1 - Wu,v+1,t+1 + 2W w2t wu+x,v,t+1 ]
: 2
2h,h?
— D 1 Fl wu—\,v—l.t—l —2Wu—1,v,t—1 +Wu—1,v+1,t —wu-ﬂ,v—x,t +2Wu+1,v,t+l _Wu+1,v+1,t+2
Qy_—' N o ( + ). 5
sino 2h h}
+ F2 - wu-—2,v,t—2 + 2'Wu—1,v,t—| - 2W u+tt,v,t+1 + Wu+2,v,t+2

2.h}
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+ F3 . Wu—?.,w-l,t—‘ - 2Wu—1,v‘t—l + Wu,v—n,t—! - Wu,v+1_t+x + 2wu+1,v,t+1 - Wu+2,v—x,t+1 } (332)

2.h,.h%
(3.32) denklemierinde :

. DU+FD)

e = HI

_Datﬂ)+DF%+DFi:H2
h®  h,hl h h’

D.F2

2h,.h’

D.F32 L4
2h, i
_DA+F)
2sina.h bl

D(1+Fl)  D.F3 D.F3
sinah h? sinah?  sinoh,h;

=G2 (3.33)

D.F2

——=@G3
2sina.h’,

D.F3

__-__T:G‘]'
2sina.h b,

ile gosterilirse, (3.32) denklemleri soyle yazilabilir :

Q«=HI. Wuv22 T H2 L Wyt — H2 . wyytien — Hl L Wyysat2- H3 - Wy yae + H3 L Wi vy

+H3. Wut, v t42 — H4. Wyt — H4 . wys vt H4 - Wyyiaon + H4 . Wyt v 00

Qy =QGl. Wiy t-2 T G2 . Wyayea + Gl . Wyyrit — Gl . Wytiyar — G2 Wy Gl Wy v 12
+ G3 . Wu~2,v,t—2 - G3 < Wy v t+2 "G3 o Wp2 vt 'G3 o Wy verta +G3. Wu,v+l,t+|+ G3. Wu+2 v-1.t+t

(3.34)
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Bu denklemler sematik olarak, sekil (3.11)deki gibi gisterilebilinir. Boylece, (3.31) ve (3.34)
denklemleriyle veya sekil 3.8, 3.9, 3.10 ve 3.11.a, b daki semalardan faydalanarak, her ag

noktasindaki kesit tesirleri elde edilir.

Sekil 3.11. Kesme kuvveti diyagram
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3.4. Egik koordinat takimina gire ¢ikartilan sonlu fark ifadelerinin muhtelif bigimdeki

plaklara uygulanmasi

Sonlu fark ifadeleri egik koordinat takimi olarak segilen herhangi ii¢ dogrultudaki u,v,t
eksenlerine gore ¢ikarildigindan, sekil 3.12 ’te gorillen muhtelif bicimdeki plaklara kolayca

uygulanabilir.

AVAVAVAVAVAN:
wVAVAVAVAVAVA @
\VAVAVAVAVAVAY

\ /NN
u VNV N\ \/

NN/
VAVAVAVAY .

Sekil 3.12. Egik koordinat takimina g6re muhtelif bigimdeki plaklar

Bu tip plaklarda u,v,t eksenleri sinirlara paralel olarak secileceginden, sinir gartlarinin ifadesi
oldukca kolay olacaktir. Bu boliimde, liggen ve trapez seklindeki plaklarin ¢oziimi
yapilacaktir.

3.4.1. Uggen plaklar

Sekil 3.13'te goriilen, kenarlar1 yatayla o ve B agis1 yapan bir tiggen plag: ele alalim. Plagin
kenarlarina paralel olarak ¢izilen dogrularin teskil ettigi agin noktalarn 1, 2, ..... 21 ile

gosterelim.

Elastik zemine oturan plagin her ag noktasi icin : V'w =%- k.w diferansiyel denklemini,

sekil 3.6'daki semadan faydalanarak yazarsak, 21 bilinmeyenli bir denklem takim: elde
edilecektir. Bu denklem takiminin ¢6ziimiyle 1, 2, ......, 21 noktalarindaki ¢6kme
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Sekil 3.13.Elastik zemine oturan tiggen plak

degerleri bulunmus olur. Bu ¢6kme degerleri (3.31) ve (3.34) denklemlerinde yerine
koyularak, bahis konusu noktalardaki kesit tesirleri elde edilmis olur.

Sekil 3.6'daki semay: simira yakin noktalara uygularken, plak disinda alinacak bazi noktalara
ihtiyag vardir. Plak disinda alinacak her hangi bir i fiktif noktasindaki wi' ¢6kme degeri, bu
noktanin mesnede gore simetri§inde bulunan plak i¢ noktasindaki w; ¢6kme degerinin

n katsayist ile garpimina esittir. (Sekil 3.14) Yani :
We=n.w (3.35)

Buradaki n katsayisi sabit mesnette —1, ankastre mesnette +1, olacaktir. {iggen plagin li¢
kenarindaki istinat durumunu belirten katsayilar 1, , 12, N3 olsun. (Sekil 3.14) sekil 3.13'teki
tiggen plagin diginda alinacak fiktif noktalar ifade edelim.

Sekil 3.14.Fiktif

PR NI R

Sekil 3.15.AB kenarinda fiktif noktalar
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Sekil 3.15'e goriildiigii gibi u,v,t dogrular agii siir disindada gizerek 1°, 2°, 4°,..... fiktif
noktalarim isaretleyelim. Ornegin 1° fiktif noktasini ele alirsak, bu noktayr 1 noktasina
birlestiren 11° dogrusu sinira dik degildir. Ancak o agis1 60° ise 11° dogrusu sinira dik
olacaktir. bu sebeple 1" fiktif noktas1 gercekte 1 ve 2 noktalar1 arasinda bulunan 1 noktasinin

1 noktasina olan uzaklifina x, diyelim. Sekil 3.15 ten :
Xy =2h,.cos a-hy

bulunur. Diger taraftan 1 ve 2 noktalan birbirine yakin iki ag noktasi oldugundan, ikisi
arasindaki 1" noktasindaki ¢okme degeri, bu noktalardaki ¢6kme degerleri cinsinden ifade
edilebilir. Sekil 3.15' tan:

X X

Wi =W+ (W) . ot = (1= ). Wy + Sy =y, W, +p, W, (3.36)
hV hV hV )

olarak yazilabilir.

Burada :

—X" = 2h, cosa —1
pv hv . *
Y =1-p,

ile gosterilmistir.
Boylece 1" fiktif noktasindaki ¢okme degeri (3.35) ve (3.36) ifadelerinden faydalanarak :

Wi=En . We=n.yy . Wi n . pv. w2

olarak bulunmus olur.
Benzer sekilde 2°, 4°; ..., 16" fiktif noktalarindaki ¢6kmeler :
W2 = MYy W2t N1 py . We

Wi =Ny . Wat M. py. Wy
(3.37)

...................................................

Wig" =n1-1v.Wis+ni.py.0
olarak kolayca yazilabilir.
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Ozel olarak o= 60° ise, X, =0 . p, = 0, %=1 olacagindan :
Wi =MW
W2 .Yy . W2
Wg =T1.Yv.Ws

.............................

sekline olacaktir.

diger sinirlarin diginda alinacak fiktif noktalar, sekil 3.16'da gésterilmistir.

NS
16’ 17
b]

Sekil 3.16.AC ve BC kenarlarinda fiktif noktalar
sekil 3.17.a'dan :

Xi=2h, . cosP - h;

X, h
= —=2—"_.cosPf-1 =1-
Pt b h p Te=1-pt
bulunur.

Buna gore 17, 37,6, ... fiktif noktalarindaki ¢6kme degerleri :
W =T2 Y- Wi N2 pr. W3

W3 =Y. W3+ T2, Pt. W

Wg =T2Vt. We +M2. Pr. Wio

Wor =T2 Yi-War+1m2.p. 0 (3.38)
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Sekil 3.17.b'den :

Xu=2hv.COS(X-hu

X h
Pu= —:=2.h: .cosa - 1
Yu=1-pu
bulunur

Buna gore 16°, 177, ......, 21" fiktif noktalarindaki ¢6kme degerleri :
Wi6 =M3.Yu- Wis T M3 . Pu. W17 (3.39)
W17 =N3.Yu. W17t M3. Pu. Wig

W21 =13 . Yu-W2rtn3.py.0

Boylece (3.37), (3.38) ve (3.39) ifadelerine gére 1°, 2°, 37, .............. 21" fiktif noktalarina ait
¢Okme degerleri, plagin i¢ noktalarindaki s6kme degerlerine baglanmis olur.

Simdi, sekil 3.13'teki liggen plagin ag noktalarina, sekil 3.6'daki semay1 uygulayabiliriz:
1 noktasi : ¢O.wi+c2 wy+c3. witcd. wy +cS.wit c6.wstc7.watc8.we +¢9.(w3 +wsy )=g,/D-k,.w,
2 noktasi : cO.wytcl.witcs . wWs+c2. (W twa)tcS.(wetwy e, we+c 7. wrtc9.wy +c8.(w, +wo)
=g>/D-ka. Wy
3 noktasi : cO.W3tcL.Wa.+c2. Ws+c3.(wtwg)tcd. (w3 +wy)+ch. Wy +c7.(W, +Cg)+Cs. Wi
+¢9 . wg=g3/D-k3.w3
4noktast : cO.wgtcL.ws+c2.(watwy)+e3. wgtcd.witceS.(we+wg)+chb.wipt+c7.(witwi)
+¢8. (Wy +wi3)te9.(wr+we) =go/D-kg.wy
5 noktast : cO.wstc1.(wasWg)+c2.(Witwg)+c3.(Watwo)tcd. wy +¢5.wigtch.(witwiz)+
c7.wiptc8wis=gs/D-ks.ws

6 noktas1 : cO.wgtcrL.ws+c2.wotc3.(Wotws)tcd (W +Wg)tcS. watch.wig+c7.(w3 +wi3)
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+¢8.(w, +wis)+c9.(wyo +we)=gs/D-ks. W5
7 noktast : c0.wy+cr.w8+c2.(wd+wy ) +c3.wistcd. wsteS,(wistwr J+c6.wi7 +¢7.(wartwig)
+c8.(ws twig)+c9.(Wotwy )=g7/D-k7.w7
8 noktasi : c0.wgtcr(wotwy)+c2.(Wstwp)te3 . (wytwis)ted (wetw, ) +es.wigtch.(Wotwg)
+c7 (W3tw7)+c8.wigtc9.wig=gs/D-kg. wy
9 noktast : c0.wotct.(Wgtwio)+c2.(Wetwiz)+e3.(Wstwig)+cd. wipte5.(wetw)s)
+c7.Wigtch.(wWitwig)+e8.(Watwao)+c9.wr=ge/D-kowg
10 noktasi : c0.wygtct. wI+c2.wig+¢3.(Wetwys)tcd.(wig +wi3)+eS.wstch.wag
+c7(we' +w19)+c8.(wit+wa )+c9.(wetwis y=g10/D-Ki0.W1o
11 noktasi : c0.wy+cl. wiptc2.(wrtwig)+c3.wirtcd. wet+cS.(wigtwy ) +¢7.watc8.wy
+¢9.(wi6 +wi3)=g1/D-ki.wi
12 noktast : c0.wiptcl.(wirtw3)+c2.(wgtwi7)+e3 . (wrtwig)tcd.(wotwig)+c5.wig
+¢6.W4tc7. Wstc9.wyg =g12/D-k 2. w12
13 noktast : cO.wis+cl.(wWiptwig)te2.(Wotwig)+e3 .(wetwig)+cd.(Wigtw7)+cS.(Wrtwag)
+¢6.WstcT . Wetc8. watc9.(wi+w)s)=g13/D-k13. w3
14 noktasi : cO.wygtcl.(wystwis)+c2.(Wigtwig)t+c3.(Wotwag)+cd. wigteS.(ws+wap J+ch.w
+c8.ws+c9.wia=g14/D-K 4. W14
15 noktast : cO.wistcl.wigtc2. wyptc3.(wyotwa) ) ted(wis+wig)+cS. wotc7. wip
+c8.wetc9.(war+wi3)=gis/D-kis5. w5
16 noktasi : cO.wigtcl.wisHc2.wy+cd. wia+cS5.wig +cg. Wi +¢7.w7 +c8.(Wip+wi7)

+c9 .w1s=g16/D-k16.W16
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17 noktast : cO.wirHcl.(wigtwig) +c2.wiptC3.wi+cd . wis +cb.(wrtwir )T (Wotwie
+c8.wig +¢9.w9=g17/D-k17.w17

18 noktasi : c0.wygtcl.(wirtwig)te2. wiztc3.wiatcd. wigteS. wyy +c6.(wgtwig)
+¢7.(Wo w7 )1He8.(Wrtwig )+ (Wistwao)=gis/D-kis. Wis

19 noktasi : c0.wigtcl.(Wigtwa)+c2.wistc3 Wirtcd.wisteS.wiate6.(wWotwig)
+e7 (WioTWig +e8.(Wetwag )+€9.(Wi7+w21) =g19/D-Kio. Wig

20 noktas: : cO.w20+cl.(w19+wz1)+cz.w15+c3.w14+05.w13+c6.(w10+wzo-)+c7.w19~
+c8.(Wotway ) +c9.wis=g20/D-kao. W20

21 noktasi : c0.wy+cl.wagtc3.wisted. wap- +¢5.Wig +C6.War:
+¢7.(Wis Fwap )+c8.wig+c9.Wig=ga1/D-Ka1. W21 (3.40)

(3.37), (3.38), (3.39) degerleri, (3.40) denklemlerinde yerine koyulup diizenlenirse;

[A].[W]=1[P]

seklinde matris denklemi elde edilir. Buradan :

[wI=[AT".[P] (341)

matris denkleminden ¢okme degerleri bulunmus olur.

Burada:
rWl | rgl |
w , [Al] [AS] [A8] [O]
RS _ _|[A10] [A2] [A6] [A9]
wi= e ’ (7] & AT=1A13] [al1] [A3] [AT]
' ' [0O] [Al4] [A12] [A4]
szld | 821
Cokme vektorii Yiik vektorii Katsayilar matrisi

[A1], [A2], [A3], [Ad],cconnnnne , [A14] matrisleri sonraki sayfalarda verilmistir.
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1 2 3 4 5
CotCNayetCsn vk CatCsM Py tCoM 1Yy C5HCM2PHCoNaYe CrtCoM 1Py Cs
CatCa. Ty Vv Cotes.ny. Yotcenipvtke ¢ CaFCs. T 1.PytCoN 1Yy C3
[Al]= C3HC7.12 Yt < CotCaN2.YeHCMaPrtks C4 Cy
C7 Ca+Ce. M1 ¥y Cs Cotes.ni. Yvtcsnipvtky
Cs C3 s Cy Cotks
6 7 8 9 10
CoteanzyrHeamapetks C4 C C3HCaM2PrHCoMaYe
CotCs.M 1. YvtCsm ipytky < €
[A2]= Cq Ci Co+kg Cy Co
C2 Cy C cotke c
C3tCr M2 11 Co C CotCaNaYtCMaptKio
11 12 13 14 15
CoteaniyytesmipytKiy Ct Co
C Cotkin C Co
[A3]= Cy C cotkys C Cy
Co C Cotkis Ci
Cy C CotCanayetCsNapetks
16u 17 18 19 20
CotCsMaYutCoNsYu | CrHCoNspPutCamstu CotCs.M304
+c8mipytkl6
C1HCr. N3V CotCansYatcomspetkyy|  C1HCeM3PuTCamlsYu CyFCg.N3Pu
[A4]=
Coy CI+Cr. sV curConsYutemaputkis CrtCsN3PutCaN3Yu CytCy.13Pu
Cy CrHCr.NsYy CotCensYutem Ptk CrHCeN3PutCaNsYu Cy+Cs.M3pPu
Cy C1+Cr.1sYa cotcensygtemaputkao] crtcensputcsnays
Cy [FRaGAEYA CotCimayctCeNstu
crprtemspytka

v A WwWN

O e 3 O

—_—
o

11
12
13
14
15

16

17
18
19
20
2]
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6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
CgtComnapy 1 C7 | Cs | CgtColapy
Cs CrHComMiPy| C6 | Cg 2 CFesNipy C3 Cs
[A5]=| CstConaY: C7 | Cs |CagtCoMapil 3 [A6]= Cs Cy c; | ¢
+
Call2Ps e s cs
Cs Crtesmipy| € | Cs 4
TCoN 1Yy Cs | C2 | CyteaNap:
Cy Cq Cy C3 Cs 5 +CoNaY:
16 17 18 19 20 21
CotCsMiPyHCon 1Yy C3 Cs 10
Cy Cy C3 Cs 11
[A7]= Cs Cy C3 Cs 12
Cq Cy C3 Cs 13
C4 C2 C3HCaNaPrtConsYe | 14
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
1
2 Crtcomipv| €6 | Cs
[A8]= 3 [A9]= c; | co | cs
crtconapy| e Cg 4 C7 | C | s
C7 Cs Cg 5 €7 | Cs [cCgtConap;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cs Cs | CsFCMin: G ¢ |6 CotCgMiYv| C4
¢ CrrCgnyy| €4 | 7 C3 ) C4
[A 1 O]= Ce Cy C3 Ca 8 [A 1 ]= % Cs C3 Ca Cq
Cg Ce Cq C3 9 Ce Cs C3 C>
Cs cs |10 Cg Cs [ cstemsn

O 0 O

O 0 NN O

10

11
12
13
14
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11 12 13 14 15 2 4 5
CotCgNiYv| €4 6 @
C3 C2 Cy 7 Ce C7
Cs C3 Ca 4 8 [AI3]= Cs Cs
Cs C3 Cy Cy 9
Cs
Cs C3 C2 10
Cs [ C3tCmam:
6 7 8 9 10

Cy 16

Cs C7 17

[Al4]= M I e

Cs Cs cy 19

Cg Cs 20

Cg 21




3.4.1.1 Bilgisayar programlari

Bir tggen plagin i¢ noktalarindaki ¢okme degerlerini hesaplayar bilgisayar programi
hazirlanarak Program A ile verilmistir. Bilgisayar programi tiggen plagin her tip mesnetlenme
durumunda ¢&ziimiinii yapabilmektedir. Elastik zemine oturmayan {iggen plaklar i¢in de, C=0

alinmak suretiyle ¢oziim elde edilebilir.
Programda kullanilan notasyonlar sunlardir :

HU.HV.HT : Sirasiyle u,v,t eksenleri boyunca alinacak aralik uzunluklart

AA, BB : Plagin her iki kenarinin,ii¢lincii kenarla yapti31 a¢ilarin derece cinsinden
degerleri .
IS : Plagin mesnetlenme durumunu karekterize eden bir sayidir.

IS =1ise li¢ kenarindan-sabit mesnetlere oturan plak
IS = 2 ise ti¢ kenarindan ankastre mesnede oturan plak
IS =3 ise iki kenar1 ankastre,bir kenar1 sabit mesnede oturan plak

IS = 4 ise bir kenar1 ankastre, iki kenar sabit mesnede oturan plak

P : Plagin ag noktalarindaki yayil: yiikiin degerlerini gésteren vektor
: Plagin ag noktalarindaki zemin katsayilar1 / D (k;;= c;; / D) gosteren bir
vektor
W : Plagin ag noktalarindaki ¢okme degerlerini gosteren vektor
A : Katsayilar matrisi

Al,A2,A3... :Alt matrisler

Program A ile bulunacak ¢okme degerlerimden faydalanarak, plagin ag noktalarindaki kesit—
tesirlerini hesaplayan program, Program B ile verilmistir. Bu programda kullanilan
notasyonlar Program A da kullanilan notasyonlarla aynidir. Ayrica kullanilan notasyonlar

sunlardir :

VU : Poisson oranmi

F1,F2,F3,..F6 : Katsayilar matrisinin teskilinde kullanilacak sabit degerler.



PROGRAM - A

HU,HV,HT,AA,BB,IS degerlerini
oku

v

- Her ag noktasindaki C ve P
vektorlerini oku

v

IS sayisina gére sinir gartlarini
gercekle

v

Alt matrislerin teskili i¢in gerekli
degerleri hesapla

v

Al,A2,A3,... alt matrislerini teskil
et

v

Bu alt matrisler elemanlar1 olacak
sekilde A matrisini teskil et

v

MINV alt programu ile A mat-
risinin inversini al

v

A matrisinin inversi ile P
vektSriinti garparak, W ¢okme
vektoriinii hesapla

v

Sonuglar yaz
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PROGRAM B

D,VUHUHV,HT,AA,AB

degerlerini oku
]

'

Ag noktalarina ait W ¢Skme

vektoriinii oku
i

'

F1,F2,F3,..F6 sabit degerlerini

hesapla

'

(I1.23), (11.26), (I1.29) ifadeleriyle

verilen sabit degerleri hesapla

A 4
Katsayilar matrisini tegkil et

Katsay1lar mat!isi ile W
vektoriinii carparak kesit
tesirlerini hesapla

|

I

Sonuglar1 yaz

Ornek

Uzerinde iiniform yiik bulunan, ii¢ kenarindan sabit mesnetlere oturan elastik zemin

tizerindeki tiggen plak, Program A ile ¢6ziilecektir .Programa verilecek doneler sunlardir :

Plagin mesnetlenme tipini belirten say: IS = 1
(Ug kenarindan basit istinatli plak)
Plak rijitligi D=500 t. m?

t/m’

tm’
u eksenleri boyunca alinacak aralik uzunlugu HU=1,0 m

Zemin katsayisi/D degeri C=1,0

v eksenleri boyunca alinacak aralik uzunlugu HV=0,5 m



t eksenleri boyunca alinacak aralik uzunlugu HT=0,866 m
v ekseninin yatayla yaptii o agist AA=60°

t ekseninin yatayla yaptig1 B agis1t AB=150°

Yiik vektorii P=10 t/m

100 t/m
S T T T A T T

40 /NN
: AVIANAN
AVANTANTAN
ANVAYAA VAN
ANTANANEANZAN 7N

R=60°
p 80 m. y
Sonuglar :
IS=1 C=
D=500. HU=1. HV=0.50 HT=0.866 AA=60. AB=150."
W SEHIM VEKTORU
1 0.00032
2 0.00039
3 0.00037
4 0.00040
5 0.00045
6 0.00037
7 0.00040
8 0.00046
9 0.00045
10 0.00037
11 0.00038
12 0.00043
13 0.00044
14 0.00042
15 0.00034
16 0.00028
17 0.00033
18 0.00034
19 0.00034
20 0.00032

21 0.00025
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MX MOMENT DEGERLERI

0.380079 0.2772796 0.248194 0.186917 0.084196 0.217644 0.189428
0.051409 0.062550 0.231000 0211974 0.053352 0.051449 0.076192
0.235200 0.218178 0.124611 0.112121 0.121854 0.145485 0.259759

MY MOMENT DEGERLERI

0.413201 0.168943 0.467513 0.100591 0.125801 0.459214 0.144729
0.104107 0.170818 0.539168 0.308341 0.203233 5.220767 0.281614
0.651656 0.617043 0.629759 0.642280 0.671457 0.725647 1.031555

MXY MOMENT DEGERLERI

-0.144451 0.031050 -0.199618 0.074327 -0.036108 -0.209205 0.086332
0.002153 -0.045707 -0.200224 0.038696 0.014351 -0.012074 -0.043328
-0.206339 0.127090 0.014249 0.002245 -0.014581 -0.050638 -0.206903

3.4.2. Trapez plaklar

Egik koordinat takiminin kullanilmasimi gerektiren diger tip plak olarak, trapez seklindeki

plaklar ele almacaktir. Sekil 3.17 da goriilen trapez plag1 gézoniine alalim.

1 2' 3
'e _ B c o3
, 1 2 3
4o --—— o —9 -® - - -e7
4 5 6 7
- g8 o - - -
5 A .
- . -®
4 5" 6' ’%

Sekil 3.17Elastik zemine oturan trapez plak

Plak t{izerinde egik dogrulardan meydana gelen bir dogrular sebekesi gizelim. Bu u,vt

dogrular sebekesi en genel tarzda ¢izilmistir. Her eksenin i{izerinde alinacak araliklar kendi
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birbirine esit aralarinda dogrular sebekesinin kesim noktalari 1,2.3,........ ,7 olsun. uv,t
eksenleri boyunca esit araliklar kullamildigindan CO, C1, .......... , C9 degerleri her ag noktasi
i¢in ayr1 ayri hesaplanmalidir. Bu degerler (3.17), (3.18) ifadelerinden faydalanilarak, her ag
noktasinda hesaplanir. Bundan sonra, her ag noktasina sekil 3.6'daki sema uygulanarak bir
denklem takimi elde edilir. Bu denklem takimu ¢éziilerek, bahis konusu noktalardaki ¢6kme
degerleri bulunur. Cokme degerleri (3.24), (3.27), (3.30) ve (3.34) denklemlerinde yerine
koyularak her ag noktas: i¢in My, My, Myy, Qx, Qy kesit tesirleri elde edilmis olur.

Once plak disinda alinacak 1°, 27, .......... , 7" fiktif noktalarindaki ¢okme fonksiyonlarini i¢

noktalardaki cinsinden ifade edelim.

Sekil 3. 18.Trapez kenarlarinda fiktif noktalar

Once AB kenarna ait 1" fiktif noktasimu ele alalim. Sekil (3.18.a) 1' noktas1 yaklasik olarak,
plagin 1 noktasinin fiktif karsilig1 gibi alinabilir.
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Fakat, 11° dogrusu AB simirina dik olmadig: i¢in 1° noktast gercekten bu noktadan AB've

indirilen dik dogrunun v eksenini kesitigi 1 noktasin fiktif karsilig olacaktir. 1™

noktasinin 1 noktasina olan uzakligit X ile gosterirsek, sekil (3.18.a) dan:
XY=2h,.cosa-hy

Diger taraftan 1°° noktasindaki ¢Skmeyi, 1 ve 4 noktalarindaki ¢Skmeler cinsinden ifade

edersek :

v
1

w1 = wit(wewy) . =y . w,+p’. Ws

v

Olarak yazabiliriz. Burada :

ve v/ =1-p] ile gosterilmistir.

Plagin AB kenarinin mesnetlenme seklini karakterize eden fakt6r n; ise (2.99) denklemine
gore :
Wp =TI WIEN . ¥y W1+ T1. Py Wy

Benzer sekile 4° fiktif noktasi i¢in:

—_ v
Wa=N1 Y4 -Wat11 Py'-0

Ayni sekilde, CD kenarina gére alinacak fiktif noktalar igin sekil (3.18.b) den faydalanarak :

Xi=X! =X'=h—2h,.cosp

Xt
Pl v=1-p

t

yazilabilir. Buna gére, CD sinirindaki mesnetlenmeyi karakterize eden faktor n; ise:
W'3=13.7; . W33 p; .0

N t 1
W7= 1M3.Y; - W7tN3.p3; W3
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Olarak fiktif noktalardaki ¢6kme fonksiyonlari, plagin i¢ noktalarindaki ¢okme fonksiyonlar
cinsinden bulunmus olur. Benzer sekilde AD ve BC kenarlarina gore alinacak fiktif noktalar

i¢in, sekil (3.18.c ve d) den faydalanarak :

Xises = X5 =hy—2h;. cosp XV,; =XV =hy - 2h, . cosa
Xu u u
Py =1 Ta=l-pl

u

yazilabilir. Buna gére, BC ve AD sinirlarindaki mesnetlenme durumu karekterize eden

faktorler ny ve g ise :

BC kenarina ait :

Wi=mn2. Y] . Wt n2 pl. W,

W2=m2. 1. W2t m2 py. Wy

Wi3=n2. Y . W3+n2.p;5.0

AD kenarina ait :

W4=M4. 7, . Watma. p,.0

Ws=T14. 7. Ws+14. p5. Wa

We=T4. Y, .WetMNa. Pg.Ws

W7=Ma. Y, -W7tNg. p;. We

Simdi plagin 1, 2, ......, 7 ag noktalarina sekil (3.6)daki semay1 uygulayalim.

1 noktasi : cO.wi+cl.wytc2. wate3 . wst+c5. weteS. wi+ch. wetc7.w' o Hc9.w' 4+c9. w3
=g /D-k.w

2 noktasi : cO.wytcl.wt+cl.witc2. wst+e3.wetcd . wa+eS.witc6.w'y +¢7.w 3 +c8.w' |

=g2/D—k2.W2
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3 noktas: : CO..W3+CI Wwotc2.wetce3. wrtcd . wisted . ws+c6.w 3Hc8.wiy +¢9.wi+c9. w
=g3/D~k;. w;

4 noktasi : cO.watcl.wstc2.witcd. wytcS.wy +¢c6.wyt+c8.w', +c8.ws +¢9.wy
=g/ D—ky. Wy

5 noktasi : cO.wst+cl.wytcl.wgtc2. watc3w+ch.ws+c7.wy +c8.wg +¢9.w7
=g5/D—ks.ws

6 noktasi : cO.wgtcl.wstcl. wrtc2.wit+c3. wrtcd.wichb.wg +c7.ws +c8.wy + ¢c9.wy
=gs/D—Kg. ws

7 noktasi : cO.wytcl.wgtc3. wi+cd.wy +¢5.wotch. wr +c7.w3 +¢7.wg +c9. W5
=g;/D-k7. wy (3.42)

Fiftif noktalarinin degerleri, (3.42) denklemlerinde yerine koyulup diizenlenirse :

[A]. [W]=[P]

seklinde matris denklemi elde edilir. Buradan

[WI=T[A]".[P] (3.43)

matris denkleminden ¢8kme degerleri bulunmus olur.

(Wl ] Tgl ]
W, g
W3 ] g;
W=1w, ; [P] = 5 g4
W gs
W 8¢
W7 | | 87
Gokme vektori Yik vektorii

A katsayilar matrisi (3.44)de verilmistir.
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Ozel haller :
o= 60° B=120° veh,=h,=h =h

U ekseni yatay, v ekseni yatayla 60°, t ekseni ise 120° lik ag1 yapsin. Yani o= 60°, B=120° ve

h,=h, =h;=h (3.19) ifadelerinde esit olan c sabitleri ile gdsterirsek :

co= 1% 6= —
%h %h*
c1= 2 c7= 2
oh %h
c2=-2 c8= -
oh oh
c3=-20 co= 2
9h* 9h*
ca=3
on’
cs= -2
oh

Fiktif noktalarindaki ¢6kme fonksiyonlarini i¢ noktalarda cinsinden ifade edelim.
AB kenarina ait :

Wil =10 W,

Wi=T,. Wy

BC kenarina ait :

Wi =M2. W,

W) =M. W

W3 =12.W3



CD kenarina ait ;

W3‘ =M3.W3

W7‘ =MN3 . Wy

AD kenarina ait :

W‘=n4.W5
W =14.Ws
W‘=T]4.W7

Simdi plagin 1, ....., 7 ag noktalarina sekil (3.7) semay uygulayalim.

1 noktasi : %h4 [42.w,+(-10) . wot(-10) . wyt (-10) . ws+2 . W+ 2. W ARyt 2.W 'y (BC)
+ (1)-W‘2(BC) +(1). W'4aB) T 1.w3]l=g /D -kw,

2 noktasi : g—h4 [42.w+(-10) . wy+(-10) wist (-10) ws+(-10)wet+(2) . ws + (2).w7
+ (2)-W‘2(BC) + (1) . W‘B(BC) + (1) . W‘g(BC)] =2 /D— szz

3 noktast : gh4 [42.w3+(-10).wa+(-10) wet (-10) w7+(2) W 3cpy + (2) . wst+2.W 3B0)
+(D.wase)+ (1) . wi +(1) . wocep)] = g3/ D —kzws

4 noktast : gh4 [42.w4H(-10) . wsH(-10) . wi+ (2) wWatH(2) . wgap) T (2) . W 4aD)
+(D.whap T (1) . Wwsapy T 1. wsl =g4/D —kywy

5 noktast : gh“ [42.ws+(-10) . ws+(-10) . wet (-10) wot(-10) .w{ +2.W 5aD)

+ (1)~W‘4(AD) + (1) . W‘G(AD) +1. W7] =gs /D —ksws



114
6 noktasi : gh“ [42.wet(-10) . ws+(-10) . wr+ (-10) . w3+(-10) . w; + (2) w,
+(2)-Weamy + (1) - Wsiapy + (1) WaapyH(1).ws ] = g6 / D —kews
7 noktas: : gh4 [42.w7H+(-10) . wet(-10) . w3+ (2) W 7cpytH(2) . W2 +2 . W' yaD)

+(1D).w'scpy + (1) . Weap) + (1) . ws] = g7/ D ~kywy
Fiktif noktalarin degerleri (3.45) denklemlerinde yerine koyulup diizenlenirse
[A]. [W]=[P]
seklinde matris denklemi elde edilir. Buradan

[WI=[A]".[P]

W 1 g 1
W= “f2 : P= _1_ g_2
: D |:
W, g,
Cokme vektorii Yiik vektorii

A katsayilar matrisi (3.46) da verilmigtir.
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3.4.2.1. Bilgisayar Programi

Herhangi bi¢imdeki trapez plaklarin, her ag noktasindaki SO, S1, ..... S18 degerlerini (3.17)
ifadelerinden faydalanarak hesaplayan bilgisayar programi verilmistir. Bu degerleri

kullanarak ag noktalarindaki ¢6kme degerlerini hesaplayan bilgisayar programi verilmistir.
Kullanilan notosyonlar :
HU : U eksenleri boyunca alinacak araliklart gésteren vektor
HV : V eksenleri boyunca alinacak araliklari gésteren vektor
HT :t eksenleri boyunca alinacak araliklar1 g6steren vektor
AA :v cksenlerinin, u ekseniyle yaptigi agilar gosteren vektor.
- AB:t eksenlerinin, u ekseniyle yaptig agilar gésteren vektor.
SO, S1, ....... , S18 : (I1.17) ifadelerine goér her ag noktasi igin hesaplanacak sabit degerler.
P : Yik vektori
A : Katsayilar matrisi

W : Cokme vektorli

C : Zemin katsayilarim1 gosteren vektor.
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PROGRAM C

HU,HV, HT, AA, AB vektorlerini

oku

v

P1,P2,P3 yardime1 degerlerini her ag

noktasi i¢in hesapla

v

Bu degerler yardimiyle (3.17)
ifadelerine gore S0,.51,S2,...,.S18

degerlerini her nokta igin hesapla

v

Sonuglan yaz

PROGRAM D

HU,HV,HT,C,P vektorlerin oku

-

S0,81,52,..,S18 degerlerini oku

v

A katsayilar matrisini tegkil et

v

MINV alt programi ile A matrisinin

inversini al

v

A matrisinin inversi ile P vektSriinii

carparak W ¢okme vektoriinti hesapla

v

Sonuglan yaz
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Ornek

Trapez plaklara 6rnek olarak, Sekil 3.19°da goriilen plak Program C ve Program D’den
faydalamilarak ¢oziilmiistiir. Plagin ag noktalarina ait S0.S1,S2,...,S18 sabitleri Program C ile
hesaplanmig ve bu sabitlerden faydalanilarak Program D ile bu noktalara w ¢kmeleri elde

edilmistir.

Programa verilecek doneler sunlardir :

u eksenleri boyunca alinacak aralik uzunluklar1 HU = 1,0 m.
v eksenleri boyunca alinacak aralik uzunluklar1 HV = 1,0 m.
t eksenleri boyunca alinacak aralik uzunluklart HT = 1,0 m.
{; eksenlerinin u ekseniyle yaptigi agt AA = 60°

t eksenlerinin u ekseniyle yaptigi ag1 AB = 120°

2
Zemin katsayis1 / D degeri =0.80 tt/mz
m
Yik vektéri P=1t/m D =1 tm?
1.0 t/m
] : ! S i i

T 40 m ——

80 m.

Sekil 3.19.0rmek(Elastik zemine oturan plagin sonlu farklarla ¢6ziimii)
Sonuglar :

SSO SS1 SS2 SS3 SS4 SS5 SS6 SS7 SS8
18.6666 | 04444 | -4.4444 | -4.4444 | 0.4444 | 0.4444 | -4.4444 | -4.4444 | 0.4444
SS9 SS10 | SSIT | SS12 | SSI13 | SS14 | SSI15 | SS16 | SS17 | SSI8
0.4444 | -4.4444 | -4.4444 | 0.4444 | 0.8888 | 0.8888 | 0.8888 | 0.8883 | 0.8888 | 0.8888
W VEKTORU

0.39815 0.52961 0.52961 0.39815 0.42507

0.68154 0.75425 0.66154 0.42507 0.25073

0.44578 0.53944 0.53944 0.44578 0.25072
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4. ELASTIK ZEMINE OTURAN PARALEL KENAR PLAKLARIN SONLU
FARKLAR METODU iLE COZUMU

4.1. Giris

Boliim 3'de, liggen ve trapez plaklarin ¢6ziimii yapilirken egik koordinat takimi kullanilmustir.
Bu béliimde, paralel kenar plaklarda kenarlara paralel olarak segilecek verev koordinat takimi
ile ¢aligmak uygun olacaktir. Once verev koordinat takimina gore sonlu fark ifadeleri
¢ikarilacak, sonra da elastik zemine oturan paralel kenar plaklarin ¢6ziimii ele alinacaktir.

Sonlu fark ifadelerinin ¢ikarilmasinda literatiirde mevcut esit agili koordinat takimi alinmigtir.

4.2. Verev koordinatlarda laplacian operatorii

y
4\
v
- (xY)
I'
/,/
/
Y v //’
o /
!
2 X
le —al
I u 1
le al
I~ X "1

Sekil 4.1.Verev koordinat

Paralel kenar plaklarin incelenmesinde verev koordinatlar: takimi kullanilmistir. Bunun igin
karteziyen koordinatlardan verev’e gegis gereklidir. Sekil (4.1)'de goriilen (x , y) noktasinin

verev koordinatlar :
X=u+vcosa;y=v.sina

veya

u=x--2 ;y=_2 (4.1)
tan Sino

(4.1) ifadelerinin u, v ye gore kismi



ou Ou 1 ov 0 ov 1 “2)

Ox Oy  tana & ’6y=sina
olarak bulunur. Simdi bu ifadelerden faydalanarak herhangi bir w(x,y) fonksiyonunun u,v

degerlerine gore kismi tiirevlerini bulalim.

aw 6w6u+5w6v aw
ax ou Ox Ov Ox 6u

ow_owou owev_ -1 ow 1 ow 43

. + .
oy u 6y v 8y tana Ou sina Ov

(4.3) ifadelerinin tekrar kismi tiirevlerini alirsak :

o'w _ou i(@j @.@(@)ﬁw
ox? oOx dulodx) ox oviédx ) ou?
8%w

_l 62w+1 62w+1 _1 62w+1 0w
tana ou® sina Oudv) sina| tana dudv sina 2

82w__6___(?_w__ 1 8w (4.4)
Ox0y oOx\ Oy ) sina Oudv ’
Buna gﬁre,
2 82w 62W . . . . . - . .
Viw = PRI ifadesinin verev koordinat takimindaki karsiligi, (4.4) denklemlerinin
X

toplanarak bulunur.

2 2 2
Viw= L |0 w o (4.5)
sin“ o \ ou~ ouov ov-



v
o

~

j-1

A Z—u / /
i-1 i i+1

Sekil4.2.Koordinat sisteminde u ve v eksenleri

Sekil4.2'de goriildigii gibi, u ve v eksenlerine paralel dogrular ¢izerek bir ag teskil edelim.
Koordinat sisteminde u yoniindeki ve v yoniindeki adim uzunluklar h ve k ile gosterilip, k ile
h arasindaki iligki, r = k/ h. Once V'yi sabit kabul edip, w fonksiyonunun u'a gore kismi
tirevleri bulunacaktir. Sonra da u'yu sabit kabul edip ayni fonksiyonun v'ye gore kismi

tiirevleri bulunacaktir. Buna gore, herhangi bir (i,j) noktasindaki kismi tiirevler su sekilde

bulunabilir:

w1

R O T W)

w1

ov? - F(WI’J—' - 2WI’J + wi,J+1)

o*w 1

Budv = m(wi—l,.)—l “Wigat Wi+1,j+1) (4.6)
(4.6) ifadelerini, (4.5) te yerine koyarsak :

Y
V2 Lt 0 cosa
( W)iF SiIl2 [0 F(Wi_l’j - Wi’j - Wiﬂ’j) B 2hk (wi—h.i—x - Wi~1‘j+1 —Wi-H,j—l + Wi+x,j+|)

1
+ I(—z—(wi,j—l =2W, W)

olarak bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek :



(V2W = 2 2 W, + ——~———1 w._ .+ ———1 w
Tl R e S v v : - . o
h2sina  r*hlsina) ™ \h?sin’a/) ™ \h?sinfa) ™
+ 1 w4 1 N cosa
r’h?sin*a) "7 \r’h?sin’a) 2th?sin’a ) 7

coso. cosal cosa, 47
i 2rh?sin’ o Wiotjn ¥ 2rh?sin’ o Wi |~ 2rh?sin’ a Wit (*7)

(4.7) denklemini su sekilde yazabiliriz.
2r°hsin’a (V2w);j = -4(1+1%) wij + (210 Wiaj + (21%) Winj + (2) Wiy
+(2) . Wi+ T (-rcosc) Wi j, + (rcose) Wiy j+
+ (rcoso) Wity ju  (-rCOSQL) Wity j+ (4.8)

(4.8) denklemi sematik olarak, sekil4.3'te goriildiigii gibi gosterilebilinir.

v
(r cosa) 2 (-r cosa)
2r*esin ?Aw= (2r?) ———4(+HH)—— (2r?) —>» u
(-r cosg) ————— (2) —— (rcosa)

Sekil4.3.V2w gOsteren sema

(4.7) ifadesinde :
2 2 =2(r* +1
(FO)1J=-( 2 -2 2942 .2 jz 2 ,(2 . 2)
h sin“a r°h’sin“«a r-h sin“a
1
(F)ing = F)in7= —5——5—
h™sin” o
1

(F3)i.j-1 = (F4)i.j+| = T
r-h”sin” a



~cosa
(Fs)i-l.j-l = (F7)i+1,j+1 =
2rh” sin” a
cosa
(F6)ic1jnr = (F8)isju = T 4.9)
2rh” sin” a
ile gosterilirse, (4.7) denklemi su sekilde yazilabilir:
VAW, = (FO) Wij+ F1 Wij + F2 . Wi + F3 Wi,
+F4. Wijn +F5 Wiju ¥ F6 Wiggn + F7 . Wiy juy
+F8 . Wisju (4.10)

(4.10) denklemi sematik olarak sekil4.4'te goriildiigt gibi gosterilebilir.

\")
j+1 (F6) ———— (F4) ——— (F7)
Aw= j(Fl) —— (FO) ———— (F2) —> u
j1 (F5) ——+«— (F3) (F8)
-1 i i+1

Sekil4.4. .V>w gosteren sema

Sekil4.4'teki semadan faydalanarak (V*W),; degerini bulalim.

(V4w)i i =FO . [FO.w;j+F1.Wi j+F2 Wit j+F3. W ot F 4wy ot FSowi o HF6. Wi
+F7 Wit juitF8. Wity ju ]+ FLIFO.Wi jHF L. wina 7HF2. Wi+ F3 Wiy o HF 4. Wi
+F5 . Wigju+ F6 . Winju + F7 . wijn + F8 . wij,[7F2 . [FO . wis
+F1. wijtF2 . wisgj + F3 . Wirjo + F4 . Wik ju F5 . wija + F6 . Wi
+F7 . Wiszju + F8 . wisgju] + F3.[FO.Wijt F1 . Wiyju + F2 . Winju

+F3 . Wij2t F4 . wij + F5. Wigj2 t Fé6 . Wi.j + F7. Wi j T F8 . Wi+IJ.2]
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+F4 . [FO.wiju + F1 . Wi T F2 . Wi jo + F3 . wijtF4.wijatFS.wiy
+ F6.Winy j+2tF 7. Wis jotF8.Win j ]+ F5.[FO. Wi ot FL.win j T F2.Wi .y
+ F3.wijot+ FAwi, j7F5.wigjotF6.wig; + F7.wi +F8.wij ]+
+F6 . [FO.WijrrtF1.Win et F2.Wijn + F3.Wi jHF 4wy oo +ES Wi
+ F6.Wi jsatEF7.WijrotF8.wi jJ[+F7.[FO. Wity jutF L.wi ju HF2. Wit iy
+ F3.Win j7F 4. Wity j12HF 5. Wi 77 F6.W j2HF 7. Wisp jaa+ F8. Wiag j]+
+ F8.[FO. Wit j. T F LW j FF2.Wisg j FF3 . Win jor tF 4. Wi jTF 5. Wi 2
+ FO6.w;j+F7. Wit jTF8. Wi 2]
olarak bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek:
(V*w)i; = [(FO)*+F1.F2 + F2.F1 + F3.F4 + FA.F3 + F5.F7 + F6.F8 + F7.F5+
+ F8.F6].wij + [(F1)* + F5.F6 + F6.F5]wi»; + [FO.F1 + F1.FO +
+ F3.F6 + F4.F5 + F5.F4 + F6.F3].wj+ [FO.F2 + F2FO + F3.F7 +
+ F4.F8 + F7.F3 + F8.F4] Wi + [(F2)* + F7.F8 + F8.F7] . Wisaj +
+ [(F3)* + F5.F8 + F8.F5] wij + [FO.F3 + F1.F8 + F2.F5 + F3.FO + F5.F2
+ F8F1}wij., + [FO.F4 + F1.F7 + F2.F6 + F4FO + F6.F2 + F7.F1]w;j+ +
+ [(F4)? +F6.F7 + F7.F6].w; +2 +[FO.F8 + F2.F3 + F3.F2 + F8.FO].
. Wit ju T [FO.F7 + F2.F4 + F4.F2 + F7.FO] Wi j~ + [FO.F5+F1.F3 +
+F3.F1 + F5.FO] . wiqj. + [FO.F6 + F1.F4 +F4.F1 + F6.FO] . wi.j+ +
+[F2.F8 + F8.F2] . Wispj, + [F2.F7 + F7.F2] wirpj, T FL.F5 +
+F5.F1] . wipju HF1.F6 + F6.F1]. wigjs, + [F3.F8 + F8.F3]. Wi, j-2
+ [FA.F7 + F7.F4] . Wit js2 + [F3.F5 + F5.F3] wi.jo + [F4.F6 + F6.F4] Wi j+2

+ [(F8)] .Winzjr + [(F7)] . Wirzjeat [(F5)*] . Wizj2 + [(F6)*]. Wiy (4.12)
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(4.12) denkleminde :

252
SO=(FOY-+2(F1.F2+F3F4 + FS.F7 + F6.Fg) = ~u 1) 2 2

r‘h*sin*o h'sin*a  r*htsin* o

2cos’ a . 2cos’ o 1
4r’h*sin* o 4r’h*sin‘o 4r*hsint o

(16(1+1%)* + 8r* + 8+4r’cos’ar)

1 2cos’a 1
h*.sin*o  4r*h*sin‘a 4r*h'sin’a

S1=(F1)’ +2 (F5.F6)= (4r*-2cos’ar)

—4(1+1?) 2cosa ~2cosa

r?sin*a  2r*h*sin‘a 2r’h*sin‘a

S2 =2(FO.F1 + F3F6 + F4.F5)=

1 2
=— - (1622 1+
4r*h* sint o ( (1+1)
S3 = 2(FO.F2 + F3F7 + F4.F8)=—4—41—.—4— (-1622 (1+1)
4r°*h* sin” o

1
S4 = (F2)% + 2 (F7.F8)= 4r* — 2 cos’a
2) ( ) 4r*h* sin' o ( )

1 -2cos’a 1

S5 =(F3)* +2 (F5.F8) =——; — (4-2r°cos’ar)

rihtsin*a  4r’h'sint*a  4r*'h*sinta

—4(r* +1) 2cosa 2cosa
rihisinta 2rh*sinta 2rhtsint a

S6 =2 (FOF3 + F1.F8+F2F5)=

1 2
= ———— (-16(r- +1
4r*h* sin' a (16 )

—1—.4— (-16(r*+1))
o

S7=2 (FOF4 + F1F7 + F2F6) = Yew
4r°h” sin

1 22
75— (4-2r'cos’a)

S8 = (F4)” + 2 (F6.F7) = ,
4r°h” sin” a
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—~4cosa(r? +I)+ 2 1
4

2 2
= (-8r cosa(r*+1)+8r
2k sinta rPhtsinta 4rihtsint a

S9=2(FOF8+F2.F3)=

1

S10=2 (FOF7+F2 F4) =
( ) 4r*h* sin

— (8r cosa (r2+1)+8r2)
o

S11 =2 (FO F5+F1 F3) = ———1—7— (8r cosat (r+1)+8r%)

4r*h* sint o
S12 =2 (FO F6+F1 F4) = — 41‘ — (-8r cosa (P+1)+8r%)
4r A" sin" a
2cosa 1

S13 =2 (F2.F8) = (4r’ cosa )

2rhtsin‘a 4r*htsinta

~2cosa i

3
= (-4r” cosa )
2rh*sin*a 4r*h*sint o

S14 =2 (F2.F7) =

1

S15=2 (F1.F5)= 41> cosa,
( ) 4r*h’ sin* a ( )
1 3
S16=2 (F1.F6) = —————— (4r° cosa,
( ) 4r*h* sin’ o ( )
S17=2 (F3F8) = —258% L (-4 cosar )
’ 2r’ntsinta 4r*htsinta
1
S18 =2 (F4.F7)= -4r cosot
( ) 4r*h*sin' o ( )
1
S19=2 (F3.F5)= -4r coso
( ) 4r*h* sin® o ( )
1
S20 =2 (F4.F6) = 4r cosa
( ) 4r*h* sin® a ( )
S21 = (F8)2 = cos’a_ ! (* cos’a)
4r*h*sin‘a 4r*htsinta
S22 =(F7)’ = 1 — (1 cos’a )

4r*h*sin’ o



1
S23 = (F5)* = 1 cos’a
#3) r*hsint o ( ) .
S24 = (F6= ———— (1’ cos’a 4.13
(F6) 4r*h*sin' a ( ) (*.13)
olarak elde edilir.

(4.13)'teki degerler @4t h* sin*o) ile garpilarak yerine koyulursa, gekil4.5'te gorillen sema elde

edilir.

/?cos%;/——[ 4r003a4/—% 4—2rzcoszi/—/ -4rcosa H reos’a /
/ / / / /
Fr’cosa Mﬁ+1)cosa+8H16(lg+1) Hsr(r‘+1)oosa+8H -4r'cosa /
/ / / / /
4r'h'sin‘aA’w = / 4r2-2coszoL/L—/ -16F(1+r2)JL—%e(1+f):+&‘+4fW6r2(1 +r) H 4r’-2cos’a /
/ / / / /
/ -4r’cosal Hs;ﬁﬂ)cosmaﬁ -16(F+1) -8r(ﬁ+1)cosa+ir%—/ 4rcosa /
/ / / / [
/ rcos’a H -4rcoso H 4-2r'°cos’a H 4rcosat H r’cos’a /

Sekil4.5. .V* w gosteren sema

(4.13) ifadelerinde esit olan S degerlerini C sabitleri ile gosterirsek :
v

Cl1=S1=54 /

Cc1 Co C3 C10 c1
C2=82=83 / / / / /
C3=S5=58 C7 —C5 —— C4 — C6
C4=S6=S7 / / / / /
A'w= C1 c2 Co C2 > U
C5=59=S812 / /—7// / /
Cs8 Cé6 C4 C5
C6=510=S811 / / / / /
(04
C7=S13=S16 C1 C10 C3 C9o CcH

C8=S14=S15 Sekil 4.6
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C9=S817=1520

C10=S18=S19

C11=S821=S822=823=S24

CO=5S0

ile gosterirsek, h = sabit, k = sabit olmasi halinde sekil 4.6'daki sema elde edilir.

Ozel Hal

U ekseni yatay, v ekseni yatayla 60”lik a¢t yapsin. Bu durumda h = k olacagindan r=1 olur.

Sekil 4.5'te r=1 ; cos60° = % ve sin60° =—?3 alinirsa, sekil.4.7'de goriilen sema elde edilir.

v

oy
/ST

128- 64 .
Oh’ A'w =14 ——-128——324 —-128—— 14— u
/ /" h J / / /
-§ — 64 ——-128—— 0 —— 8
/)a=60°/ / / /
1 8 14 8 1
Sekil 4.7.0zel hal

4.3. Kesit tesirlerinin Verev Koordinat Takimma Ifadesi

Kesit tesirlerinin kartezyen koordinat takimina ait (2 .9.2) ifadelerindeki kismi tiirevler yerine,

(4.4)'teki degerler koyulursa kesit tesirleri verev koordinat takimina gére ifade edilmis olur.

B ’w  O’w 1 \o*w 2vcosa &°w v 0w
M, =-D. = +V.— |=-Dj| 1+v.— R +— 2
ox° oy tan“ o ) Cu sin“o Oudv sin“ o ov”




’w  O*w 1 \o*w 2cosa O*w 1 o*w
My= +V. =_D. V+ 2 5 - L) . + DY . P
tan“co ) du” sin~o Oudv sin“ o Ov

L0 |dw Ow 1 \&’w 2cosa O'w 1 &'w
Qu=D.— + =-D||1+.— St SR S et
ox tan” o/ du sin“a du“dv  sin“ o oudv

2 2 3 3 3
Qy=_D._‘?_[5W+5W}=_D 1 [(l+ 1 )6W_2cosa 6w+ 1 aw}

oy | ox* oy’ ‘sina | tan’ o ) dudu®  sin’a Budv®  sin’a OV’
(4.14)
(4.14) denkleminde:
K1 = 12 K2__2‘002801
tan” o sin” «
1 1
K3=— Kd=— (4.15)
sin’ o sina
ile gosterilirse, (4.14) denklemleri su sekilde yazilabilir.
[ *w *w *w
Mx=-D | (1 +v.K1) — + v.K2. +v.K3.—;
] ou dudv v
B 2 2 2
M, =-D | (v+K1)2 ”;’Jer.‘3 W k32
I du dudv v
o*w
My, =-D .(1-v)| K4.
e ( )[ 811611:'
3 3 3
Q=D.|a+knT¥ k2. TW k3 I
ou ou“ov ouov®
Q,=-D 1+ K1) OW g OW 3 OW (4.16)
' Tsina oulev  ouv o '
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(4.6) degerleri (4.16) denklemlerinin birincisinde yerine koyulursa:

Wi —2W  + Wi Wisjo ~ Wisge T Wigjn
My=-D. |1+ vKl).—= = = +v.K2.—= : 4+
h- 4hk
wi ji—1 —2Wi i+ wi j+1
+ vK3.— S R (4.17)
k..
bulunur. Burada :
D.(1+vK1
- hzv ) X
Dv.K3) _
— - =X,
B Dv.K2) .
ahk
1+v.K1 v.K3
2D.|: e + B }= Xo (4.18)

ile gosterirsek ve ayrica u,v eksenlerinin kesim noktasi i,j noktalarinn baslangict olarak

alinirsa, (4.17) denklemi :
My = Xo . Wij + X1 . (WiegjtWitr)) + X2 - (WijutWige) + X3 . (Wiaja + (Witrj+)

- X3 (Wiajtr + Wisgja) 4.19)
seklinde yazilabilir.

(4.19) denklemi sematik olarak, sekil (4.8)'deki gibi gosterilebilir.



131

Sekil 4.8. M moment diyagrami

Benzer sekilde (4.6) degerleri (4.16) denklemlerinin ikincisinde yerine koyulursak:

My =-D.| (v+ K1) Wi j—2W Wi, +(K2) Wiia ™ Wiciin = Wisnj« ¥ Winjn
=D.| (v ; .
d h? 4hK
Wi —2W  +W, o,
+ (K3 (4.20)

bulunur. Burada :

_D+Kl) _

h? h
D.(K3)
- =7,
_DK2_



. [(" ;fl) +£k<-2§} =Y, 421

ile gosterilirse, (4.20) denklemi
My = Yo . Wij+ Yi . [Wiaj + Wisiglt Yo . [WijitWign] + Y30 [WiajWie ]

- Y3 . [Wiijn T Wisja] (4.22)
seklinde yazilabilir.

(4.22) denklemi sematik olarak, sekil (4.9)'daki gibi gosterilebilinir.

Sekil 4.9M, moment diyagrami.

Benzer sekilde :

My -D. (1-v) {m. Wisin = Wi = Wiyt # Wiy } (4.23)
4hk

olarak bulunur.

_bd=-nk4_, (4.24)

4hk



ile gosterilirse, (4.23) denklemi :
Mxy =Z. [Wi-l.j-l + Wi+1.j+1] -Z. [Wi-l.j+1 + Wi+1.j-l] (4.25)

seklinde yazilir. Bu denkleminde sematik olarak, sekil (4.10)'daki gibi gbsterebiliriz.

v

Sekil 4.10. My, moment diyagramu

Simdi de, (4.16) denklemlerinin son ikisini ele alarak Qy veya Qy kesme kuvvetlerini bulalim.

Bu ifadelerdeki kismi tiirevleri sonlu farklarla ifade edip yerine koyarsak

Q. =-D.| 1+K1) Wi =2W j +2W, ;= Wi,
X . .
2h’
Wi ia _2Wi i T Wi ~ Wil +2w, i1 T Wi
+K2 »J Ding 1+1,)—1 11, j+t 1,J+1 1,j+1
2h’k
wi—x j—1 _2wi—1 i T Wi—l j+1 _Wi+1 -1 + 2Wi+[ j T Wi+1 j+
+K3 5J »J »J D) +J »J
2hk*
Q - _ (l + Kl) Wi—l,j—l —ZVVz,j—l + VVH—I,]—I - VVI—/,]M + 2I/Vi,/+r - VVI+l,j+l
y R . 2
sina 2h'k
174 W, +W -W +2W. -V

it -1 i-1,) 1~1, j+1 i, -t 141,/ i1, j+t
+ K2. i

2hk?




W, ~2W,  +2W,

+ K3.

i,j—t ij+t

2k°
(4.26) denkleminde :

_DA+KD _
24

DA+KD) _DK3 _ .,
n hk>

D(K2)
"k

=H3

2
_DK*_DK3_
2h°k  2hk

DK2 D3 s
21’k 20k’

k2
hk° sina

D(1+K1)
sinah’k

DK3

=G2
sinaK?®

_ D(@+Kl)  DK2

=G3
2sinah’k  2sinahk?®

D(1+Kl) ~ DK2

2sinah’k  2sinohk?

ile gosterilirse (4.26) denklemleri soyle yazilabilir.

Qx=H1 .Wi-2J+H2 .w;-IJ—HZ.me—HI .Wi+2,j+H4.Wi_Lj-,

+ H3 Wi — HS. Wit j-1 +HS. Wiij+i— H3 Wij+t — H4 . Wit j+1

Qy =Gl. Wi~ Gl. Wit +@G2. Wija— G2. Wi, j+i +G3. Wi j1

- G3.wy, Tl G4 . wi, R G4 . Wity jot

Bu denklemler sematik olarak sekil (4.11)'deki gibi gosterilebilinir.

G4

(4.26)

4.27)

(4.28)
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H5 H3 H4 41

Qx=/ H1i HZZ / / -H2 -H1 uJ
’ [ [

7
[l .

. /——/ s /
(b)

Sekil (4.11).Kesme kuvvetleri diyagrami

Sekil 4.8, 4.9, 4.10 ve 4.11'deki semalardan faydalanarak, her ag noktasindaki kesit tesirleri

elde edilir.
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4.4. Elastik Zemine Oturan Paralel Kenar Plaklarin Sonlu Fark Denklemlerinin Tegskili

Sekil 4.12'de goriilen, kenarlar yatayla o agis1 yapan bir paralel kenar plag: ele alalim.

Sekil 4.12.Elastik zemine oturan paralel kenar plak

Plagin kenarlarina paralel olarak gizilen dogrularin teskil ettigi agin noktalarin 1,2.3......, 15
ile gosterelim. Her ag noktasi sekil 4.6'daki sema uygulanarak bir denklem takimi elde edilir.
Bu denklem takimi g¢6ziilerek, s6z konusu noktalardaki ¢tkme degerleri bulunur. Cokme
degerleri (4.19), (4.22), (4.25) ve (4.28) denklemlerinde yerine koyularak her ag noktasi i¢in

kesit tesirleri elde edilmis olur.

Once plak diginda alinacak bazi noktalara ihtiyag vardir. Plak disinda alinacak herhangi bir i
fiktif noktasindaki w;' ¢6kme degeri, bu noktanin mesnede gére simetriginde plak ig
noktasindaki w; ¢6kme degerinin 1 katsayisi ile carpimina esittir. Paralel kenar plagin dort
kenarindaki istinat durumunu belirten katsayilar 1y, 12, 13, n4 olsun. Sekil 4.12'deki plak
disinda alinacak fiktif noktalan ifade delim. Sekil 4.13'te goriildtigii gibi u,v dogrular
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7/
/I W1
/ k
//
/ o
Lo h /i o

Vs

Sekil 4.13.AB kenarinda fiktif noktalar

agim sinir disinda gizerek 1°, 6°, ..... fiktif noktalarim isaretleyelim. Omegin 1" fiktif noktasim
ele alirsak bu noktay: 1 noktasina birlestiren 11 ‘dogrusu suurina dik degildir. Ancak o agisi
60° ise 11" dogrusu simira dik olacaktir. Bu sebeple 1" fiktif noktas: gergekte 1 ve 6 noktalan

arasinda bulunan 1'"gibi bir noktanin fiktif karsilig1 olacaktir. 1'* noktasinin 1 noktasina olan
uzakligina X, diyelim. Sekil 4.13'ten :

Xy=2hcosa -k

bulunur. Diger taraftan 1 ve 6 noktalari birbirine yakin iki ag noktasi oldugundan, ikisi
arasindaki gibi bir noktanin fiktif kargilifn olacaktir. 1” noktasindaki ¢6kme degeri, bu
noktalardaki ¢6kme degerleri cinsinden ifade edilebilir.

Wi =wy + (W6'WI)~")§(_V - (1 _ )iv )-Wl +->—%—.w6 =y k. Witpe . We (4.29)
olarak yazlabilir.
Burada :
X _2n cosa. - 1 =1
ol . P Yv Pv

ile gOsterilmistir.
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Boylece 1° fiktif noktasindaki ¢okme degeri (2.99) ve (4.29) ifadelerinden faydalanarak:
W= W =T Yy - W E T Py W

olarak bulunmus olur.

Benzer sekilde 6" ve 11" fiktif noktalarindaki ¢6kmeler :

We=MN1.Yv Wt N1 Pv. WiI

Wir=mYy wiitni.py.0 (4.30)
olarak yazilabilir.
1 ] 2‘ 3' 4‘
" g - -»
// //: // : //
/, / : l, : //
J k ~ / i /
/ 4 / /
4 4 / /

1 2 3
— — —
Xu Xu Xy

Sekil 4.14. BC kenarinda fiktif noktalar

Aym sekilde, BC kenarina gore alinacak fiktif noktalar i¢in sekil 4.14'ten faydalanarak:

Xu=2kcosa-h

J— u

2k
Pu= 7 =—h—cosa-1 Yu=1-pu

yazilabilir. Buna gére, BC sinirindaki mesnetlenmeyi karakterize eden faktor n, ise :
WI=M2.Yu-W1+T2.pu.W2
W2r=1M2 Yu.W21TMN2.Pu.W3
W3=M2.Yu.W3+1M2.py.Ws

W4 =M2.Yu-WatTMN2.pPu.Ws
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Ws =M. Yu-Ws+M2.Pu.0

Benzer sekilde CD ve AD sinirlarindaki mesnetlenme durumunu karakterize edene faktorler

N3 Ve M4 ise :

CD kenarna ait :

Ws=T3.% . .Ws+MN3.py.0

Wi = M3 Yv.WigtM3.py. Ws

Wis=T3.Y.Wis+n3.pv. Wi (4.32)
AD kenarina ait :

WIr=MN4.Yu - Wit +Ns.pu. 0

Wiz =N4 Yu.-Wi2TMN4. Pu. Wi

W13 =Ma.Yu.-Wi3+N4. Pu. W2

Wi =MN4.Yu . Wia T 14 . Pu. Wi3

Wis5=MN4.Yu.Wis+Ma.Pu. Wig (4.33)
Simdi, sekil 4.12'deki paralel kenar plagin 1,2,3........,15 ag noktalarna sekil 4.6'daki semay1
uygulayabiliriz:

1 noktasi:cO.wi+c2.wa+cl.wy+cd.wsg+cS5.wr+c7.wi +c7.wg
+cl.wg +c8.wi +c9.wi'+e3.wy +cl0.wy +cll.wy +c3 wy
+c9.wpt+cll.wi=g /D-kiw

2noktast: cO.wy+c2.wy+c2.w3+cl.wg+chb.wg+cd . wy+cdS.wg
+c7.wo+cl0.wy +c3.wpp+c9. . wis+cll . wy+cll.w™ +cOwy
+c3.w3 +¢l0.wy +cll.ws'=g/D-kw,

3noktast:cO.wz+cl . wi+c2.wy+c2.wa+cl.ws+c8.wg+ch.wy
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+c4 . wgtcS.wog+c7.wigtcell . wy+c¢l0.wpa+c3.wiz3+c9. wiy
+cll.wistcll . wy' +¢9. w3 +¢3.wy +¢cl0.ws' =g3/ D —kyws

4 noktas1: cO.wg+cl.wy+c2.w3+c¢2.ws+c8. wy+cb.wg
+cd.wotcS.wigtcll .wpp+cl0.wis+c3. wi+c9. wis

+cll.wstc9.wy +c3.ws =ga/D—kywy

Snoktasi : cO.ws+cl.wy3+c2.ws+c8.wg+chH.wy+cd . wigt+cll. wy
+cl10.wigtc3 . wis+tell . wy +¢9 . ws' +c7.ws +cll . wip =gs/ D ~ksws

6 noktas1 : cO . wg+cd.wi+c6.wy+c8.w3+c2.wy+cl.wg+cd. wyg
+eS.wptce7 . wiatell .wp +c7.wg +cl.wy =gg/D—kews

7 noktas1 : cO.wy+c5.wy+cd.wy+chH. w3 +c8. wy+c2.wg+c2. wg
+cl.wotchb.wyp+cd.wpt+teS.wis+c7.wiuu=g7/D-kiwy

8 noktasi : cO.wg+c7.wy+c5.wy+cd.ws+co.wy+c8.ws+cl.wg+c2.wy
+c2.wotcl.wp+c8.wip+cb.wpp+cd.wizsteS.wigt+c7.wis=gs/ D —kgws
9noktasi: cO.wo+c7.wy+c5.wy3+cd.wy+c6.ws+cl . wr+c2.wg+c2.wyp
+C8.W12+C6.W13+C4.W14+CS.W15=g9/D—-k9W9

10 noktasi : cO . wip+c7 . w3+cS.wst+cd.ws+cl.wg+tc2.wog+c8.wiz+ch. wy
+cd.wis+cl.ws +c7.wpp +cll .W15‘=gIO/D—k10W10

11 noktasi: cO . wy+c3.wy+cl0.wy+cll.wz+cd.wgt+c6.wr+c8.wgtc2.wp
+cl.wis+cll.wg +¢7.wy +¢c9.wyp +cll . wyy =g11/D—k11w11

12 noktasi : cO . wip+¢9.wi+c3.wy+cl0.ws+cll.ws+c5.wg+cd. wr+ch. wg
+c8.wog+c2.wy t+c2.wiztcel.wigtcd.wy +¢9. wyp'tell .W13‘=g12/D-k12W12

13 noktas1 : cO . wiz+cll.wi+c9.wy+c3.wi+cl0.wy+cll . ws+c7.wg+cS.wy
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+cd.wgt+chb.wgt+c8.wigt+cl.wip+tc2.wipt+ce2.wiatcel.wistelld. wy™ +¢3.wy

+c9.wi3 +cll.wiy =gi3/D-kiswygs

14 noktast : cO . wig+cll . wy+c9. w3 +c3.wy+cl0. ws+c7 . wycsugt+cd. wy
+c6.wptcel .wptce2.wistce2.wis+cell.wy +¢l10. wp' +¢3. wig'

+c9.wyy +cll.wis' =g1a/ D —kiawyg

15 noktas1 : cO . wys+cll . w3 +c9.ws+c3.ws+c7.wg+cS.wo+cd.wigt+cel.wps
+c2.wigtc2.wpy +c8.ws +cll.wpp +cl0.wis" +¢3.wia+c7.wis +¢9. wis
=gis/ D —kiswys (4.34)
(4.30), (4.31), (4.32), (4.33) degerleri, (4.34) denklemlerinde yerine koyulup diizenlenirse:
[A]. [W]=[P]

seklinde matris denklemi elde edilir. Buradan

[W]=[AT]".[P] (4.35)

matris denkleminden ¢6kme degerleri bulunmus olur.

Burada :
I w; ] I g ]
e 1 & [41] [44] [48]
w g
W= ° [P]= 5 .3 [46] [42] [45]
) [49] [47] [43]
| Wis | _g15J
Cokme vektorii Yiik vektori Katsayilar matrisi

[Al], [A2],........ [A7] matrisleri sonraki sayfalarda verilmistir.



[Al] =

[A2] =

[A3] =

1 2 3 4 5
CotCM v HeoMaYutky|  Cateomaputesnsyy | CrtCaMaputcionaty CroN2PutCiMaYu CrM2Py 1
CyHe MaYu CotCriMaPutConaYutkal CatComaputCsNayy | CrHCsMapytCioNaYy | CroM2PutCuNatu 2
¢y CrtCriNaYu CotC1MaPutCoNaYutkKa|  CotComaputCsNayu | C1FHC3N2PuTCroN2Yu 3
0 1 CaFCMaYy CotCi1NaPutCoNaYutKyl CatColaPutCsNaYu 4
CoTC1M2PutCoNaYn
0 0 cl CrFCuNaYy +CM3Py MYV HKs 5
6 7 8 9 10
CotCrmpvtesmiyvtke c2 C 0 0 6
s cotky C ¢ 0 7
C1 [ Co+kg Cs Cy 8
0 C Cy Cotko C2 9
0 0 Cy C; cotConayvteMapvtkio 10
11 12 13 14 15
CotCmipvtemryy
catc c 0 0 11
+CoNaYutC1iNaPutkis 71T !
Crteangy,t CotCoMayutening
cte c 0 12
CoNaPu pu+klz et !
C1HCioNaYut CatCanyYyt CotCoNgYutCiiNy
crte c 13
C3N4Py CoN4Pu putkys WY :
CitCiongYut CatCiN4yyt CotConaYutCiiMu
c +c v cyte 14
11M4YuTCroMN4P  C3N4Pa CoNePa outkia 2TC1 MYy
Cr+CioNgYut CatCaNgYut CotCMsYtCoNy
c CiMuYut 15
11M4Py 1MuYuTC10MaPy C314Pu CoMuPa Yatkis




[A4]=[AS5] =

[A6]=[AT7] =

[A8]=[A9] =

CqatCmputeinyyy Cs C7 0 0
Cs Cy Cs Cy 0
Cg Ce Cq Cs Cy
0 Cg Cs Cy Cs
0 0 Cg Ce C4TCTaYy
CarCiMiYy Cs Cg 0 0
Cs Cyq Co Cs 0
Cy Cs Cs Cé Cs
0 <y Cs C4 Cq
0 0 7 Cs CatCiMsYyHCMspy
C3 Cio cny 0 0
Co 3 Cio Ci 0
€1 Co C3 Cio Ci1
0 Ci1 Cy C; Cio
0 0 C Cy €3¢ N3P HCsM5Yy
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5. ELASTIK ZEMINE OTURAN DAIRESEL PLAKLARIN COZUM METODLARI
5.1. Elastik Zemine Oturan Dairesel Plaklarin Teorik Coziimii
5.1.1. Temel denklemler

Bu boltimde, dairesel plak problemi gozoniine alinacaktir. Dig yiikler sekil 5.1'deki gibi plak

merkezine gore simetrik alindiindan, plakta eksenel simetrik deformasyonlar meydana gelir.

Sekil 5.1. Elastik Zemine Oturan Dairesel Plak
Elastik zemine oturan dairesel plak diferansiyel denklemi :

P —kw

VVIW = (5.1

seklinde yazilabilir.

Burada :

w : Plagin ve elastik zeminin diisey deplasmam

P : Diisey dogrultuda plaga etkiyen eksenel simetrik dig yiikk
V?=r degiskenine gore laplace operatorii

k : Zemin katsayis1

(8, r) Plak diizleminde polar koordinatlardir.

Sistem eksenel simetrik oldugundan, deplasmanlar 6 agisindan bagimsizdir. Buna gore laplace

operatorii de © bagimsiz olup sadece r degiskenine baglidir.



Bu durumda laplace operatorii :

2
vi= d, +l-i (5.2)
dr” r dr
(5.2) denklem (5.1) denkleminde yerine konuldugunda :
2 2 _

d7+l_d. d‘:"+lfdﬁ _P-kw (5.3)

dr rdr)\ dr" 1 dr D
seklinde yazilabilir.

Eksenel simetrik durumda dairesel plakta meydana gelen M,, My, Q, kesit tesirleri r

degiskenine baglh olarak asagidaki bagintilara elde edilebilirler.

My=-p [EW, vdw =_D[vgw_1_-z@_]
dr r dr r dr

2 ' r dr

2 —
My=-D|v. 4V Ldw =—D|:V.V2w+l Vi‘l]
dr r dr

d(d*w 1ldw d .,
=.D— | =-D.—V* 54
& dr(dr2 rdr] & 4)
seklinde olacaktir.

5.1.2. Elastik Zemine Oturan Dairesel Plak Diferansiyel Denkleminin Genel Coziimii

r koordinatina bagli olarak

r

X=— 5.5
Z (5.5

seklinde boyutsuz koordinat tanimlayalim. Burada; € boyutsuz uzunluk olup.

K 1 w

—=—  ; —=zZ 5.6

D /¢ 14 ©6)

bagintisi elde edilir.

(5.3) denklemin homojen ve zel ¢oziimleri asagidaki gibi gosterilmigtir.
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P = 0 (yiikstiz) durumu ig¢in (5.3) denklemi.

2 2
z“(d 4 dj.[d W+ld—wj+w=o (5.7)

:1;“; ;E dr* rdr

(5.5) ve (5.6) denklemleri (5.7) denkleminde yerine koyulursa:

((;1; +ic%x] [%Jr%&da”:o (5.8)
veya

dez—z T yerine V

semboliinii kullanarak

VVz+z=0 (5.9

yazabiliriz. Bu da dérdiincii mertebeden lineer diferansiyel bir denklem olup genel ¢6ziimii su

sekilde gosterilebilir:
z = AX(x) + BXy(x) + CX3(x) + DX4(x) (5.10)

Burada A,.... D integrasyon sabitleri ve X,, ..... , X4, (IV.9) denkleminin dort miistakil

¢cOztimiidiirler.

Simdi (5.9) denkleminin bir polinom seri seklindeki bir ¢6ziimiinii bulmaga calisacagiz. a, X",

bu serinin bir terimi olsun. Buna gore diferansiyelini alarak

- -2
2 1,12 aan

V(a:x") = n(n-1)ax"> + n a,x"
ve
VV (@X") =n’(n-2)* ax™* =0

elde ederiz. (5.9) denkleminin saglanmas igin serideki her bir a,X" terimine

n?(n-2)? ax"*apax" = 0 (5.11)
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olacak sekilde bir a,4x"* teriminin tekabiil etmesi lazimdir. Bu sarta uyarak seri, (5.9)
denklemine konuldugu zaman biitiin terimler ortadan kalkar. Su halde seri yakinsak ise

denklemin &zel bir ¢6ziimiinii gdsterir.
(5.11) denkleminden

a n-4

= 5.12
n’*(n-2)> ©-12)
oldugu anlasilir.
VV(as) =0 ve VV (ax*) =0 (5.13)

olduguna dikkat edilirse (5.9) denklemini saglayan iki serinin mevcut oldugu anlasilir. Mesela

X X4 X8 XIZ
x)=1- + - F e 5.14
(&) 2747 22426287 22.42.6°87.102.12° .19
ve

6 10 14
Xa(x) = x* —— - ' Ay

+ - +
426>  4%6%.8%.10° 4%6.8%.10%.12%142

(5.5) ve (5.6) denklemlerinden anlasildigina gore r uzaklhigiun kiigiik degerleri i¢in yeni P
yiikiiniin tatbik noktasina yakin olan noktalar i¢in x degeri kiigiik olup (5.14) serisi stir'atle
yakinsak olur. Diger taraftan yiikiin tatbik noktasinda (x=0), (5.14) serisinin miiteakip
tiirevlerinin de mahdut kaldig: goriilebilir. Bu da yiikiin tatbik noktasindaki gerilme durumunu
temsil etmek i¢in bu serilerin kafi gelmediklerini gosterir; Bu noktada, énceki incelemeden
bilindigi iizere, egilme momentleri sonsuz biiyiik olur. Bu sebepten (5.9) denkleminin X3 6zel

¢cozlimii su sekilde alinacaktir:
X3 = X; logx + F3(x) (5.15)

Burada F3(x), x'in bir fonksiyonu olup yine bir iissii seri seklinde gosterilebilir. Diferansiyelini

alarak

VVX;; =

+ logx VVX+VVF;(x)

3

4d°X,
x dx
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buluruz ve (5.9) denkleminde z yerine X3 koyarak

4d°X,
x dx?

+ logx (VVX+X)) + VVF;(x) + F3(x) = 0

elde ederiz. X, . (5.9) denklemini saglayip (5.14) serilerinin birincisi ile gésterildiginden F3(x)

i tayin etmek i¢in su denklemi elde ederiz :

TR S
(5.16)

Fa(x) i

Fi(x) = bax* + bgx® + box 2 + e, (5.17)

serisi seklinde alarak ve bu seriyi (5.16) denklemine koyarak nihai denklem saglanacak
sekilde by, bg, by2, ... katsayilarini tayin ederiz:

VV(bx*) =4>2%b,
olduguna dikkat edersek, xi ihtiva etmeyen terimlerin toplamini sifira esit kilarak

234

2 2 —
#2b=2s

veya

b= 234 _ 3
P2t s

buluruz. x*1ii terimlerin toplamn sifira esit kilarak

25

bg= e
1,769,472

buluruz ve genel olarak

b= (- 1) [bw A -)(n-2) 2)}

n’*(n-z)*] 2%.4%.6%..n°
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elde ederiz. Buna goére (5.9) denkleminin {igiincii 6zel ¢6ziimii sudur:

X3 =X, logx + ——x* =20y

S o (5.18)
128" 1,769,472

(5.9) denkleminin dordiincti X4 6zel integrali

456 1 456 1098
Xs=Xologx + F4(x) = Xplogx + 4. ——x* ——— 4. +—— ,jxl°+
adogx + Fu(x) = Xalogx +4.77°5 1028 1 4'6" 4762107

(5.19)
alarak benzer sekilde elde edilir.

(5.14), (5.18) ve (5.19) ozel ¢oziimlerini (5.10) ifadesine koyarak (5.9) denkleminin genel

¢OzUmiinii :

X4 X8 X6 XIO
=A|1- it —. |+ B x* - + .
( 224% 2247628 426> 476’8210

4 8
+C 1—§2+ ,fzj— ..... logx+3x4— 28 x® +....
2°4° 2°4°.6°.8° 128 1,769,472

6 10 -4
+D||x2—— X ~ ... {logx + > yo 105810 w
3456 442 368

(5.20)

seklinde elde ederiz. Simdi her 6zel halde A,........ , D integrasyon sabitlerini, sinir sartlarim

saghyacak sekilde tayin etmek kaliyor. a yaricapli dairesel plakin sinir sartlar: sunlar olur:

Ankastre bir kenar halinde;
(W)= =0, (“_‘) =0 (5.21)

Basit mesnetli bir kenar halinde,

(W)=2=0, Mpr==0 (5.22)
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ve serbest bir kenar halinde,

(Mpra =0 V= (Q, -6—1\%) =0 (5.23)
T

a yarigapli dairesel plakin kenarinin tamamen bosta oldugu hali goziine alalim. Bu héle ait
sinur sartlart (5.23) denklemleri ile verilmistir. M; momentleri ve Q; kesme kuvvetleri i¢cin

(5.4) denklemlerinden kullanarak simir sartlarint

dw  Jidwl (5:24)
dr” rdr)_

d({d*w 1dw
- 4+ =0
dr{ dr’> rdr)

olarak yazariz. Bu iki sarta ildve olarak plakin merkezi i¢in cari olan iki sart daha vardir;
Mesel4 plakin merkezinde sehimin sinirli olmasi ve plaktan sonsuz kiigiik bir silidirik yiizeyle
ayrilmug lateral ylizeye yayilmis olan kesme kuvvetlerinin merkezdeki miinferit P kuvvetini
dengelemesi lazimdir. Bu iki sartin birincisinden (5.20) genel ¢6ziimiindeki C sabitinin sifir

ettigi anlasilir. Ikinci sarttan

2n
( jerde) +P=0 (5.25)

r=a

bulunur veya (5.6) denklemini kullanarak

_kg“i

d*w 1do
dr

i +_E—] 2ra+P=0
r rdr )

elde edilir. Burada a, sonsuz kiigiik silindirin yarigapidir. Bu denklemde o yerine £z koyarak

ve z i¢in (5.20) ifadesini kullanarak x'in sonsuz kii¢iik bir a/€ degeri i¢in denklemin

4D
kt* 7, 2na+P=0

oldugunu buluruz. Buradan

P
8nks?

(5.26)
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bulunur. C ve D sabitlerinin degerleri belli olunca geriye kalan A ve B sabitleri (5.24)
denklemlerinden bulunabilir. Plak boyutlarinin ve plakla zemin modiillerinin verilmesi

halinde bu denklemler A ve B cinsinden iki lineer denklem verir.

eve 1w

Ornek olarak yarigapt a = 12,7 cm olan bir plak alalim ve bunun rijitligi

€=4\/]—3—= 12,7 cm.
k

olacak kadar olsun. Plakin merkezine

P
8k

=102.107

£3

Olacak sekilde bir P yiikii tatbik ediyoruz. D'nin bu degerini kullanarak ve yerine w yerine £z
koyarak (5.20) ifadesini kullanmak ve x =a/ £ = 1 almak sureti ile (5.24) denklemlerinden

0.500A + 0.250B = 4.062D = 4.062.102.10°
0.687A —8.483B = 11.09 D = 11.09.102.10°
bulunur. Buradan

A=86.10" B =-64.10"

elde edilir. Bu degerleri (5.20) ifadesine koyarak ve x'in yalmz besten kii¢itk kuvvetlerini

muhafaza ederek sehim i¢in su ifadeyi elde ederiz:

x4

2%.4%

w=0.z= 12.7"86.10‘4 (1 - J - 64.107°x* +102.107° x%.log x}

Buna gére merkezdeki (x=0) sehim sudur:
(Wmax = 109.10™ cm.

ve ¢evredeki (x=1) sehim sudur:
(Wmie=97.3 10 cm.

Bu sehimlerin farki oldukga kii¢iik olup zemindeki basing dagilis1 tiniform yayilistan pek az
farkeder.
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Plakin yarigapiru iki katli (a=25.4 cm) alip plakin rijitligi igin 6nceki degeri muhafaza edersek

cevrede x=2 olur ve (5.24) denklemleri su sekli alir
0.826A +1.980B =1.208 D

2.665A —5.745B=16.37D

Bu denklemlerden

A =3.93D = 400.107 ; B=-1.03D =105.10"
Bulunur. Sehim (5.20) ifadesinden

4 6

w= E.z=25.4{400.10"5(1— X )—lOS.lO"S(XZ—5X—7EJ+102.10'5.[10gx.

2747

2 x* 5 6
X' =—— |+ X
4°.6 3.456

olarak bulunur. Plakin merkezindeki ve gevresindeki sehimler sirayla

Winax=5.08 . 102cm ve Wmin=2.24.10

olarak bulunur. Buradan goriiliiyor ki plakin yarigapr €'nin iki katli ise zemin tizerindeki

basing yayilis1 zaten lineer olmaktan ¢ok uzaktir.
5.2. Elastik Zemine Oturan Dairesel Plaklarin Sonlu Farklar Metodu ile Coziimii
5.2.1. Giris

Dairesel plaklarin ¢oziimii, cesitli yiikleme ve mesnet sartlan igin teorik olarak
yapilabilmektedir. Ancak her yiikleme ve mesnet sarti igin plak diferansiyel denklemini
saglayan ¢6ziim fonksiyonunu aramak ve bu diferansiyel denklemin ¢dzlimiini yapmak
gerekir. Bagka bir yiikleme veya mesnet sart1 ortaya ¢iktiginda, diferansiyel denklemi yeniden
¢6zmek icap edecektir. Buna kargilik Niimerik Metodlardan olan Sonlu Farklar Yonteminde
plak diferansiyel denklerﬁinin ¢oziimii nokta nokta saglandigindan, mesnet sartlarinin

degismesi ve elastik zemine oturmasi durumu da denklemlere kolayca dahil edilebilecektir.

Dairesel plaklarda diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in polar koordinat takiminin kullanilmasi

uygun olacaktir. Bu sebeple 6nce kismi tiirevlerin polar koordinatlardaki ifadesi ele alinacak,
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sonrada plak diferansiyel denkleminin bu koordinat takimi kullanilarak ¢dziimii "Sonlu Fark

Yonetimi" ile yapilacaktir.

5.2.2. Polar koordinatlarda laplacian operatorii

Sekil 5.2.Polar koordinat

Dairesel plaklarin incelenmesinde polar koordinatlarin kullanilmasi biiyiik kolaylik saglar.
Bunun i¢in karteziyen koordinatlardan polar'a gecis gereklidir. Sekil (5.2)'de gériilen (x,y)

noktasinin polar koordinatlari :

X =p.cosa

p=+yx’+y’

Boylece
a—p———)i———z(-—cosoc
x  Jx'+y? P

op X \ A
— = ———— = =35ina
O Jx*+y? P

y=p.sina (5.27)
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Eo PO H

oo 1/x X _ cosa (5.28)

oy 1+(y/x)} p*  p

yazilabilir. $imdi de w (p,a) fonksiyonu ele alalim ve bu fonksiyonun x ve y'ye gore kismi

tlirevlerini ifade edelim.

Oow Ow Op Ow Odo oOw Ow sina
—=—.—+—.—=—.CoS0L ——.

0x Op 0x Oa Ox Op oo p

ow _0ow Op Ow Oo _ow . - OW cosa (5.29)

=, —=—si .
oy Op 0y Oa Oy Op oo p

Polar koordinatlarda egriligin ifadesini elde etmek igin ikinci tiireve ihtiyag vardur.

Tu 2 (o) 50 3 (o)

ox? ox op\ox) ox ox \ ox

_8*w _, owsina d*wsin’a , d*w sinacosa . Ow sinacosa

= —5-.cos” o+ +—— — =2 . S
Op op p oa” p Opda p oo o

oy> oy op\dy) oy oo\ dy
o’w ., 0w cos’a O°w cos’a . 0°w sinacosa . 0w sinocoso
=——.sin’ o0 +—. +t—————+2 . —2—
Op op P 15,04 p Opoo p oo p
(5.30)
2 2
(5.30) yardimiyla V2w = 0 ‘;V+ 0 \1v aranirsa :
ox oy~

Vig=oW, 1 0w 10w (5.31)

bulunur. Su halde polar koordinatlarda Laplace operatérii
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Viw= (aa-’ Jrizaa'2 +l‘§‘}w (5.31.a)
p* p’ oo’ pdp

0* 18 1 & )(& 10
op> pdp p’ da’)\op> pop p’ oo’

. 2
Viw=V? (Viw)= (—— + o4 iz 0 ) W (5.32)

olacaktir.

5.2.3. Plak diferansiyel denkleminin sonlu farklar yontemiyle ¢oziimii

Elastik zemine oturan plaklari da kapsamak {izere plak diferansiyel denklemi:

Viw = ’ 5.33
D (5.33)

seklindedir.

Burada :

w : Cokme deformasyonlarini gésteren fonksiyon,
C : Zemini karekterize eden katsay:
D : Plak rijitligi

Dairesel plaklar ¢ogu kere orijine gore simetrik yiiklere maruzdur. Bu hal i¢in (5.32)

diferansiyel denkleminde w fonksiyonu o'dan bagimsiz olacaktir. Diger bir deyisle :

4 o° 10)(d 10

Viw= | —+——| | =5 +—— | W
op° pop)\op° pop

veya (5.33) ifadesi de dikkate alinarak

4 3 2
ZY+26W-l ow LW p_cw (5.34)
p

D( 22
pdp’ p* op° p’dp

olarak yazilabilir.

Dairesel plak sekil (5.3)'te goriildiigii gibi, h esit aralikh kisimlara béliindiigiinde her hangi bir
i noktasii¢in (5.34) diferansiyel denkleminin sol tarafinin sonlu farklarla ifadesi su sekilde

olacaktir: (Burada p / h = n ile g6sterilmistir.)
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<,

Sekil 5.3.Elastik zemine oturan plagin sonlu farklarla ¢6ziimii

W2 Wi Wi Wi Wi+2
4 -4
D. o'w _ D D 6D 4D D x_l_4
op* h
3
20w 1p 2p 2p lpxL
p op’ n n n n h
2
._-]_a w: ——ZD +'—2D ——IZ‘D X—1—4'
p’ op’ n n n h
1 ow 1 1 |
T ~>5D 55D X
p’ Op 2n 2n h
Bu terimlerle (5.34) denkleminin Sonlu Fark Yontemiyle karsilig:
D. {(1 + }-)wm - [4 2, Lv__l?)wiﬂ + {(6 + —2—2j +ch? }.wi
n ) n n° 2n n
—(4-3+i2+—17}wi_1 +(1 -l)w,._z}= P;.h* (5.36)
n n° 2n n

“seklinde olacaktir.
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(5.36) denklemi plagin h esit aralikls i-1, i,i+1, ..... N gibi biitiin ag noktalarina tatbik edilerek
N bilinmeyenli bir denklem takimi elde edilir. Bu denklem takimindan bilinmeyen wi, wa,

W3,..... Wy ¢okme degerleri bulunabilir. (5.36) denklemini matris formunda yazalim.
[A].[w] =[P] veya her iki tarafi [A]'1 ile garparsak :

[w]=[AT". [P] (5:37)
seklindedir. Burada :

[w] : Bilinmeyen ¢6kme degerlerini gosteren vektor

[P] : Yk vektorii

[A] : Katsayilar matrist

W, P,

W, &

W 1 P,
w|=1] : Pl=—]| :
[w] . [P] D

W, ] _Pn_

Cokme vektorii Yiik Vektori



8

Uz U ou
U pr—t—— |- u/1-1
E:+:+Ed+lm;+o I I €
uz .u u u u u
ﬁmln+ml+l+v - U M|N+N|+Ilv -~ /-1
1 I T E.o+w+o I I ¢
uz .U u u u u
U1+ hm it —tp |- U :mlm+m1+|1v ~ u/1-1
I I C E.o+|ml+o I I ¢
uz U u uZg .U u
1+ S R U N wi-1
[ I E?Mé I I T
(w1 -1+
Uz U u
u/1+1 —t =ty |- U Ue U u
[ I ¢ U+ —+9 = |-
(4 I |
u .u u
A:\~..:+ m|+|a|+|ll.v —
I I ¢
W+ U U ou
—t—t == |- u
I 1 ¢ e i
[4
N I-N - 1% ¢ [4 [

[V]
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Bu denklem takiminin ¢8ziimiinden ag noktalarindaki ¢okme deformasyonlar1 bulunmus olur.
Cokme deformasyonlari bulunduktan sonra, bu noktalardaki kesit tesirleri de kolayca

bulunabilir. Simdi de, plagin radyal ve tegetsel momentlerini Sonlu Farklarla ifade edelim.

2
M=D|IW, YW =D.[Wm “2W, + W, +— (W, —Wi_‘)J/hz (5.38)
op~ p Op 2m

M;=D. | -2 +v.

pop 8

2
D. L 1 ow 0 W] = I)I:zL (Wi-n - Wi—l )+ V'(Wi+l - 2W1 + Wi—l ):1/]:12 (539)
m

Burada m noktanin konumunu belirleyen bir katsayidir. Ag noktalart 0.5h, h, 2h, 3h, ...
seklinde alindigindam=0.5,1,2, 3, ..... olacaktir.

5.2.4. Sinir sartlarinin sonlu farklarla ifadesi

5.2.4.1. Sabit Mesnet

A L ey \
w;=0

Sekil 5.4.Sabit mesnet

Dairesel plak, ¢evre boyunca sabit mesnet tipinde mesnetlenmis ise, sinir sartlart wi=0 ve
~0 seklindedir.

Bu 6zellik (5.38) denkleminde dikkate alinirsa :

DI:Wm =2w; + Wy, +—V‘(Wi+1 — Wiy )}= 0
2m

[1 + —\—)—).wm + (1 - LJ.WH =0 (5.40)

2m 2m

bulunur ki, buna gore i+ fiktif noktastnun ¢okmesi i-1 noktasi cinsinden ifade edilmis olur.
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5.2.4.2. Ankastre Mesnet

e Wi-1 4 Wis1
aw “‘T\‘l‘
Wi=

Sekil 5.5.Ankastre mesnet

Dairesel plak, ankastre mesnet tipinde mesnetlenmis ise, sinir sartlart wi=0 ve ¢;=0

seklindedir. ¢;=0 denklemini Sonlu Farklarla ifade edersek :

_ aW _ Wi+1 - Wi—l —

=— 0 Wit = Wi. 5.41
ap 2h + 1-1 ( )

¢;

bulunur. i+1 noktasindaki ¢kme, i~1 noktasindaki esit olacaktir.
5.2.5. Donel simetrik olmayan yiikleme hah

Dairesel plakta etkiyen yiikleme dénel simetrik degilse, (5.30.31.a) Laplacian operatoriindeki
a'va bagh kismi tiirevleri de dikkate almak gerekir. Bu ifadenin terimleri Sonlu Farklar ile

ifade edilirse :

2 wW.. —2W..W.. W.. —W. .
Viw = iz+i.i+—]_,—, g _ = it b L Wi Z Wi |
op° p op p° oa h P; 2h

+ _L{Wm,j —2w,; + Wi—l,j]
Y

2 2
P;

veya

2 2
1 W LS w, o, —2{1+ —E—J Wit —h—] (Wing + wiij)  (5.42)
2p; 2p; PY P;-Y

Elastik zemine oturan dairesel plaklarin diferansiyel denklemi :

D.V'W=P—cw veya

2

. ——t
op’  pdp’ p’ o’ p’op

4 3 2
D[8w+26w_ 1 2w I aw]zp_c.w
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olarak elde edilir. Bu denklem sematik olarak sekil (5.6)'daki gibi ifade edilebilir.

Sekil 5.6.Elastik zemine oturan dairesel plaklarin denklemin semasi

Simdi de Viw = V3(V*w) laplacian operatériin Sonlu Farklarla ifade etmeye galisalim. Sekil
5.7'deki semay1 (i-1,j), (i,)), (it1)), (i,j+1), (i,j-1) noktalarina tatbik edersek ve

o S B

e=14 B D R (5.43)

2p; 2p;
ile kisaltirsak :
Viwij = B2wi i H2AB.wi jHA 2B +2DC). Wi j+2AB.Wis, j+2BC.Wi., .+ 2AC.Wiju
+2BC.Wir .t 2BD Wiy jo+2BD . Wigy juitC Wi o+ DPWijaa B2 Wiaa (5.44)
olarak elde edilir.

Bu denklem sematik olarak sekil 5.8'deki gibi gosterilebilir. Boylece dairesel plakta h, 2h, 3h,
4h,.... yarigap: dairelerle, o esit agilarmin teskil ettigi dogrularin kesigmeleri ile olusan ag
noktalarinin herbirinde, sekil (5.8)'deki semadan faydalanilarak D.V*w=P-c.w diferansiyel
denkleminin Sonlu Farklarla karsilhig1 yazilabilir. Elde edilen denklem takiminin ¢6ziimiinden,

bu ag noktalarindaki ¢6kme deformasyonlar: ve bunlar yardimiyla da kesit tesirleri bulunur.
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DZ
+1 -1 j j+1 o/

Sekil 5.8.Donel simetrik olmayan yiikleme hali



5.2.6. Bilgisayar Programi

Bu dairesel plagin i¢ noktalarindaki ¢6kme ve kesit tesirleri degerlerini hesaplayan bilgisayar

programi verilmigtir.

Programda kullanilan notasyonlar sunlardir :
R : Plagin yan gapt

M : Plagin kag araliga boliinecegini gosteren bir say1

......

NU : Poisson sayis1
K : Zemin katsayis1

MT : Plagin mesnetlenme tipini gésteren 1 katsay1

PROGRAM

RM.D.NuMT
verilerini oku

A katsayilar matrisinin
elemanlarini tegkil et

1,2,3,..... ag noktalarindaki
Pi yiiklerini oku

Plagin diisey deplasmanlarini [w] =
[A]” . [P] ile hesapla

Ag noktalarindaki M, ve M;
momentlerini hesapla

Sonuglar
yaz
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Ormek :

Bu programla R = 4.0 m yaricapli, p =2 t/m? tiniform yiike maruz D = 1373 t.m, v=0.17 olan

dairesel plagin ¢oziimii yapilmis ve sonuglar asagida verilmisgtir.

.........
- -~
- -~

o

Teorik ¢oziimde :
max z = 0.00257 m.

(M), = (Mt)o =6.34tm

Sonlu Fark Yontemi ile Teorik ¢6ziim arasindaki fark gorebilmek icin plak, sirastyla 7.15.21

pargaya bdliinerek sonuglar alinmigtir. Plak 21 pargaya boliindiigiinde, alinan sonuglar teorik

¢oziimle hemen hemen ayni olmaktadir.
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a) Plagin 7 esit kisma boliinmesinde (3 nokta igin)
PLAGIN DUSEY DEPLASMANLARI
wl =2.48495E - 02

w2 =1.99931E - 02

w3 =1.11086E - 02
M; VE M; MOMENTLERI

1 -5.97 -597 I |
2r="7h

2 -2.23 -5.53

3 -1.18 -4.60
b) Plagin 15 esit kisma boliinmesinde (7 nokta igin)
PLAGIN DUSEY DEPLASMANLARI

W1 =2.55005E—02
W2 =243974E—02
W3 =222305E—02
W4 =1.90854E—02
W35 =1.50925E—02
W6 =1.0426SE—02
W7 =5.30807E—03

Mr VE Mt MOMENTLERI
1 —6.23 —6.23
2 —2.61 —6.13
3 —1.82 —5.93
4 —1.42 —5.62
5 —I1.15 —35.20
6 —0.93 —4.67
7 —0.73 —4.03
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c) Plagin 21 esit kisma boliinmesi (10 nokta i¢in):

PLAGIN DUSEY DEPLASMANLARI

W 1=2.56094E—02
W 2 =10.025042417
W 3 =2.39187E—02
W 4 =222605E—02
W 5=2.01018E—02
W 6=0.017488152
W 7=0.01447672
W8=0.011136178
W 9 =17.54677E—03
W10 = 3.80028E—03

Mr VE Mt MOMENTLERI
1 —6.28 —6.28
2 —2.66 —6.23
3 —1.91 —6.12
4 —1.535 —5.96
5 —1.33 —5.75
6 —I1.16 —5.48
7 —1.03 —5.15
8 —0.90 —4.77
9 —0.78 —4.34
10 —0.67 —3.84
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6. SONUCLAR

Bu calismada, niimerik metodlardan Sonlu Farklar Metodu elastik zemine oturan gesitli

geometrige sahip plaklarin ¢6ziimiinde kullanilmustir.

Sonlu Farklar metodunda, diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in belirli araliklar segilerek,
fonksiyonun tiirevlerinin bu aralik noktalarinda aldig1 degerler sonlu farklarla ifade edilmistir.
Her aralik noktasi igin diferansiyel denklemi, sonlu farklarla ifade eden bir denklem
yazilmistir. Bu denklemlerle birlikte, siir sartlarimi gosteren denklemler, bir denklem
takimini olusturur. Bu denklem takiminin ¢oziimiiyle her noktadaki diisey deplasmanlar ve

bunlardan faydalanilarak kesit tesirleri edilmistir.

Teorik metodlarla ¢alisirken problemin diferansiyel denklemi, belirli ylik durumu igin siur
sartlarim saglayacak sekilde ¢oziiliir. Yiik durumu ve sinir sartlari degistiginde diferansiyel
denklemi yeniden ¢6zmek gerekir. Boylece her yiikkleme ve mesnet durumu igin problemi
tekrar ele almak icab edecektir. Buna karsilik sonlu farklar metodu ile elastik zemine oturan
plak sistemlerinin ¢dziimiinde, teskil edilen denklem takiminin katsayilar matrisinin bazi
terimlerini degistirmek suretiyle her tip mesnet durumunu kapsayacak ¢6ziim yapmak
miimkiindiir. Ntimerik metodlar (Sonlu Farklar) esasiyla hazirlanan bu bilgisayar programlar
ile degisik yiikkleme durumlar ve gesitli mesnet sartlamt igin ¢6zlim kolayca elde

edilebilmektedir.

Bilgisayar programlarinda plagin béliindiigii parga sayisin yeteri kadar arttirilmasi ile, teorik

¢oziime hemen hemen tamamen uyan sonuglar alinmustir.

Ornek olarak IV.Bélim’de verilen dairesel plakta da bu husus goriilmektedir. Ornekteki
(sy.164) plagin orta noktasinda teorik ¢dziimle elde edilen diisey deplasman ve moment
degerleri verilmistir. Buna karsilik Bilgisayar programi yardimiyla plagin 7,15 ve 21 esit

pargaya boliinmesiyle degerler elde edilmistir.

Goriildiigti gibi plak 21 esit parcaya boliinerek bulunan sonuglar, teorik olarak bulunan

sonuglara ¢ok yakindir.
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