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OZET

Miihendislikte mekanik biliminin yeri insaat miihendisliginde uygulamalan ile biiyiik bir
- —uygulama alanma sahiptir. Bilgisayar- teknolejisi- sayesinde- hesaplamalardaki kelayliklar -
sonucu en karmagik ve zor problemlere ¢oziim bulunabilmektedir. Bu avantajlardan
yararlanilarak nokta mesnetli kirislerin, nokta mesnetli ortotrop plaklarin ve nokta mesnetli
ortotrop dairese] silindirik kabuklarin 6zdegerlerinin ve mod sekillerinin elde edilmesi tezin
6ziinli olusturmaktadir. Problemlerin sayisal ¢6ziimii igin klasik Ritz metodu kullanilmustir.
Calismada, Ritz metodunun uygulanmas: igin elemanlarin yer degistirmelerini ifade eden
¢oziim fonksiyonunun olusturulmasinda polinomlar kullamlmig, Ritz metodu kullanilarak
problem cebrik denklem sisteminin ¢6ziimiine indirgenmigtir.

Caligmada, nokta mesnetli kiriglerin titresimlerine ait 6zdegerler ve bu 6zdegerler icin gegerli
mod sekilleri elde edilmistir. Nokta mesnetli ortotrop dikdértgen plaklarin gesitli boyut
oranlari ve plak malzemesinin anizotropisini karakterize eden ozelliklerin mod sekilleri
tizerindeki etkisi incelenmigtir. Sayisal degerler ¢ok sayida ortotropi parametresi ve iki adet
boyut orani durumunda, d6rt mod ailesi igin tablolagtirilmistir. Her bir mod ailesi igin, ilk {i¢
titresim moduna ait Ozdegerler verilmigtir. Ayrica nokta mesnetli ortotrop silindirik
kabuklarin serbest titresim frekanslari ve bu frekans degerlerine ait mod sekilleri kabuk
malzemesinin anizotropisini karakterize eden 6zellikler agisindan incelenmistir.

Tablolagtirilan sonuglarin tasarimcilar igin faydali olacagi ve diger arastirmacilarin
sonuglarini kargilagtirmada referans olacagina inanilmaktadir.

Anahtar Kkelimeler: Nokta mesnet, ortotropi, serbest titresim, kirig, plak, dairesel silindirik
kabuk.
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ABSTRACT

Science of engineering mechanics has an important place especially in civil engineering.
Improvements and advantages of computer technology make it possible to find solutions to
most complex and difficult problems. In this study, by using these advantages, eigenvalues
and mode shapes of, point supported beams, point supported orthotrop plates and point
supported orthotrop circular cylindrical shells are investigated mainly. The classical Ritz
method is used for solving the problem. In the study, for applying the Ritz method, the trial
function denoting the deflection of the plate is expressed in the polynomial form. By using the
Ritz method, the problem is reduced to the solution of a system of algebraic equations.

In this study, the results are given for the eigenvalues and mode shapes of the point supported
beams. The influence of the mechanical properties on the mode shapes of the point supported
rectangular orthotropic plates are investigated numerically for various values of mechanical
properties characterizing the anisotropy at the plate material and aspect ration. The
eigenvalues are tabulated for various orthotrophy parameters and two aspect rations for four
mode families. For each mode family, the eigenvalues are provided for the first threc
vibration modes. Separately, point supported orthotrop circular cylindrical shells are
investigated numerically for various values of mechanical properties characterizing the
anisotropy at the shell material.

It is believed that the tabulated results will prove useful to designers and provide a reference
against which other researchers can compare their results.

Keywords: Point support, orthotropy, free vibration, beam, plate, circular cylindrical shell.



1. GIRiS

Miihendislikte, kiris, plak ve kabuk gibi tagiyici elemanlar ¢ok sik olarak kullanmilmaktadir.
Calismada Ritz metodu kullamlmugtir. Nokta mesnetlerde ortaya ¢ikan kisitlilik kosullar:
Lagrange carpanlar1 kullanilarak probleme dahil edilmigtir. Elde edilen degistirilmis
fonksiyonelin ekstrem olabilmesi igin gerekli sartlar kullanilarak problem ¢oziimlenmistir.

Cesitli noktalarindan mesnetlenme durumlarina sahip kiriglerin 6zdegerlerinin kesin sonuglar:

Timoshenko (1955) tarafindan verilmisgtir.

Cesitli noktalarindan mesnetli dikdortgen izotrop ve ortotrop plaklarin serbest titresimine
iligkin ¢ok sayida ¢aligma mevcuttur. Bu caligmalarda g¢ogunlukla Kirchhoff-Love veya
Mindlin plak teorileri kullamlmigtir. Nokta mesnetli plaklarin ilk birkag frekans:
Venkateswara Rao ve digerleri (1973) tarafindan sonlu elemanlar metodu kullanilarak elde
edilmigtir. Kerstens (1979) serbest titresen kirigin 6zfonksiyonlarii plagin yer degistirme
fonksiyonunu ifade etmek i¢in kullanarak keyfi noktalardan mesnetli bir dikdértgen plagin
titresimini, mesnet kisitliklarini Lagrange genellestirilmis kisitlik kuvvetleriyle géz &niine
alarak incelemistir. Kenarlar boyunca simetrik dagili nokta mesnetli dikdértgen plaklarin
serbest titresimlerinin analizi Gorman (1980) tarafindan yapilmugtir. Yer degistirme
fonksiyonu olarak ¢ift kuvvet serisi segilerek, kisitlihik kosullari Lagrange g¢arpanlan ile
saglatilarak klasik Ritz metodunun kullanilmasiyla nokta mesnetli dikdortgen plaklarn
serbest titresim problemi Narita (1984) tarafindan ¢6ziilmiistiir. Plak merkezinden gegen
cksenlere gore simetrik yerlestirilmis nokta mesnetler iizerine oturan ince dikdértgen
ortotropik plaklarin serbest titresimi Gorman (1990) tarafindan incelenmigtir. Tamamen
serbest ortotrop dikdortgen plaklarin serbest titresim analizi Gorman (1994) tarafindan
yapilmugtir. Nokta mesnetli Mindlin plaklarinin serbest titresimleri siiperpozisyon metoduyla

Gorman (1999) tarafindan incelenmigtir.

Tamamuyla serbest basik kabuklarin dogal frekanslar1 Leissa ve Narita (1984) tarafindan yer
degistirme fonksiyonu ¢iftli bir polinom seklinde ifade edilerek bulunmugtur.

Ozdegerler gesitli ortotropi degerleri, nokta mesnetlerin rijitlikleri icin tablolagtirilmustir.
Sonuglarin dogrulugu daha 6nce elde edilmis veya yaywnlanmig sonuglarla kargilagtirilarak
sianmugstir. Ele alinan problemler Kircohhoff-Love hipotezi gergevesinde ¢6ziilmiigtiir.

Nokta mesnetli kirislerin, nokta mesnetli ortotrop plaklarin ve nokta mesnetli ortotrop dairesel

silindirik kabuklarin 6zdegerlerinin ve mod sekillerinin elde edilmesi bu calismanin 6ziinii



olusturmaktadir. Problemlerin sayisal ¢6ziimii igin klasik Ritz metodu kullanilmustir.
Caligmada, Ritz metodunun uygulanmasi i¢in elemanlarin yer degistirmelerini ifade eden
¢oziim fonksiyonunun olusturulmasinda polinomlar kullamilmig, Ritz metodu kullanilarak
problem -cebrik denklem sisteminin ¢dzlimiine indirgenmigtir. Ele alinan yapi elemanlarin

kose noktalardaki tutululuk sartlari Lagrange carpanlar1 kullanilarak ¢6ziime katilmigtir.



2. BUNYE BAGINTILARI

2.1 Kiris icin Biinye Bagmtilan
Mukavemet derslerinden de bilindigi tizere kirisler igin gerilmeler ile sekil degistirmeler
arasindaki baginti

o,=0,¢ 2.1

seklindedir. Burada Q,, asagidaki gibi tanimlanmugtir.

Qu = Eu 2.2)

E,,, X, ekseni dogrultusundaki Young modiiliidiir.

2.2 Ortotrop Plak ve Dairesel Silindirik Kabuk i¢in Biinye Bagintilar

Kirchhoff-Love  hipotezi g¢ergevesinde incelenen plaklarda diizlem gerilme hali ortaya
¢ikmakta olup biinye iligkileri, plagin 6zel ortotrop alinmasi durumunda indirgenmis rijitlik
tansoriiniin daraltilmis formdaki ifadesi kullamilarak

o O G, 0 ||g
0, =0y On 0 |4g (23)
o 0 0 Ouiles

seklinde yazilabilir, (Szilard, 1974), (Choo 1990). Buradaki @, ler elastik sabitler olup

izleyen sekilde tanimlanmugtir,(Choo, 1990):

E V12 22

1% E, e
Q Q 21711 ll Q 2 , Q66 =G.~ 11
1-v,vy ?1- ViV 11 ~ViaVa ” - V2V ) (l +v,Vl/e )

O = 2.4)

Yukaridaki ifadelerdeki E,,G; swrasiyla Young modilli ve kayma modilidir. v,, i

i i
dogrultusundaki gerilme dolayisiyla j dogrultusundaki sekil degigtirme cevabi igin Poisson
oramidir. e, X, yoniindeki elastisite modiiliniin X, yoniindeki elastisite modiiliine orant
olarak tanimlanmigtir. Betti karsitlik teoreminden hareketle Young modiilleri ile Poisson

oranlar1 arasinda

Vin By = vy By (2.5)



seklinde bir bagmti yazilabilir, (Choo, 1990). Buradan

v, E
Vu = —‘z:ﬁ (2.6)
11

esitligi elde edilir. Elde edilen (2.6) denklemi (2.4) denkleminde kullanilirsa

0, = Vauly  _ ViEy
21

l-vpv,  l=wyyy,

Q.7

olarak bulunur. Elde edilen (2.7) denkleminden Q,, = Q,, oldugu goriilebilir.



3. TEMEL BAGINTILAR

3.1 Yer Degistirme ile Sekil Degistirme Arasimndaki Bagmtilar

3.1.1 Kiriy icin Yer Degistirme ile Sekil Degistirme Arasindaki Bagintt

| 2 g
;‘1_ 1l ____ - X1
e A

Sekil 3.1 Kirig eksenleri gosterimi

Kiris i¢cin Bernolli-Navier hipotezine gére X, yoniindeki sekil degistirme, egrilik ve yer

degistirme arasinda izleyen bagintilar vardir (Inan, 1984):

e =—X3—l—
o
dw
€ =—X3F129 (31)

Bagintidaki p, egrilik yanigapidir. W, X, ekseni yoniindeki yer degistirmeyi gdstermektedir.
Yer degistirmeler cinsinden elde edilen sekil degistirme ifadesi biinye bafintisinda yerine

yazilirsa o, gerilmesi izleyen gekilde elde edilmis olur:

oy =Eye =B (-X;—— (3.2)

de)
dx;’

3.1.2 Ortotrop Plak i¢in Yer Degistirmeler ile Sekil Degistirmeler Arasmdaki
Bagmtilar

Kenarlar1 a ve b olan t kalinligindaki plaklar i¢in Sekil 3.2°deki koordinat takimi dikkate
alindifinda sekil degistirmelerle yer degistirmeler arasindaki bagintilar asagidaki gibi
verilmektedir, (Szilard, 1974):




o'W
o'W
& ='—X3 ‘a)(—z, (33)
2
2
e, =2, 27 __
ox, ax,

¢, X, yoniinde herhangi bir X, seviyesindeki sekil degistirme, e,, X, yoniinde herhangi bir
X, seviyesindeki sekil degistirme, e,, X, X, diizlemine paralel herhangi bir X,

seviyesindeki kayma agis1 olarak tanimlanabilir.

w, =ﬂ, W,= W tanimlamalar1 kullamlirsa sekil degistirmelerle yer degistirmeler
) X,
arasindaki bagintilar
e =—X;W,
e,=—X;W,, 34
e =—2X, W,
seklinde elde edilir.
a
b 0 ~X1
Y X2
t # | :Xl
/774777 i
Y )(3

Sekil 3.2 Nokta mesnetli ortotrop plak.

Sekil 3.2 deki plakta koordinat eksenleri olan OX; ve OX; plak kenarlarina paralel alinmis



olup plak merkezinden (o noktasindan) gegirilmigtir. Sekil degistirme bagintilan1 (2.3) te
yerine yazilirsa gerilme ve gekil degistirmeler arasinda agagidaki bagintilar elde edilir:

E E
Gl:l-‘ilv (e, +vye,) =~ -1111/ (X3VV,11+V2X3W:22)
1V V2
E E
o, =1 2 (e, +vg)=——2 (XW o +v, X W) (3.5)
-V, 1-vy,

05 =Gy, e =-2G, X;W,,

o, X, yobniinde herhangi bir X; seviyesindeki gerilme, o, X, yoniinde herhangi bir X,
seviyesindeki gerilme, o, X, X, diizlemine paralel herhangi bir X, seviyesindeki kayma
gerilmesi olarak tanmimlanabilir.

3.1.3 Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk i¢in Yer Degistirmeler ile Sekil Degistirmeler
Arasindaki Bagintilar

Sekil 3.3 Nokta mesnetli dairesel silindirik kabuk.

V_ iU

Sekil 3.4 Dairesel silindirik kabukta kabul edilen pozitif yer degistirme yonleri.



Sekil 3.5 Dairesel silindirik kabuk i¢in ele alinan diferansiyel parca.

Dairesel silindirik kabuk igin Sekil 3.5’ te gosterilen koordinat takimi dikkate alindiginda
sekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasindaki baginti izleyen sekilde verilir, (Fliigge,
1973):

U wrx,
“T TR

V. W X WX

r or+X, r (r+X,)
U +V'(r—X3)_K(£+ X, J

(3.6)

r+X, r rlr r+X,

S=sr, X, =x.r, X,=x,r boyutsuzlastirmalari kullamlarak (3.6) denklemindeki kismi
tiirev kisaltmalari agagidaki sekilde tanimlanmagtir:

80 20 _,80 _,20 _y
S .5 a5 o

0
r
00) _00) _
@ —axz O

X, koordinat1 —£/2 ile #/2 arahiginda degismektedir. Bu agidan bakildiginda paydalardaki
X, terimleri islem kolaylif1 agisindan ve sonucu da fazla degistirmeyeceginden r nin

yaninda ihmal edilirse sekil degistirme tansdriiniin elemanlar



Uu w'x,
11— 7T 2
r r
e, =—V——Z—-W‘2X3 3.7
r o r r
e, =£+V(r—2X3)_2W 2X3
r r r

seklini alir. (2.3) ve (3.7) bagintilan kullanilarak gerilme ve gekil degistirmeler arasinda

asagidaki bagintilar elde edilir:
o, = E, o+ ViEy e, = E, (U' W”2X3)+ Vi Ey Z_ZV__W;Y3
1-v,v,, 1-vp,v,, 1-v,vy r l—vpv, \r r r

v, E E vy, (U W'X E VvV W WX
o, =1 g 4 n__g = Y127 ( - 3)_,_ 2 LA 3 (3.8)

— ViV 1-v,vy, 1-v,vy, r l-vpvulr r ¥

U V'(r X;) WX

05 =Gp,.e, =Gy,. ( . 2 -2 2 3)

3.2 ¢ Potansiyel Eneriji

3.2.1 Kiris I¢in I¢ Potansiyel Enerji
Klasik mekanikten de bilindigi tizere sekil degistirme enerjisi

U, =% [oeav (3.9)
14
seklindedir. Kiris i¢in bu ifade

O'ueu dX, dX, dX, (3.10)

L
,,,,c.v__.wl°~

seklinde diizenlenebilir. (3.1) ve (3.2) denklemleri (3.9) denklemlerinde kullanilirsa

a h
17%? aw dZW]
=— | |E X bdX, dX
v 2—!2:—7!&. ( d‘ng( tax;? T

2
U, = E“I j d W (3.11)

elde edilir. Bu bagintidaki ifadeler



10
ade, =dX, dx = ax,

a W) (3.12)
aw(x)) =W (X)) w(x)=——1=
doniistimleri kullamlarak boyutsuzlagtirilabilir. Burada, kiigiik harfle yazili terimler boyutsuz
terimlerdir. Boyutsuzlagtirma yapilirken integral sinirlar1 yeni tanimlanan eksen takimina gore
tekrar diizenlenmelidir. dX, diferansiyeline gére integral siirlarnn —a/2 den a/2 ye kadar
tanimlanmigtir. Boyutsuzlagtirmadan sonra yeni integral smirlart —1/2 den 1/2 ye kadar

olacaktir. Sonug olarak kiris i¢in i¢ potansiyel enerji denklemi izleyen sekilde elde edilir:

,.=-f—4j( J (3.13)

3.2.2 Ortotrop Plak icin i¢ Potansiyel Eneriji
Elastik malzemelerde i¢ potansiyel enerji ifadesi

U.=10'e 3.14)

i i%i
2/!

seklinde olmaktadir. Kirchhoff-Love hipotezi gergevesinde ele alinan ortotrop plaklar diizlem
gerilme etkisi altinda olduklarindan sekil degistirme enerjisi

U, =—;— J.(O'le1 +0,e, +o.e)dV 3.15)
14

olur. (3.4) ve (3.5) denklemleri (3.15) denkleminde kullanilarak birim alanli bir plak eleman
icin sekil degistirme enerjisi izleyen sekilde bulunur:

—

14 E,
U,=— (e, +v,e)e +
i1 2:!; 1 Vlz . 1 21721

2
(e, +v,e)e, +Gp, e }dX3

~ ViV

LA ] )
Up== | [ X"y vy, (X)X )]
2-45 1- V12 21

— [( X7V +viy (XN -X ) |+ Gy (-2X ) }iX
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3 3 3 3 3
Upms| 20 [ Dy Cgppr | En [y E | sl g
2| 1-v,v, \ 12 12 I-v,v, {12 12 12

Bu asamada asagida tamimlanmis olan D rijitlik katsayilari kullanilarak ifadeler daha sade
hale getirilebilir:

pye Bl p __Enl Gy
1201-Y2 120220 12
e e
D22 E22 - .. .« . .
Ayrica —* =—2-=¢ olarak tammlanacaktir. Sonug¢ olarak plagin birim alam i¢in sekil

11 11

degistirme enerjisi
1
Uy = E(DuW:uz +2vD W, Wy, + DyyW," + 4DV, ) (3.16)

scklinde bulunur. Birim alanli plak igin elde edilen potansiyel enerji ifadesi bagmtisim
boyutsuzlastirmak  i¢in x=Xla, x,=X,/b, w(x,x,)=W(X,X,)a, a=bla
dontigtimleri kullanilarak ifade yeniden diizenlenirse izleyen baginti elde edilir:

2. \2 2. A2 20 A2\ 2 2
, Dy 1(ow 1 owo'w, a (0w)] 4D, 1| O'w
Uy=—"— — | t2Wy =7 te—r | + :
2 |a"\ Ox b* ox; ox, b* \ ox, D, b"\ ox, ox,

Birim alan icin elde edilen yukaridaki bagmti plak yiizeyi boyunca integre edilecek olursa

plagin i¢ potansiyel enerjisi

1(*wY 1 0*wow & (wY 4D 1( 02w Y
1 =7 +2V21—2——2'——2-+e—4 3 + 66 - Xm d.Xz
a* | o B o o b'\ox ) D, b\ oxor,

olarak elde edilir. Buradaki integrasyon dx, =dX,/a, dx, =dX,/bboyutsuz diferansiyelleri

v =t
o2

N'g'—.Nlﬁ
NI&'—-.NW’

kullanilarak yapilirsa
D, 27 1 (ow) 1 8w & 2(52wY 4D, 1( o*w Y
Ui:ij‘j —7(—};] +2V21~—2-’—‘;v_1;v+ea—4( ZVJ + 66-7( W] ab.dxl dx2
2 11|a\ ox b* ox; ox, b\ ox; D, b\ ox,éx,
2 2
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2. \? 2 A2 2 \? 2 )2
a 0w +2v2,6v2v6v2v+i3 avzv +4D66 0w & dx, . (.17)
a oy ox; a \ o @D, \ o, ox,

denklemi elde edilmis olur. Burada integral (x,,x,) eksen takimina gére yapildigi igin
integral alma iglemi 1/2 ile —1/2 aralifinda olmaktadir.

3.2.3 Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk I¢in i¢ Potansiyel Enerji
Yine ince kabuklar i¢in diizlem gerilme hali g6z 6niine alindifinda sekil degistirme enerjisi

U, =% [(cie,+ 0,0, +04e0)dV : (3.18)

olarak verilir. Bu ifadedeki gerilmeler sekil degistirmeler cinsiden yazilirsa birim alan igin i¢
potansiyel enerji bulunabilir. Sekil 3.7 de goriildigi tizere dX, uzunlufu X, eksenine
bagimli olarak deBismektedir. Bu yiizden X, eksenine gore dikkate alinan s6z konusu birim

mesafenin dncelikle bu degisim dikkate alinarak tanimlanmasi gerekli olacaktir. Orta diizlem
i¢in alinan birim uvzunluklar Sekil 3.6 da g6sterilmistir.

Sekil 3.6 Dairesel silindirik kabukta ele alinan birim eleman.
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Sekil 3.7 X, tin degisimiyle dX, deki degisim.
Benzerlikten yararlanarak dX, nin defisimi X, cinsinden ifade edilirse
ax, =% X (3.19)

esitligi elde edilir. Bu baginti kullamilarak orta yiizeyi birim alanli bir kabuk pargasimn ig
potansiyel enerji ifadesi agagidaki gibi elde edilir:

U, =-;— | (Gle1+0'2e2+0'6e6)(1—£)d)(3 (3.20)
i r
15[ X
U= [| g4 22 g0 4 "m e22+G12.e62](l——3)dX3
2 5] I=vppvy 1-v,vy 1=vyvy r
U__lﬁﬂ By (_U_’_W”X3)2+2 VioFn (Q;W”Xs) VW WX,
! 24/ l-vgyu\r 7 l-vpy,\r ¥ Nr r r*

r r?

. - 2 . , ., 2
By (_V__Z_W)Q) +G12.(2+V(r2X3)_2WX3J}(l_é)
r r
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3 4 2 3 3

r? v r r’ r r r

v, =L I[ E, (U” L UW'X, WX J+ 5 _Enti (U’V UW _UWX, WVX,
, . .
2 1-v,v,,

WwX, WWz E, (V* w* W*X} VW _VWX, _WWZX,
+ + St t——5— -2 52— +2——

3 4 2 2 2
1-v. v, \r r r ¥ ¥ r
r r 1221

72 1200 2 (712 2 274l O N 7 (e
+G12(’qz_+V r 4X3) +4.W 3(3 +2.UV(’”3 X3)—4'UWI3X3 _4'V'W(r 4X3)X3J]
¥ 14 7 7 ’ -
.(1-£)dX3
r
(3.21)

Yukaridaki (3.14) bagntisinda gorillen (1-X,/r) ifadesi koseli parantez igine alinrsa

asagidaki sonug elde edilir:
% 2 2 " r vy 2 ”2 2 72 3
Un=’l‘j E, U2 U 3X3_2.U'W3X3 +2.U'W4X3 +W 4X3 w 5,\’3
25| 1-vpv, \ 7 r r r r r

E,v, (UV UVX, UW UWX, UWX, UWX}?> WYX
Y Wi /A4 ¥ _ 3 _ _ 3 4 il 3
1=v vy, \ F r r r r’ r r’
WX WWX, WWX? WWX? WWX;
+ rEE 3 n + 4 4 5
4 r r r r
o B K‘Z__Vz)c;+W_2_W2X3+W2X32_W2X33_2VW+2VWX3_2VWX3
I-vv, | 2 r r r v TP T
12721

+2

r2 r3 l"4 rS r4

Ul_UX, vt verx, ,vrx,
4 3 4 :

. ) A,
VWX: WX, |, WX, ) G (
ld 14 r

12 v 2 2y 2 :2X3 (12 2 (712 3 Tt gt iyt
2y ‘F 4 ;X3 4 = s 4X3 —4Y 5X3 +2.UT; -2.UV3X3—-2.UV3X3
r r 14 14 r r ¥ ¥
Tt 2 507745 ity 2 v irt 2 744 2 7t v 3
+2.UV4X3 -4.UW3X3+4.UW4X3 —4.V'WTX3+4.V'W4X3 +4.V'W4X3~ -4.V'W5X3)
r r r r r ¥ r )

2 ] 3 " y3 L7 7 3
v, =L _L(_IJTX3+2.U7’ S .? ]+z. Enti (UZ x,- U 5, UW X
2{1~v,v, \ 7 r 3 r 3 I-vyv, \ 7 r r 3
5 v 3 3 7oy 3 72 2 72 y 3 7
+W:V X, _W:W X, +W:W X3 + E, —V:Z—X3 +W_2X“3 +z2_£_2.£/_W2_X3
r 3 r 3 r 3 1-v,v, \ r r° 3 r
o e 3 se 3 %) ” 2 X3 2 y3 ;712 3
+2-V14’VX3 —Z.W?/X3 G, _UTX3 -{-L/vz—)(3-}-2,V4 3 +V4 3 +4.VV4 %
r 3 r 3 r r r 3 r 3 r 3

£

2

+2.——X, +2. +4.

7'2

ov' ov'x;)  Uw'x; Vw'Xxy VW X})
n +4.—; y +4.—;
3 ¥ 3 r 3 r 3

r

=3
2
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12 n .3 n2 3 t 7 43
v, <L _Eu (U2 t+2.U'IZ/ t +W4 £, EaVi UVt U'ZVHUTVz +W:V_t_
2| 1=vpvy \ r P12 12 vy, r 12 12
. s e s s e .
W'Z/Vt AR (_sz LY Ly LAY LA
A 2 is vovuk P A 12 A2 T2
2 1”2 12 3 12 12 .3 st 7t 43 ‘st 43
+G, U2 AP A s £ IV LI AP LAY LA
¥ ¥ r 12 r 12 r 12 r r' 12 r12
7t .3 rre 3
YW E YW
12 r 12
E
U, =L It 1oy, lﬂt—l(ZU’V —wmyei— Lt g opy ey
21-v,v, r 21-v,v, ¥ 21-vyv, 1
E 3 .
LY SO 20V V™) 4 LB, 1 Louwrewyl _Letel 1oy
2 212(1—vpvy) r 212(0=v,v,) r
W+ 2UW 20 W) + nt L 07 + 297 — 2wy
212(1 ViVy) 7
1G12t 1 2 12 ’ ]
515 —@r +AW" + 22UV + 4UW' +8V'W")
}"
E,t E,t . .. i .
; _l—--—lz—(U'2)+l——2-2—i2(2U'Vv12 —2UW v, +V? —20W +W?) +lc;12ti2(U2
21-v,v, r 21-v,v, ¥ 2 r
f 2 E'llt3 7144 n2 1 E22t3
20V V7Y 4 4(2UW +W")+ (2W"Vv12+2W”Wv12
212(1—v,,vy) 7 212(1-v,v,,) r*
+2UW v, —2W W v, + W +20W - 2WW)+—1-G1122t 1(3V’2+4W’2+2UV'+4UW'+8V'W)
Asagida verilen
E. P E,t G,
D, = llvz Dy, = 22V 7~ D = ;22
12(1-22- 12(1-21)
e e

doniistimleri kullanilarak i¢ potansiyel enerji ifadesi diizenlenirse |

112

12D, 1 —(2U'V Vi —2UW v, +V? ~ 2VW+W2)+E —I—(U2+2UV’+V'2)

: (Ul2)
r

1
11:5 £
+; " 4(2U'W"+W"2)+ D, 4(2W"Vv12+2W"Wv,2+2U'Wv12—2W”Wv‘2+W2+2VW 20W)

1 112D, 1
t

+%D66—4(3V'2 AW + 20V + AUW' + VW)
r

(3.22)

olarak bulunur. Boyutsuz ifadeler u=U/r, v=V/r, w=W /r olarak tanimlanmustir.
Boyutsuz ifadeler kullamlip ortotrop dairesel silindirik kabuk igin i¢ potansiyel enerji ifadesi
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yeniden diizenlenirse izleyen bagint1 elde edilir:

2D 12D
U, = ;l = L)+ l —ZQ2uVv, —2u'wy, +V° - 20w +w? )+%i—2D66(u +2uv +v"?)
+':12"Du — Qu'w" + w”z) +%D22 —12—(2w”1’)v12 +2WNV, + 2u v, = 2WTwy, W+ 29T — 2wip)
r r
1

D, i2(3v'2 + 4w + 20" + daw’ + 8v'W')
Id

(3.23)

Birim alan i¢in olan bu ifade ylizey alam boyunca integre edilince tiim hacim igin ig
potansiyel enerji elde edilebilir. Dairesel silindirik kabuk i¢in alan elemam izleyen sekildedir:

Alan =r.dX,.dX,
Yukaridaki ifade boyutsuz eksen takimina gére diizenlenirse
Alan =r.dx,.(r.dx,) = r*.dx, .dx,

olarak elde edilir.

3.3 Kinetik Enerji
3.3.1 Kiris I¢in Kinetik Enerji
Kiris i¢in kinetik enerji ifadesi izleyen sekilde verilir:

Vj (—-—dW (X0 ) (3.24)

o

dt
W(X,.0)=W(X,)e™

Hacme gore integrasyon islemi yapilirsa kinetik enerji denklemi

s z
T=%,;J‘J‘J'(M) dX, dX, dX,

333\
1 Saw(x,0Y
T==pbh [| 20D gy
2P -!( dt ) !
1 Rawx,pY
T=-pd [| L2200 gy
2P _J;( dt ) !
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1 wx)e™
—EPA_.[( ) 1
1k N
T=§pA__[(a)W(X)e ‘) dx, (3.25)
olarak elde edilir.

Boyutsuz ifadeler x, =X, /a, dx, =dX,/a, w(x,,x,)=W(X,,X,)/a olarak tanimlanmstir.
Boyutsuz ifadeler kullamlarak maksimum kinetik enerji izleyen sekilde elde edilir:

33
T= !“;—" [o*wiax, (3.26)
=l

Buradaki p birim hacim kiitlesini, @ dogal frekans1 gdstermektedir.

3.3.2 Ortotrop Plak I¢in Kinetik Enerji
Boyutlu biiytikliiklerle plak i¢in kinetik enerji ifadesi

W2dX,dx, (3.27)

N
Lo—
N [

I
LSRN
N}&

seklinde verilmistir, (Szilard, 1974). Boyutsuz biiyiikler burada da kullanilirsa kinetik enerji

bu durumda
1
a3b tmz 2 2
T=—';— [ [ whabn, i, (3.28)

N | =
8|

seklinde elde edilir. Denklemlerde p plak birim hacim kiitlesini, @ plak dogal frekansi, ¢
plak kalinlifimi g6stermektedir.

3.3.3 Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk I¢in Kinetik Eneriji
Orta ylizeyi birim alanh olan dairesel silindirik bir kabuk pargas i¢in kinetik enerji bagntist
izleyen gekilde verilir:
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duY (avY (awY |, X, .
[(717) %) ) }“‘7"“3 e

o~

T =—1-pco2 EI[UZ +V? +W2](1—£(i)dX
) i r ?

t
__1 21[yr2 2 2 X32 2
=5 PO [0+ +W ](Xf?;

-1

2

1 t 7 t 7
T=—pat[U?+v2+w? | L ||| L
! 2”“’[ ]2 87 2 8r
Tl=—;-pa)2|:U2+V2+W2]t

Elde edilen bagintida goriildiigii iizere (l—é) carpaninin  herhangi bir etkisi mevcut
r

degildir. Orta yiizeyi birim alanl1 olan bir kabuk pagasi i¢in bulunan bu ifadedeki U, V, W yer
degistirmeleri boyutsuz hale getirelecektir. Boyutsuz ifadeleru=U/r, v=V/r,

w=W /rolarak tammlanmustir. Boyutsuz ifadeler kullamlip kinetik enerji yeniden
diizenlenirse agagidaki baginti elde edilir:

1 2.2 2 2 2
T=—pto’'rlu+v+w 3.30
1 2/0 [ :I (3.30)

3.4 Ritz Metodu

Bir varyasyon problemi seklinde ifade edilebilen fizik ve teknik problemlerinin analitik
g¢oziimlerinde, Euler diferansiyel denklemini ¢6zmek ve bulunmus bu ¢6ziimii siur sartlarma
uygun hale getirmek bir ¢ok giigliikler dogurmakta ve bu, sadece en basit hallerde kesin
olarak miimkiin olmaktadir. Bu sebeple, ortaya gikan diferansiyel denklemin bu sinir deger
problemini, yaklasik olarak ¢bzmek miimkiin olabilir. Diger taraftan bir varyasyon
probleminde, Euler diferansiyel denklemi tiizerinden dolagmaksizin, dogrudan ¢6zim
yapilabilir. Bu, varyasyon hesabinin direkt metotlarindan biri olan Ritz metodu ile

gergeklesebilir. S6z konusu metod basit bir varyasyon problemi iizerinde uygulanarak
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aciklanabilir. a ve b noktalarinda siur sartlari saglayan bir x,(x,) fonksiyonunun

belirlenmesi isteniyor. Oyle ki, bu fonksiyon
b
F <x,>= [ f(x,%,%)dx (3.31)

integralini ekstremum yapsin. Burada diferansiyel ve integral denklemlerde oldugu gibi,
aranan fonksiyonu bir seriye agma sekli diigiiniilebilir. Yalmz bu amagla bir kuvvet serisi veya
Fourier agilimi yapmaktansa, problem igip uygun olan fonksiyonlarin seg¢ilmesine
calisilacaktir. Bunun igin tek ve yeter sart olarak bu fonksiyonlarin problemin sinir sartlarim
gergeklemesi aranacaktir. Bu duruma gore aranan x,(x;) fonksiyonu, agagidaki gibi

gosterilebilir: !

X%, (5) = GO (5) + €0, (8) + e 6,0,(%) (3.32)

burada ¢,(x,) ler, geometrik simr sartlarimi saglayan fakat bunun haricinde tamamen keyfi
olan fonksiyonlar ve ¢, ler de aranan sabitlerdir. x, (x;) i¢in kabul edilen bu ifade F <x, >

de yerine yazilacak olursa sadece c; lerin bir fonksiyonu olan
b
F(615C35C350nnnn,) = [ [T, %, (5,5, ()], (3.33)

elde edilir. Eger F yi ekstremum yapan ¢, lerin degerleri aramiyorsa F nin ¢, lere gore

kismi tiirevleri sifir olmak zorundadir.

Lo, L o o (3.34)
oc, Oc, dc,

Bu denklemlerden elde edilen ¢, degerleri x, () ifadesinde yerine yazilacak olursa aranan
fonksiyon bulunmus olur. Burada x, (x;) fonksiyonundaki terim sayisi arttirilirsa elde edilen
F <x, > degeri genelde gergek sonuca yaklagir.

Bu ¢alismada varyasyon hesabi yapilacak biyiikliikler u, v, w yer degistirme fonksiyonlardir.
Bu yer degistirme fonksiyonlarinin tammlanmasi gereklidir. Bu tanimlama yapilirken segilen

yer degistirme fonksiyonlarimin geometrik sinir sartlarim gergeklemesi sarti aranir. Ancak bu
calismada geometrik smir sartlarimin  saglanmasi Lagrange carpanlar1  kullamilarak
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gergeklestirilmistir. Boylelikle herhangi bir kosul gozetmeksizin f(x,)=a,.x,’ seklindeki
polinomlar kullanilabilmektedir. Bu fonksiyon igindeki a, katsayillari baglangigta

bilinmemektedir. Toplam potansiyel enerji bu yer degistirme  denklemi kullanarak
tammlanirsa U =U(q,,a,,4;,......a,) seklini alir. Daha sonra minimum sarti kullanilirsa

2(-£=0 seklinde bilinmeyen katsayi sayisinca denklem elde edilir. Elde edilen denklem

oa,

takimi kullamlarak bilinmeyen katsayilar bulunabilir. Coziimde kullanilan yer degistirme
fonksiyonu her problem i¢in ayr1 ayr1 tanimlanmgtir.

3.5 Lagrange Carpanlari

Kistthiliklar g6z 6niine alinarak lineer esitliklerin minimizasyonu :

Yer degistirme fonksiyonlar1 belirlenirken, fonksiyonlarin geometrik- smnir kosullarim
saglamas1 gerekir. Bu sarta haiz bir fonksiyon kolaylikla belirlenebilir. Ancak su
unutulmamalidir ki yer degistirme fonksiyonu smir sartlarina bagimhdir ve sinir sartlan
degistigi zaman yer degistirme fonksiyonu artik kullanilamaz hale gelecektir. Bu durumda
yeni smur kosullart igin yer degistirme fonksiyonu belirlenmesi gerekecektir. Lagrange
carpanlari burada 6nem kazanmaktadir. Lagrange ¢arpanlari kullanilarak mesnet sartlarinin

degisimi ve mesnet yerlerinin degisimi ¢ok rahatlikla incelenebilir.

Fonksiyonellerin minimizasyonu ikincil (subsidary) kosullar1 ihtiva edebilir. Bunlara kisitlilik

kosullan adi1 verilir.

Bir fonksiyonelin verilen kisitlilik kogullar1 altinda minimumunu bulma problemi géz Sniine

alinsin. Fonksiyonel

o

I(wy= [L(t,w, W)t (3.35)
4

ve kisitlilik kosulu

Gw,w)=0 (3.36)

olsun. Ilave olarak w problemin belirli siur kogsullarim (geometrik simr kosullarini)
saglamalidir. Kisith minimizasyon probleminde kabul edilebilir fonksiyonlar belirlenmis simr
kosullarim1 saglamals, kisitlilik kosullarini saglamals, yeteri derecede siirekli olmalidir. Ayrica,
kabul edilebilir varyasyonlar kisithlik kosullar1 bozulmayacak sekilde olmalidir.
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Burada lineer esitlik kisitliliklan ile birlikte bir fonksiyonelin minimizasyonu i¢in Lagrange

carpanlar1 metodu kullamilacaktir. Lagrange carpanlart metodu, w ve £ nm, degistirilmis

fonksiyonelin birinci varyasyonunun sifira esitlenmesiyle ¢oziim elde edilmesi seklinde goz

Oniine alinabilir. Degistirilmis fonksiyonel

I'(w,8) = 100+ [A,G, (v, W)l

I'w,f)= t]{L(t, w,w)+ B,G(w,w')} dt (337

olmaktadir. Burada S, nokta mesnetlerdeki reaksiyon kuvvetleri olup, f,G,(w,w') ise goz

Oniine alinan andaki mesnet kuvvetlerine iligkin potansiyel olarak isimlendirilebilir. Buradaki
problem i¢in G(w,w") fonksiyonu

G(w,w)=B,w,(x,,%,) k=1,2,3,4 olarak tariflenebilir. Bu durumda I° fonksiyonelinin
minimizasyonu i¢in

oL+ B,w,) (3.38)
o4, '

ile birlikte

oL+ p,w,) (3.39)
OB,

denklemlerinden yararlanilir.

Ogzetle, yer degistirme fonksiyonu serbest eleman i¢in, yani herhangi bir kisitlayict siur sarti
aranmayan bir eleman igin belirlenir ve segilen bu fonksiyon igin ¢dziime gidilebilir. Bu
¢alismada kenarlarda nokta mesnet kullanilarak, bu noktalardaki yer degigtirmeler
tutulmustur. Bu sebeple bu noktalardaki reaksiyon kuvvetlerinin yapmis oldugu isin sifir
olmas: gerekir. Bu noktalar tutulu olamadifi zaman s5z konusu noktalarin yapacag: diisey
deplasman serbest eleman igin segilen yer degistirme fonksiyonunun o noktadaki degerine

esittir. Bu deger bir S, degeri ile garpilip mevcut fonksiyonele eklenirse tutulu bir sistem igin

degistirilmis fonksiyonel elde edilebilir.
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4. KURAMSAL CALISMA

4.1 Kiris I¢in Kuramsal Cahsma
Degistirilmis fonksiyonelin minimizasyonundan

U-T+G) _, dU-T+G)
a4, 9B

=0 4.1)

olmalidir. U ig potansiyel enerji, T kinetik enerji, G mesnet kuvvetlerine iligkin potansiyel
olarak tanimlanir. Kiris igin i =0,1,2,...m k=1,2 olmaktadir.
G mesnet kuvvetlerine iligkin potansiyel (kisitlilik kogulu)

G = B, w(-0.5)+ B,.w(0.5)

olarak tanimlanmgtir. Elde edilen enerji bagintilar: yerlerine yazilirsa

a{ j(d w) dx, — ”A“ Imzwzdx + B, w(=0.5)+ B, .w(. 5)}

dxz
:0’
o4,
a[za_l ‘(ZZ) dx, — /’A" jwzwzazx + B,w(=0.5) + B,. (0. S)J
=0 42)

b,

bagmtilan elde edilir. Ifadeyi daha sade hale getirmek igin bagintilardaki tiim terimler % ile

pAa’e?
EI

carpilir, =1 ve B, % = f3, doniigiimlerini yapilirsa

GLI(Z; ) dx, — A2 jwzdx + B, m(=0.5) + B,.w(0. 5)]

L=,
o4,

M Jd"‘ ﬂszzd’f +'51W(-05)+ﬂ2W(05)}
| %,

=0 (4.3)

bagintilar elde edilir.
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Sayisal ¢6ziimleme yapmak i¢in se¢ilen yer degistirme fonksiyonu m =2 igin

w= 4y + 4%, + 4x”

seklinde ii¢ terimli bir polinom alinacaktir. Terim sayisini arttrmanin sonuglar1 daha da
hassas hale getirecegi aciktir. Ancak bu durumda islem yiikii artacaktir. Burada segilen w

fonksiyonu yerine yazilir ve isleme izleyen sekilde devam edilirse

6]’{[61’2(140 +Ax1+A2x1 )] 22(A0+AIXI+AZX‘2)2}J},

o4,

i

+

6[,81.(A0 + A4 (-0.5)+ 4,(—0.5)% )+ B,.( 4 + 4(0.5) +A2(0.5)2)]

b

04,
a]'{[dz(Ao +Axl+A X, )} /12(A0+A1x1+A2x12)2}d¥1
3 +
OB,
6[ﬂ1.(A0 + 4,(=0.5)+ 4,(-0.5)" ) + /32.(/10 +A1(0.5)+A2(0.5)2)]
9B, B
a]{(zAz) — 22 (4, + Ax, + A,%2) }abcl + B4y + 4,(-0.5)+ 4,(-0.5)° )+ B,.( 4, + 4,(0.5) + 4,(0.5)°)
2 6141 - 0’
d ]'{(2/12) — 224y + Ax, + 4% }dx, + B4y + 4,(0.5)+ 4,(-0.5)°) + B,.( 4, + 4,(0.5)+ 4,(0.5))
Es =0
B,

seklinde bagntilar elde edilir. Cozlim igin 4, ve g, bilinmeyen katsayilarma goére tlirev

alinirsa
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T =0= Jj A2 Ay A+ A2Y diy + 4y =
W:o: j —AP2( Ay + Ax, + A% ) x, de, +(=0.5).8,+(0.5).8, =
éﬁgf_@zoﬁ j A, = A2 Ay + Ax, + Ayx2Y x5 dx, +(=0.5)2. B, +(0.5)%.8, =
8(U-T +G) 2

6—,81—=0 (4, + 4,(-0.5)+ 4,(-0.5) ) =

(U -T+G) 2

_@32_'=0:> (4 +4,0.5)+ 4,(0.5)) =

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerdeki integrasyon iglemleri yapilirsa,

4.4

dU-T+G)
o4,

(U ~T +G)
o4,

dU-T+G)
04,

oW-T+G)
op;

oU-T+G)
0B,

=0= ~A"2(4 7 X +4

3

2 3
—0 = —222(4x, +A*T"‘+142—;‘1—)

£
2

=0=> 4,—0.54+0.254,=0

=0= 4,+0.54+0.254,=0

2

+Az"‘)

3 4 5 2
=0=> 84x—122(4%+A,%+A25§-)

2

32 42 -
=22y + L)+ i+ f, =0

=-2%2(4, —)+(—0 5).5,+(0.5).8, =

=84, —,122(4,52? AZ%) +(-0.5)>.5+0.5’ B, =

ifadeleri elde edilir. A* koklerinin bulunabilmesi igin yukaridaki ifadeler

—

_ 2
o2 0 2
6
_ 2
o 2 9
6
a2 2
e g A
6 40
1 —1/2  1/4
1 w2 4

-1/2 1/2

J 1/4 1/4

0 0
0 0

S O O O O

4.5)

olarak matris formunda diizenlenir. 4,, B, bilinmeyen katsayilarmin hepsinin birden sifir

etmesi miimkiin olmadifindan, frivial olmayan bir ¢oziim i¢in katsayilar matrisinin

determinanti sifir olmalidir. Matrisin determinanti sifira egitlenirse (4.3) denklemini



25

gercekleyen A° kokleri bulunabilir. Sonraki adimda bulunan A kokleri sirasiyla (4.3)
denkleminde yerine yazilir, katsayilardan biri igin belli bir deger secilirse 4,5,

biiinmeyenleri secilen degere bagli olarak elde edilir. Sonucta (4.3) deki katsayilar matrisinin
determinanti alinirsa
2'2

-—+8=0
15

A2 =120
A =%10.9545

sonucu bulunur. Buradaki eksi isaretli kokiin herhangi ‘bir fiziksel anlam yoktur. Sonugcta
A=10.955 bulunur. Ug terim kullanilarak bulunan bu deger kokiin gergek degeri olan
9.8696’ya olduk¢a yakindir. Terim sayisim arttirdikca bu gergek degere daha da ¢ok

yaklagilir. Cizelge 1 de ¢oziime esas alinan denklemdeki terim sayisma gore elde edilen

sonuglarin kargilagtirilmast goriilmektedir.

Cizelge 1 Terim sayisinin sonuglar {izerindeki etkisi

Terim | Determinant | A kékleri

sayist | boyutu
3 5x5 10.9544512
4 6x6 10.9544512
5 7x7 9.8725271
6 8x8 9.8725271
7 9x9 9.8696057
8 10x10 9.8696057
16 18x18 9.8696044

Elde edilen sonuglarda goriildiigii gibi, terim sayisinin ikiger ikiser artmasi sonug iizerinde
etkili olmaktadir. Burada kullanilan A degeri simetrik bir mod sekli i¢in gegerlidir. Bu yiizden
denklemde kullanilan iissii tek say1 olan terimlerin ¢6ziime herhangi bir etkisi olmamaktadir.
Simetrik modlar i¢in bu degerler denklemden c¢ikarilirsa islem hacmi azalmakta ayrica
yakinsama daha hizli olmaktadir. Bu durumda kullamlan yer degistirme fonksiyonu

Ax, i=0,2,4,6... seklinde olacaktir. Antisimetrik mod degerleri i¢in yer degistirme

fonksiyonu Ax’, i=1,3,5,7...seklini alr.



26

4.2 Ortotrop Plak i¢in Kuramsal Calisma
Plakta sayisal ¢6ziimleme yapmak i¢in secilen yer degistirme fonksiyonu

M
w(x,%,) =D A, %" %" (4.6)

m=0
olarak alinmigtir, (Narita, 1984). Degistirilmis fonksiyonelin minimizasyonundan,

dU-T+G) _, dU-T+G)_,
o4,, ’ op,

4.7)

olmalidir. Burada U i¢ potansiyel enerji, 7' kinetik enerji, G mesnet kuvvetlerine iligkin
potansiyel (kisitlilik kosulu) olmaktadirlar.

G mesnet kuvvetlerine iligkin potansiyel (kisitlilik kosulu)
G = ,.w(-0.5,-0.5) + B,.w(0.5,-0.5) + f,.w(-0.5,0.5) + ,.w(0.5,0.5)

olarak tanimlanmugtir. Elde edilen enerji ifadelerini denklemlerde yerlerine yazilirsa

11 3 4 ) 11
D, %% (Pw) 2v, Pwdw e (0'w) 4Dy [ &w _dbpta® 2%,
% _{_{ o) e awad Tol\a2 ) Tan,\mmas ) [T 2 _{_{w‘b“dxz
2 2 2 2
o4,
N B,.w(-0.5,-0.5) N B, w(0.5,-0.5) y B, w(—0.5,0.5) . B,.w(0.5,0.5) .
% - 0A,, OA,y o4,,
D, +i[ (owY 2, o'we? owY)  4Dy( ow Y bprat 3
3l Bu w 2 OWow, eiow 66 w _e 2
2 _I_I[“(ax] e axfa’[axi Faby\aman) [ | [
2 2 2 2
0B,
N B,.w(-0.5,-0.5) . B,w(0.5,—0.5) N B, w(=0.5,0.5) N B,.w(0.5,0.5) 0 “8)
aﬂk aﬂk aﬂk aﬂk
4 2
denklemleri elde edilir. (4.8) denklemlerindeki tiim terimler ile carpilip, 249 _ 42
n& 1

ve ,Bk % = f3, doniistimleri yapilirsa denklemler
11
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11

2. \2 L) 2. \2 2 2 22
) JEALELUNET (Y BTN TR | VPR § PPPY

Ox; a” Ox; Ox; a \ ox, a’D,, \ ox, ox, 1

2

[

1
2
9| |

DO | e

1
2

o4,
N B, :w(~=0.5,-0.5) + S, . w(0.5,-0.5) N S3w(-0.5,0.5) + B, w(0.5,0.5) 0
04, o4,, 04,, o4,
% % 2. \? 2. A2 2. \2 2 2 % %
o [\ 57+ o o arl o | o oo | | =22 [ [ wasa,
1 1|\ 9% a’ ox ox, a| ox, a’D,, \ &x, 0x, 11
"2 2 272
op,
+ﬁ1-w("'0-5= -0.5) + B, w(0.5,-0.5) + S, w(-0.5,0.5) + B,.w(0.5,0.5) =O .9)

0B, B, 9B, B,

seklini alir. Kismi tiirev islemleri yapilirsa mxn+4 adet homojen denklem elde edilir. Elde
edilen denklem takimi w yer degistirme denklemleri yerlerine konulup sayisal olarak
¢ozlimlenirse A kokleri ve g, degerleri bulunur.

43 Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk I¢in Kuramsal Calisma
Kabukta sayisal ¢6ziimleme yapmak i¢in segilen yer degistirme fonksiyonlari

u=Ax'x,
v=Bx'x, (4.10)

w=Cx/'x)
seklindedir. Degistirilmis fonksiyonelin minimizasyonundan

U-T+G) _, dU-T+G)
04, © OB

i

6(U—T+G)_0 6(U—T+G)_0
ac, ’ ap,

=0, @.11)

olmalidir. Burada, U i¢ potansiyel enerji, T kinetik enerji, G mesnet kuvvetlerine iligkin
potansiyel (kisitlilik kosulu) olmaktadirlar.

G mesnet kuvvetlerine iliskin potansiyel (kisitlilik kogulu)
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-0 ! -0 -1 @ -l 0

G=,31-W(2 )+ﬁ2 ( )+ﬂ3 ( )+ﬂ4‘u(§79—é—)+ﬁ5’w(§;a§)+ﬂ6‘u(5:'2—)
- -1 -0
ﬁ7'w(§97)+ﬂ8’u(§37)

olarak tanimlanmistir. Sonug olarak sistemin ¢6ziimiinde kullanilacak olan enerji denklemi
asagidaki elde edilir.

U-T+G=

6 1
2 2r
J.J.B 12‘D“( )+ 112D22 22UV, = 2u'wy, +9 = 20w+ w )+%-1t—2—D66(u +2iv' +v'%)
R

22

+;Du —(2u'w" +w"2)+ D2 (2w VY, + 20NV, + 20V, = 20wy, + 5 4+ 201 — 2w i)
1 3 .2 . . 2.2

+§D“—2(3v + 4™ + 20V + 4ai + 8V W) — ptw P [u? v 4w ]] r2dx,dx, +

I -6
ﬂl‘w(z )+ﬂ2 o’ )"'ﬂs ( )+ﬂ4‘u(§7’7)+ﬂ ( )"‘ﬂs ( = )"‘

IB’I 'w(_z_;a _2'_) + ﬁs u('279 7)
(4.12)

Elde edilen (4.12) denkleminin 4, C, Langrange carpanlarina gore kismi tiirevleri sifira

y’

esit olmalidir. Bu ifadeler islemlerde kolaylik olmasi agisindan ayr1 ayr ele alinirsa

——‘ZU“ ;12 N L) .. )+“2?“ 242y 9 22
A‘j £ dA?'] dA’] dA’I 2.t dAij dAfj 4.13
(4.13)
liz(DuZw du +2D22vuv‘f)£li-]+lD66 iz(w_le
2 i i 2 dA’]
CLIR Yl YLD, LA ), S FRL -3 YL L.
B, 21 dB, dB, dB, | 2t B, ~ dB,
4.14)
(
FLIY P B op w2 +L1p,Llev Wit D 0q
2r dB, B, | 2 “r*\ " daB,  dB,  dB
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o, OUu 1120 5p s oDy 42w | L L oD op W
ac, 27 dc, dc, a, | dc, dc,
div div . dw i " '
+2D. -2D —t+Ww—|+2D +2D,v,,v—+2D, W—t W —
=Y e, ”( ac, "V ac, J =V gc, AP ge 2 Pt (W a, " dc,j]
+2D,,v,u' — il —2D,v,|w id +w”ﬂ +lD66L2 4u il +8v i +8w' s
dc, ac,  dc, || 2 %7\ "dc,  dc, ' dc,
(4.15)
Oh _1 2 onrr0y b (4.16)
o4, 2 o4,
L _1 e hnray 4.17)
0B, 2 0B,
N _1 o onrraw 4.18)
oC, 2 24,

seklinde elde edilir. Ifadeler birlestirilirse 4; ye gbre kismi tiirevden

oU-T+G)
a4,

;1’2 (D“2 Dy 2D ]+;12?“ 2022 4 2y du}
. d4, d4, 4 ¢ 4, dd

=0

] FOSERSIL
'%"[-Lt-—.m"'

2r y i dAy i
[ 0 l -0
.\ ﬁzu(ga‘z‘) ﬂ4~u(2 ) . Psu ( ) ﬂs ( ) -

+
a4, a, 77 Z
olarak elde edilir. Yukaridaki 1/2 ortak garpam sadelestirilir ve ifade 1/ D, le ¢arpilirsa

=

227 1 ' 2 .

II 1272 ( +2ev, 9 du ~ev,w du ]+12: Dy, 2% di Loy di J
dAy dA, d4, t° D, d4, d4,

11 du' Ldu )1 , du 1 du
+—'——[Dn 2w dAz +2D22V12W2A1—]+ 5 D66 r2 [4 ] (sz phrzzua—}}erxldxz
-1 8

=0

+[2w"d—”'+2evuw i’ J+ Des (4»&' di ]—(sz phr42u—di) dix,dx, (4.19)
dd, dAy D, d4~f D, dd,
-0
+ﬂz-u(2r )+ﬂ4( ) /)’6 (2 )+ﬂs (2 2) oo
dd, dd, dd, dd,
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bagmtisi elde edilir. Bu bagintida goriildiigii iizere 1/r* Ii terimler sadelesir, ayrica 1/#* 1i

ifadeler r* ile carpilarak r>/f* boyutsuz ifadesi elde edilir, bunlara ilaveten —ID)—21= e

11

Dy,
kisaltmas: yapilabilir. Ayrica — D tetiminin de boyutsuz oldugu goriilmektedir. B, ye gore
11

kismi tiirevden

U-T+G) _,

L

2 2r . . .

[ 1152 20,92 2D, w2 2Dy D | 112D [0 B oy @
53 dB, dB, dB, ) 21 B, " dB,

22
+li2 2D22*y‘1'»ﬂ+2D22v12w"i +— L Dy 12 6v ﬂ-+8w ﬂ+2ud—v
2r dB, aB,) 2 "r dB, dB, dB,

ifadeleri elde edilir. Bir 6nceki tiirev alma igslemlerindeki diizenlemeler tekrarlanirsa

g 1

2.2 - . . 2 ’ ?

J I[l2r ( '——2ew 4 +2ev,u’ & ]_!_1221' Dis (21}1 L +2v & J

33 B, dB, ;)" 7 D,\" dB, ~ 4B,
{ . . ’ ’

] 2082 ooy P | Lesl 6 B gy B Loy B (4.20)
" aB, dB, ] D\ dB, " dB, * 4B,

’
1 av
- -‘——602 phr42v-6—l—B—deIdx2 =0

\ 1 i
C, ye gbre kismi tiirevden

oU-T+G)
oC;

¥

=0
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a 1

2% g !
J'J' 112 —2D22f’ﬂ—2D22V12u'—di+ZDzzW dw 1 1 ~| 2D, ' —— dw +2Duw"—dw
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2 2r
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12D, %2~ 2D, | w2 42D, 52 2Dy, b+ 2 Dy, | e w2
2W c, zz( dc, dcij} V= ic, ViV~ ac, 212 (W ac, w dcy)
-i-2D22vuu'ﬂ—2D22vlz wﬁlw—+ w”ﬂ +— ! — Dy, 12 49— s +8v' o —+ 8 W
dc, dc, ac, )| 2 "r dc, dc, dc,
0 I -0 -l 0 -l -6
1 aw ﬂx-W(‘zﬁaE) Bowe s 50) Bow(s,0) Biw(so =)
~| =&® phr*2w—- || dxdx, + I 2 4 L + r_Z 4 r =0
2 dc, dc, dac, dc, dc,
ifadeleri elde edilir. Bir onceki tiirev alma iglemlerindeki diizenlemeler tekrarlamirsa
g1
2, 2r 2 ” ”
jj 12: (—Zev—d—w——2evnu aw +Zewj1— + 2u'dw +2w"dw +2ew il
PRI dc dc, = dc, ac, ~dc, ~ dc,
e\ w5 D265 D ey 5B v | 5B D
dc, " dc, dc, dc, dc, = dc,
, aw aw' ., adw av' o aw ., dw
+2ev u' ———2ev,| w +w + 4u +8v +8W' ——
dc, dc, = dC Dll dc, ~ dc,  dC,
1 0 -0 9
1 aw ﬂl'w(2_3 ‘2—) ﬂs-w(z—a ‘2_) Bs: ( -’ ) ﬂ7 ( 2
| —a&® phr*2w—- |ldx,dx, + r 2 4 £ + =0
D, dc, dc, dc, dC,j dC,j
4.21)

olarak bulunur. Sonugta (4.14), (4.15) (4.16) denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde

o phr* _ .,
Dll

olarak kisaltilirsa
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=Ei dc, dc, dcy ac,

B PP

dc,” " dc, dc, dc, dc, = dC
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o,
12D

¢ L [ ('2)+1t2—e(2uvv12 —2u'wvy, + 7 20w+ W)+~ (@ + 2" +v'?)

[ 5 s

o3
2 2
+2u'w" + W)+ W'V, + 2wV, + 22UV, — 2W' WV, + W + 20— 2w ib)
op,
+Das 3,2 1 4 4 24"+ i + 8y — 42 [0+ +w* || dudx, +
i1
aﬂk
I @ I 6 -6 —/
ﬂl'w(a;"z")"'ﬂz-u(;ag)"'ﬂs' ( ) ﬂ4 ( 7)'*'135- ( )"‘ﬂs ( a )+
op,
-l -6 -l -0
w—,—)+ —,—
yim W(Zr 5 ) ﬂs-“(zr ) )=0

B,

denklemleri elde edilir. Bundan sonrasinda sayisal ¢oziimleme yapilarak isleme devam
edilebilir.
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S. SAYISAL SONUCLAR

5.1 Kiris I¢in Sayisal Sonuglar

Céziimde esas alman yer degistirme fonksiyonu w= 4,x’ olarak secilmistir. Simetrik modlar
icin yapilan ¢dziimlemede i=0,2,4... olarak, antisimetrik modlar i¢in i=1,3,5... olarak
alimmigtir. w fonksiyonu 8 terimli olarak almip problem ¢oziimlenirse Cizelge 3 teki A

degerleri ve bu A lar igin mod sekilleri elde edilir. S simetrik modlari, A antisimetrik modlan

belirtmektedir. Bulunan A degerleri ile dogal frekanslar arasinda agagidaki bagint1 vardir:

pAa‘e’
EI

=22

(5.1)

Cizelge 2 de bu ¢alismada bulunan A frekans parametreleri ile Timoshenko (1955) tarafindan
verilen A degerlerinin nokta mesnetli kiris i¢in karsilastiriimas: verilmistir.

Cizelge 2 Nokta mesnetli kirislere ait A frekans parametresi degerlerinin kesin sonuglarla

karsilagtirilmasi
Terim | Determinant | S-1 modu A-1 modu | S-2 modu A-2 modu
sayist | boyutu
Sunulan 2 4x4 10.9544512 | 50.1996078 - -
Calisma 3 5%5 9.8725271 | 39.6455612 | 131.8124926 | 276.0221553
4 6x6 9.8696057 | 39.4791336 | 90.3369707 | 164.5755286
8 10x10 9.8696044 | 39.4784176 | 88.8264396 | 157.9136704
Timoshenko 9.8696044 | 39.4784176 | 88.8264396 | 157.9136704
(1955)

Cizelge 3 Nokta mesnetli kirig i¢in S ve A modlarina ait 4 degerleri

S modu A modu

9,86960 39,47841

88,82643 157,91367

246,74037 355,30865

< 484,30497 633,96703
852,71802 1084,43946

1912,77903 2453,76685
10061,65556 12958,39826
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0.03F
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0.015
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-0.4 0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03

Sekil 5.1 4=9,86960 i¢in elde edilen S-I mod sekli.

0.4

0.5

Sekil 5.2 A=39,47841 i¢in elde edilen 4-1 mod gekli.
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Sekil 5.4 2=157,91367 i¢in elde edilen 4-2 mod sekli.
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Sekil 5.6 A=355,30865 i¢in elde edilen 4-3 mod sekli.



38

5.2 Ortotrop Plak I¢in Sayisal Sonuglar

Coziimde kullanilan yer degistirme fonksiyonu
M

w(x,%,) = Z . (5.2)
m=0

seklinde alinmigtir. Yer degistirme fonksiyonu 5 terimli olarak almip problem ¢oziimlenirse
Cizelge 3 teki A degerleri ve bu 1 degerleri igin mod sekilleri elde edilir. Ozel ortotrop olan
nokta mesnetli plakta 4 tip titresim modu bulunmaktadir, bunlar SS, SA, AS, AA olarak
gosterilirler. S simetrik, A antisimetrik anlamina gelmektedir. Frekans denklemlerindeki m ve
n sayilarin tek veya ¢ift olmas: mod seklini tayin etmektedir. Ornegin SA modu x, eksenine
gbre simetrik, x; eksenine gore antisimetriktir. Bu ylizden SA modunda m=0,2,4...n=1,3,5..
seklindedir. m ve n degerleri ne kadar biiyiik segilirse eldé edilen sonuglar gercek degere o

nispette yaklasir. w denklemindeki terim sayisinin artmasma gore elde edilen sonuglar

Cizelge 3 te gosterilmigtir.
71 1 18 I o¢~ Bu g¢aligmada bulunan sonug¢lar
7.1115;
<
7.1112;
7.1109 > .
3 4 5 6

Terim sayisi

| Sekil 5.7 Terim sayisinin sonuglar tlizerindeki etkisi

Sayisal ¢oziimlemede G,,

Eu‘/;

G, ~ (5.3)
? (1, 17e)
seklinde alinmigtir, (Szilard, 1974).
Bulunan A degerleri ile dogal frekanslar arasinda asagidaki baginti vardir:
4 2
plaw _ g (5.4)

Dll
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Cizelge 4 Nokta mesnetli kare plaklara ait A4 frekans parametrelerinin bu ¢alismada ve diger

¢aligmalarda bulunan degerlerinin karsilagtindmasi, v,, =0.3, a=1, e=1.

Terim | Determinant | SS-1 SA(AS)-1 | SS-2 AA-1 SS-3
sayis1 | boyutu
3x3 10x10 7.11179 | 15.77153 | 19.72570 | 38.45861 | 45.55991
4x4 17x17 7.11093 | 15.77028 | 19.59627 | 38.43224 | 44.37619
Sunulan Caligma
5x5 26x26 7.11089 | 15.77022 | 19.59614 | 38.43163 | 44.36968
6x6 3737 7.11088 | 15.77021 | 19.59614 | 38.43155 | 44.36961
Narita (1984) 7.11089 15.7702 | 19.5961 | 38.4316| 44.3696
Venkateswara
7.11088 157702 | 19.5961|  ------ e
Rao et. al. (1973)
Kerstens (1979) 7.15 15.64 19.49 38.62 43.89
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Cizelge 5 Nokta mesnetli Ortotrop Plak igin SS, AA, AS, SA modlarina ait 4 degerleri v,, =0.3

SS modu

° 1.4 1.3 12 1.1 1 0.9 0.8 0.7 0.6
mod
SS-1 bla=1 | 7.6665| 7.5527| 7.4243| 7.2784| 7.1109| 6.9166| 6.6883| 6.4160| 6.0851
SS-1 bla=2 | 2.7494| 2.6511| 2.5477| 2.4385| 23227| 2.1992] 2.0665| 1.9227| 1.7649
SS2 bla=1 | 22.0112| 21.4418] 20.8512] 20.2371| 19.5961| 18.9243| 18.2155| 17.4611| 16.6468
SS2 b/a=2 | 13.8027| 13.6231| 13.4269| 13.2104]| 12.9688| 12.6954| 12.3807] 12.0105] 11.5627
SS-3 bla=1 | 48.8553| 47.8211| 46.7342| 45.5868 | 44.3696| 43.0707| 41.6742| 40.1593| 38.4963
SS-3 b/a=2 | 26.8519| 26.4136] 25.9309| 25.3903 | 24.7733 | 24.0544| 23.2009| 22.1742] 20.9335
AA modu

° 1.4 1.3 12 1.1 1 0.9 0.8 0.7 0.6
mod
AA-1 b/a=1| 41.9332| 41.1757| 40.3495| 39.4400| 38.4316| 37.2973] 36.0046| 34.5062| 32.7321
AA-1 b/a=2| 18.1499| 17.6503| 17.1203] 16.5551| 15.9487| 15.2931| 14.5774| 13.7864| 12.8980
AA-2 bla=1| 77.4307| 75.5176| 73.5255| 71.4452] 69.2654| 66.9710| 64.5413| 61.9460| 59.1371
AA-2 b/a=2 | 44.9747| 44.1258| 43.1886| 42.1456| 40.9746| 39.6473 | 38.1264| 36.3623| 34.2854
AA-3 b/a=1 | 134.0032 ] 131.3602 | 128.5592 | 125.5772 | 122.3846 | 118.9430]115.1999 | 111.0803 | 106.4689
AA-3 bla=2 | 65.5780| 64.2227] 62.8063| 61.3224| 59.7619| 58.1118| 56.3509| 54.4445| 52.3311
AS modu

¢ 1.4 13 12 1.1 1 0.9 0.8 0.7 0.6
mod
AS-1 bla=1| 17.8399| 17.3749| 16.8785| 16.3457| 15.7702] 15.1441] 14.4562| 13.6912] 12.8265
AS-1 b/a=2 | 7.7662| 7.5644| 7.3498| 7.1205| 6.8737] 6.6059| 6.3124| 5.9864| 56180
AS-2 bla=1 | 52.4286| 51.9839| 51.5008| 50.9694| 50.3767| 49.7034| 48.9215| 47.9874| 46.8293
AS-2 bla=2 | 31.6043| 30.7831] 29.9019| 28.9520| 27.9222| 26.7983 | 25.5608| 24.1831| 22.6259
AS-3 bla=1| 86.2517| 84.8963| 83.4707| 81.9638| 80.3609| 78.6413| 76.7739| 74.7075| 72.3467
AS-3 bla=2 | 54.1048| 53.3674| 52.5620| 51.6739| 50.6831| 49.5614| 48.2672| 46.7366| 44.8669
SA modu

° 1.4 1.3 1.2 1.1 1 0.9 0.8 0.7 0.6
mod
SA-1 bla=1| 17.1226| 16.8170| 16.4920] 16.1445| 15.7702| 15.3637| 14.9169| 14.4188| 13.8521
SA-1 b/a=2 | 92386 9.0118] 87662| 8.4989| 82057| 7.8815| 7.5195| 7.1104| 6.6410
SA-2 bla=1 | 58.6615| 56.7856| 54.7900] 52.6599| 50.3767| 47.9169| 452498 | 42.3332] 39.1069
SA2 b/a=2 | 19.9423] 19.4392] 18.9182| 18.3767] 17.8113| 17.2175| 16.5887] 15.9148| 15.1802
SA-3 bla=1 | 89.7673| 87.6067| 85.3319| 82.9243| 80.3609| 77.6118| 74.6379| 71.3860| 67.7806
SA-3 b/a=2 | 41.0099| 40.1643 | 39.2628| 38.2940] 372419| 36.0836| 34.7845| 33.2896| 31.5104
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Sekil 5.8 A=7,1109 igin elde edilen SS—1 mod sekli (e=1).
& =
N 2z ;;55’;;;”’// o
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Sekil 5.9 2=19,5961 igin elde edilen SS -2 mod sekli (e=1).



''''''
Yl -

U AT N . \\«\

VTV \\‘\\\\\:\\\\ 7
T R R

‘\\\\\ \\‘\‘\‘\‘\“\“\’;,;z,;//

S
NS

! Ly
A
"
I

|

0.5
X \\
S

7z SO\ 0 ¢
SRR N

05 5

DRI

LTI

TN/

\‘\\\\\s\\\\\&\‘}&‘ Y
'\

W
3 \\\\\\\\ oSSy
\\\\‘}\‘3 ==/

0.5

05 05

Sekil 5.11 2=38,4316 i¢in elde edilen 44 -1 mod sekli (e=1).
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Sekil 5.12 A=69,2654 i¢in elde edilen 44 -2 mod sekli (e=1).
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Sekil 5.13 A=122,3848 i¢in elde edilen 44~3 mod sekli (e=1).
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Sekil 5.19 2=80,3609 i¢in elde edilen A4S -3 mod sekli (e=1).
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5.3 Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk I¢in Sayisal Sonuglar
Kabukta sayisal ¢6ziimleme igin sekil degistirme fonksiyonlar:

u=A4;x'x’ i=0,2,4,6 j=0,2,4,6
v=Byxix! i=13,57 j=0,2,4,6 (5.5)
w=Cyx'x, i=0,2,4,6 j=1,3,57

seklinde alinmigtir. Yer degistirme fonksiyonlar1 4 terimli olarak alinip problem ¢oziimlenirse
Cizelge 5 teki A degerleri ve bu A degerleri igin kabuk orta ylizeyine gore w yer
degistirmelerini belirten mod sekilleri elde edilir. Ozel ortotrop olan nokta mesnetli kabukta 4
tip titresim modu bulunmaktadir, bunlar SS, SA, AS, AA olarak gésterilirler. S simetrik, A
antisimetrik anlamina gelmektedir.

SS modu x, eksenine gore ve x; eksenine gdre simetriktir. Bu mod sekilleri i¢in

u yer degistirme fonksiyonu i¢in i =1,3,5,7 j=0,2,4,6
v yer degistirme fonksiyonu i¢in i =0,2,4,6 j=1,3,5,7
w yer degistirme fonksiyonu i¢in i =0,2,4,6 j=0,2,4,6

terimleri alinir.

AA modu x, eksenine gore ve x, eksenine gore antisimetriktir. Bu mod gekillerinde

u yer degistirme fonksiyonu i¢in /1 =0,2,4,6 j=1,3,5,7
v yer degistirme fonksiyonu i¢in i =1,3,5,7 j=0,2,4,6
w yer degistirme fonksiyonu igin i =1,3,5,7 j=13,5,7
olarak alinmalidir.

AS modu x, eksenine gore antisimetrik, x;, eksenine gore simetriktir. Bu mod gekillerinde

u yer degistirme fonksiyonu i¢in i =1,3,5,7 j=13,5,7
v yer degistirme fonksiyonu i¢in i =0,2,4,6 j=0,2,4,6.
w yer degistirme fonksiyonu icin i =0,2,4,6 j=1,3,5,7

olarak alinmalidir.



48
SA modu x, eksenine gore simetrik, x, eksenine gore antisimetriktir. Bu mod sekillerinde

u yer degistirme fonksiyonu i¢in i =0,2,4,6 ;j=0,2,4,6
v yer degistirme fonksiyonu i¢in i =1,3,5,7 j=1,3,5,7
w yer degistirme fonksiyonu i¢in i=1,3,5,7 j=0,2,4,6
olarak alinmalidur.

m ve n degerleri ne kadar bliytik segilirse elde edilen sonuglar ger¢cek defere o nispette
yaklagir. Sayisal ¢Oziimlemede kabuk boyuna dogrultusu //r=4 olarak, kabuk egrilik
yarigapinin kabuk kalinligina oramnin karesi /1> =100 olarak alinmugtir. Bulunan A larla
dogal frekanslar arasinda agagidaki bagint: vardir:

2 4
2.9 phr (5.6)
D,
Sayisal ¢oziimlemede G,
Gy m— LY (5.7)
2(1+v21\/1/e)

seklinde alinmigtir (Szilard, 1974).

rR/z

Q=N @=2n/3

Sekil 5.20 Kabukta ele alinan agilarin gosterimi
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Cizelge 6 Nokta mesnetli Ortotrop Dairesel Silindirik Kabuk i¢in SS, AA, AS, SA modlarina

ait 4 degerleri v,, =0.3

r2/2=100 1/r=4

e=0.6 e=0.8 e=1 e=0.6 e=0.8 e=1
SS modlart AA modlari
o SS-1 0.44189 | 0.50303 | 0.55439 AA-1 | 2.58506 |2.92900 | 3.21162
Izls SS-2 | 2.44531 | 2.72656 | 2.97031 AA-2 | 5.25459 | 5.65732 | 5.95439
SS-3 | 6.85156 | 7.53906 | 8.06390 | | AA-3 | 7.00361 | 7.62881 | 8.25674
% SS-1 0.96250 |1.02344 | 1.11719 AA-1 |3.89313 |4.17911 | 4.38818
‘l? SS-2 14.21686 |4.79913 | 5.29327 AA-2 | 5.61747 |6.05414 | 6.38829
8 |sS-3 |7.61151 |8.06586 | 8.40713 AA-3 18.98431 |9.97028 | 10.73868
~ | SS-1 1.30670 | 1.45038 | 1.56207 AA-1 | 4.15721 | 4.44647 | 4.66757
F SS-2 15.33051 |5.76874 | 6.09479 AA-2 | 542953 | 5.80831 | 6.09232
3 SS-3 | 7.94379 | 8.95367 | 9.85406 AA-3 | 11.50665 | 12.44926 | 13.15365
e | SS-1 1.23383 | 1.29681 | 1.33978 AA-1 [ 4.16827 |4.40204 | 4.56625
lt,: SS-2 | 5.84003 | 6.27850 | 6.60358 AA-2 {5.73578 | 6.28038 |6.71761
3 SS-3 12.39642 | 13.719 14.76605 AA-3 | 14.37311 | 15.35773 | 16.13966
AS modlart SA modlan
o AS-1 |[1.45869 | 1.62528 | 1.75760 SA-1 |0.52099 1{0.62433 |0.71844
Izls AS-2 |[4.58604 |5.20575 |5.71698 ‘SA-2 1433682 |4.71271 | 4.99847
AS-3 | 7.14287 | 7.66266 | 8.09967 SA-3 | 6.63467 | 7.12543 | 7.49005
o | AS-1 | 1.74814 | 1.89569 |2.00934 SA-1 141924 |1.63322 | 1.81705
[
‘l? AS-2 |6.58896 | 7.20844 | 7.68890 SA-2 |5.57451 | 6.06266 |6.42826
B | AS-3 | 10.77705 | 12.23627 | 13.47162 SA-3 | 7.79287 |8.33756 | 8.78995
~ | AS-1 | 1.91338 |2.09918 |2.24689 SA-1 |2.42627 |2.73881 |2.99344
:,: AS-2 |7.81299 | 8.37738 | 8.81158 SA-2 | 6.38330 | 6.84037 | 7.16910
S AS-3 [ 15.71963 | 17.67682 | 18.95282 SA-3 ]9.54502 | 10.46073 | 11.20804
o |AS-1 |2.60811 |2.89862 |3.13116 SA-1 |3.17451 | 3.32867 | 3.42938
,lf AS-2 1948877 |10.25274 | 10.86371 SA-2 | 7.88584 | 8.71405 | 9.37726
S AS-3 | 14.73877 | 15.63251 | 16.26141 SA-3 {11.28643 | 11.81146 | 12.17535
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Sekil 5.23 A=8.06390 i¢in elde edilen SS-3 mod sekli(f =7, e=1).
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Sekil 5.24 2=1.33978 i¢in elde edilen SS-7 mod sekli(@=27/3, e=1).

e
/7»’77/// AN

I
i “WZZ?W :
.
i

fi
W

Sekil 5.26 A=14.76605 i¢in elde edilen SS-3 mod sekli(d =27/3, e=1).
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o

Sekil 5.29 A=8.15674 i¢in elde edilen 44-3 mod sekli(@ =7, e=1).



o

Sekil 5.32 A=16.13966 i¢in elde edilen 44-3 mod sekli(@=27/3, e=1).



Sekil 5.35 A=8.09967 i¢in elde edilen 45-3 mod sekli(f =7, e=1).
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Sekil 5.38 A=16.26141 i¢in elde edilen AS-3 mod sekli(@=27/3, e=1).
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Sekil 5.39 A=0.71844 i¢in elde edilen S4-/ mod sekli(f =7z, e=1).
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Sekil 5.41 A=7.49005 i¢in elde edilen S4-3 mod sekli(@ =7, e=1).
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0.5

Sekil 5.44 A=12.17535 i¢in elde edilen S4-3 mod sekli(d =2z/3, e=1).
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6. SONUC

Caligmada, nokta mesnetli kirislerin, nokta mesnetli ortotropik plaklarin ve nokta mesnetli
ortotrop dairesel silindirik kabuklarin titresimlerine ait 6zdegerler ve bu 6zdegerler icin
gecerli mod sekilleri elde edilmistir.

Nokta mesnetli ortotrop dikddrtgen plaklarin dogal frekans degerleri ¢ok sayida ortotropi
parametresi ve iki adet boyut oran1 durumunda, dért mod ailesi igin tablolagtirilmigtir. Her bir

mod ailesi i¢in, ilk {i¢ titresim moduna ait 6zdegerler verilmigtir.

Nokta mesnetli ortotrop silindirik kabuklarin serbest titresim frekanslari ve bu frekans
degerlerine ait mod gekilleri kabuk malzemesinin anizotropisini karakterize eden ozellikler

agisindan incelenmisgtir.

Sayisal ¢oziimlemede kullanilan Ritz metoduyla elde edilen sonuglarin kesin sonuglara iisten
yaklagtign goriilmiistiir. Kullanilan fonksiyonlarin terim sayilarinin arttirilmasinin sonuglarin
yakinsamasinda ¢ok biiyiik etkisinin oldugu goriilmiigtiir. Yakinsamamin ilk birkag terim
artiminda ¢ok hizli ve etkili oldugu goriilmiigtir.
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