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Plak malzemesinde higbir egrisellifin olmadif: ideal durumdaki malzeme sabitleri
Yerel egrisellifin mevcut oldugu aralifin x; eksenindeki baslangig noktas:

Yerel egriselligin mevcut oldufu aralifin x; eksenindeki bitig noktas:

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cismin kapsadifi alanin
en kiigiik boyutu

Elastisite modiilii

Plak malzemesinde higbir egrisellifin olmadig ideal durumdaki malzeme sabitleri
Serit-plak kalinlif1

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlannmg cisimde takviyenin en
kiigtik boyutu

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cisimde malzeme
yapisindaki egilmenin genliginin boyutu

Serit-plagin ox; eksenine dik kesitindeki kayma gekil defistirmesinin ortalama
degerinin plak kalinhif boyunca degisimini gosteren fonksiyon

Serit-plagin x; dogrultusundaki agikhif

Dogrultman kosindsleri

Egilme momentleri

Burulma momenti

Normali x; olan kesite etkiyen x» dogrultusundaki kesme kuvvetinin ortalama
degeri

Ele alinan malzemenin normal birim vektoriintin bilegenleri

Serit-plaga —x; yoniinde etkiyen diizgin yayil yiik

Ele alinan malzemenin yiizeyi

Zaman parametresi

Normali x; olan kesite etkiyen x; dogrultusundaki normal kuvvetin ortalama
degeri

Kompozit malzeme yiizeyi siminindaki gerilmeler

Kompozit malzeme ylzeyi siminindaki yerdegistimeler

Plagin x; ekseni dogrultusundaki yerdegistirmesi

Plak orta yuizeyinin x, ekseni dogrultusundaki yerdegigtirmesi

Serit-plak orta yiizeyinin x; ekseni dogrultusundaki yerdegigtirmesi

S yuzeyi ile sintrlanan malzemenin hacmi

Plak orta yiizeyinin x, ekseni dogrultusundaki yerdegistirmesi

Plak orta ylizeyinin x; ekseni dogrultusundaki yerdegistirmesi

Serit-plak orta ylizeyinin x, ekseni dogrultusundaki yerdegistirmesi

Koordinat eksenleri

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cisimde alinan yeterince
ince ve egrisel yapida olan levhanin kalinhif

Yerel egriselligin en biiyiik oldugu yer

Kronecker deltasi

Egriselligin mertebesini karakterize eden parametre

Sekil degistirme bilegenleri

Serit-plagin ox; eksenine dik kesitindeki kayma sekildegigtirmesini ifade eden
fonksiyon

Hacim oram

Lamé sabiti

Lamé sabiti

Kompozit malzemenin normalize edilmig elastisite sabitleri

Poisson oram

iii



Poisson oram

Zorlanmis titregim frekans:

Dogal titregim frekansi

Plagin 6zgul kitlesi

Normali x; olan kesite etkiyen x; dogrultusundaki gerilme bilegeni
0X1, 0X; ve 0x3 yonindeki birim vektorler

0'x1’, 0'xy” ve 0°x3” yoniindeki birim vektorler

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cisimde egilme geklinin
ox; ve ox; ekseni yoniindeki yarim dalgasimin uzunlugu

x; cksenine dik olan kesitteki kayma yekildegigtirmesi

x; eksenine dik olan kesitteki kayma gekildegigtirmesi
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OZET

Bu caligmada, efrisel malzeme yapisina sahip kenarlarindan basit mesnetli kompozit gerit-
plagmn zorlanmug titregim denklemleri Akbarov ve Guz stireklilik teorisi ¢ergevesinde tglincii
mertebeden gelistirilmig plak teorisi kullanilarak elde edilmigtir. Elastisite teorisinin kesin
hareket denklemleri kullanilarak Uigiincii mertebeden geligtirilmis plak titregim denklemleri ve
bunlara ait uygun simir kosullan gikartilmigtir. Diizgim yayith yiik etkisindeki serit-plafin
zorlanmg titresim denklemlerinin ¢6ziiminde Galerkin Yonteminden yararlamlmgtir,

Aragtirmalarda gerit-plafin zorlanmug titresim denklemlerinden yararlanarak serit-plajm
serbest (dogal) titregim frekanslant elde edilmeye calisilmistir. Sayisal sonuglarin elde
edilmesi igin Fortran 77°de hazrlanan programlar kullamlmustir. Elde edilen degierler
literatiirdekilerle kargilagtiriimigtir.

Aragtirmalarda gerit-plagin malzeme yapisindaki yerel efirisellifin plafin moment ve kesme
kuvvetine etkisi incelenmigtir. Levhali kompozit malzemelerden meydana gelen serit-plagin
moment ve kesme kuvveti degerleri hazirlanan programlarla elde edilmis ve diyagramlan
cizilmigtir.

Yapilan incelemelerde moment ve kesme kuvveti diyagramlarinda, egriselliin genligi olan ¢
parametresinin yliksek degerlerinde (¢=0.70) yerel egrisellifin oldugu aralikta bir bozukluk
meydana geldigi gorilmigtir. Ancak & parametresinin diigiik degerlerinde (£=0.10) yerel
efriselliin etkisinin bir bozuklufa neden olmadi® gérilmigtiir. Bunun diginda levhalarm
elastisite modillerinin oram ve yerel egrisellifin mevcut oldugu aralik degistirilerck
diyagramlarda yerel efirisellifiin etkisi incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Eprisellik , kompozit malzeme, dogal titresim, zorlanmug titresim, plak
teorileri.



ABSTRACT

In this study, forced vibration equations of the simply supported composite plate-strip having
curved material structure were obtained in the framework of Akbarov and Guz continuum
theory by using third order refined plate theory. The exact motion equations of theory of
elasticity were used to derive third order refined equations of motion and their appropriate
boundary conditions. Galerkin Method was used in the solution of the forced vibration
equations of the plate-strip subjected to an uniformly distributed load.

In this investigation, natural vibration frequencies of the plate-strip were tried to be obtained
by using its forced vibration equations. Computer codes prepared in the programming
language Fortran-77 were used to get the numerical results.

The effects of the local curvings in the plate-strip material structure on the moment and shear
force were studied. The numerical results of the moment and shear force of the plate-strip
made of laminated composite materials were obtained by the prepared computer codes and
then their diagrams were plotted.

Defects in the moment and shear force diagrams of the plate-strip where the local curvings
exist, were examined in the high values (£=0.70) of the parameter € which is the amplitude of
the local curvings. However, it was seen that local curvings had little effect in the small
values (£=0.10) of the parameter € and no change was examined in the diagrams. Furthermore
the effect of the local curvings on the diagrams was studied by changing the value of the
elasticity modulus ratio of the laminates and the place of the local curvings.

Keywords: Curved structure, composite material, natural vibration , forced vibration, plate
theories.



1. GIRiS

Kompozit malzemeler mekanigi problemlerinin aragtirilmasi, Akbarov ve Guz (1992),
Akbarov vd. (1995) kaynaklarinda belirtildigi gibi iki gruba ayrilmaktadir. Birinci grup
arastirmalar, glglendiricilerin egriliklerinin normalize edilmis mekanik o6zelliklere olan
etkisini goz oniine alan siireklilik teorisi gergevesinde yapilmigtir. Giiglendirici liflerin veya
levhalarin egriliklerinin, boyutu egrilik boyutundan gok biiyiik olan alanlarda, gerilme veya
sekildegistirme dagilimlarina etkisinin aragtirilmasinda bu streklilik teorileri yararli
olabilirler. Bu gruptaki aragtirmalar Bazhant (1968); Tarnopolsky ve Rose (1969); Manisfileld
ve Puslow (1974); Bolotin ve Novichkov (1980); Vanin (1985) tarafindan yapilmigtir.
Akbarov (1995) ¢aligmast da, periyodik egrisel yaptya sahip levhali kompozit malzemelerin
normalize edilmis dogrusal olmayan mekanik Ozelliklerinin bulundugu bu gruptaki
aragtirmalardan biridir.

Ikinci gruba ait arastirmalarda kompozit malzemenin yapisinda olan egriliklerin gerilme ve
sekildegistirme dagihimlarina etkisinde, boyutlan egrilik boyutunda ve daha dugiik oranda
olan alanlarda goz oniine alinabilecek yontemler teklif edilmistir. Bu aragtirmalar pargali
homojen cisim modeli ¢ergevesinde hem siirekli ortamlar mekaniginin kesin denklemleri
kullanilarak hem de Akbarov ve Guz (1991)'un makalesinde verilmig streklilik teorisi
kullamlarak yapilmigtir. Bu siireklilik teorisi, kompozit malzeme yapisindaki egriliklerin her
tirii (2 boyutta periyodik, yerel egrilikli) i¢in uygulanabilir.

Akbarov ve Guz (1992)’un makalesinde par¢ali homojen cisim modeli gergevesinde yapilan
aragtirmalarin genig 6zeti verilmigtir. Bu 6zette, yapilan aragtirmalarda kullanilan yontemlerde
incelenen uygun siirdeger problemlerinin ¢oziiminin belirli bir duruma kadar analitik olarak
elde edildigi, ancak yorumlanabilecek sayisal sonuglara bilgisayarlanin yardim ile
ulagilabildigi gorilmektedir. Cesitli aragtirmalarda ise, lokal egrilikli yapiya sahip, biri
digerini tekrarlayan ¢ok katli levhalardan olugmus levhali kompozitte gerilme dagilim
pargali-homojen cisim modeli gergevesinde sonlu elemanlar yontemi kullamilarak

incelenmigtir.

Par¢ali-homojen cisim modeli ¢ergevesinde yapilan aragtirmalarin biiyiik gogunlugunda, ele
alinan malzemenin sonsuz boyutlu alam kapsadifi ve malzeme yapisindaki egilmelerin
periyodik oldugu kabul edilmigtir. Bu kabuller incelenen problemlerin matematiksel agidan
kolay ¢6zillmesini 6nlemigtir. Egrisel yapiya sahip gok katli ve levhali kompozit malzemeden



hazirlanmig yapi elemanlanimn mekanigi ile ilgili problemlerin pargali-homojen cisim modeli
¢ergevesinde incelenmesinde matematiksel agidan birgok zorluklar ortaya ¢ikar. Bu nedenle,
efrisel yapiya sahip ¢ok katli kompozit malzemeler mekaniginin sontu alanlar ile iligkin
problemlerinin daha kesin olan siireklilik teorisi (Akbarov ve Guz ,1991) ile ¢ozilmesi
gereklidir.

Akbarov ve Guz (1991) Sureklilik Teorisine gore, egrisel yapiya sahip pargali-homojen
malzeme; anizotrop, stirckli-homojen olmayan malzeme geklinde ele alinabilir. Bu nedenle
stireklilik teorisinin denklemleri, degisken katsayih diferansiyel denklemler olur. Akbarov ve
Guz (1991)’un makalesinde, bu denklemlere kars: gelen sinir defer problemlerinin ¢oziilmesi
icin kiugik parametreler yontemi teklif edilir. Kigiik parametre olarak egilme genliginin
egilmenin bagka parametrelere oram kabul edilir. Degisken katsayih diferansiyel denklemler
takimina karg1 gelen simirdeger problemlerinin ¢éziimi, kiigiik parametrenin serisi geklinde
aranir. Boylece bu denklemler takimu igin yapilacak sinirdeger problemlerinin ¢dziimii sabit
katsayili homojen olmayan, kismi tirevli diferansiyel denklemler takimina ait simirdeger

problemler serisinin ¢6ziimii haline getirilir.

Egrisel yaptya sahip kompozit malzemeler mekaniginin baz1 iki ve ¢ boyutlu simir deger
problemleri, Akbarov ve Guz stireklilik teorisi ¢ergevesinde Akbarov ve Yahnioglu (1995) ve
Yahnioglu (1995,1996a;1996b) ¢aligmalarinda sonlu elemanlar yontemiyle aragtirilmigtir. Bu
galigmalarda, elastisite teorisinin kesin harcket denklemleri kullaniimig ve hem geometrik
hem de fiziksel dogrusal problemler ele alinmigtir. Bu incelemelerde, statik durumlar goz
6nime alinmig olup malzeme yapisinda olan egriliklerin bu malzemeden yapilmig yapi
elemanlarindaki gerilme ve sekildegigtirme dagilimmna etkisi aragtinilmugtir. Akbarov ve
Yahnioglu’nun s6z konusu galigmalarda ele alinan statik problemlere kargi gelen dinamik
problemlerin elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri gergevesinde incelenmesinde
sayisal yontemler yardimiyla bile ¢ok biiyik zorluklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, egrisel
malzeme yapisina sahip kompozit kirig ve plak tipli yapt elemanlaninin zorlanmig titresim
problemleri baz geligtirilmis plak teorileri gergevesinde incelenmelidir. Kiitiig (1998),
¢aligmasinda, plak-kirig ve plaklarin dogal titresim ve burkulma problemlerini Akbarov ve
Guz sureklilik teorisi gergevesinde iiglincii mertebeden geligtirilmis plak teorisi ile
incelemigtir. Bu tezde ise iiglincl mertebeden gelistirilmis plak teorisi plak-kiris zorlanmig
titregimlerinin incelenmesinde kullaniimigtir.

Son olarak, Akbarov ve Guz (2000) kitabinda efrisel yapiya sahip kompozit malzemelerin
mekanii ile ilgili tiim makalelerinin ve galigmalarinin toplandigim belirtelim.



Simdi, geligtirilmis plak teorilerini 6zetlemeye galisalim. 1940’1l yitlarin baglarmda kompozit
malzemelerin uygulanmasi ve bu malzemelerden yapilmig plak ve kabuk geklindeki yapi
elemanlarinin statik ve dinamik hesaplamalannda klasik Kirchhoff-Love hipotezleri gegersiz
veya ¢ok yaklagik oldugundan bu tir problemler igin yeni hipotezlerin geligtirilmesi
gerekliligi ortaya ¢ikmugtir. Klasik hipotezlerde plak malzemelerinin kayma modiilleri
sonsuzdur. Kompozit (anizotrop) plaklarda ise kayma etkileri thmal edilemediginden klasik
hipotezler kompozit malzemeden yapilmig plaklar i¢in gecersizdir. Bu kayma etkilerinden
dolay1 geligtiritmig plak teorilerine gogu zaman kayma sekildegistirmeli plak teorileri de
denilir. Geligtirilmig plak teorilerinin ortaya konmasinda esas amag, genellikle, elastisite
teorisinin 3-boyutlu (2-boyutlu) problemlerinin 2-boyutlu (1-boyutlu) problemlere
indirgenmesidir. Bu durumda aranan buytikliklerin boyutlardan birine gére (plak kalinh@ini
gosteren boyuta gore) yayilimi hipotez geklinde kabul edilir. Gerilme veya yerdegistirmenin
plak kalinlii boyunca yayilimimin hipotez geklinde kabul edilmesine bagli olarak plak

teorileri gerilme esasli teoriler ve yerdegistirme esasli teoriler olmak iizere iki gruba ayrilir.

Reissner  (1944,1945,1947), aragtirmalarinda  gerilme esash ve enine kayma
sekildegistirmesinin goz 6niine alindif1 plak teorisini ortaya konmugtur. Birinci grup teorilere
giren bu plak teorisine gore Ox;x, diizlemindeki bir plakta M;,, M, My, momentlerinden
ortaya c¢tkan, sirasiyla, o1, 02, o2 gerilmeleri plak kalinligi boyunca dogrusal olarak
degigmektedir. Bunun diginda My, My, My, egilme ve burulma momentleri x; ve xy’e
bagimli fonksiyonlardir. Bu nedenle plagin orta diizleminde 011, 622, 612 gerilmeleri sifirdir.
Plaktaki 013, 623 ve o33 gerilmelerinin plak kalinlig1 boyunca degigimi, elastisite teorisinin 3
boyutlu denge denklemlerinin 0°dan x3’¢ kadar,yani, plak kalinlig1 boyunca integrasyonundan
elde edilir. Boylece iki degiskene bagli denge denklemleri ve smir kogullari 3-boyutlu
elastisite teorisinin varyasyonel prensiplerinden veya n.inci mertebeden momentlerinin
bulunmas: yoluyla elde edilerek 3-boyutlu problem 2-boyutlu problem haline indirgenmis
olur. Daha sonralart Goldenveiser (1958) Reissner’in plak teorisini geligtirmis ve plaktaki o1;,
022, 012 gerilmelerinin plak kalmh@ boyunca dogrusal olarak degil keyfi f(x;) fonksiyonu
seklinde degistigini kabul etmigtir.

Ikinci gruba giren yerdegistirme esash gelistirilmis plak teorileri ile ilgili ¢aligmalardan ilkini
1890°da Basset yapmig ve yerdegistirmeleri plak kalinlii boyunca olan x; koordinatinin bir
kuvvet serisi seklinde ifade etmistir. Bu durumda x;’an sifirinc1 mertebesinin katsayist plagmn
orta diizleminin yerdegistirmelerini gostermektedir. Daha yiiksek mertebelerin katsayilari ise
X) ve Xz koordinatlarimn fonksiyonlar1 olup bulunmas: 6ngériilmektedir. Boylece Basset’in
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bahsedilen kuvvet serisi ifadesi , kuvvet serisinden x;’in kaginci mertebesine kadarki
terimlerinin goz Oniine alinacafina bagl olarak, farkli mertebelerde plak teorileri teklif

etmektedir. Basset’in ifadesini, 6rnedin U; yerdeZistirmesi igin,
N

Ul(xl,xz,x3)=U(xl,x2)+2x;'§01(")(xl,xz) (1.1)
n=1

bigiminde gosterilebilir; (1.1)’de w1® (x1, x2) fonksiyonlari Uy(x,, X,, x3) fonksiyonunun x; =

0 civarinda x3’e gére Taylor serisine agiliminin katsayilar olup,

d"U, )
dx; ’

3 lxy=0

(n}
708

(x,,x,)= n=0,12,.... (1.2)
seklinde yazilabilir. Bunlardan yola ¢ikarak Hildebrand vd. (1949)’da birinci mertebeden olan
yerdegistirme esasli geligtirilmis plak teorisi teklif etmigtir. Bu teoriye gore yerdegigtirmeler,

U, (xl,x2,x3)= U(x12x2)+ st/l(xvxz)
Uz(xpxz»xs): V(xl,x2)+ st’z(xlsxz)
U3(x1,x2,x3)=W(xl,x2) (1.3)

bigimindedir. Yerdegistirmelerin bu ifadeleri kullamlarak, genel potansiyel enerjinin
minimumlugu prensibinden U, V, W, vy, y, bilinmeyen fonksiyonlan igin alan denklemleri
ve bunlara karsi gelen smir kosullari elde edilir. Yerdegistirmelerin (1.3)’de verilen
denklemleriyle ifade edilen plak teorisine Reissner-Mindlin teorisi denir. Eger y; = -6W/0x ,
Y, = -0W/0x, seklinde kabul edilirse, Reissner-Mindlin teorisi klasik Kirchhoff-Love
hipotezine déniigmiis olur. Reissner-Mindlin teorisi, Kirchhoff-Love teorisinin aksine,
sekildegigtirmeden 6nce plak orta yiizeyine dik olan normalin gekildegistirmeden sonra dik
olmamasi durumunu géz oniine alirken, ayn1 normalin dogrusallit Kirchhoff-Love teorisinde
oldugu gibi sekildegistirmeden sonra da degigsmemektedir. Dolayisiyla Reissner-Mindlin plak

teorisi geligtirilmig ve birinci mertebeden olan en basit plak teorisidir.

Daha sonralan yitkksek mertebeden olan yerdegistirme esashi plak teorileri Onerilmigtir.
Ormegin, Reddy’nin (1984)’te verdigi gelistirilmis yerdegistirme esasli Ggiincii mertebeden
olan plak teorisinde, yerdegistirmelerin x; koordinatina bagimlilif asagidaki gibi segilmigtir:



4(xY oW
U (30,25, ) = Ul )+ 33| _ag[f) ('//1 +5—151J]

2
4(x oW
U, (50,25, ) = V{3, %, )+ %, sz _ag(f) (% +5{ﬂ

U3(xl,x2,x3)=W(xl,x2) (1.4)

Burada U, V, W, y; ve y, genellestirilmis yerdegistirmeler olup, x;, X, nin fonksiyonlaridir.
Reissner-Mindlin teorisinde oldugu gibi burada da y; ve y, fonksiyonlan sirasiyla x; ve x,
eksenlerine dik olan kesitlerin donmesini gostermektedir. Buradaki h plak kalinhigim
gosterirken, a ise (1.4) denklemlerinin genellestirilmesi amacim tagiyan bir parametredir. Bu
durumda (1.4) ifadeleri, o = 0 ve y, = -0W/0x; , Yy, = -OW/0x; olmasi halinde Kirchhoff-Love
hipotezine, sadece a = 0 oldugunda Reissner-Mindlin teorisine, a = 1 oldugunda ise Reddy
teorisine karg1 gelmektedir.

Literatirde buraya kadar verilen teorilerin diginda birgok gelistirilmis plak teorileri
kullamlmaktadir. Bu teoriler arasindaki en o6nemli fark x; koordinatinin katsayilarinin
hepsinin farkli fonksiyonlardan meydana gelmesidir. Dolayisiyla aym mertebeden bir plak
teorisindeki serbestlik derecesinin (bilinmeyen fonksiyonlarin) sayis: artabilmektedir. Omek
olarak Lo vd. (1977a,1977b)’de verilen plak teorisi gosterilebilir. Bu teoriye gére plak
yerdegigtirmeleri

Ul(xpxzaxs): Uo(xlax2)+x3'//1(x1ax2)+ngl(xlaxz)"'x§¢1(x1=-x2)
Uz(xl,xz,x3)= Vo(xl,x2)+x3y/2(xl,x2)+ngz(xl,x2)+x§¢2(xl,x2)
W(xl,xz,x3)= W°(xl,x2)+x3y/3(x1,x2)+x32§3(xl,x2) (1.5)

bigiminde gosterilebilir. Bu teori de (1.4) teorisi gibi Gginci (xa°) mertebeden bir teori
olmasina ragmen noktadaki genellestirilmis yerdegistirme sayist 11°dir. Bu verilerle elde
edilen plak denklemlerinde yiiksek mertebeden olan momentler hareket denklemlerine
girmektedirler. (1.3) ve (1.4)’de verilen gelistirilmig plak teorilerinin Lo vd. (1977a, 1977b)
teorisinin gok 6zel durumlarinda elde edildigi gorilmektedir.

Bunlarin diginda, gerilme esasli plak teorileri kapsaminda yerdegistirmelerin plak kalinligt
boyunca olan koordinata bagli degigimini vererek yapilan plak teorileri de mevcuttur. Bu tiir



teorilere 6rnek olarak tez kapsaminda da kullamlan Kromm (1953,1955) da teklif edilen plak
teorileri gosterilebilir. Bu teoride, Reissner teorisinin Goldenveizer (1958) tarafindan
genellestirilmig bigiminin bir 6zel hali teklif edilmis ve
3 (. 4x J

1

oW
= - i - 1
Uy (x,, %, %)= U(x,, %, )= x5 ox, +2x3\ T3 4

ow 3 (. 4x
Uz(xl,xz,x3)=V(xl,xz)—x35;“+§x3 _gh—;)lllz
2 \

Uy (%, %5, %) = W (x,,x,) (1.6)

yerdegistirme alam ele almmgtir. (1.6)’da U, V, W sadece x;, x,’ nin fonksiyonlari olan
genellestirilmig yerdegistirmelerdir. y; ve y, fonksiyonlar ise, sirastyla, x; ve x; eksenlerine
dik olan kesitlerdeki kayma sekildegigtirmelerini gostermektedir.

Gelistirilmig plak teorilerinin kompozit malzemeden yapilmig plaklara uygulanmasi iki
sekilde yapilabilir. 1- Eger kompozit plak normalize edilmig mekanik 6zellikli anizotrop bir
malzemeden yapilmig tek kath bir plak gibi géz 6niine alinirsa, bu durumda cle alinan
gelistirilmis plak teorileri kompozit plagin tiimtine uygulanmir. 2- Efer kompozit plak, ¢ok
katli, farkli ozellikli levhalardan yapilmigsa ve kompozit plagin dinamik ve statik
davramglarinda bu katlarin etkisinin daha hassas bir bigimde aragtiriimasi gerekirse, ele alinan
gelistirilmig plak teorileri kompozit plag: olugturan levhalarin herbirine ayn ayn uygulanr.

Geligtirilmis plak teorilerinin 1. ve 2. maddede belirtildigi gibi uygulanmalanna 6rnek
verelim. Cok katli levhalardan oluymus kompozit malzemeden yapilmis bir plagin
egilmesinde levhalar arasindaki gerilme veya kuvvetlerin incelenmesi gerekirse o zaman
gelistirilmig plak teorileri 2. maddede belirtildigi gibi uygulanir. Eger ¢ok katli kompozit
malzemeden yapilmig bir plagin karakteristiklerinin bir biitiin olarak, 6rnegin dogal titregim
frekanst vs. nin belirtilmesi gerekirse bu durumda gelistirilmis plak teorilerinin 1. maddede
verildigi bigimde uygulanmasi1 mithendislik agisindan ve teorik agidan yeterli olmaktadir.

Bu agtklamalar: goz oniine alarak bu tez ¢aligmasinda geligtirilmig plak teorileri 1. maddede
belirtildigi gibi, kompozit plagin tiimiine uygulanmigtir.

Bu aragtirmada, Akbarov ve Guz (1991) siireklilik teorisi ¢ergevesinde iigiincii mertebeden
gelistirilmig plak teorisi kullanilarak egrisel malzeme yapisina sahip kompozit gerit-plagin
zorlanmig titresim probleminin denklemleri gikartilmigtir. Serit-plagin zorlanmig titregim



probleminin denklemleri, elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri kullamlarak elde

edilmigtir. Bu problemin denklemlerinin incelenmesinde Galerkin Yontemi uygulanmugtir.

Bu c¢aligmada incelenen problemler, Fortran-77 programlama dili yardimiyla bilgisayarda

uygulanabilecek programlara gevrilerek sayisal sonuglar elde edilmigtir.

Tez kapsaminda, dizglin yayih yiik etkisindeki gerit-plagim malzeme yapisinda olan yerel
egriselliginin ve yerinin gerit-plagin egilme momenti ve kesme kuvvetine etkisinin incelemesi
yapilmig ve sonuglar grafikler gseklinde verilerek elde edilen sonuglarin yorumu yapilmigtir.
Ayrica, zorlanmig titresim denklemlerinden yararlanarak serit-plagin serbest (dogal) titresim
frekanslan elde edilmeye caligilmig, elde edilen degerler literatirdekilerle (Kiittig,1996)
karstlagtirtimagtir.



2. EGRISEL MALZEME YAPISINA SAHIP KOMPOZIT MALZEMELER
MEKANIGININ SUREKLILIK TEORISi

2.1 Siireklilik Teorileri Hakkinda Bazi On Bilgiler

Kompozit malzemelerin ¢ok ¢esitli olmasindan dolayt bu malzemelerin hepsine ait bir
sureklilik teorisi yapilmasi imkansizdir. Bu nedenle kompozit malzemelerin statik yiik
altindaki lineer elastik davramgimi g6z onitine alan stireklilik teorilerini ele alalim. Kompozit
malzemenin dagilmasina kadar, makroskopik durumunun ve her bilegeninin davramigmm

lineer elastik oldugunu kabul edelim.

Kompozit malzemeler mekanigi problemleri, kompozit malzemelerin mikro-mekanigi ve
makro-mekanigi olmak fizere iki gekilde incelenir. Kompozit malzemelerin mikro-
mekanifinde, giiclendirici (takviye) ve matristen olugmus gercek homojen olmayan

malzemenin mekanik davranig1 incelenir.

Kompozit malzemelerin belirli simir kogullan gergevesinde gerilme tensériintin ortalagtiriimig
bilesenleri ile sekildegistirme tensoriiniin ortalagtinlmis bilegenlerini birbirine baglayan
normalize edilmis mekanik ozelliklerinin bulunmasi, kompozit malzemeler mekaniginin en

O6nemli problemlerinden biridir. Bahsedilen sinir kogullan iki gegit olabilir:

Smirda yerdegistirmeler verilebilir;

U(S)=¢e)x, @.1)
veya sinirda gerilmeler verilebilir:
7,(S)=oyn, 2.2

(2.1yde x;, S ylzey noktalanmn koordinatlarim; (2.2)’de n; ise ele alman malzemeyi
sinirlayan bu ytizeyin normal birim vektdriniin bilegenlerini gésterir. 8{_]‘0 ve Gijo, sabit
sekildegistirme ve gerilme bilegenleridir. Homojen cisimde, (2.1) sinir kogulu verilirse,
sekildegistirmeler Sijo ’a, (2.2) smur kosulu verilirse, gerilmeler ijo *a esittir. Burada ele alinan
cismin kapsadifi alanin basit bagimli oldugu kabul edilmigtir. Eger cisim homojen degilse ve
(2.1) kosullan verilirse; Sijo bu cisimdeki hacme gore ortalagtirilmig gekildegigtirmelere, efer
(2.2) smur kogullan verilirse, Gijo bu cisimdeki hacme gore ortalagtirilmig gerilmelere esittir.
Bu degerler (2.3) ve (2.4) denklemlerinde ifade edilmigtir.



[&,av = % ! (Un,+Un, 23)
14

fo,av = % [, +7,x, s (2.4)
v N

(2.3) ve (2.4) esitliklerinde V, S ylizeyi ile simirlanan hacmi gostermektedir. (2.3) esitlifi,
fazlar arasinda homojen olmayan malzemenin bilegenlerini aywran yiizeylerde
yerdegistirmelerin sirekli oldugu durumlarda gegerlidir. (2.4) esitligi ise gerilmelerin fazlar
arasinda strekli oldugu durumlarda gecerlidir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri Gauss integral

dontigtim formiili kullanmilarak ispatlanir:

(2.1) ve (2.3) denklemlerinden,

1
> 1 £,dV (2.5)

(2.2) ve (2.4) denklemleri kullanilarak,

= j o, dV (2.6)

elde edilir. (2.5)’in elde edilmesini inceleyelim:

(2.1) smur kosulu ve Gauss integral donigiim formili kullanilarak, (2.3) esitliginden

_’.sg.dV = —1—_[(U,.nj + ani}&S’ = l!(g},’{xknj +gf,{xkni)t§

g,kkandS+ gjijkndS 1 ojaxk jax"
Q.7

= %a,‘,’,Vé‘f +58;’kV5,." =gV

1
g = 7 ;[ g, dV
bulunur. Aym sekilde (2.2) ve (2.4) denklemleri kullamlarak (2.6) bulunur. Boylece (2.1)

veya (2.2) smir kogullan verilirse kompozit malzemenin normalize edilmis pq elastisite

sabitleri

<‘7tf> = Hy(Eu) (2.8)
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bigiminde elde edilir. Burada,

()= fot” 5 (e)= e 29)

J
isaretlemeleri kullanilmugtir.

Kompozit malzemelerin mikro-mekaniginde kullamilan en 6nemli kavramlardan biri
belirleyici eleman kavramidir. Eger (2.1) veya (2.2) sinir kosullari belirleyici eleman simnnda
verilirse, o zaman elde edilen (o;) ve (g;)’ler ayni stmr kosullart ¢ergevesinde biitiin kompozit
malzeme igin elde edilen {(oy) ve (g;) ’lere esittirler. Dolayisiyla, belirleyiéi eleman igin elde

edilen pj’ler biitiin kompozit malzeme i¢in elde edilen p’lere esittirler.

Kompozit malzemelerin makro-mekanigi, yani; kompozit malzeme ve ondan hazirlanan yapl
elemanlarinin mekanigi, kompozit malzemelerin normalize edilmis mekanik 6zellikleri
belirlendikten sonra, (2.8) elastisite bagintis1 gergevesinde incelenir. Kompozit malzemede
gerilme ve gekildegigtirme dagiliminin aragtirilmas:, bojzutu belirleyici eleman boyutundan
kigik alanlarda gerekirse, bu malzemelerin mikro-mekanigi kullamilir. Eger kompozit
malzemede gerilme ve sekildegistirme dagilimimmn aragtiriimasi, boyutu belirleyici eleman
boyutundan biiyiik alanlarda yeterli ise, bu durumda bu malzemenin makro-mekanigi
kullanilir.

2.2 Gerekli Gosterimler ve Kabuller

Sekil 2.1°de guglendirici lifleri (levhalan) x;0x; diizleminde olan kompozit malzemeden

hazirlanmig cismin yapis1 gésterilmigtir.

Sekil 2.1 Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cismin x;, x; = sb. kesitleri



11

h’, takviyenin en kigiik boyutunu ; H' ise malzeme yapisindaki egilmenin genlifinin boyutunu
gostermektedir. Aj(A;), efilme sgeklinin ox;(ox;) ekseni yonindeki yarmm dalgasinin
uvzunlugu; d’, ele alman malzemenin kapsadify alamm en kiigik boyutudur. Ele alinan
malzemede yerel egrisellik oldugu durumlarda A; ve A3’ in anlamlar degisecektir.

Takviye malzemesindeki giiglendirici levhalarin ox; ekseni yoniinde belirli bir periyot ile
tekrarlandiginm kabul edelim. Bunun disinda egilmenin karakteri ise asafidaki esitsizlikleri

dogurur,

A <<d' ; Ay<<d' ; H'<A, ; H'<A; (2.10)

(2.10)’da birinci ve ikinci esitsizlikler, malzeme yapisindaki egriselliklerin aynt malzemeden
meydana gelen yapi elemaninin en kiigik boyutundan ¢ok ¢ok kiigikk olmasi gerektigini
gostermektedir. Bu kogullari saglayan egriselliklere kiigik olgekli egrisellikler denir.
(2.10)°da ugtinct ve dordiinct esitsizlikler, egilme genliginin egilmenin diger boyutlarindan
kiigik olmas: gerektifini ifade etmektedir. Akbarov ve Guz (1991) yayininda (2.10)’daki

iglincti ve dordiinci egitsizlikler
H'<<A; ; H'<<A, (2.11)

biciminde kabul edilmistir. (2.11) egitsizlikleri siireklilik teorisi ile problemlerin
¢ozilmesinde Kigik Parametreler Yontemi’nin kullamlabilmesini saglamigtir. Ancak bu
calismada Kiigiik Parametreler Yontemi kullanilmadigindan, (2.11)°deki esitsizliklerin yerini
(2.10)’daki igtincii ve dordiinei egitsizlikler almagtir.

Tezde sikga indis notasyonlari ve Kronecker deltasi kullamlmigtir. Bir ifadede, iki indis
tekrarlaniyorsa bu ifadede tekrarlanan indise alabilecegi biitiin degerler verilerek elde edilen
biitiin terimler toplanacaktir. Ancak bu durum alti gizilmis indisler igin gegerli degildir.
Kronecker deltasi ise ;=0 (i#]j ), 8;=1(i=j ) veya 8/ =0 (i#j), 8/ =1 (i=j) bigiminde

uygulanir.

2.3 Elastisite Bagintilar:

Bu bolimde, 2.2’de yapilan kabuller gergevesinde egrisel yapiya sahip kompozit
malzemelerin elastisite bagintilarimin  ¢ikartilmasi incelenecektir. Bunun igin ele alnan
malzemeden AH" kalinlifinda, yeterince ince ve egrisel yapida olan bir levha alalim. Bu
levhanin orta yiizeyinin geklinin, ele alinan malzeme yapisindaki egriselligin gekli ile ayni
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oldugunu ve
h<<AH' ; AH'<<A; ; AH'<<A,; (2.12)

egitsizliklerinin saglandifimi kabul edelim. S6z konusu levhanin orta yizeyinin her bir
noktasina 0'x)'x,'x3" kartezyen koordinat takimini baghiyalim (Sekil 2.1). Bu durumda o'x,’

ckseni, aym noktada orta yizeye normal olan 7, birim vektorii yoninde, ox;’ ve oxi’
cksenleri ise aym noktada orta yiizeye teget olan 7, ve 7, birim vektérleri yoninde
yonlendirilmiglerdir. Malzeme yapisinda egilme olmadigt durumda 7,, 7, ve 7, vektorleri

sekil 2.1°de gosterilen 7, 7, ve 7, vektorleriyle ayn1 yonde olurlar.

(2.12) deki birinci esitsizlige gore, ele alinan egrisel yapidaki levhanm, ~ (AH’)? hacmindeki
kismint 0'x)'x,"x3’ kartezyen koordinat takiminda, asal simetri eksenleri 0’'x;’, 0'x;" ve o'x;’
olan homojen (normalize edilmig mekanik 6zellikli) ortotrop malzeme gibi ele alabiliriz. Bu
nedenle AH' boyutunu, ele aliman kompozit malzemenin yapisinda egilmeler olmadif
durumda, belirleyici elemamn boyutu olarak almak zorunludur.

Boylece ele alinan egrisel yapiya sahip olan levha, simetri eksenleri (0'x;’,0'x;" ve 0'x3")
stirekli olarak degisen, egrisel anizotrop malzeme gibi diginiilebilir. Ele alinan egrisel
yapidaki levhanin herhangi bir noktada, 0'x;",0'x;" ve 0'x3” koordinat takimina gore, elastisite
bagintisi,

0';,. ] ﬂg(,' ?ﬂg;ﬂ (2.13)
bigimindedir. Bu bagintida,

iy = /8L 4y +1- 6! Yoz 5] + 6/ 57 o

Af4=G& > A5°5=G§3 > A26=G102 219

seklinde tammlamir. (2.14) ifadesindeki A;’ ve G;” ’lar ortotrop malzemelerin elastisite
teorisinde kullamlan elastisite sabitleridir. Bazi kompozit malzemeler igin A;” ve G;’ larm
bulunmasi Yahnioglu (1996a)’da verilmistir. Segilen egrisel yapidaki levhamn ~(AH')’
hacmindeki kism asal simetri eksenleri 0'x;’, 0'x,” ve 0'x;" olan homojen ortotrop malzeme
gibi ele alindigindan elastisite sabitleri, kompozit malzemenin yapisinda egrisellik olmadig
durumda, aym malzemenin normalize edilmis mekanik sabitleri gibi ele alinabilir. Bu nedenle
(2.13) bagintisindaki o;” ve g5, = (AH"Y? belirleyici eleman hacminde ortalagtiriimig gerilme
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ve gekildegistirme tensoriiniin 0'x;'X,"x3" koordinat takimindaki bilesenleri olurlar.
Segilen egrisel yapidaki levhanin orta yiizeyinin ox;x;x3 koordinat takimindaki denklemi
X, =F(x1,x3)=af(x1,x3) (2.15)

bigiminde olsun. (2.15)’de f{(x;,x3) fonksiyonu, (2.10)’daki tigiinct ve dordiinct esitsizlikler
goz oOnine alinarak boyutsuz kigik €e[0,1) parametresi ile g¢arpilmastir. f{(xy,X3)
fonksiyonunun ve bu fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli fonksiyonlar
oldugunu kabul edelim. Bunun diginda, Akbarov ve Guz (1991) yaymninda, stireklilik
teorisinin problemlerinin ¢ozilmesinde Kugik Parametreler Yontemi’nin kullanilmasindan
dolay: F(x;,x3) fonksiyonunun,

<1 (2.16)

g_ai <] ; Igi
ox, 0x;4

kogullarin1 saglamasi gerektigi de belirtilmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda Kigik Parametreler Yontemi kullamlmadiindan, F(x;,x3)
fonksiyonunun (2.16) kogullarim saglayip saglamamas dikkate alinmamigtir.

Simdi, ele alinan kompozit malzemenin ox;x,x; koordinat takimindaki elastisite bagmtilarini
elde etmeye ¢alisalim. Bunun igin o'x;’ ve ox; cksenleri arasindaki aginin kosiniislerini

belirleyelim. (2.15) denklemini vektor olarak yazalim.
7 =x,7 + Flx,%, )6, + %75 2.17)

(2.17) den bilinen iglemler yolu ile asagidaki ifadeler bulunur.

= S o R oF . _ oF_.\ . (. e&F.
h=h Tl+6712 > Ty =0 5;'71“"2“*‘5—“73 > T3 = U T3 +5;3~1'2

1 1 )

2 -1/2 a\-1/2
v, =1+ oaxr ; Uy=(1+ or (2.18)
ox, 0x4

o'’ ve ox; eksenleri arasindaki agilarin kosinisleri [/, = 7 -7, (i,j=12,3) formulinin

yardimiyla agagidaki gibi bulunur.

oF oF
Li=v 5 ly=0,— ; l3=0 ; Li=-vv,— ;

Ox, Ox,
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oF or
lp=v0; ; Iy=-vw,—— ; I3 =0 ; lp= 037 s Iy =0, (2.19)
3 3
Koordinat eksenleri dondirildiginde (Lekhnitskii,1963) elastisite sabitlerini ve diger birgok
kaynakta gosterilen doniigiim formiilleri kullamlarak,

o 0133 ) = B Ll il ol (iaj0m0,5,p,0,8=1,2,3) (2.20)

bigiminde yazilabilir. Béylece, incelenen egrisel yapiya sahip kompozit malzemelerin ox;x;x3
koordinat takimindaki elastisite bagintilart

Oy = l‘ijaﬂ(xlax3)5a,9 (2.21)

seklinde yazilabilir. (2.21) bafmntisinda o ve &g , boyutlan ~(AH') olan belirleyici
elemandaki ortalagtinilmig gerilme ve gekildegistirme tensdriiniin ox1x;x3 eksen takimindaki
bilegenleridir.

(2.21) bagmtisi, yap1 parametreleri bu bolimde ifade edilen kogullart saglayan, egrisel yapiya
sahip kompozit malzemelerin siireklilik teorisi olarak adlandinilir. Siireklilik teorisi, pargali
homojen malzemenin, siirekli-homojen olmayan anizotrop malzeme olarak ele alinmasini

saglar.

Sureklilik teorisinin (2.21) bagintilarinin ele alinmasinda yapilan iglemlerde goriildagia gibi
sekildegistirme tensoriniin bilegenleri ile yerdegistirme vektorii bilegenleri arasindaki
bagintilarin lineer olup olmamasi higbir kogula baglanmamaktadir. Bu durum, siirekli
ortamlar mekaniginin geometrik iligkilerinin higbir kogulla kisitlanmadifini gostermektedir.
Bu nedenle, ele alinan siireklilik teorisi hem geometrik lineer, hem de geometrik lineer

olmayan problemler igin gegerli sayilir.

Bu bagintilar geometrik lineer problemlerde,

1{oU, oU,
2\ ox; o

) (ij=123) (2.22)

geometrik lineer olmayan problemlerde ise,

1 {EU, oU, aU, aU,

£, = + + Lj,0=1273 223
| o &j) (ija=123) @2.23)

seklindedirler.
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Bu galigmada, kompozit malzeme yapisindaki egilmelerin ox; ekseni yoniinde oldugu kabul
edilir. Bu nedenle (2.21) bagmntisindaki ;e fonksiyonlari x; koordinatina baglidir. mja;;(o)
degerleri, (2.14) ifadesindeki gibi verildiginde, (2.21) bagmtisindaki ps(x:) fonksiyonlarinm
sifirdan farkl degerlerinin agik ifadeleri agagida belirtilmigtir.

= A0t () + 2040, +2G )2 (6, )62 () + 45,685 (x,) 5

Homs = A5 () + 240 +2G 92 (o, W2 () + 45,61 () 5

Moy = Ay 5 Mgy = A ()4 ASP2 (%) 5 sy = A3 (x,)+ 45587 (x,)

Piogs =45 + A3, — 245 ~ 245 2 (x, 3 () + A% (01 () + 4 ()

Pz = A5 + 45— 848 Y52 (6 )02, )+ A58 )+ 5 (1)) 5

Fhiss = AR () + 4387 (x,) 5

Py = (45 = 4% + 245 )67 (5, )0, () + (43, — 45 - 248 ), (6 W3 ()

Hoss = A2, )+ 4083 () ;

Hoors =45 — 45, + 245 ), (0, W3 (x, )+ (43, — 48 - 245 )8 () 5

tgy = (43— AW, () 5 s = (A5~ 4% W M () (2.24)

Bu denklemleri, yapilacak iglemleri kolaylagtirmak amaciyla asagidaki notasyonlarla ifade
edelim:

Ann)= () 5 An(n)= tan(x) 5 Aaln)= salx)
Au)= mans(0) 5 Ass()= () 5 Au(n)= sa(x)
Ao()= thin(n) 5 As(n)=ps(n) 5 Ae(x)= munla) s
A(0)= pas(0) 5 ()= paa(m) 5 ()= ()

Ays (xl ) = Mz (xl ) (2.25)

(2.24) denklemlerinde,
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¢1(x1):m, #o(x)=alx ) (x) , a(x1)=s%f*) (2.26)

bigiminde fonksiyonlar olup e-f(x,)=F(x;) plak malzemesinin yapisindaki egriselligin seklini
gostermektedir. € ise egrisellifin mertebesini  gosteren bir parametredir.  (2.24)
denklemlerinde, plak malzemesinin herbiri homojen, izotrop ve birbirini tekrarlayan iki farkl
malzemeden olustugunu varsayarak, A;°, An’, Ax’, Ae’ terimleri plak malzemesinde higbir
egriselligin olmadigt ideal durumdaki malzeme sabitleri olup,

AV
A1°l=/u1771+;12172+(ﬂ] "'771)771'l'(/"2'*'772)772“(2’l +2ﬂ()};71 +(1) +2u )77
1712 2 270

o ~ (/'l,l +2,u1Xﬁ.2 +21u2)
A, = Ay + A1, = (A — 2 11, (A + 2 )1, + (A, + 22, )1,

Agz = (2'1 +2u )’71 + (’12 +2u, )’72 — (ﬂ['(f:_ ;i!;;) —_[_(?2 ++22'[Z )%771

0 _ J Vi)

2.27)
Ml + o,

bigiminde belirlenir (Christensen,1979). Burada 1 ve 2 indisleri malzemeleri gostermek lizere
A1, Ay, g ve pp Lamé sabitleri; E; , E; elastisite modilleri; v; , v, Poisson oranlari; 11 , 1o

kompozitteki malzeme bilegenlerinin hacim oranlaridur.

Yapisinda egrisellik olan plak malzemesinde (2.27) ifadeleri (2.26) ile birlikte (2.24)de
yerlerine konarak kompozit plagin malzeme sabitleri x;’in fonksiyonu olarak bulunurlar.
Sayisal ¢oziimii yapilan ornekte vi = v, = 0.25 , 11 = n2 = 0.5 olarak alinmugtir. &f(x,)
fonksiyonu x = x,/1; boyutsuzlagtirmas: yapilarak

()= {af(x —-cf(x-d) exp[— (E(x-8)" ]cos maé(x-5)  xeled] 2.28)

0 xelo,c)u (@]]

bigiminde segilmistir. Burada [c,d] yerel egriselligin mevcut oldugu araligy, 8 ise Sekil 2.2°de
gorildign gibi yerel egriligin en buytk oldugu yeri gostermektedir; ayrica

P (2.29)
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bigimindedir.

A Xs

I w2
» x

T

< P

C

-« 5 —P

< d —>

< L —p

Sekil 2.2 Plak-kirig malzemesi yapisindaki yerel egriselligin geometrisi.
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3. UCONCU MERTEBEDEN GELISTIiRILMIS PLAK TEORISIi CERCEVESINDE
PLAKLARIN ZORLANMIS TiTRESiM DENKLEMLERI

Bu bolumde, Kromm plak teorileri gergevesinde plaklarin zorlanmig titresim denklemleri elde
edilecektir. Bundan béyle Kromm plak teorileri gergevesinde elde edilen denklem ve
sonuglara Gigincii mertebeden geligtirilmig plak teorileri gergevesinde elde edilen denklem ve
sonuglar denilecektir.

Kenarlarindan serbest mesnetli sonsuz uzun plak, Sekil 3.1°de gorialdagi gibi

{Olesll ; —%Sx2_<_+§; —w5x3s+oo} 3.1

bolgesini kapsamaktadir. Bu tip plaklarda, plagin x3; dofrultusundaki boyutu x;
dogrultusundakine nazaran gok biiyiik olmaktadir. Eger bu plaga etki eden dig kogullar x;°den
bagimsiz ise o zaman bu plaktaki gerilme ve yerdegistirmeler ve bunlarin sagladif
denklemler x;’den bagimsiz olmaktadir. Elastisite teorisinde yukaridaki durumlar dizlem
sekildegistirme durumlan diye adlandirilir. Bu durumda x; yoniindeki yerdegistirme sifir
kabul edilerek bagka problem biuyikliklerinin x3’den bagimsiz oldugu varsayilir. Boylece,
sOylenenleri ele alinan probleme uyguladifimiz zaman bakilan plak probleminin x; boyutu
dugiiriilebildiginden bu tip yapilara serit-plak (plak-kirig) denmektedir.

X2
X3
’ i g 7|
X1 77 I h

Ly

Sekil 3.1 Kenarlarindan serbest mesnetli sonsuz uzun plak.
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Plagin yerdegistirmeleri,
U, =U,(x,%,,8) U, =U,y(x,x,,t) U, =0
bigiminde kabul edilmektedir. Kesin hareket denklemleri

oo 0°U, o
= i =12
=P (i,j=12)

J

bi¢imindedir. Bu durumda

(o,] [4y 4n A As As 4 (&
Oxn Ap Ap Ay Ay Ay |82

) O3 - Ay Ay A5 As ) €33
Oy Ay Ais A || €5
O3 Ass  As || 813
O} | Ass || 12 )

biinye denklemleri, diizlem gekildegistirme durumunda agagidaki sekli alacaktir:

oy 4y 24 A, ||en
O =4 245 Ay {612

O Ay, 24y Ay ||
Burada,
1{oU, oU, o
g, =— + ,J=12.
v75 ( ox,  ox, (j=12)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.5) esitliginin sagindaki degisken malzeme parametreleri matrisinin elemanlari, (2.24) ve

(2.25) denklemlerinden hatirlanacag gibi

Ay = A (n)= 400 + 245 +245 o, + Adh

Ay = Aglx)=-A800, + (4 + 245 900, — 903+ 4505
Ay = dgg(x)= (4} + 45 245 Yp0, ) + 4487 - 83)

Ay = dy() = (4] + 4D, 445 Y00,V + 4061 +08)

Ay = A (5,) = — 400,83 — (4, + 248 B30, - 8,83 )+ 45820,



20

Agl) = Ay = 4008 +2(4 +248, )08, + A0 3.7)

bigimindedir. Bolim 2.3’te belirtildigi gibi A%, A%, A%, A% g6z 6niine alman plakta
higbir egriselligin olmadig ideal durumda kompozit malzemenin normalize edilmiy mekanik
ozellikleridir. @, ve @, fonksiyonlart ise (2.26) ifadelerinde agiklandif gibidir.

Plak kenarlarindan serbestge oturmaktadir. Bu durumda sinir sartlari,
Uy,=0 , 6,=0 (x,=0.4) (3.89)

bigimindedir. Plagin tist ve alt ylizeylerinde ise

0,=0, 6,=0 (xz = ig] 3.9

stmir kogullan gegerlidir.

Boylece ele alinan plagin zorlanmis titresiminin elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri
gergevesinde incelenmesi (3.3)(3.9) ve (2.26) denklemleriyle saglanmig olur. Bu problemin
incelenmesi matematiksel agidan ¢ok zordur. Bu nedenden dolay1 ele alinan problemin
incelenmesinde gelistirilmis plak teorilerinin kullamlmas: geregi ortaya c¢ikmaktadir. Tez
kapsaminda ele alinan aragtirmalarda geligtirilmis plak teorisi olarak {igiincii mertebeden olan
Kromm Teorisi kullanilmaktadir. Bu teoriye gore (3.2) yerdegistirmelerinin plak kalinhi:
boyunca olan koordinata gore degisimi agagidaki sekilde verilir.

Kromm (1953,1955)’a gore plak yerdegistirmeleri

Ul(x1>x2at)=Uo(x1=t)"x2%;w‘)-h](xzmxht) ’

1
Uz(xl,xz,t)zW(x],t) (3.10)

bi¢iminde ifade edilmektedir. Burada ¢(x,t), plagin Ox; eksenine dik kesitindeki kayma sekil
degistirmesinin ortalama degerini ifade eden bir fonksiyondur. Ayrica,

Uo(xl’[)z Ul(xlaost) >
W(x,,t)=U,(x.0,¢) (3.11)

ifadeleri plak orta yiizeyinin yerdegistirmeleri, ¢(x,t)’in plak kalinlig1 boyunca degigimini

gosteren J(x,) ifadesi
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1 h2 3
J(x,)= Z(—4—x2 ——"3&} (3.12)
bigimindedir.
Simdi,
hi2 a hi2
9 gy, =2 o, (i=1) (3.13)
ox v
~h/2 1 1-h/2

ifadelerini goz 6niine alarak (3.3) hareket denklemlerinin —h/2” den +h/2” ye kadar x,’ ye gore

integrasyonu yapilirsa,
B2 o2 2
oo
o fandx + I 12 dx, = IU (Jcl,xz,t)alx2
X\ _hi2 2 0%y —h/2
w2 2 hi2
oo 6
jo'lzdx J. — Py, = JU (%1%, )dx, — P(x,,1) (3.14)
ox; i —hi2 —h/2

plagin alt ve tst ylizeyleri i¢in (3.9)’da verilen kosullan

[ Logr, oyl i2=0  (i=12) (3.15)

iz O%,

(3.14y de kullanilir ve

hi2

T, = {o,dx, : (3.16)
—~hr2
hi2

Ny, = Io'mdxz (3.17)
~h!2

isaretlemeleri yapilirsa,

6T]l(x1’t) 2*U° (x,,1)
=h 3.18
ox, P ’ G.18)
6N12(x1’t) 52W(xl,t)
—2 L= hp— S — 3.19
e ) (3.19)

elde edilir. Buradaki T;(x,t), Nja(x;,t) plaktaki i¢ kuvvetlerin ortalama degerleri olup birinci
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indis kuvvetin etkidigi yiizeyin normalini ikinci indis ise kuvvetin yoninii gostemektedir.
P(x1,t), sekil 3.2°de goriildiagn gibi serit-plaga etki eden —x, yoniindeki diizgiin yayil yiki
gostermektedir.

X2
P(x1,t)=Poe™™

* Y v v v vy

+h/2
> X
-h/2

Sekil 3.2 Diizgiin yayili yiik altindaki gerit-plak.

(3.3) hareket denklemlerinin x; ile garpimu yine —h/2’ den +h/2’ ye kadar x;’ye gore entegre

edilirse,
h/2 h/2 oo 62 hi2
12
6—— Ixzo'udx + I xXydx, = 6 — .fsz (x,,x,,t)dx,
1 -h/2 ~h/2 2 -h/2
hi2 hi2 ao_ 2 hi2
22
pos j x,0d%, + | ~ dy, = 32 [EXZACIEANG" 2 (3.20)
X —hi2 -hiz 9% -h/2

elde edilir. Plak teorisinde genelde yapilan o, = 0 kabulilyle birlikte (3.20) denklemlerinin
ikinci terimlerine bilinen kismi integrasyon kurali uygulanir ve plagn alt ve ist yiizeyleri igin
(3.9)da verilen kogullar g6z 6niiride tutulursa

hi2

0o,
j 3 Xydx —0'12)‘2] -hi2” J‘O-lz
~nl2 Xy -h/2
w2 ni2
00,
J. P xzdx Gzzle —nr2” Io'zz =0 (3.21)
—hi2 0% )

bulunur. Momentin ortalama degeri
hi2

M, = Io'uxzdxz (3.22)

—h/2

bi¢iminde gosterilirse



23

3 2
M)y 5,00= -2, 2 ¢ 1y T 00 (323)
ox, o, o1
elde edilir. Burada,
hi2 d](x ) h3 hi2
Il(h)=_ ;,[ 2——;22—@ =7 L(n)= _ hj/ f2J(x2)dx2 (3.24)

bigimindedir. (3.12) ve (3.10) ifadeleri (3.6)’da yerlerine konursa;

0 2
ou, _ou —x26 W+J(x2)_6_qi
ox, Ox; ox,

&, =
Xy

. oU, . 8U, 1_8W+6J(x2)(p+6W _1aJ(x,)
2= 2 o, 6x1 2( ox,  ox, ax, ) 2 ox,

U, oW
Z2 o, ox, (3.25)

elde edilir. (3.25) denklemleri (3.5)’te yerlerine konursa;

ouU° oW 0 oJ{x
o, = 4,6 + 245461, =A11( 3 — X, +J(x )a(DJ"'A ( 2)¢

2 16
xl 6xl x] 6.752

ouU® oW op) . ollx
Oy = A&y + 245581, = A16[ Xy T3 +J(x2 )_ﬂ + Ags —Q¢

ox, ox, ox, ox,
ouU® W op) . oJ(x,)
o, =A.&,+24,.&,=A4 -X +J{x, )= |+ 4 2 3.26
22 12611 26512 12[ o, 2 8x12 ( 2) 6"1) 26 ax, @ ( )

bigiminde elde edilir. (3.26) denklemleri (3.16), (3.17) ve (3.22) ifadelerinde yerlerine

konursa,

ni2 "2 F auU° oW PV
T, = I oy dx, = j. Au[ R +J(x ) + A afch)q) ; (3.27)
2

~hi2 ~hi2|

hi2 w2 | aU° W \ aJ
Ny, = Ialzdxz = j- A]é[ — X, J( +A66‘—(Lx‘2‘)¢ 2 (3.28)

~h/2 ~h/2| oxy ox,’ ox, X1 ) ox,
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h/2 hi2 0
B U oW \bp). , dlx)
My = hj/ ic2oudx2 o hj/ ;cz[Au[ B +J(x, ale“LA“’ P dx, (3.29)

elde edilir. Bu denklemler —h/2’den +h/2’ye kadar x;’ye gore entegre edilirse

ouU’

I, = Auha— + 469 (h) (3.30)
1

Ny, = Aléh ax, +A66¢1 (h) (3.31)

I, (h)g;’—’} (3.32)

o*w
M, = "An{zh (h)—a—z—”

Xy

elde edilir. Bu son ifadeler (3.18), (3.19) ve (3.23) yerlerine konursa;

N 2770
9 A +A16 l (h)} 52 U (3.33)
ox | 6 X,
B 0 2
2 4 h %k a1, ()| = 2~ P 1) (3.34)
ox, | X,
2| o'W ? au° oW
| 4 _2]1(}1)”—7"']2(}’)_2 - Alsh—'""Aes(DIl(h) ==2pl,(h)—+
ox | ox; ox, ox, Ox,0t (3.35)

2

1%
+ pl,(h) al‘f

elde edilir. (3.33), (3.34) ve (3.35) denklemlerinde x;’e gore kismi tiirevleri alinan ifadeler
gergeklendiginde, yerdegistirmeler cinsinden plak hareket denklemleri

*U° . a4, au° 84 *U°
Ak +h— +1,(W) A 22+ 1, (W 22 = ph 3.36
" ox? ax, ox, () axI ()‘P x, or (3:36)
2750
Ah 662 +ha:16 ou +1 (h)A66 +1 (h)¢ aA“ = pha w — P(x,.) (3.37)
X Xy

o’w 0? 04 /4 0
—Au[zfl oL —zz(h)——fj-——w [za(zz)—a - L0Z2)-
X, X Ox

oxy oxy 1 1 (3.38)

—h a — Al \(R)p =2, (h) 2+ 12()
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bigiminde elde edilir. (3.16) ve (3.22) islemi plagin (3.8) deki sinir sartlanina da uygulamrsa:
7,,=0 , M, =0 , W=0 (x, =0,1) (3.39)
elde edilir.
Goz oniine alinan plagin zorlanmig titregiminin zamana bagl yerdegistirmeleri,
U'(x,1)=Xp(x)e™ , Wix,0)=X,(x)" . olx.t)=X,(x )™ (3.40)
seklinde ifade edilebilir. Serit-plaga —x, yoniinde etkiyen diizgiin yayili yiik,
P(x,,t)= Pe™ (3.41)

bigiminde yazilabilir; burada ®, ele alinan kompozit plagin zorlanmig titregim frekansidir.
(3.40) ve (3.41) ifadeleri (3.36), (3.37) ve (3.38) hareket denklemlerinde yerlerine konursa;

d>X, . d4, dx,

A,k h +1,(h)A4 Xy 16 = ’X 3.42
11 dx12+dxdx ()1501)‘1 1 .pdxl"_phmu (3.42)
d*X, . dA,dX dx dAg
Ash czfo +h alef dxj’ +Il(h)A66—6§x—]f—+Il(h)X¢E: —pha* X, - P, (3.43)
X 2
4, 21 (h) A A el B Y DY A
1 dxl dxl dx
(3.44)
dxy,
21, (h)—2L - 1,(r)x
. - por 21,5 - 1,0 j

elde edilir. Aynica (3.40) ifadeleri, (3.30) ve (3.32) goz oOniinde tutularak, (3.39) smur
kogullarinda yerlerine konursa,

Anhi‘%?- + Al (h)Xq,J =0 (3.45)

1

FAM(— 211(h)d;f +1,(h) ﬂ

1 1

=04

=0 =0 (3.46)

x=0,}

elde edilir. Boylece goz 6niine alinan plagin zorlanmug titregim problemi (3.45) ve (3.46) smir
kogullan altinda (3.42), (3.43) ve (3.44) problemlerinin ¢dziimiine indirgenmis olur.
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4. GALERKIN YONTEMI iLE EGRISEL MALZEME YAPISINA SAHIP
KOMPOZIT SERIT-PLAKLARIN ZORLANMIS TiTRESIM
DENKLEMLERININ COZUMU

Galerkin Yontemini, (3.42)~(3.44) denklemleri ve (3.45)-(3.46) sinir kosullan gergevesinde

verilen problemlerin incelenmesi 6rneginde agiklayalim.

(3.42)-(3.44) denklemlerinin degisken katsayih diferansiyel denklemler olmas: nedeniyle ele
alinan problemlerin matematiksel agidan incelenmesi gok zorlagir. Bu veya buna benzer
durumlarda yaklagik analitik ¢oziimler elde edilmesine ¢aligilir. Bunun igin (3.42)-(3.46)
problemlerinin ¢6ziimiinde Galerkin Yontemi kullanilacaktir. Galerkin  Yonteminin
uygulanabilmesi igin aranan fonksiyonlarin belli bir smmf tam fonksiyonlarla ifade
edilebilmesi ve bu tam fonksiyonlar simfim1 olugturan herbir fonksiyonun aranan
fonksiyonlarin sagladift smir kogullarini otomatik olarak saglamas: gerekmektedir.
Dolayisiyla, (3.42)-(3.46) denklemlerinde Xw, Xu, X, fonksiyonlannm, (3.45) ve (3.46)
kogullarini otomatik olarak saglayan tam fonksiyonlarla ifade edilmeleri gerekir.

Bu durumda Xu(x), Xw(x1), Xe(x1) fonksiyonlar:

- nrw
Xy =).B, cos—=x,
n=1

1

= . nx - nr
, XW=ZI:C,,sme1 , Xq,zlencos—I:xl 4.1

1

bigiminde aranabilir. Fonksiyonlar bu sekilde secildiginde (3.46) siir kogullari otomatik
olarak saglanirken (3.45) saglanmaz. Bunun i¢in (3.45) simr kosulu ancak A;¢(x;) fonksiyonu

Aw(o) = A16(ll ) =0 4.2)

yaptlarak otomatik olarak saglatilmig olunur. Boylece (3.7), (2.26) ve (3.45) dikkate
alindiginda plak malzemesinin yapisindaki egriselligin

alx), o, =0 (4.3)

sartim saglamas1 halinde ele alinan (3.42)-(3.46) probleminde elde edilen sonuglar kesin
olacaktir. Bu sart saglanmadifinda (3.45) sinir kogulu ancak yaklagik saglanabilir, dolayisiyla
elde edilen sonuglar da yaklagik olacaktir.

(4.1) ifadeleri (3.42), (3.43) ve (3.44)’de yerlerine konursa (4.1) ifadelerindeki B,, C,, D,
bilinmeyen sabitleri igin lineer, cebrik denklemler sistemi elde edilir. Bu denklemlerin
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katsayilar determinant: sifira egitlenirse gerit-plaga ait serbest titresim frekanslan elde edilmig

olunur.

Simdi soylenenleri sirasiyla yazalim. Ik énce (4.1)’i (3.42), (3.43) ve (3.44)’da yerine
koyarsak

2
> Bh — 4,,(x, P71 cos 2 _day(x)(nm sin 2L 4 pey? cos L |+
<. I L @, 1 ], I

1

4.4)
> D,1,(h) - A(x, nz . nm +dA16(xl)cos |
n=l l[ Il dxl Il
2
ZBnh *Am(’ﬁ ed cos nx, _‘1‘416(“‘71) nz sin nux, N
- h L dx, ) A
(4.5)

3 BA Ag(x ) X |sin 2P | 4
=1 11 11

P amy, dA (x) ’
nm)| . nmx nw nmx
;C 21 (h{ 11(%(1 } cos ! Lt clllxll (T) sm—;l—‘—pa)z(fjcos : 1:|+
i , ) (4.6)
ZDnlz(h{_ Au(xl{r;l] cos 21 LTI [E)Smm_
1

J+ZD 1 (h)[ Ay )sin ™2 +dA“(xl)cosnml]=—E>

pr I dx, I8 [,
I (h) nmx, s nmx |
N (h) 66(x1 I ] =0

clde edilir. (4.4), (4.5) ve (4.6) denklemlerinde

mz pa)ZIZ

4.7
Vi (4.7)

boyutsuzlagtirmas: yapilirsa, bu denklemler
& (x ) nz P )Y rz) . nm [ po’?\1  nm
ZBnh ll 1 cos 1 _ ll > 1 J . 1 ( > 1 ]7 cos 1 +
n=1 Il ll 1 A22 l A22 l ll
4.8)
ZD ] (h{ 16(x1)[”ﬂ]sin st WY d (Alégxl )]COS e W TN
n=l 22 ll ll dxl AZZ ll
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iBnh L -ﬁ@ _’?ﬁ i cos nﬂxl — d Al6 gxl) _’zzz Sln nml +

) i A4, [ A dx \ A3 I, ],

= |\ po’t?\h . nmx, | & (x ) d (44(x))  nm

Y C || o | asin =l |4+ D, 1, () - 2o 1y W) )cos ™3| (49)
\ 4n Jh I P lI de, \ A I

22

iB”h 16("1 [n;z') sin % | 4
n=1 ll ll

%:C 21 (h){ ZE':I)[’Z’) cos”""l ( u(xl)}(mr) . _1__

(4.10)
272
pa)ol = n +ZD L{n) - “(xl) e cosm—
A 1 I,
11(x1) ym. o 1,(n) A“(xl)cos Lz Pa’:llz —l—cosmle -0
1 ll ]2 (k) A;)Z 11 A22 112 Zl
haline gelir. (4.8), (4.9) ve (4.10) denklemlerinde
x=2 4.11)
ll
boyutsuzlagtirmasi yapilir ve
40=AD At ) B
A 22 AZZ
isaretlemeleri kabul edilirse
iB [ 4, (x)nz) cosmcx—nﬂ%‘(i)sinmcx + o’ cosrme +
n=1 dx
(4.13)

n=1 24

2 t
Z D} — ! [lhj [—nméll’é(x)sinnm+%6(x)cosnm]=o
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i B, %(lﬁ)[— (nz)’ 4;5(x)cos nmx — nﬂMsm mzx} +
n=1 1\*1

iC,, %(3)[@2 sinmzx]+ iD I? 214 (}—) l:— nady (x)sin nme + MZ( %) cosmzx] (4.14)

n=1

3B~ ( J[mrAm (x)sin nmx]+

n=l

icn Il 112 (f) [(mr) 4, (x)cos nmx + (nz )’ ~d‘%(xlsin nIX — N> cos nix | +
n=1

(4.15)

5
1 ‘( ) M
D12 nr) 4 .{x)cosnmx — 11 -
Z 240[1] ( ) 11( )c S nrx——Smnix

n=1

-2
- 10(%) A (x)cosnmx + @* cosnmc} =0

1

elde edilir. (4.13) ifadesi cosmax, (4.14) ifadesi sinmmx, (4.15) ifadesi de cosmzx ile

garpilirsa

ii B, l[— (nx) 4y, (x)cos naxcos mamx — nn%x(i) sin n7oe cos mx +

m=1 n=1 1

2
@ cosrmxcosmnx] ZZD 12 214(;1] [—nm4;6(x)sinnmcosmm+ (4.16)
m=1 n=1

L d4i(x)

cosnmxcosmme | =0
dx ]

> B,, ;—[— (nz)’ Ais(x)cos nmxsin max — nn‘fi%(x)sin nzxsin mzoc} +
m=1 n=1

[wz sin nzxsin m;zx]+

™
™
fi‘

4.17)

2 [
>3 D0 214 (Iﬁ] [— nAgg(x)sin nzocsin max + ﬁ;’l‘x@cos nzxsin mzzx} =
n=l m=1

1 l
- P isi
O(k) inmax



30

Z Z B, [rm;zl16 (x)sin naxcos mm:]+

m=1 n=1

ZZ - l T ( j [(mt)3 4, (x)cosnmxcosmmx +(nz) g%‘x@sin N7 COS MK —

m=1 p=1

— nEw’ cOS N cos mm:]+ (4.18)
4 f

2;21 bt %( hj [— (nz)’ A4,,(x)cos naxcos mmx — nﬂdi;x@sin 17X COS M X —~

2
—~ 10[%) Ay (x)cosnmxcosmmx + @ cosnmx cosmﬂx] =0

denklemleri elde edilir. (4.16), (4.17) ve (4.18) 0°dan 1’e kadar x’e gore entegre edilirse,

55 5. 2-0n) L(A;I(x)cosnmosmmyx-m[(j[%fi)smnmosm}t

m=1 n=1

+@ L COS 17X COS mrzxdx} +

;;D p L [ J[ ] (4 EJsinmmcos i (4.19)
; ;[_dx(_)mmH “o

55, [0 Lt honnmsinmcnnf i i e
;;c -—[ stmnmsinmmcdx]+ B
;; il 1[ J[ nz{ (A (x)sin norsin mae i + '

+J:l —“—(x)cosmcxsinmﬂx dx | =-P, 4 'sin meddx
dx h
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ZZB ——[mrj( 16(Jc)smnmccosm:z::c)clx}

m=1 n=1
Zi C,. ( J [(nz)SE(A{I(x)cosmzxcosmm}ix+
m=1 n=1 l 121
+(arx) _‘:[——1@31'11 N COS mnx)dx —nnw’ chos N7 cos mnxdx} +

(4.21)
Zz %[ ) [ (nz)y j( 11(x)cosnn:xcosmmc}lx-
m=1 n=1

j( dy (x )smmcxcosmfzxjdx 10 (x)cosnmccosmizx)dx+
@ Lcosnﬂxcosm/zxdx]=0
elde edilir. Burada
Al = [(4,()cosnmxcosmmdx , Al —j‘wm
o = | 441, (x)cos nax cos max , 2 = Jo| Ty SIMAXCOS MK
Y 4 : lfdAx’a(x)
Al =L(A16(x)smmzxcosmmc}bc , Al,. = L e cosnmxcosmax |dx
L .
Al,, = f(A' (x)cosnmsinmm)z’x Alg,, = f(%(-x—)sinnmcsinmmc
Snm g 716 2 6nm 0\ dx

Al,,, =£(A&6(x)sinn70csinmzx}ix , Alg, =E(%i)cosmvcsinmm)dx
Al = J: (A;G(x)cosnmcosmmc)dx. (4.22)
bigiminde igaretlemeler kabul edilirse (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri
ZZB —l—[ (nz) AL, mrA]z,m+ 5 @ J
m=1 n=1 1 (423)

+ZZD I? 1(—J —nadl,,, + Al,,.]=0

m=1 n=1 1



32

33 3, -—P(nﬂf ALy, ~ndl o |+ 33 C, [ }r

m=l n=1 m=1 n=1

33D, 1(—) _ Al +A18m]=—f’(;(;‘)[—7n;((—l)'”—l)}

m=1 n=1

(4.24)

>3 B

m=]1 n=1

ZZC : 12(1 J [( x) AL, +(nn)2m2m—nz—;5mw2]+ (4.25)

m=1 n=1

) 2
ZZ 12 24110( J [_ (n”)zAllnm —-nnAl,,, - 10(%) Al +_;_5mw2j| ~0

m=1 n=1

haline gelir. (4.23), (4.24) ve (4.25) denklemlerinde 3, Kronecker Deltas: olup;

5. = {1 n=m (4.26)
O nzm

bigimindedir.

(4.23), (4.24) ve (4.25) denklemler sistemi sonsuz sayida denklem igermektedir. Bu nedenle

bu denklemlerin katsayilar determinantimin mertebesi de sonsuzdur. Galerkin Yonteminin

tezde ele aliman problemlere uygulanmasi igin sonsuz sayidaki denklem ile uygun sonlu
sayidaki denklem degistirilir.

© N N
(4.23), (4.24) ve (4.25) denklemlerindeki D" , »°> ile degistirilirse,

m=1 n=1 m=1 n=1

;;B [ (nr) 41 +%§mw2]+
2 4.27)
+ ZZD 7 — [——) Frmar,,, + 41,,,1=0
ZZB —[— nrz)2 1 6,,,,,] ZZC [ ] +
m=1 n=1 m=1 n=1 (428)

>3, L (lﬁjz [- nmal, +A18m]=—11;(—};-)[-%(—1)’”—1)]

m=1 n=1
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N N

>> B, —ll—[nm13m}+

m=1 n=1 1

YA 11 (e, w , 1.,
ZIZ;CM Tl [(nn‘) Al +(nx) AL, —rm~2—5,,mw + (4.29)
m= n= 1 1

I,

N N 1 (h 4 2 1
DD~ —(nﬂ)zAllm—nwzm—IO[;) A19,,,,,+§5,,,,,w2 =0

et 2404 Z;

denklemler sistemi elde edilir.

N=5 almirsa (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemler sisteminden 15 denklem alimr. ilk 6nce bu 15
denklemin katsayilar determinanti sifira esitlenip @w? (dogal titresim frekansinin karesi)
degerleri bulunur. Daha sonra N=10 alinarak aym iglem yapilarak w? degerleri aramir. Daha
sonra bu iki @? degerleri karsilastirilir. Efer bu karsilastirmada elde edilen w? degerleri

birbirlerine yeteri kadar yakinsa serbest titregim frekanslaninin aranmasi iglemi bitmis kabul
edilir.
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5. SONUCLAR

Galerkin Yonteminin malzeme yapisinda egrisellik  bulunan serit-plagin  hareket
denklemlerine nasil uygulanacagi 4.Bolim’de anlatildi. Yapilan iglemler sonucunda (4.27),
(4.28) ve (4.29) denklemleri elde edilmisg, incelenen problemler, Fortran-77 programlama dili
yardimiyla programlanmgtir. Bu programlarda yapilan hesaplamalan (4.27), (4.28) ve (4.29)
denklemleri lizerinde agiklayalim.

Ik once (4.22) ile ifade edilen Aly, (i=1,2,...,9) integral terimlerinin hesaplanmasi
gerekmektedir. Aj;1'(x), A'(X), Ag'(x) x’in birer fonksiyonu oldugundan (4.22)
integrallerinin hesaplanmasinda zorluklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle s6z konusu
integrallerin hesabinda Gauss Noktalart Yontemi kullanmilmigtir. Al integral terimlerindeki
n ve m degerleri 1’den, (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerinde ele alinan terimlerin sayisi
olan, N’e¢ kadar degigebilmektedir. Hesaplarda N=10 alinmaktadir. Gauss Noktalan
Yonteminin uygulanmasinda serit-plak 10 araliga boliinmekte ve her bir aralikta 15 Gauss
Noktas: alinarak (4.22) integralleri hesaplanmaktadir. Elde edilen sayisal sonuglar hazirlanan
programda bir dosya olugturularak bu dosyaya yerlestirilmektedir.

(4.22y’deki A11'(x), A1’ (X), Aes’(x) malzeme degigkenlerinin (3.7) ile verilen ifadelerindeki
A’ A, A’ Ag’ normalize edilmis elastisite sabitleri (2.27) denklemleri yardimuyla
bulunur. Bolim 2.3’ten hatirlanacaf: tizere ele alinan gerit-plagin ox» ekseni yoniinde biri
digerini tekrarlayan levhalardan olugmug kompozit malzemelerden meydana geldigi
varsayllmaktadir. Bu levhalarin malzemesinin izotrop ve homojen oldufu kabul edilir ve
elastisite modiilleri E; ve E,, Poisson oranlari v; ve v, , Lamé sabitleri &), p; ve A, iz ; hacim
oranlari m; ve 1, ile gosterilmektedir. Hesaplarda vi = v, = 0.25, 1 = 12 = 0.50 ahnmaktadir.

Serit-plak malzemesi yapisindaki yerel egriselligin, Boliim 2.3’ten hatirlanacag gibi 0 < ¢ <
x;<d <1, -h2 < x, < +h/2 bolgesinde oldugu varsayilmaktadir. Bu durumda gerit plak
malzemesi yapisindaki yerel egrisellifi gosteren ef(x;) fonksiyonu x=xi/l;
boyutsuzlagtirilmasi yapilarak

e (x~ ) (x—d) expl- (E(x-8))" fcosmat(x-5)  xele,d]
7= { xp[ 0 ] xe [O,C)U(d,l] S

bigiminde segilebilir. (5.1) ifadesinde [c,d] yerel egrisellifin mevcut olduBu aralify, o yerel
egriselligin en biytk oldugu yeri géstermektedir; ayrica

oy Trmreen s ST Bem enma
Ai@. *i{@,m? T URE T KURILD.

SR Ty

B
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&=— (5.2)

bigimindedir.

Serit-plak malzemesi yapisindaki egriselligin formu olan (5.1) esitligi sinrlarda
£ f{0)y=e-f{1)=0 degerlerini aldiindan (4.1) yerdegistirme fonksiyonlar (3.45) ve (3.46) siir
kosullarim1 otomatik olarak saglarlar. Bu nedenle hesaplama sonunda elde edilen sonuglar
kesin olmaktadir.

Al integral terimlerinin hesabindan sonra Galerkin Yontemi kullamilarak (4.27), (4.28) ve
(4.29) denklemlerindeki Bum/li, Com/l1, Domli” terimlerinin katsayilarindan

b

Yim

[A]sNx3N = Bym  Conm Pomm (5.3)
b Caum @

3nm 3nm

Com @

nm lwm

seklinde 3Nx3N boyutlu [A] matrisi olugturulmaktadir. Burada

blnm ={_(n7z')2‘411nm '—nm[%lm +%5nmwzj| > b2nm =[_(n7r)2A[5nm ~n7lA[6nmL
D3 = [””A]snm] > Cimm = [0] > Comm = l};—é‘mwz},

2
o = _112-(-1{?—] [(rm)3 AL, +(nx) AL, - nn—é—&mwz:l ,

2 2
! (ﬁj [””Mlsmn"'AIzmm] s Aoy = L [ﬁ] [—nM]7m+A18m] s

e =-2_4_ A —E h
1 (A rY” 1
d,,, =—I|—||-(mz) 4L, —nndl,, 10 = | Al,, +-6, @ (54)
2407, ) 2

bigciminde (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemlerindeki, strasiyla, Bpy/li, Cpw/li, Dymli?
terimlerinin katsayilarindan olusan nxm (n=m=1,2,....,N) boyutlu matrislerin terimlerinin
ifadelerini gostermektedir. Alqn, integral terimlerinin sayisal degerlerini ve serit plagin
moment ile kesme kuvveti degerlerini bulmak amaciyla iki program hazirlanmigtir.
Hazirlanan bu programlarin dogru sonuglar verip vermedikierini kontrol etmek amaciyla
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diizgiin yayili yik etkisindeki gerit-plakta rezonans olayimin meydana gelip gelmedigine, yani;
serit plagin dogal titresim frekans: ile zorlanmig titresim frekansimin birbirine egit oldugu
durumun olusup olugmadifina bakilir. Bilindigi gibi sistem rezonans durumuna geldiginde
sonsuz biiyiik yerdegistirmeler meydana gelmektedir. Bu disiinceden yola gikarak (4.27),
(4.28) ve (4.29) zorlanmus titresim denklemlerinden yararlanarak, E»/Es, €, ¢, d ve 8 nin belirli
degerleri igin yerdegistirmelerin sonsuz bityiik oldugu w? (dogal -serbest- titresim frekansimn
karesi) degerleri elde edilmeye galisilmigtir. Program iginde sifira gok gok yakin bir degerden
baslayarak, @?’ye kiigiik artimlar (0.0001) verilerek elde edilen degerler (5.4) ifadelerinde o’

yerine konularak yerdegistirmelerin sonsuz buyik oldugu durum aramr. Elde edilen w?

degerleri literatirdekilerle kargilagtinlmigtir. Bunun diginda (4.22) ifadelerinde verilen ALy,
integral terimlerinin sayisal sonuglarinin yerlestirildigi dosyalar, hazirlanan ikinci programda
acilarak (4.22) integrallerinin sayisal degerleri (5.4) ifadelerinde yerlerine konur.

Yerdegistirmeleri bulmak igin By, Cim, Dam dederlerinin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun
i¢in hazirlanan ikinci programda (5.5)’de gosterildigi gibi (5.3) ifadesinin tersi , (4.27), (4.28)
ve (4.29) denklemlerinin sonuglariyla ¢arpilmaktadir.

-1

Bnm blnm Clnm dlnm 0
Com = Pom  Comm Do Cyr (5.5)
D nm _i3Nx1 3mm  C3nm d3nm 3Nx3N 0 3NxL

Bulunan By, Com, Dam degerleri (4.1) fonksiyonlarinda yerlerine konularak yerdegigtirme
degerleri elde edilmektedir.

Simdi, egrisel malzeme yapisina sahip diizgiin yayil yiik etkisindeki kompozit gerit-plagin
moment ve kesme kuvveti degerlerinin hazirlanan programda nasil hesaplandifini ele alalim.
(5.4) ifadelerindeki @ degerleri zorlanmug titregim frekansi degerleridir. Bu zorlanmug titregim
frekans: degerleri, hazirlanan programlarin dogru sonuglar verip vermediklerini kontrol etmek
amaciyla belirli E»/E;, €, ¢, d ve 8 degerleri igin hesaplanmig olan yerdegistirmelerin sonsuz
biyikk oldupu w. frekanslarindan ¢ok kigik almmstir. Omek olarak E,/E=100, 0.3,
¢=0.30, d=0.70 ve 8=0.5 degerleri i¢in yerdegistirmelerin sonsuz biiyik oldugu ©,* (birinci
modun frekans1) degeri saptanmg (Sekil 5.1) ve dizgin yayih yik etkisindeki serit-plagin
momentinin degerini hesaplamak icin segilen w” degeri, ©;*’den ¢ok kiigik alinmstir (Sekil
5.2). Bom, Com V€ Dum degerleri (5.5) denkleminden bulunduktan sonra programda kesme
kuvveti ve moment degerleri sirastyla (3.31) ve (3.32) denklemlerinden hesaplanabilmektedir.
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8,00E+03
7,00E+03
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2,00E+03 -

M14/(Polal1)
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P E

Sekil 5.2 Ey/E=100, £=0.3, @*=0.18, ¢=0.30, d=0.70, 6=0.50 igin moment diyagrama.
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Bu ¢alismada, moment ve kesme kuvveti degerleri, Ey/E; , €, ’, ¢, d ve 8 nin cesitli degerleri
igin elde edilmektedir. Bu degerler moment ve kesme kuvveti diyagramlarinda
belirtilmektedir. Yerel egrisellifin mevcut oldugu [cd] aralifn buyitilmekte ve
kiigiltilmektedir. Yerel egriselligin en bilyiik oldugu yer, 3 ise [c,d] arahfinin ortasinda ve
farkl: yerlerinde alinmaktadir.

Simdi, ele alinan diizgin yayili yik etkisindeki basit mesnetli serit plagmm verilmig olan

moment ve kesme kuvveti diyagramlarini inceleyelim.

E»/Ei=100, &=0.7, m2=0.20, ¢=0.20, d=0.70, 6=0.45 degerleri igin Sekil 5.3°de moment ve
Sekil 5.4°de kesme kuvveti diyagramlan verilmigtir. $ekil 5.5 ve Sekil 5.6’da E»/E;, &, ¢, d,
& degerleri Sekil 5.3 ve $ekil 5.4°deki degerlere esit, ancak £=0.2 dir. Sekil 5.3’teki moment
diyagranmi incelendiginde dizgiin yayili yik etkisindeki gerit-plak sisteminin simetrik
olmasina ragmen moment diyagraminin simetrik olmadif1 ve yerel egrisellifin mevcut oldugu
[c.d] arahginda yerel egriselligin etkisinden dolay1 bir bozukluk olugtufu goriilmektedir. Bu
bozukluk £=0.2 oldugu Sekil 5.5’te azalmaktadir. Sekil 5.4’deki kesme kuvveti diyagraminin
ise anti-simetrik olmas1 gerekirken yerel egriselligin mevcut oldugu aralikta bir bozukluk
olustugu gorilmektedir. Sekil 5.4 ve Sekil 5.6’daki kesme kuvveti diyagramlarinin
kargilagtinlmasindan € parametresinin deferinin azalmasiyla yerel egrisellifin  [c,d]
aralifindaki etkisinin de azaldif1 gériilmektedir.

Yerel egrisellifin meveut oldugu [c,d] aralifinda egrisellifin genligi olan & parametresinin
degerinin azalmastyla serit-plagin moment ve kesme kuvveti diyagramlarinda olugan
bozuklugun azaldigi Sekil 5.7 ve Sekil 5.9°daki moment diyagramlar ile Sekil 5.8 ve Sekil
5.10°daki kesme kuvveti diyagramlarinin kargilagtinilmasinda da gorilmektedir. Sekil 5.8 ve
Sekil 5.10°daki kesme kuvveti diyagramlan kargilagtinldifinda € parametresinin degerinin
azalmasiyla, yerel egrisellifin oldugu aralikta yerel egriselliin etkisiyle olusan bozuklugun
azaldif1 oldukga belirgindir.

E,/E=100, €=0.7 oldugu Sekil 5.11’deki moment diyagraminda [0.30,0.90] aralifinda olugan
bozuklugun, E»/E1=20 olduBu $ekil 5.13°deki moment diyagraminda azaldigs goralmektedir.
Sekil 5.12 ve Sekil 5.14°deki kesme kuvveti diyagramlarinin kargilagtinilmasindan da E,/E;
oranimin azalmasiyla yerel egrisellifin oldufu aralikta olugan bozuklugun da aym gekilde
azaldifn gorulmektedir. Ey/E;=100, &=0.1, 8=0.60 oldugu Sekil 5.15’teki moment
diyagraminda € degerinin kiigiik olmasi nedeniyle [0.30,0.90] aralifinda yerel egrisellifin
etkisinin az oldugu ve E,/E;=20 oldugu Sekil 5.17°deki moment diyagraminda yerel
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egriselligin etkisinin degigmedigi gorilmektedir. e=0.1 oldugu $ekil 5.16 ve $ekil 5.18°deki
kesme kuvveti diyagramlarnnin karsilagtirlmasindan da aym sekilde Ey/E; oraninin
azalmasiyla yerel egrisellifin [0.30,0.90] arahigindaki az olan etkisinin degismediBi
gorilmektedir.

Egriselligin mertebesini karakterize eden € parametresinin yiksek degerlerinde (€=0.7) Ey/E;
oranimn degerinin azalmasiyla {c,d] aralifinda verel egriselligin etkisiyle olusan bozuklugun
da azaldign, Sekil 5.19 ile Sekil 5.21°deki moment diyagramlarini ve $ekil 5.20 ile Sekil
5.22°deki kesme kuvveti diyagramlaninin kargilagtiriimasindan goériilmektedir. Ancak € nin
dusiik degerlerinde (e=0.1) Ey/E; orammin degerinin azalmasiyla yerel egrisellifin [c,d]
aralifindaki az olan etkisinin degigmedigi Sekil 5.23 ile Sekil 5.25’deki moment
diyagramlarinin ve Sekil 524 ile Sekil 5.26°daki kesme kuvveti diyagramlarmn
kargilagtirilmasinda gérutmektedir.

E»/Ei=100, £=0.7 oldugu Sekil 5.27°deki moment diyagraminda yerel egrisellifin en biiyiik
oldugu yer, [0.10,0.60] araliginin ortasindadir (0.35). Sekil 5.29°daki moment diyagraminda
ise 0.15 noktasindadir. Bu iki moment diyagramimin kargilagtinlmasindan yerel egriselligin
etkisiyle [0.10,0.60] aralifinda olusan bozuklugun, 8=0.15 oldugu $ekil 5.29°daki moment
diyagraminda azaldip1 goriilmektedir. Sekil 5.29°daki moment diyagraminda 0.15 noktasinda
yerel egrisellifin etkisindeki bozuklugun arttifn ve 0.60 noktasina dogru bu bozuklugun
azaldip1 goriilmektedir. Ey/E;=100, €=0.7 oldugu Sekil 5.28°deki kesme kuvveti diyagram ile
Sekil 5.30°daki kesme kuvveti diyagraminin kargilagtrilmasindan &=0.15 oldugu Sekil
5.30’daki kesme kuvveti diyagraminda yerel egriselligin [c,d] aralifindaki etkisinin azaldifi
gorilmektedir. Sekil 5.30°daki kesme kuvveti diyagraminda yerel egrisellifin en buyik
degerini aldig1 0.15°de yerel egriselligin etkisiyle olusan bozuklugun arttif1 ve 0.60 noktasina
dogru bu bozuklugun azaldigi goriilmektedir. Yerel egriselligin en biiyiik oldugu yer 8°nin,
[c,d] arahginin kenarlarina yakin noktalarinda oldugunda yerel egrisellifin etkisiyle olusan
bozuklugun azaldig1 E,/E;=20, =0.7 oldugu Sekil 5.31 ile $ekil 5.33 moment diyagramlar
ve Sekil 532 ile Sekil 5.34 kesme kuvveti diyagramlanmin kargilagunlmasinda da
gorillmektedir.

5=0.60, EyE;=100, &=0.7 oldugu Sekil 5.35°deki moment diyagraminda [0.30,0.90]
araliginda yerel egrisellikten dolayr olugan bozuklugun, yerel egrisellifin mevcut oldugu
aralipin daraldipi ve [0.50,0.70] oldugu Sekil 5.37°deki moment diyagraminda arttify
goriilmektedir. 8=0.60, E;/E;=100, £=0.1 oldufu Sekil 5.36’daki moment diyagraminda
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[0.30,0.90] aralifinda yerel egrisellifin etkisi goriilmemektedir ve bu durum yerel egrisellifin
meveut oldugu araliin daraldig ve [0.50,0.70] oldugu Sekil 5.38’deki moment diyagraminda
da degismemektedir.

¢ parametresinin yitkksek degerlerinde (s=0.7) yerel egrisellifin mevcut oldufu aralifin
daralmasiyla, bu aralikta yerel egriselligin etkisiyle olusan bozuklugun arttifin Sekil 5.39 ile
Sekil 5.41°deki moment diyagramlarinin kargilagtinilmasinda goriilmektedir. &€ parametresinin
duigiik degerlerinde (0.1) yerel egrisellifin meveut oldugu aralhkta yerel efriselliin etkisinin
olmadigi ve yerel egriselligin mevcut oldugu aralifin daralmasiyla bu durumun degismedigi
Sekil 5.40 ile Sekil 5.42°deki moment diyagramlarinin karsilagtinimasinda goriilmektedir.

3= 0.20, E/E;=100, £=0.7, ¢=0.10, d=0.80 degerleri i¢in Sekil 5.43 ve Sekil 5.44’de sirasiyla
moment ve kesme kuvveti diyagramlar verilmigtir. Sekil 5.45 ve Sekil 5.46°da 3=0.45 olup
Ey/Ey, €, ¢, d degerleri Sekil 5.43 ve Sekil 5.44°deki degerlere esittir. Sekil 5.44°deki kesme
kuvveti diyagraminda yerel egriselligin en bityiik oldugu yer, yerel egriselligin mevcut oldugu
araliin kenarina yakin bir nokta olan 0.20’de oldugunda [0.10,0.80] arahifinda yerel
egrisellikten dolayr olugan bozuklugun 0.20 noktasinda arttifi goériilmektedir. Kompozit
plaklarda kayma gerilmeleri ihmal edilemedifinden ve kesme kuvvetleri mesnetlerde daha
buyiik degerler aldifindan, yerel egriselligin en biiylik oldugu yer mesnetlere yakin oldugunda
yerel egriselligin kesme kuvveti diyagramlarindaki etkisinin daha biytik oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla Sekil 5.44°deki kesme kuvveti diyagraminda yerel egrisellifin en
biyitkk oldugu yerin 0.20 noktasinda olmasinin, bu noktaya yakin olan mesnetteki kesme
kuvvetini arttirdifn  gorilmektedir. 8=0.45 oldugu Sekil 5.46’daki kesme kuvveti
diyagraminda, iki mesnetteki kesme kuvveti deferleri arasindaki farkin ve [0.10,0.80]
araliginda yerel egriselligin etkisiyle olusan bozuklugun azaldig: goriilmektedir. Sekil 5.43 ve
Sekil 5.45°deki moment diyagramlarinin kargilagtiriimasindan §=0.45 oldugu Sekil 5.45°de
yerel egriselligin etkisiyle olugan bozukugun azaldif goriilmektedir.

Sonug olarak;

a) Egrisel malzeme yapisina sahip basit mesnetli kompozit serit-plagin moment ve kesme
kuvveti diyagramlarinda, € parametresinin yiikksek degerlerinde (¢=0.7) yerel egriselligin
mevcut oldugu [c,d] aralifinda yerel egriselliin etkisiyle olusan bozukluk, €
parametresinin diigiikk degerlerinde (¢=0.1) azalmaktadur.

b) & parametresinin yiiksek degerlerinde, E»/E; orammn artmasiyla, yerel egrisellifin [c,d]
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araligindaki etkisiyle olusan bozukluk da artmaktadar.

¢) Yerel egrisellifin mevcut olduu aralifin daralmasi, yerel egrisellifin bu arahktaki
etkisini arttirmaktadir.

d) Yerel egriselligin en biiyik oldugu yerin [c,d] arahginin kenarlarma yakin noktalarinda
olmas1 yerel egriselligin bu noktalardaki etkisini arttirmaktadir.

e) Kesme kuvvetleri mesnetlerde daha biiyiik degerler aldifindan, yerel egriselligin en biyik
oldugu yerin mesnetlere yakin olmasi yerel egriselligin etkisiyle kesme kuvveti
diyagramlarinda olugan bozuklugun etkisini arttirmaktadur.
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Sekil 5.4 E»/E=100, w2=0.20, ¢=0.20, d=0.70, 8=0.45, £=0.0 ve £€=0.7 i¢in kesme kuvveti
diyagrami.
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Sekil 5.6 Ey/E=100, £=0.2, @°=0.20, ¢=0.20, d=0.70, 5=0.45 i¢in kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.7 Eo/E1=100, w’=1.90, ¢=0.10, d=0.30, §=0.20, £=0.0 ve £=0.7 i¢in moment
diyagrama.

3,00E-01

2,008-01 1

Ni2/(Pols)

4,00501
2,00E01 N

3,00E-01

Sekil 5.8 Ex/E=100, w*=1.90, ¢=0.10, d=0.30, §=0.20, £=0.0 ve £=0.7 i¢in kesme kuvvet
diyagrami.
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Sekil 5.10 E,/E=100, £=0.2, ©*=1.50, ¢=0.10, d=0.30, 5=0.20 i¢in kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.12 Ey/E=100, £=0.7, ©°=0.20, ¢=0.30, d=0.90, =0.60 igin kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.14 E,/E1=20, £=0.7, ©°=0.06, ¢=0.30, d=0.90, §=0.60 i¢in kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.16 Ey/E,=100, =0.1, ©*=0.20, ¢=0.30, d=0.90, =0.60 i¢in kesme kuvveti diyagrama.
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Sekil 5.18 E»/E;=20, £=0.1, w*=0.06, ¢=0.30, d=0.90, 5=0.60 igin kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.19 Ey/E1=100, &=0.7, m2=1.90, ¢=0.15, d=0.55, =0.35 i¢in moment diyagrama.

N12/(Pol)

Sekil 5.20 Ey/E;=100, £=0.7, w*=1.90, c=0.15, d=0.55, §=0.35 igin kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.22 E»/E;=20, £=0.7, w*=0.80, ¢=0.15, d=0.55, 5=0.35 igin kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.24 E»/E1=100, £=0.1, w’=1.40, ¢=0.15, d=0.55, §=0.35 igin kesme kuvveti diyagram.
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Sekil 5.26 Ey/E=20, £=0.1, ©°=0.70, ¢=0.15, d=0.55, 5=0.35 i¢in kesme kuvveti diyagram.
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Sekil 5.28 E»/E=100, £=0.7, ©°=1.90, ¢=0.10, d=0.60, 8=0.35 igin kesme kuvveti diyagrama.
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Sekil 5.30 Ey/E=100, £=0.7, ©°=1.90, ¢=0.10, d=0.60, 5=0.15 igin kesme kuvveti diyagram.
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Sekil 5.32 Ey/E=20, £=0.7, ©°=0.75, ¢=0.10, d=0.60, §=0.35 i¢in kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.34 E»/E;=20, £=0.7, 132:0.75, ¢=0.10, d=0.60, 6=0.15 igin kesme kuvveti diyagrami.
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Sekil 5.38 E/E=100, £=0.1, w*=1.40, ¢=0.50, d=0.70, 5=0.60 igin moment diyagrami.
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R
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M.4/(Polqlq)

M11/(Polal4)

Sekil 5.40 E,/E;=20, £=0.1, ©™=0.70, ¢=0.10, d=0.70, 5=0.40 i¢in moment diyagram.
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Sekil 5.42 E»/E;=20, £=0.1, ©°=0.70, ¢=0.30, d=0.50, 5=0.40 igin moment diyagram.
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M1/(Pol4l1)

Niz/(Pol4)
i

-2,00E02 +

-4,00E:02

-6,00E-02

Sekil 5.44 Ey/E;=100, e=0.7, w*=11.5, ¢=0.10, d=0.80, §=0.20 i¢in kesme kuvveti diyagramu.



63

My4/(Polhq)

N12/{Pohi)

Sekil 5.46 E,/E1=100, ¢=0.7, w2=11.5, ¢=0.10, d=0.80, 3=0.45 igin kesme kuvveti diyagrami.
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