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OZET

Sonsuz veya yari sonsuz elastik ortam iginde yapilan yeralt1 tiinelleri ve boru hatlar1 gibi
mithendislik yapilar tagit yiikleri, sivi ve gaz basinglari, deprem dalgalan ve patlama sok
dalgalar1 gibi dinamik etkilere maruzdur. Bu nedenle, bu etkilerden dolay1 yapida veya
ortamda olusabilecek gerilme ve yer degistirmelerin bilinmesi tasarim agisindan énemlidir.

Bu ¢alismada, iki dairesel silindirik bogluk igeren, farkli malzemeden olugmus lineer elastik
bir sonsuz ortamin harmonik titresimleri incelenmigtir. Her iki boslugun eksen boyunca
harmonik olarak zorlandig kabul edilmistir.

Birinci boliimde, konuyla ilgili 6nceki ¢aligmalardan ve bu ¢alismada kullanilan yontemden
bahsedilmistir. Ikinci boliimde diizlem ve diizlem dis: sekil degistirme hallerine ait hareket
denklemleri verilmistir. Ugtincii boliimde ¢6ziim yontemi anlatilmistir. Her iki ortam icin
elde edilen denklemler Bessel-trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla analitik olarak
¢oziilmiistiir. Coziimde ortaya ¢ikan bilinmeyen sabitler oyuk yiizeyleri ve ortak ara yiizey
boyunca yazilan smir kogullarn yardimiyla hesaplanmistir. Ara yiizeyde sonsuz sayida
nokta olmasi ve serilerin sonlu bir sayida kesilmesi nedeniyle sir kosullar: tam olarak
saglatilamamaktadir. En Kiigiik Kareler Yontemi kullamlarak, burada simir kosullar
yaklagik olarak saglatilmigtir.

Dérdiincii boliimde, Matlab 6.1 paket programu kullanilarak sayisal hesaplamalar yapilmig

ve ¢esitli parametreler igin elde edilen yer degistirme ve gerilmeler grafiklerle
gOsterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuz ortam, silindirik oyuk, diizlem dis1 sekil degistirme, en kiigiik
kareler yontemi
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ABSTRACT

Engineering buildings like underground tunnels and pipe lines buried in infinite or semi-
infinite elastic medium are subjected to dynamic effects such as liquid and gas pressures,
traffic loads, earthquake waves and explosive shock waves. So, it is important to know the
displacements and stresses in structures caused by these effects for design purposes.

In this study, the harmonic vibrations of a lineer elastic infinite medium which is made of
different kinds of materials and includes two cylindrical cavities is investigated. Each
cavity is subjected to a harmonic excitation which is applied parallel to the lengthwise
direction.

In the first part of the study, past studies on the similar topic and the method used in this
study are given. In the second part, equations of motion for the plain strain and anti-plain
strain cases are given. In the third part, the formulation of the problem is made and the
solution method is explained. The equations for each of the medium are solved analitically,
by using the Bessel-trigonometric series. The unknown constants appeared in the solutions
are obtained from the boundary conditions written on the cavity surfaces and the interface
of the medium. The boundary conditions on the interface can not be satisfied exactly as
there are infinite number of points and the series truncated for a finite number. Using the
Least-Squares Technique, these conditions are satisfied approximately .

In the fourth part, the displacements and stresses obtained for various parameters are shown

in the graphics. For obtaining the numerical results and the graphics, Matlab (version 6.1)
is used.

Keywords: Infinite medium, cylindirical cavity, anti-plane strain, Least-Squares
Technique.
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1. GIRiS

Bosluk veya farkli tipten bir malzeme igeren elastik bir ortamin dinamik etkiler altindaki
davranig1 gegmiste pek ¢ok aragtirmanin konusu olmustur (Eringen ve Suhubi, 1974; Graff,
1975; Pao ve Mow, 1971). Bu tiir bir ortamda yapilan yeralt: tiinelleri ve boru hatlar1 gibi
miihendislik yapilari, tagit yiikleri, sivi ve gaz basinglari, ani patlama gok dalgalar1 ve
deprem dalgalar1 gibi dinamik etkilere maruz kalabilmektedir.

Elastik yan sonsuz ortamda gomiilii silindirik kabugun sismik etki altindaki davramsi El-
Akily ve Datta (1980, 1981) tarafindan incelenmigtir. Aym ortamda bulunan boru hattinin
etrafinin farkli malzeme ile doldurulmasi halindeki davranigi Datta vd. (1984) tarafindan,
geometrisinin dairesel kabuktan farkli olmasi hali ise Wong vd. (1985) tarafindan
incelenmistir. Yeralt: tiinellerindeki trenlerin hareketi nedeniyle yeriistii yapilarina etkileri
Balendra vd. (1989) ve Balendra vd. (1991) tarafindan incelenmistir. Bu ¢aligmalarda
ortam viskoelastik, tlinel ise rijit cisim olarak dikkate alinmugtir. Viskoelastik ortamda
gomiilil sonsuz vzun silindirik kabugun sismik etki altindaki davramsi Luco ve De Barros
(1994) tarafindan incelenmistir. Guan ve Moore (1993, 1996), birbirine paralel iki silindirik
ttinelin hareketli veya sismik yiikler etkisi altindaki davranigini incelemislerdir. Coskun vd.
(2003), iki paralel silindirik oyuk igeren, sonsuz ortamin harmonik titregimlerini

incelemiglerdir.

Bu ¢alismada, paralel olarak yerlestirilmis iki dairesel silindirik bosluk igeren farkli
malzemeden olusmus bir sonsuz ortamin harmonik titresimleri incelenmigstir. Her iki
boslugun eksen boyunca harmonik zorlamaya maruz kaldigi kabul edilmigtir. Zorlamanin
oyuk ekseni boyunca olmasi nedeniyle problem bir diizlem dis1 sekil degistirme problemi
olarak ele almmistir. Ortamlar lineer elastik, homojen ve izotrop olarak kabul edilmistir.
Her iki ortam icin elde edilen hareket denklemleri “Bessel-Trigonometrik” fonksiyon
serileri yardimiyla ¢oziilmiistiir. C6ziimde ortaya ¢ikan bilinmeyenler, oyuk i¢ yiizeylerinde
ve ortamlarin ortak ara yiizeyi tizerinde yazilan sinir kogullan yardimiyla elde edilmistir.
Oyuk i¢ ylizeylerinde simr kosullari tam olarak saglanmaktadir. Bu simr kosullar
kullanilarak bilinmeyenlerin yarisi, digerleri cinsinden elde edilmigstir. Ara yiizeyde yer
degistirme ve gerilmeler birbirine esittir. Yiiksek mertebeden ikinci nevi “Bessel”
fonksiyonlarmin &zellikle kii¢iik argiiman biiyiik indis halinde ekstrem degerler almasi

nedeniyle, serilerde sonlu sayida terim alinmigtir. Bu durumda ara yiizeyde yazilan smir



kosullarinin sayisi, bilinmeyen sayisindan fazla olmaktadir. Bu nedenle ara yiizeydeki
kosullar “En Kiigtik Kareler Yontemi” kullamlarak yaklagik olarak saglatilmistir. Sayisal
islemlerde Matlab paket programi kullamlarak, oyuk ylizeylerindeki yerdegistirme ve
herhangi bir noktadaki yerdegistirme ve gerilmelerin gesitli parametrelerle degisimi
grafiklerle gosterilmistir.



2. iKi BOYUTLU HALDE ELASTISIiTE DENKLEMLER]

Bu boliimde lineer elastik, homojen ve izotrop ortamlar igin diizlem ve diizlem dis1 sekil
degistirme hallerine ait denklemler verilecektir.

Lineer elastik, homojen ve izotrop ortamlar i¢in hareket denklemi:

do,, O%u,

+ i =P 5 ,j=12,3 2.1
ox pf; P B 2.1

seklindedir (Pao ve Mow, 1971). Burada p ortamin kiitle yogunlugunu ve f de cisim
kuvvetlerini géstermektedir. BSyle bir ortamda gerilme-gekil degistirme bagntisi ise

O, = A8y, +2us,, i,j=123 2.2)

seklindedir. Buradaki 4 ve g “Lame” sabitleridir. Bu sabitler, Poisson oram ve elastisite
modiilleri cinsinden
E Ev

£ - 23)
21+v)” T Q+v)1-2v)

u=G

olarak alinabilir. Sekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasinda ise

1 6u, Ou,
sy=5(gf+3;), i,j=1,2,3 2.4

J

bagintist bulunmaktadir. (2.4) bagintis1 (2.2) bagintisinda yerine yazilirsa, gerilmeler yer

degistirmeler cinsinden
0, =A—%8, +u(—+—>L), i,j=1,23 2.5
Y ox, ﬂ(ﬁxj Ex,.) I 23)

olarak elde edilir. Bu gerilme ifadeleri (2.1) hareket denkleminde yerine yazilirsa, hareket
denklemi:

2 2
2 0

ou, Ou, ‘
(A+p)—— —+n 6x6;c +pf; =p572’,- i,j=1,2,3 (2.6)

(hdad] iV




olarak “Navier Denklemi” elde edilir. Birgok uygulamada incelenen elastik cismin bir
dogrultuda, digerleri yaninda daha uzun veya daha kisa olan bir karakteristik boyu vardir.
Bu dogrultuda da cismin kesit alam sabit olmaktadir. Ornegin, uzun ttineller ve sabit
kalinlikl1 ince plaklarda bu boyledir. Ozel yiikleme durumlan dikkate alinarak, bu tiir bir
geometriye sahip cisimde harcket denklemleri basitlestirilebilir. Bunun igin yer
degistirmeler bakimindan ¢esitli yaklagimlar yapilmaktadir. Buna, bir dogrultuda kesit alam
sabit uzun bir yeralt1 tiineli 6rnek olarak verilebilir (Sekil 2.1).

Sekil 2.1 Uzun silindirik yeraltt yapisi

Bu tiinel probleminde yiiklerin uygulanis bigimine gore iki durum ortaya ¢ikabilir. Eger
yayili yiik eksene (x,) paralel olarak uygulanirsa, baskin olan yerdegistirme bu dogrultuda

olur ve problem bir diizlem dig1 sekil degistirme problemi olarak alinabilir. Yiiklerin eksene
dik ve tiniform olarak uygulanmasi halinde ise bu dogrultuda yer degistirme meydana

gelmez ve problem diizlem gekil degistirme problemi olur.

2.1 Diizlem Dis1 Sekil Degistirme

Sekil 2.1 deki cisim i¢in diizlem dis1 sekil degistirme

=0, u,=0, uy; =w(x,x,,t) 2.7



yer degistirme bilesenleri ile verilmektedir. Gerilmeler ise, (2.5) denklemi dikkate
alindiginda agagidaki gibi olmaktadir:

ow
O3 =ﬂg’ O3 =/’gx_> O =0y =03,=0,=0 2.8)
] 2

(2.7) esitlikleri ile verilen yer degistirmeler (2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

&*w . 62w) _ow
o a2 Lar

H( 2.9)

olarak hareket denklemi elde edilir. Simr kosullar ise kesit gevresinde, cismin rijit bagh

olmasi halinde
w=0 (2.10)

ve gerilmesiz yiizey halinde

O3 + 1,0, = ,u[cos(xl,n)éw— + cos(x2,n)ﬁw—] =0 (2.11)
axl ax"2
olarak yazilmaktadir. Burada », ve n,, kesit ¢evresinin dis birim normaline ait dogrultman

kosiniislerini gdstermektedir. Yukarida verilen denklemlerde kartezyen koordinatlar

kullanilmakla beraber problemin geometrisine gore silindirik koordinatlarda kullanilabilir.

Bu durumda x,, x, diizlem egrisel koordinatlar olup x, eksenine diktir ve (2.7) bagintilart
aynen gegerlidir. Yalmz yer degistirme (w) ile ilgili uygun dontigtimler yapmak
gereckmektedir.

2.2 Diizlem Sekil Degistirme

Bu durumda Sekil (2.1) i¢in yer degistirmeler

u =u(x,x,,t), U, =v(x,%,0), u=0 (2.12)



olarak alinabilir. Gerilme bilesenlerinden x; ekseni boyunca hesaplanan o,

gerilmeleri sifirdir. o, bileseni ise digerleri cinsinden

033 =—V(0},+0y,)

olarak elde edilir. Sifirdan farkli diger bilesenler ise,

ou auﬂ
O-aﬂ =ﬂ’ z 5¢zﬂ+ﬂ( = +—)9 a9ﬂ97:132
ox, ox, Ox,

bagintisindan bulunabilir. Hareket denklemi ise agagidaki gibi olur:

Gt 1) ou, N Ou, i pf = Du, L
Woavox, Paar, PP =P%0 > “P=h

ve O,

2.13)

(2.14)

2.15)



3. PROBLEMIN FORMULASYONU VE COZTM

Farkli malzemeden olugsmus bir sonsuz ortamda, yarigaplar1 a ve b olan paralel iki silindirik

oyuk alalim. Oyuklarin ortamlar: birbirinden ayiran diizleme uzakliklar:1 H, ve H, dir. Her

iki oyukta eksenleri dogrultusunda (z ekseni) t,,e™ ve 7,,e™ yayih harmonik i¢ zorlama

etkisi altindadir (Sekil 3.1).

I

Sekil 3.1 Problemin geometrisi

Oyuklarin geometrisi nedeniyle kutupsal koordinatlarin kullanilmasi uygun olmaktadir.

Zorlama ve geometri nedeni ile problem bir diizlem digt gekil degigtirme problemidir. Bu

nedenle, (2.7) ve (2.8) esitlikleri ile verilen yerdegistirme ve gerilmeler kutupsal

koordinatlarin kullamilmas: ile agagidaki gibi yazilabilir:

u,=0, u,=0, wu,=u/(r.0,)#0

ou 1 ou
7,=0, 7,=0, 7,=0, 7.=0, 7,= L, T, =pu——=
24 66 ] zz vz Iuar é 'uraé’

G3.1)

(3.2)



Bu durumda, herhangi bir ortam i¢in, kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi ve (2.1) denklemi
yardimiyla hareket denklemi

or, 107, 1 o’u
- AWl .- A R z 33
o rog r= F or? 3-3)

olarak yazilmaktadir. Diger dogrultulardaki hareket denklemleri ise ozdes olarak
saglanmaktadir. (3.2) ifadesindeki gerilmelerin (3.3) denkleminde yerine yazilmas ile, her
iki ortam igin hareket denklemleri yerdegistirmeler cinsinden asagidaki gibi elde

edilmektedir:
u 1 6u 1 &% p. 0u

2y +(——2), +(5—=2), =(F),(=2),, i=12. 34
Gt Gt G =G G4

Bu ifadede p ve u, swrasiyla ortamin kiitle yogunlugunu ve kayma modiiliinii
gostermektedir. Probleme ait sinir kogullar1 ortak ara yiizeyde ve oyuk i¢ yiizeylerinde
yazilacaktir. 1, =a ve r, =b i¢in oyuk i¢ ylizeyinde;

(4,0, =1,%, 0,6,,1)=1,,e" (3.5)

ve 1, = H,[cos6, ve r, = H, [cos8, igin ortak ara yiizeyde;

u(H,[c0s6,,6,,t) =u® (H,cos6,,0,,t) (3.6)
tV(H, [c0s6,,6,t) =t P (H, [c0s8,,0,,1) (3.7)
olarak yazilabilir.

Sisteme etki eden zorlama etkileri harmonik oldugundan, gerilmeler ve yer degistirmeler de

harmoniktir. Bu nedenle yer degistirme ifadelerinde asagidaki ayrigtirmalar yapilabilir.

w00 =V, (3, 0)e™ + 1, (5,6)e™ )

uf)(”zagzat) = Vz(rzagz)eiml‘ + V;‘(rzsaz)eiwzt 3.9

Ifadelerdeki @, ve ,, oyuklara etki eden kuvvetlerin zorlama frekanslarim

gostermektedir. Bu ayristirma sonrasinda, elde edilen degerlerin (3.4) denkleminde yerine

yazilmasi ve diizenleme yapilmas ile, agagidaki denklemler elde edilmektedir.



VW, + kY, =0 (3.10)
VAV, + kLY =0 (3.11)
ViV, +k;V, =0 (3.12)
V¥V, +koV, =0 (3.13)

Bu denklemlerdeki £;, =a)1\/m, k, =a)2\/m, ky =0/t k, =a)2\/m
terimleri ortamlara ait boyutsuz kayma dalgas: degerlerini gostermektedir. V? ise kutupsal
koordinatlar igin Laplasyen olup V? = (8%/ar?)+(1/r)(@/ ér)+ (1/r*)@" / 86%) dir.

(3.5) — (3.7) smir kosullar1 ve (3.10) — (3.13) hareket denklemleri incelendiginde, lineer
teorinin kullanilmas1 ve harmonik zorlama nedenleri ile o, # @,durumu i¢in ¥V, ve
V; ¢oziimleri arasinda herhangi bir girigim olmamaktadir. Bu nedenle @, =, ve @, =0
(veya @,=0) olmas:t hallerinde yapilan ¢6ziimler yeterlidir. Yani (3.8) ve (3.9)
denklemleri

ul(r,60,,0) =V, (1;,6,)e™ (3.14)

U (7, 6,,1) =V, (1, 0,)e™ (3.15)

halini alacaktir. Bu durumda (3.11) ve (3.13) denklemlerine gerek duyulmayacaktir. (3.10)
ve (3.12) denklemlerinin ¢dziimleri, sonsuz terimli Bessel trigonometrik ¢arpim serileri ve

@ agisina gore simetrinin de géz 6niine alinmasi ile, agagidaki gibi olmaktadir:

Bi(3.8) = 3 14,7, (k1) + B, (ke r)]cos ) (3.16)
Vy(1y,8) = S [C, T, (hty) + D,Y, ()] cos 16, (3.17)

Bu ifadelerde yer alan J, ve Y, terimleri birinci ve ikinci nevi Bessel fonksiyonlaridir. 4, ,
B,, C,, D, bilinmeyen sabitleri ise, sinir kosullar1 yardimiyla elde edilecektir. Oyuk
yiizeylerindeki siur kosullari agagidaki gibidir:
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T, _ =T, —é,u]—a—pi =1, (3.18)
r=q 6,,1 ra

T;zl,=,, =Top > My rz =Top (3.19)
2 r=b

Birlesim yiizeyinde ise, 4" =u® ve ¥ =7 olacagndan; » = H, /cosé, , r, = H,[cosb,

z

kisaltmalar1 ile buradaki sinir kosullari:

nk ="k

(3.20)

(l)l — ~(2)
(4 =7
= |g = g

olarak yazilabilir. Sifirdan farkli gerilme bilesenleri olan 7,, ve 7, yardimiyla 7, kayma

gerilmesi
rxz=,uauz (3.21)
Ox
Ou, or Ou, 00
— Z__+ zZ 3.22
Te ﬂ[*ar o 50 e (3.22)

olarak yazilabilir. or/6x = cos@ ve 86/ox =—(1/r)sin& oldugundan

r = p[‘Zz 0039—% a‘;j sin 0] (3.23)

olarak elde edilir. Bu durumda, birlesim yiizeyinde;

oV, 10V . ov, 16V, .
—Lcosf ———2Lsin8] =u[—*cos@, ———2sin0 3.24
/“1[6}71 st 7 6, Sin 1]7 “‘2[6772 Cos 0, % 60, 2]7 (3.24)

1 2

ifadesi elde edilir. (3.18) ve (3.19) bagintilanindaki 7, ve 7,,, zorlama fonksiyonlarina ait

genlikleri g6stermektedir. Bagintilardaki serilerin ¢dziimiinde sonsuz sayida terim alinmasi

pratikte miimkiin degildir. Bundan bagka Bessel fonksiyonlarindan Y, , kiiglik argliman ve

biiyiik indis olmasi halinde ug degerler almakta ve sayisal islemlerde zorluk gikarmaktadir.
Bu nedenle (3.10) ve (3.12) ifadelerindeki seri ¢6ziimleri bir N sayisinda kesilmigtir. Bunun
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sonucunda problemin bilinmeyen sabitlerinin sayis1 4xN+4 olmaktadir. Bu sabitlerin
hesabinda (3.18), (3.19) ve (3.20) siur kogullar1 kullamlacaktir. (3.18) ve (3.19) suur

kosullarindan;

24T, Ger) = (ky)+ B, (i) =K T (kya)]cosnt) =22,

n=0,1,2,..N
(3.25)
Y n n Tos
z [C, (z J, (kyb) =k J,a(kyb)) + D, (Z Y, (kyb) -k, Y, (ky b)) cosnb, = 712" Son
n=0
n=0,1,2,..N
(3.26)

denklemleri elde edilir. Denklemlerin elde edilmesinde, Bessel fonksiyonlari i¢in:

oJ (k) n 3 — oY, r) n r —

%—‘-:J (k1) =k (k) ve '('kl' i71) ==Y (k) - kY, (k%)
7 n o 7

bagintis1 kullanilmagtir.

(3.25) ve (3.26) ifadelerinden 2xN+2 denklem yazilmaktadir. Denklemlerde yer alan &,,,

Kronecker deltasim gostermektedir. Birlesim ylizeyinde yazilan (3.20) ve (3.24) sinir

kosullarindan, 7 = H, [cos6, ve 7, = H,/cosd, almmast ile:

T4, e+ BY, (k0o 6, = 3 [C,, ko) + D, (k)] cos 6, (3.27)

n=0

1Y [{4,(Z T,k F)cos nf), cos b, +sin b sin )~ Ky, (k) cos nf) cos 6,
n=0 ”1
+B,(Y, (k; 7)(cosnf, cos 6y +sinn sin ) ~ kY, . (%) cosnf) cos )} ]
1
=4, Z [{C, (—Fn— J, (k7 )(cos nb, cos B, +sinnb, sinb,) -k, J, ,,(k,,7,) cos nb, cos 6,)
2

n=0

+D, (Q Y, (k, 7, )(cos nB, cos B, +sinnb, sinb,)—k,,Y, ., (k,7,) cos nd, cos6,)}] (3.28)
Z

2

denklemleri elde edilmektedir. (3.28) denkleminin diizenlenmesi ile bu denklem:
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13 T4, (2, (ks 7) COS(1, — ) Koy ], (k) 08 16, 03 6,)
7

n=0

+B, (Y, (k7;) cos(n, = 6) = kY, o (k) cos b, cos )}

= n - _
= %Z[{Cn (%—Jn (k7)) cos(n, — 6,) — ky,J ., (ky,F; ) cos nb, cos 6,)
2

n=0

+D, (2, (kyy15) c0S(16, — 6,) — ki, Y, . (k5 ) cOS 1, 036,)}] (3.29)
7.

2

olarak elde edilir. (3.27) ve (3.29) ifadelerinden de 2xN+2 denklem elde edilebilir. Bununla
birlikte, yukanidaki bagintilarin birlesim yiizeyinin her noktas: i¢in saglanmasi miimkiin
degildir. Bu nedenle, birlesim yiizeyi iizerindeki kosullarn saglatilmasinda “En Kiigtik
Kareler Yontemi” kullamlarak, bu kosullar yaklasik olarak saglatilacaktir. Yontemin
uygulamasindan 6nce (3.25) ve (3.26) esitlikleri yardimiyla 2xN+2 bilinmeyen digerleri

cinsinden ifade edilecektir. Bunun i¢in (3.25) denklemini dikkate alinirsa, » =0 igin:

Ay, (k@) + ByY, (k) = ——2 (3.30)
/‘1]‘11

ve n>0 igin:
AT, (k@)= kT @)+ B2 X, (k@) koY (k@] =0, m=1,2,.., 8 (3.31)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde,

fa=dhka@), fo=Yla), B,=—-—2, f =[=J,(ka)—k,. (k0]
Mk, a

Fon =Y, (@) =R, (k)] (3:32)

kisaltmalan yapilir ve denklemler diizenlenirse;

4, =——§‘£B0 +§°—a (3.33)
01 01
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An =—%Bn, n:1925"~sN (3‘34)
in

bagintilar1 elde edilir. Benzer sekilde (3.26) denklemi dikkate alindiginda, n=0 igin:

Coy(yyb) + DyY, (fpb) = ~—2 (3.35)

2721

ve n>0 igin:
G, ['Z‘ J, (kyb) = by, (kD)) + D, [‘Z‘ Y, (kyb)—ky 1, (ky0)]1=0, n=1,2,.,N (3.36)

denklemleri elde edilmektedir. Bu denklemlerde;

T, n
8y =Ji(kyb), &y =Y(k,0), Fy=~ 4 g, =7, (kyb)—kyd (k21b)] s
ok b

n .
Bon = [‘b‘Yn (kD) — Ky Y, (kD) (3.37)

kisaltmalar yapilir ve denklemler diizenlenirse:

c,=-8up Ju (3.38)
8o 8n
C,=-8up 12N (3.39)

gln

bagintilar1 elde edilir. Boylece sabitlerin yarisi digerleri cinsinden elde edilmis olur. Elde
edilen bu bagntilar yerine yazildifinda ara yiizey igin yazilan (3.20) yer degistirme
ifadeleri agagidaki gibi olur:

B

V]:
Jo

Iy ) =1 ) 8 O 018, + 3 B =25, G )+ e ot

1n

n=0,1,2,..N
(3.40)
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7, =550 )+ B2, () + By (o) IDy + 3. D[~ B2, () + ¥, () Cosit
o1 8n =l 8in
n=0,12,.N
(3.41)
Bu esitliklerde,

Pa(f,>=%—Jo<m>, am(m=[—%Jo(lm+n(m>],

01 01

@, (7) = [—%J,, (k) +Y,(ky)ICosn6,,  By(F) =2y (b, 5),

1n 8o

Bo @) =[-E2 I, (e + L0, B, ) =[-521J,(6y5) + X, (k) Cosnt,  (3.42)

01 In

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.40) ve (3.41) esitlikleri:

V; = B(R)+ (B, + 3, (B, (3.43)
n=1
Vy = BB+ BBy + Y. B, (75)D, (3.44)

olarak elde edilir. Benzer gekilde yukarida elde edilen sabitler yardimiyla (3.20) den

gerilme ifadeleri;

O =y

xz

P _ _ _
G . T (k7 )Cos6, + L1 %m (ky7)C058, — ke, ¥, (e 7)Co56,1B,

01 01

Ty 2 [—% (-’Z—J,, (k,;7)Cos(nb, — 6,)—k,,J,.,(k,7,)CosnB,Cosb,)

+2,(kF)Cos(n, - 6) - kY, ,(k, F)Cosnb,Cos6, )1, (3.45)
-

1

P, _ _ _
Tg )= —i, % kyJ, (kyh, )Cost, +[ 4, Ln kyJ\(ky ;) Cos0, — p,k, Y, (k, 7, )Cos0, 1D,

01 01

N
n _ _
+Z - Eon ("r“_J" (k,,75)Cos(nb, —0,) -k, J,.,(k,7,)Cosnd,Cosb,)
2

n=1 in

+ 22, (ky 75 )Cos(n), — 6,) kX, (ky17;)Cosnb,Cos6,)ID, (3.46)
Iz

2
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olarak elde edilir. Burada da,

P ()=~ ? (e 7)C0S6,, i (F) =14 %kwfl (k,7)Cos6, — pik, Y, (ky 7)Cos6)]

01 01

aun(’_i):ﬂ[i[ ;2”( J, (k,7)Cos(nb, - 6) - k,\J,,., (k7; )CosnB,Cos0)) ,

B, () =—n Ly —=kyJ1 (ky73)Cos0,

01

B (%) =1, A ko, (ky 7, )C0586, — ik, Y, (K7, )Cos6), |

01

B.(n)=n, [_& (gJ (k) 7,)Cos(nb, — 6,) - k,,J,,,,(k, 7, )Cosnd,Cosb,) (3.47)

m N

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.45) ve (3.46) denklemleri agagidaki gibi yazilabilir:

78 = P, (%) + a0 () B, + i &, (1)B, (3.48)
n=1
)(cz By (1) + By () Dy +Zﬂ11n(”2)D (3.49)

Ara ylizeydeki yerdegistirme ve gerilmeler i¢in yazilan (3.43), (3.44), (3.48) ve (3.49)
denklemlerinde B,, B,, D, ve D, bilinmeyenleri goriilmektedir. Bunlarin hesabi igin,
daha 6nce bahsedilen “En Kiigiik Kareler Y6ntemi” kullanilacaktir. Bu yonteme gére;

S Z(V(k) V(k))

k=1

X

S, =2 (), - ¥),) (3.50)

k=1

toplamlar1 minimum olmalidir. Bunun i¢in ara yiizey lizerinde herhangi bir & noktasinda

0% segilmekte ve geometriden;



Pk Bk 1

Sekil 3.2 Ara ylizey geometrisi

tan0® ~HO/H,. a0 =P [H, yalarak
(an6§® =~ H,/H, tan 6" 6D

bagintis1 yardimiyla 6 hesaplanmaktadir. (3.27) ve (3.29) esitlikleri (3.50) ifadelerinde

yerine yazilip minimum olma kosulu kullanilirsa;

——Z[V(

(3.52)

22 i[ “’( xz) m( xz)] 0,n=012,.N (3.53)

n

bagntilant elde edilir. Burada E, serbest bilinmeyenleri (B,, B,, D, ve D,)

n

gostermektedir. Bu bagmtilardan 2xN+2 denklem yazilabilmekte ve elde edilen lineer
denklem takim ¢oziilerek bu bilinmeyenler hesaplanmaktadir.

Ara ylizey iizerinde herhangi bir noktadaki % ve 8% degerleri, dolayisiyla #* ve r®
degerleri bilindigine goére (3.43), (3.44), (3.48) ve (3.49) esitlikleri (3.50) de yerine

yazilirsa:

S, = Z{P(’ik)"“am(”lk)B +zaln(rlk)B =B (%) — B () Dy Zﬂm("zk)D} = min

n=l n=1

(3.54)
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M N N
S, = Z{Paa (7)) + 00 () By + Zalln (%) B, — B, (75,) — Broo (7 )DO—Zﬂlln (7)) D, ¥ =min

k=1 n=1 n=1
(3.55)

ifadeleri bulunur. Bundan sonra (3.52) ve (3.53) ifadelerindeki tiiretmeler asagidaki gibi
yapilmaktadir.

oS, eotene
— =0 esitliginden;
3B sithg

0

kz(a(ﬁk)am(f,k)—B,@k)am@))+Bokzam2(ﬁk)+DokZ—ﬂm@,)am(ak)

=] =} =}
N M N M

+ZBnkZa1,,@)aw@)+ZDnZ—ﬂln(72k)am@)=0 (3.56)
=] =] n=1 k=1

denklemi elde edilir. Burada

Ko(y) = Z &, m)ene () — BB ) (7)) s Xoo () = za'lo2 (%)
=1 k=1

X)) = Z ~Brio(F )T ) s Xan (i) = Zaln (T o () s X5, (F) = Z_ﬁm (B dono (1)
r=12,..N
(3.57)

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.56) denklemi agagidaki gibi olur:

N N
X0F)+ X @) By + 20T)Dy + 2B, 10T+ 2. D, 265, (7)=0, r=12,.N  (3.58)

n=1 n=1
B8, o e o
gli = 0 esitliginden:
M M M
kz (=P, B ) + BB BT )+ By Y (~to B ) B B D+ Dy X By’ ()
=] k=1 k=1
N M N M
+y B,,kz(—am@ NG ED anz(ﬂm@k)ﬂw (7)) =0 (3.59)
n=l1 =] n=1 =]

denklemi elde edilir.
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7o) = ;(_l)a(rlk B0 (t) + B (@) o (7)) s ¥ () = Z(‘alo AP () 5

k=1

V30() = 2113102(7%) s Ya(®) :;(—a]n(ﬁk)ﬂlo(;;k)) s Vs = kZ(ﬂln(EIc)ﬂm(sz))

r=12,..N
(3.60)
kisaltmalar1 yapilirsa (3.59) denklemi, agagidaki gibi olur:
_ _ _ N _ N _
70T + 7201 ) By + ¥30 (7)) Dy +ZBny4n(rk)+an75n(rk) =0,r=12,.N (3.61)

n=1 n=l

G}S; =0 esitliginden:

r

kZ E R e, (7)) — B (7 ), (7)) + B, Z (e (7 ), (7)) + D, Z ~ P (B ), (1)

k=1 k=1
N M _ _ N M
+Y B> (@, #)a, G )+ Y. D, Y. (-8, 7)o, (7)) =0, r=1,2,..,N (3.62)
n=l k=1 n=1 k=1
denklemi elde edilir.

R,(7)= Z &, (A, G - K)o, (7)), By, (7)) = Z (o (R, (7)) »

Dm,@=k2—ﬂm@k)a,,@>, F,(7) =Y. (a,# ), (7)),

=1 k=1
M

G, @)= (-8, e, 7)),  r=12,.N (3.63)
k=1

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.62) denklemi agagidaki gibi olur:

N
#)+Y.D0,G,(7)=0, r=1,2,..N (3.64)

n=]

N
B, (%) + By, (%)B, + Dy, (7 )D, + Y B,F,
n=1

nr

Sy

67): =0 egitliginden:

kz_:,(— F,()B, () + B (7 ) B, (R D) + Bokz_ (~eno (7B, (7)) + D",,Z Bro (7o) By, (751)
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+ZB Z( @, (m)ﬂl,(rzk))@D Z(/znck)ﬂl,(m)) 0, r=12..N (3.65)
denklemi elde edilir.

B, (5) = 2 (- EEIB B+ BEIB R s B, () =2 (@0 ()
D02r (Fk ) = Z ﬂlO (F2k )ﬂln (FZk) > Hnr (?I-c) = Z (—aln (Ek )ﬂln (72k )) s
k=1 k=1

M

Jnr (Fk) = Z(ﬂln (T'Zk)ﬁln (72k)) b r= 19 29-"N (3‘66)
k=1

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.65) denklemi asagidaki gibi olur:

P2r(rk)+B02r(rk)B +D02r(rk)D +Z n nr(rk)+z n nr(’}c) 0 r= 12 N (3'67)

n=l1

Elde edilen denklemler asagida topluca verilmistir;

N N _
Kro(Fe) + Zoo Ty ) By + 230 (7, ) Dy + ZBnZ4n () + ZDnZSn (rn)=0

n=1 n=1

N N
Y10(B) + 7207 By + 130 (7, ) D, +ZBn74n(-ﬁc)+ZDn75n(7k) =0
n=1

n=l

(r/c)+B01r(rk)B +D01r(rk)D +Z n nr(rk)+z n m'(rk) 0

n=1 n=1
P,,(7,)+ By, (7,) B, + Dy, () D, +Z . ,,,(rk)+z S (@) =0, r=12,..N (3.68)
n=1 n=1

olarak elde edilir.

6—22 =0 esitliginden:

0

Z B i )00 (B ) — Py (P )1 (7)) + B, Z alOO (%) + D, Z = PBroo (Fos )00 (i)

k=1 k=1

+ZB Zann Fedtioo B )+ D D, D =By, (B Y00 () = 0 (3.69)

n=1 n=1 k=1
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denklemi elde edilir.

Z—m(ﬁk )= Z B (B )00 (7 ) — By (1 )00 (7)) 5 Z_zo(’_ik) = kZ “1200 (7n) 5

_ M _ M

X)) = ~Boo M) (Br) s Xan(Fp) = Z &1, (T )00 (7)) 5
) k=1

2 =D BBt ()>  7=12..N (3.70)
)

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.69) denklemi asagidaki gibi olur:

_ S —_ N _ N _

Zio(F) + X0 (T) By + 230 (F) D,y +ZBnZ4n("k)+ZDnZ5n #)=0,r=12,.N (3.71)
n=l n=l

o5 = ( esitliginden:
oD,

2 (=P Bioo i) + By @) Boo i) + By - (=oo () Broo B ) + Do D B (7o)
k=] k=1 k=1

N M N M

+3 B, (1, (7 )Bioo (zk))+ZDnZ](ﬂm(@k)ﬂm@)>=0 (3.72)
n=1 k=1 n=l1 k=

denklemi elde edilir.

_— M — M
70 = 2 (= Pu B+ P ) Broo ) > 1) = X (00 B Bioo (7))

?3;@)=;ﬁmf@k>, TanT) = 2 (=01, T B0 P ) »

k=1

_ M

ySn(Fk) =Z(ﬂlln(72k)16100(72k)) ’ ¥ :192a"‘N (3‘73)
=1

kisaltmalar1 yapilirsa, (3.72) denklemi agagidaki gibi olur;

— - _ N N
710(Fk)+720(’7k)B0+}/30(7k)D0+an74n(7k)+an}/5n(7k)=Oa r=12,.N (3.74)
n=l

n=1

% =0 esitliginden:

¥



21

M

2. P (), () = By (i), () + By X (@0 (i )ets, () + Do 3~ Bioo ), ()

k=1

N M N M

+3 B, > (e, @)+ Y. D, D (~Bu, (B Yo, 7)) =0 (3.75)
n=1 k=1 n=l1 k=1

denklemi elde edilir.

E(Fk) = Z C.(r e, (7)) — By (B ), (7)) 5 E(’—'k) = kz_: (@00 (B )1, (i) 5

D, )= 2 ~BinBan G)s F, () = 2@ e, ().

k=1

M

G, (7)) =D (B, G, 7)), r=12,.N (3.76)
k=1

kisaltmalar ile (3.75) denklemi asagidaki gibi olur:

— - - N i N i
B, () + By, (7)B, + Dy, (7)Dy + )_B,F,,(7)+ Y, D,G,(7)=0, r=12..N (3.77)

n- nr
n=1 n=1

S

—=2 = esitliginden:
oD, sitlig

Z (=P (5 ) By, B ) + By (7)) By, (7 ) + By Z (=0 (Fp) Brr, (7)) + Dy kZ Bio#) Bi1, (7o)

N M N M

+3" B, > (=1, G B, B )+ Y. D, Y (B B )P, 7)) =0 (3.78)
n=1 k=1 n=1 k=1

denklemi elde edilir.

E(Fk) = Z (= PG By () + By (5) B, (7)) s B, () = Z("aloo (7)) Bi, T )) s

Do ()= 2, Bun ) Br ) Hy ()= 2 (- i) By ()

@)=Y (B BB, B, r=12,.N (3.79)
k=1

kisaltmalar1 yapilirsa (3.78) denklemi agagidaki gibi olur:
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- —_ R N . N o
P, (%) + By, (7)B, + Dy, (7)Dy + Y B,H,,(7)+ Y. D,J ,,(%)=0, r=12,..N (3.80)

n=1 n=1

Elde edilen denklemler, topluca agagida verilmistir:

—_— - N N _ N _
20T+ 20 F)By + 23 (F) Dy + D, B, 24 7+ D, D, 15, (7) =0
n=1

n=1

. e - N _ N _
Y10) + 720 ) By + 307 )Dy + D B, 7,4, () + D D, ¥5,(7) =0

n=l n=l

—_ - —_ N -— N —
})lr(?;)+B01r(FIc)BO +D01r(?;)D0 +ZBnF;1r(?k)+ZDnGnr(Fk) =0

n=1 n=1

—_— - - - N — N
P,,(7,)+ By, (7)B, + Dy, (?7)D, + H,, (7). B, +J ,,7)>.D,=0, r=12..N (3.81)
n=1

n=1

(3.68) ve (3.81) lincer denklem takimlar1 incelendiginde, her bir takimda 23N+2 denklem
oldugu goriilmektedir. Herhangi bir noktada hem yer degistirme hem de gerilmelerin
esitligi s6z konusudur. Bu nedenle sayisal iglemlerde, yukarida verilen iki takimdan N+1
denklem (3.68)’den ve N+1 denklem de (3.81)’den alinarak bilinmeyenler elde edilmigtir.
Daha sonra geriye doniilerek (3.33), (3.34), (3.38) ve (3.39) bagmtilarindan diger sabitler
hesaplanmistir. Problemdeki sabitlerin hesabindan sonra, bunlar ilgili denklemlerde yerine

yazilarak istenilen bir noktadaki yer degistirme ve gerilme degerleri bulunabilmektedir.
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4. SAYISAL SONUCLAR

Bu boltimde eksen dogrultusunda harmonik zorlamaya maruz iki silindirik oyuk igeren
sonsuz ortam ile ilgili sayisal sonuglar, bilgisayar yardimi ile gizilen gesitli grafikler
yardimiyla agiklanmaya calisilmigtir. Ttim iglemlerde N sayisi 7 olarak alinmistir. Sayisal

iglemlerde kullanilan malzeme sabitleri ve zorlama genlikleri birinci ortam igin;

p,=2665kg/m’, E =1567x10° N/m*, v,=025, u =3.026x10°N/m?,

7,, = 100000 N/m’

olarak almmigtir. Ikinci ortam igin ise z,, =7,, ve u, degeri g ’in katlar olarak alinmgtir.

Sayisal islemlerde ara ylizey tizerindeki simir kosullarimin yaklagik olarak saglatilabilmesi
i¢cin 20xH kadar sonlu bir yiikseklik segilmigtir.

Sekil 4.1a ve Sekil 4.1b’de ortamlarin ayni olmasi halinde segilen bir zorlama frekansi igin
oyuk vylizeylerindeki yer degistirmelerin oyuk yarigaplarn ile degisimi verilmisgtir.
Beklendigi gibi, ortamlar ayni oldugundan, her iki oyuk yiizeyindeki yer degistirmeler esit
cikmaktadir. Sekillerden, oyuk yarigaplarinin biiyiimesi ile yer degistirmelerin kiigiildiigii
anlasilmaktadir. Sekil 4.2a ve Sekil 4.2b’de, ortamlarin ayn1 olmasi halinde ara yiizeydeki
yer degistirme ve gerilmelerin yiikseklikle degisimi verilmistir. Sekillerden yer degistirme
ve gerilmelerin oyuktan uzaklagtik¢a yiikseklikle kiigiildiigii goriilmektedir.

Sekil 4.3a ve Sekil 4.3b’de segilen oyuk yarigaplari ve zorlama frekansi i¢in, ortamlann
kayma modiilleri farkli alinarak, oyuk ylizeylerindeki yer degistirmeler verilmistir.
Sekilden, ikinci ortamin kayma modiiliiniin biiyiimesi ile her iki oyuktaki yer
degistirmelerin kiictildiigti goriilmektedir. Tkinci oyuktaki yer degistirmeler, birincidekine
gore daha kiigiiktiir. Ikinci ortammn birinciye gore daha rijit olmasi nedeniyle bu beklenen
bir sonugtur.

Sekil 4.4a ve Sekil 4.4b’de segilen oyuk yarigaplari, zorlama frekans: ve kayma modiilii
orami igin, ikinci oyuktaki zorlamanin genliginin degigmesi halinde yer degistirmeler
verilmistir. Beklendigi gibi zorlama genliginin azalmasi ile her iki oyukta da yer
degistirmeler kiigiilmektedir. Birinci oyuktaki zorlama nedeniyle, ikinci oyukta zorlama
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olmasa bile (7, =0), burada birinci oyuktakine yakin bir yer degistirme ortaya
cikmaktadar.

Sekil 4.5a ve Sekil 4.5b’de bu kez ikinci oyuktaki zorlama genligi sabit tutularak birinci
oyuktaki zorlamamn genligi degistirildiginde, elde edilen yer degistirmeler verilmigtir. Bu
durumda da, bir 6nceki haldeki gibi bir davrams gézlenmigtir. Yani birinci oyukta zorlama
olmasa bile, ikinci oyuktaki zorlamadan dolayi, birinci oyukta ikinciye yakin yer
degistirmeler olugmaktadir.

Sekil 4.6a ve Sekil 4.6b’de, birinci ortamdaki oyugun yar1 ¢api sabit tutulup, digerinin yar1
capt degistirildiginde elde edilen yer degistirmeler gériilmektedir. Sekilden, ikinci oyugun
yarigap: biyiidiikce her iki oyuktaki yer degistirmelerinde kiigtildiigii gozlenmektedir.

Sekil 4.7°de, ortamlarin ve oyuk yari¢aplarinin ayni olmasi halinde, oyuk yiizeylerindeki
yer degistirme ve gerilmelerle, oyuk tepe noktasindan (@=90°) gegen bir diisey
diizlemdeki yer degistirme ve gerilmeler verilmigtir. Ortamlar aym oldugundan, oyuk
ylizeylerindeki yer degistirmelerde esit gikmaktadir ($ekil 4.7a). Oyuk yiizeylerinde sinir
kosullar1 tam olarak saglatildig1 igin, buralardaki gerilmelerinde (z,,) zorlama genlifine
esit ciktigi goriilmektedir (Sekil 4.7b). Sekil 4.7c’den, yer degistirmelerin oyuktan
uzaklastikea kiigiildiigti goriilmektedir. Sekil 4.7d’de ise sifirdan farkli gerilme bilesenleri
olan 7z, ve 7, ile diisey diizlemde hesaplanan 7_’nin ylikseklikle degisimi verilmistir.

Sekilden bu gerilmelerin de oyuktan uzaklastik¢a kiigtildiigii goriilmektedir.

Sekil 4.8°de bu kez ortamlar ve oyuk yarigaplar1 farkli alinarak, 6 =90° icin yer degistirme
ve gerilmeler verilmigtir. Sekillerden yer degistirme ve gerilmelerin oyuktan uzaklastikca
kiigtildiigti goriilmektedir. Sekil 4.7 ile kargilagtirildiginda, bu biiytikliiklerin ortamlarin
farkl1 olmas! nedeniyle biraz daha kiiglik oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.9°dan oyuk tepe noktasindaki yer degistirmelerin zorlama frekansi ile degigimi
verilmistir. Sekilden zorlama frekansimin biiylimesi ile yer degistirmelerin kiigtildtigii
goriilmektedir.
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5. DEGERLENDIRME VE ONERILER

Bu ¢alismada eksen dogrultusunda harmonik zorlamaya maruz iki silindirik oyuk igeren
sonsuz ortamin davramgi incelenmigtir. Elde edilen hareket denklemleri Bessel —
trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla ¢6ziilmiistiir. Probleme ait sinir kosullari oyuk
i¢ yiizeylerinde tam olarak saglatilmug, ara ylizeyde ise En Kiiglik Kareler Yontemi
kullanilarak yaklagik olarak saglatilabilmisgtir.

Segilen zorlama frekans1 ve malzeme sabitleri i¢in oyuk yiizeylerinde, ara ylizeyde ve oyuk
tepe noktasindan gecen bir diizlemdeki (6 =90°) yer degistirme ve gerilmeler, kayma
modiilleri ve oyuk yarigaplar1 degistirilerek grafikler yardimi ile verilmistir. Ortamlarin
aym1 olmas: halinde, oyuk yarigaplarinin bliylimesi ile oyuk yﬁzeyl'erindeki yer
degistirmelerin kiigiildiigli g6riilmiigtiir. Ortamlarin kayma modiillerinin farkli olmasi
halinde, kayma modiilii biiylik olan ortamdaki oyuk yiizeyinde yer degistirmelerin digerine
gére daha kiigiik oldugu goriilmiigtiir. Benzer sekilde, bir oyuktaki zorlama genliginin
kiictilmesi ile yer degistirmelerinde kii¢tildiigli, bu oyukta zorlama olmasa bile yer
degistirme oldugu goériilmiigtiir.

Bu problemin devami olabilecek ¢aligmalar;

1. Ortamin yar1 sonsuz olmast,

2. Ortamun viskoelastik olmasi,

3. Oyuk ¢evresinin daireden farkli olmasi,

4. Zorlamanin periyodik olmamasi, olarak 6zetlenebilir.
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