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OZET

Bu c¢alismada, basit mesnetli bir kirisin serbest titresim analizi, Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kiris teorileri gergevesinde ; Ritz, sonlu elemanlar ve sonlu farklar metodu
kullanilarak yapilmistir. Bu metodlar kullanilarak iki kiris teorisine ait ilk alt1 6zdeger
hesaplanmis ve tablolastirilmistir. Ug degisik ¢dziim metodu igin degisik serbestlik
derecelerinde yakinsama calismalar1 yapilmis ve bunlar tablolastirilmistir. Ug yontem igin elde
edilen sonuglar birbirleriyle karsilagtirilmistir. Ve elde edilen sonuglar literatiirdeki sonuglarla
karsilagtirilmistir. Sayisal sonuglar gostermistir ki, Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirig
teorileri kiiciik kalinlik/uzunluk oranlarinda birbirlerine ¢ok yakin sonu¢ vermistir. Ve bu
caligmalardan elde edilen sonuclarla literatiirdeki sonuglarin iyi bir uyum ic¢inde oldugu
goriilmiistiir. Ayrica Timoshenko kirig teorisinde sonlu elemanlar ile sonlu farklar metodu
aynt serbestlik derecesinde karsilastirilmis ve birbirlerine yakin sonuglar verdikleri

gorilmiistiir.

Anahtar Sozciikler: Euler-Bernoulli kirisi, Timoshenko kirisi, serbest titresim, sonlu

elemanlar metodu, sonlu farklar metodu, Ritz metodu, 6zdegerler
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ABSTRACT

In this study, free vibration analysis of a simply-supported beam within the framework of both
Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories was analyzed by using Ritz, finite element
and finite differences methods. By using this methods the first sixth eigenvalues of the Euler-
Bernoulli and Timoshenko beams are calculated and tabulated. The obtained eigenvalues are
given for different thickness-to-length ratios for Timoshenko beam theory. Convergence
studies were made for the different number of degree of the freedom for the three solution
methods. The obtained results according to the three solution methods were compared to each
other. Also, the obtained results were compared with the previously published results.
Numerical investigations show that the results of Euler-Bernoulli and Timoshenko beam
theories are very close to each other for small values of thickness-to-length ratios, and the
results obtained from the present study are in good aggrement with those the previously
published results. Also, same number of degree of the freedom for finite element and finite
differences methods compared in Timoshenko beam theory. The obtained results are very

close to each other.

Keywords: Euler-Bernoulli beam, Timoshenko beam, free vibration, finite element method,

finite differences method, Ritz method, eigenvalue



1.GIRIS
1.1 Konuya iliskin Calismalar

Kiriglerin serbest ve zorlanmis titresimi bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmis olup,
literatiirde bu konuyla ilgili ¢ok c¢esitli ¢alismalar mevcuttur. Burada kirislerin serbest
titresimiyle 1ilgili ¢alismalardan bazilarina deginilecektir. Farkli sinir kosullarina sahip
kiriglere ait serbest titresim frekans denklemlerini analitik olarak elde ederek ¢oziimiini
vermistir (Timoshenko ve Young, 1955). Kitabinda kiriglerin serbest ve zorlanmig titresim
problemlerinin analitik ¢6ziimlerini vermistir (Fybra, 1972). Farkli sinir kosullarina sahip
eksenel kuvvet etkisi altindaki tek agiklikli kirisler i¢in, eksenel kuvvetin Kirisin serbest
titresim karakteristikleri tizerindeki etkilerini incelemistir (Bokaian, 1988). Bu calismalarda
problem, statik eksenel yiik basing ve ¢ekme alinarak analitik olarak incelenmistir. Tekil kiitle
tastyan ve eksenel yiike maruz siirekli kirislerin serbest titresimini klasik Ritz yontemiyle
sayisal olarak incelemistir (Laura, 1983). Elastik ara mesnetleri olan ve bir noktada toplanmig
tekil kiitle tasiyan eksenel yiike maruz kiriglerin serbest titresimlerini Green fonksiyonlarini
kullanarak analitik olarak incelemistir (Kukla, 1994). Eksenel ¢cekme kuvveti etkisindeki
kirislerin serbest titresim karakteristiklerini incelemek igin, karakteristik ortogonal sekil
fonksiyonlar1 kullanarak Rayleigh-Ritz metoduna dayanan basit bir varyasyonel yontem
gelistirmiglerdir (Nallim ve Grossi, 1999 ). Cesitli mesnet kosullarina sahip eksenel ¢ekme ve
basing kuvveti etkisindeki kirislerin serbest titresimini Lagrange denklemlerini kullanarak

Euler-Bernoulli kiris teorisi ¢er¢cevesinde incelemistir (Simsek, 2005).

Yukarida bahsedilen ¢alismalar Euler-Bernoulli kiris teorisi ¢ergevesinde yapilmistir. Asagida
ise Timoshenko kiris teorisi c¢ergevesinde yapilan calismalardan bahsedilecektir. Pseudo-
spectral yontemini kullanarak degisik sinir kosullarina sahip kirislerin serbest titresimlerini
farkl1 kesit yiiksekligi/agiklik oranlari i¢in Timoshenko kiris teorisi ¢ergevesinde incelemistir
(Lee ve Schultz, 2004). Rayleigh-Ritz yontemiyle stirekli kirislerin (Zhou, 2001), tekil kiitle
tasiyan elastik mesnetli kiriglerin serbest titresimlerini analitik olarak incelemislerdir (Rossi,
1993). Cok acikliklt Timoshenko kirislerin serbest titresim ve burkulma analizini yapmistir
(Farghaly, 1994). Dinamik rijitlik matrisleri yardimiyla eksenel yiik etkisindeki kirislerin
serbest titresimini incelemistir (Banerjee, 1998). Kesit agikliginda mafsal bulunan ve eksenel
kuvvete maruz Timoshenko kiriglerinin serbest titresimini incelemistir (Lee, 2003). Ardisik

yaklasima dayali Rayleigh-Ritz yontemini kullanarak Timoshenko kirislerinin serbest



titresimini incelemislerdir (Auciello and Ercolano, 2004). Farkli smir kosullarina sahip
Timoshenko kiriglerinin serbest titresimlerini Lagrange denklemlerini kullanarak ve sinir
kosullarin1 Lagrange carpanlariyla saglatarak incelemislerdir (Kocatiirk ve Simsek, 2005).
Elastik mesnetli kirislerin serbest titresimini Timoshenko Kkiris teorisi c¢ergevesinde
incelemiglerdir (Kocatiirk ve Simsek, 2005). Doktora raporunda FEuler-Bernoulli ve
Timoshenko kiris teorileri ¢ergevesinde Kkirislerin serbest ve zorlanmis titresimlerine ait
¢coziimler bulunmaktadir (Simsek 2005). Plaklarin serbest ve zorlanmis titresimlerini enerji

tabanli sonlu farklar yontemiyle incelemistir (Altuntas, 2002).

1.2 Calismanin Amaci

Bu calismada, dogrudan varyasyon yontemleri olan Ritz, sonlu elemanlar ve enerji tabanl
sonlu farklar yontemleri kullanilarak, hem Euler-Bernoulli, hem de Timoshenko kiris teorileri

cergevesinde bir basit kirigin 6zdegerleri elde edilecektir.

Tim kiris bolgesi lizerinde gecerli deneme fonksiyonlari ile birlikte Lagrange denklemlerinin
kullanim1 (Ritz metodu), enerji tabanli sonlu farklar yonteminin kullanimi ve sonlu elemanlar
yonteminin kullanimiyla Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri ¢ergcevesinde bir basit
kirisin serbest titresimleri incelenmistir. Incelenme sonucu 6zdegerlerin elde edilmesi dikkate
alindiginda hangi yontemin en az serbestlik derecesi ile kesin sonuglara en iyi sekilde

yakinsadig1 arastirilacaktir.



2.BUNYE BAGINTILARI

Kirisler i¢in gerilmeler ile sekil degistirmeler arasindaki biinye bagintilar1 Sekil 2.1 deki eksen

takimi i¢in asagidaki sekilde verilmektedir:

0,=0, ¢, (2.1)

0, =0 6;, (2.2)

burada Q,, ve Q,; asagidaki gibi tanimlanmigtir:

0,=E, (2.3)

05 =G (2.4)

(2.1), (2.2), (2.3), ve (2.4) denklemlerindeki E,,,o,,,e,, sirasiyla X, ekseni dogrultusundaki
Young (Elastisite) modiilii, normal gerilme, sekil degistirme oramidir. G, X,-X,
diizlemindeki kayma modiili, o,;, X,-X; diizlemindeki kayma gerilmesi ve e,, X,-X,

diizlemindeki kayma sekil degistirmesidir.

———————1 |

Sekil 2.1 Bir kiris pargasi ve segilen eksen takimi



3.TEMEL BAGINTILAR

3.1 Yer degistirme ile Sekil Degistirme Arasindaki Kinematik Bagintilar

Yer degistirmelerle sekil degistirmeler arasindaki kinematik bagintilar lineer olmayan

terimlerin ihmal edilmesiyle asagidaki sekilde verilmektedir:

oU (X, ,t
. = lafxl ) 3.1)
1
_OUMX,,1)  OW(X,,1) (3.2)

€53
0X, o0X,

Burada U(X,,t) kiris kesitinin egilmeden dolayr X, dogrultusundaki yer degistirmesi,

W (X,,t) kiris tarafsiz ekseninin X, dogrultusundaki diisey yer degistirmesidir.

3.1.1.Euler-Bernoulli Kirisi icin Yer Degistirme, Sekil Degistirme ve Gerilmeler

Arasindaki Bagintilar

Acikligr L, kesit yiiksekligi /4 ve kesit genisligi b olan basit mesnetli bir kirig Sekil 3.1°de

gosterilmistir. Kartezyen koordinat sistemi (X,,X,,X,) kirisin orta noktasinda
tamimlanmustir. X, aksi kiris ekseni dogrultusunda, X, aksi kesit genisligi dogrultusunda ve

X, aks1 kesit yiiksekligi dogrultusundadir.

Sekil 3.1 Basit mesnetli bir kirig



Euler-Bernoulli kiris teorisine gore egilmeden Once tarafsiz eksene dik ve diizlem olan
kesitler, egilmeden sonra da tarafsiz eksene dik ve diizlem kalirlar. Sekil 3.2°de de gosterildigi

gibi bu kabul sonucunda kiristeki kayma sekil degistirmeleri ihmal edilmis olur.

(UW)

Sekil 3.2 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore alinan bir kesitin durumu
Euler-Bernoulli kiris teorisine gore kiristeki yer degistirmeler izleyen sekildedir:

AW (X ,1)
UX, X,,t)=U, - X, 20 (3.3)
1 3 3 Xm

W(X,,X,,t)=W(X,,t) (3.4)

Birinci mertebe teorisiyle c¢alisildif1 i¢in eksen yerdegistirmesi olan U, degeri sifira ¢ok

yakin olup ihmal edilecektir.

(3.1) ve (3.2) denklemlerinde verilen kinematik bagintilarin uygulanmasiyla Euler-Bernoulli

kiris teorisindeki sekil degistirme bilesenleri izleyen sekilde elde edilir:

d*w

€, = _Xsﬁ
1

(3.5)

e,=0 (3.6)



Gerilmelerle sekil degistirmeler arasindaki blinye bagintilar1 kullanilirsa gerilme biiyiikliikleri

izleyen sekilde elde edilir.

d*w

— 3.7
e (.7)

0,=E,¢,=-X;E

3.1.2 Timoshenko Kirisi icin Yerdegistirme, Sekil Degistirme ve Gerilmeler Arasindaki

Bagintilar

Timoshenko kiris teorisinde ise egilmeden once tarafsiz eksene dik ve diizlem olan kesitler,
egilmeden sonra yine diizlem kalir, ancak tarafsiz eksene dik kalmazlar. Yani kayma
gerilmelerinin kirisin egilmesine etkisi géz Oniine alinmis olur. Timoshenko kiris teorisinde
kesitte sabit bir kayma sekil degistirmesi ( sabit kayma gerilmesi) dagilimi kabul edilir. Ancak
mukavemetten bildigimiz gibi kayma gerilmesi dagilis1 sabit degildir. Bu sebepten dolay1
olusan bu hatay1 diizeltmek i¢in Timoshenko kiris teorisinde diizeltme faktori kullanilir. Sekil

3.3°de bir Timoshenko kirisinin egilme dncesi ve sonrasindaki durumu gosterilmistir.

(UW)

Sekil 3.3 Timoshenko kiris teorisine gore alinan bir kesitin durumu

Yukaridaki aciklamalara gore Timoshenko kiris teorisindeki yer degistirme alani izleyen

sekilde verilmektedir:



U(X,, X;.0) = Uy = X, p(X,.1) (3.8)

W(X,,X,;,t)=W(X,,?t) (3.9)

Birinci mertebe teorisiyle c¢alisildig1 i¢in eksen yerdegistirmesi olan U, degeri sifira ¢ok

yakin olup ihmal edilecektir.

Burada W(X,,t) kirisin diisey yer degistirmelerini, w(X,,t) kiris kesitinin donmelerini

gostermektedir.

Yer degistirmelerle sekil degistirmeler arasindaki kinematik bagmtilarin kullanilmasiyla

Timoshenko kirigindeki sekil degistirme ifadeleri asagidaki sekilde elde edilir:

dy
6112—)(361—‘le (310)
aw
=—- 3.11
€3 dx, 14 (3.11)

Gerilmelerle sekil degistirmeler arasindaki biinye bagintilar1 kullanilirsa gerilme biiyiikliikleri

izleyen sekilde elde edilir:

d
o, =E¢ =-E, X, d;/ (3.12)
1
aw
0, =kG e, :kSGB(dX _V/j (3.13)
1

Burada o,,, X, dogrultusundaki normal gerilme, o,, (X,—-X;) diizlemindeki kayma
gerilmesi, &,  kayma gerilmesi dagilis1 diizeltme faktorii, E,, Young (Elastisite) modiilii ve

G,, kayma modiiludiir.



3.2.Potansiyel Enerji
3.2.1.Euler-Bernoulli Kirisi icin Potansiyel Enerji

Kiris hacmi tlizerinde hesaplanan sekil degistirme enerjisi asagidaki sekildedir:

1
U,:E.V[U edV (3.14)

Kiris i¢in bu ifade Kartezyen koordinatlarda daha agik olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

L h b
1 222
Ul.=§:[_J;:[)a“e“XmdX2dX3 (3.15)
2 2 2

(3.7) numarali bagintida verilmis olan gerilme ifadesi (3.15) bagmtisinda yerine yazilirsa
potansiyel enerji ifadesi izleyen sekli alir:

Lok
1¢7 , d'W
U= jL jh E, bX; e dX, dX, (3.16)
22

Kirig kesitinin eylemsizlik momenti / nimn asagida (3.17) bagmtisiyla verilen tanimi goz

online alinirsa potansiyel enerji ifadesi (3.18) bagintistyla ifade edilir.

(3.17)
h
2
L
2 dPWX,0)
U==[ B, | =5 | dx, (3.18)
29, 7 ax,
2



Sayisal sonuclar kisminda boyutsuz sonuglar elde edileceginden dolay1r potansiyel enerji

ifadesini boyutsuz biiyiikliikkler cinsinden yazabilmek icin asagidaki boyutsuz biiyiikliikler

tanimlanmaistir:
X, w
X =—, W=— 3.19
1= 7 (3.19)
Bu durumda (3.18) bagintisiyla verilen potansiyel enerji ifadesi izleyen sekli alir:
1 2
E11 I, 7 d2W
U, = -~ dx 3.20
Y21 '[ ( dx’ : (3.20)
2

3.2.2 Timoshenko Kirisi icin Potansiyel Enerji

Timoshenko kirisi i¢in potansiyel enerji ifadesi kartezyen koordinatlarda izleyen sekilde ifade

edilir:
L h b
1 22 2
U, :EJ .[ .[(0'11811+O'13€13) dX,dX, dX, (3.21)
L h b
222

Sekil degistirmeler ve gerilmelerin (3.10), (3.11)ve (3.12), (3.13) numarali bagintilarda

verilen ifadeleri (3.21) numarali bagintida verilen potansiyel enerji ifadesinde yerlerine

yazilirsa:
L h
1 2 2
U= [ [bte By ey +ke, Gy ey)dx, dx, (3.22)
h
)
L L
13 (dy 13 aw Y
U==[D,| | aX,+= [ kA | ——-y | dX, (3.23)
2 dXx, 25 dX,
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ifadeleri elde edilir. (3.23) ifadesindeki D ve A _ kesit rijitlikleri izleyen sekilde verilmistir:

h
2
D, =b| E,X; dX,

(3.24)
h
2
h
2
A, =b| G ax, (3.25)
h
2
Yukaridaki kesit rijitlikleri dikdortgen kesitler i¢in asagidaki sekli alir:
D, =EI, (3.26)
4.=G; 4 (3.27)

Burada 7 _kiris kesitinin eylemsizlik momenti, A ise kirig kesitinin alamdir. Bu durumda

Timoshenko kiriginin potansiyel enerjisi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

2 2
dy aw
El | —| +k G, A —— dX 3.28
I: 11 xz(Xmj s 13 (Xm l//j ] 1 ( )

Izleyen boyutsuz biiyiikliikler tanimlanir ve (3.28) bagintisinda yerlerine yazilirsa kirise ait

potansiyel enerji boyutsuz biiylikliikler cinsinden izleyen sekilde elde edilir:

(3.29)

1
12| Ed (dgY dw )
U =~ | 9 kGl g |a 3.30
i 2,[[ L (dxl K 13 dx ¢ X ( )
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3.3 Kinetik Enerji
3.3.1 Euler-Bernoulli Kirisi icin Kinetik Enerji

Titresim yapan kiris kesitinin herhangi bir noktasinin herhangi bir andaki hiz1 izleyen sekilde
ifade edilir:

_dU(X,,X,,1) ¥ d*W(X,,t)

v 331
% dt o dxdt (3-31)

_dW(X,,1)
% dt

(3.32)
Euler-Bernoulli kirisi i¢in kinetik enerji ifadesi elde edilirken, donme ataletinin etkisi ihmal

edileceginden dolay: kirisin kesitlerinin hizinin v_ bileseni ithmal edilir. Boylece tiim kiris

icin kinetik enerji ifadesi asagidaki sekilde olacaktir:

_ L (dw(x,nY
T—2jp( ” jdV (3.33)

Vv

burada p kirisin birim hacim kiitlesidir. Bu ifade kartezyen koordinatlarda daha ayrintili

olarak izleyen sekilde yazilabilir:

b
5 2
VXD N gy ax,dx (3.34)
dt 1 2 3

b

2

(3.34) numarali bagintidaki integral isleminde gerekli hesaplamalar yapilirsa Euler-Bernoulli
kirisi i¢in kinetik enerji ifadesi izleyen sekilde elde edilir:

L

B 2
T:% j pA (%j dx, (3.35)
-L

2
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(3.19) bagintisindaki boyutsuz biiyiikliikler kullanilirsa kirige ait kinetik enerji ifadesi izleyen
sekilde olacaktir:

T=1
2 dt

| Le—o =~

pAL (Mj dx, (3.36)

3.3.2 Timoshenko Kirisi icin Kinetik Enerji

Timoshenko kirisi i¢in hiz ifadeleri Euler-Bernoulli kirisi i¢in ¢ikarilan hiz ifadelerine benzer
sekilde agagidaki gibi yazilabilir:

v :dU(Xlant):_X dy(X,.1) (3.37)
o dt oot '
dw(X,,t)
= 3.38
X, i (3.38)

Kirisin herhangi bir zamandaki kinetik enerjisi

T:%l[p(v)(fwxf)]dr/ (3.39)

seklinde olacaktir. (3.37) ve (3.38) bagintilar1 (3.39) bagintisinda yerlerine yazilirsa kinetik
enerji ifadesi asagidaki sekli alir:

(VXIZ +VX32)de3 dX,

Pﬂ

Il
| >
o [
e LA

0|~

(3.40)

|
o=

(3.40) ifadesinde gerekli integral iglemleri yapilir ve (3.41) de verilen atalet biiyiikliikleri

tanimlanirsa (3.40) bagintisiyla verilen kinetik enerji ifadesi (3.42) bagintisindaki seklini alir.
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h

2
(Jdp)=b [ (,X7) pdx, (3.41)
L L
12 (awY 12 (dy
T=—[J,| == | dx,+= [ J,| < |dX, (3.42)
29,7 dx, 24,77\ dx,

J, = pA (3.43)
Jy=pl, (3.44)

Bu durumda Timoshenko kirisinin kinetik enerjisi asagidaki sekilde ifade edilir:

{pA(dd—ij +pI, (a;_lfj :lXm (3.45)

Timoshenko kirisi i¢in elde edilmis olan kinetik enerji ifadesini boyutsuz biiyiikliikler

ﬂ
Il
N | —
m“\'-—.l\)\l\

cinsinden yazabilmek i¢in, (3.29) bagintisinda tanimlanmis olan boyutsuz biyiiklikler

kullanilirsa (3.45) bagintisiyla verilen kinetik enerji ifadesi izleyen sekli alir:

{ pAL (%) + pleL(%j }le (3.46)

r=1
2

N‘{L"—ui\)\h
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4. KURAMSAL CALISMA

4.1 Lagrange Denklemlerinin Tiim Boélge Uzerinde Gegerli Deneme Fonksiyonlariyla

Kullanimi: Ritz Metodu

Lagrange denklemlerinin uygulanabilmesi icin kirise ait w ¢okme ve ¢ donme fonksiyonlar
icin bazi ifadelerin se¢ilmesi gereklidir. Bu calismada s6z konusu bilinmeyen biiyiikliiklere
polinomlar kullanilarak yaklasim saglanmistir. Bu amagla, sadece geometrik siir kosulunu
saglayan bazi ifadeler w(x,,t) ve @(x,,t) icin secilir ve Langrange denklemleri kullanilirsa
dogal sinir kosullar1 da saglatilmis olur. Langrange denklemleri kullanilarak, yer degistirme
fonksiyonu olan w(x,,f) ve donme fonksiyonu olan ¢(x,,f) nin kabul edilebilir
fonksiyonlarin lineer serisi olarak temsil edilmesiyle ve serideki katsayilarin Lagrange

denklemlerini saglayacak sekilde ayarlanmasiyla yer degistirme ve donme fonksiyonlari icin

bir yaklagik ¢6ziim bulunur. Lagrange esitli§inin uygulanmasi i¢in deneme fonksiyonlar1 olan
w(x,,f) ve ¢(x,,t) ifadelerine uzay bagimh x°, x', x,...., x,"' koordinatlari ve zaman
bagimli genellestirilmis ¢, (¢) biiyliklikkleriyle yaklasim saglanmistir. Boylece yer degistirme

ve donme fonksiyonlari izleyen sekilde ifade edilebilir:

M%ﬂzigﬂnf‘ (4.1)
$(x,0)=) B, ()x"" (4.2)

Lagrange denklemlerinin genel ifadesi izleyen sekilde verilmistir:

o1 _dal_ ws)

dq, dtog,

Burada ¢, biiyiikliikleri genellestirilmis koordinatlardir. / ise probleme ait fonksiyonel olup

izleyen sekilde tanimlanmaistir:

[=T-U (4.4)
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Lagrange denklemleri ile ilgili bu kisa bilgiden sonra, daha 6nce enerji ifadeleri ¢ikarilmig
olan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriglerinin serbest titresimleri i¢in nasil uygulanacagi

izleyen boliimlerde agiklanacaktir.
4.1.1 Euler-Bernoulli Kirisi icin Kuramsal Calisma

Lagrange denklemlerinin uygulanabilmesi amaciyla kirigin diisey yer degistirmesi igin (4.1)

bagintisinda verildigi gibi polinomlar kullanilacaktir. Yani,

w(x,,t) = i/lm () x"" 4.5)

1

Burada 4,(f) zaman bagimli genellestirilmis koordinatlari, x"— de uzay bagiml

koordinatlar1 gostermektedir. Eger kiris serbest titresim yapiyorsa, kirise ait zaman bagimli

genellestirilmis 4, (¢) koordinati izleyen sekilde ifade edilebilir:
A (£)=A, ™ (4.6)

Burada @ kirisin boyutlu olan serbest titresim frekansidir. Bu durumda kirise ait boyutsuz yer

degistirme fonksiyonunun genligi de asagidaki sekilde olur:
M [e—

w(x,) = z A x" 4.7)
m=1

Ele alinan kirig basit mesnetli oldugu i¢in mesnet kosullar1 olarak kirigin her iki ucunda diigsey
yer degistirmeler sifirdir. Bu calismada mesnet kosullar1 Lagrange ¢arpanlar ile saglatilmis

olup kisithlik kosullar1 izleyen sekilde verilmistir:

a,w(x5.)=0 i=1,2 (4.8)
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Burada Xg i inci mesnetin koordinati ve ¢, Lagrange ¢arpanlari olup bu problemde mesnet

reaksiyonlarina karsilik gelir. Lagrange g¢arpanlari, problemin Lagrangian fonksiyonelinin

teskil edilmesine imkan saglar. Boylece;
L=1+a,w(xg.t) i=1,2 (4.9)

Elde edilen Lagrangian fonksiyoneline uygulanacak olan Lagrange denklemleri asagidaki gibi

verilmistir:
oL _doL _, k=123, M+ (4.10)
0A, dt 04,

(4.10) bagintisinda verilen denklemlerde nokta zamana gore tiirevi géstermektedir. Problemin

sayisal analizinde asagida verilmis olan boyutsuz frekans parametresi kullanilacaktir:

2 74

42 _pdo” L (4.11)
E 1

(4.10) bagintisiyla verilen Lagrange denklemlerinin uygulanmasiyla ve

A,. = i=12 (4.12)

taniminin yapilmasiyla izleyen lineer cebrik denklem takimi (frekans denklemi) elde edilir.
[K){4} -2 [M]{4}={0} (4.13)

(4.13) esitligiyle verilen [K ] ve [M ] matrisleri (M +2)x(M +2) boyutlarinda rijitlik ve

kiitle matrisi olup elemanlar1 izleyen sekildedir:

K, = ”f (%) () kom=1,2,3,.., M

-1/2

K, =x., k=1,..M; m=M+1, M +2
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K, =x', k=M+1, M+2; m=1,....M
A4, =0, k,m=M+1, M +2
1/2
My, = [ (67 )(x")dx, kom=1,2,3,.... M
-1/2
M, =0, k,m=M+1, M +2 (4.14)

(4.13) de verilen denkleme kirisin frekans denklemi de denilmektedir. Ozdegerler olan A
degerleri denklem (4.13) ile verilen esitlikler sisteminin determinantinin sifir olmasindan

bulunur.
4.1.2 Timoshenko Kirisi icin Kuramsal Calisma
Timoshenko kiris teorisinde bilinmeyen fonksiyonlar diisey yer degistirme ve donme

fonksiyonlaridir. Bu durumda, Lagrange denklemlerini uygulayabilmek i¢in (4.1) ve (4.2)

esitliklerinde diisey yer degistirme ve donme fonksiyonlart igin izleyen ifadeler

kullanilacaktir:
M
w(x, )= A4,@)x"" (4.15)
m=1
S 1
#(x.0)=Y B, ()x" (4.16)
m=1

n

Burada 4, (f) ve B, (t) zaman bagiml genellestirilmis koordinatlari, x""' de uzay bagimli

koordinatlar1 gostermektedir. Eger kirig serbest titresim yapiyorsa, kirise ait zaman bagiml
genellestirilmis A4 (¢) ve B, (¢) koordinatlari izleyen sekilde ifade edilebilir:

A,(t)=A4, e (4.17)

B (1) =Bne™ (4.18)
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Bulunmus olan @ kirisin boyutlu olan serbest titresim frekansidir. Kirisin boyutsuz yer

degistirme fonksiyonunun genligi de izleyen sekilde olur:

w(x,)= f A x" (4.19)
#(x,) = fﬁm X" (4.20)

Basit mesnetli kirigsin her iki ucunda diisey yer degistirmeler sifirdir. Mesnet kosullar1 ise

Lagrange carpanlar ile saglatilmis olup kisitlilik kosullar1 izleyen sekilde verilmistir:

a, w(x5.)=0 i=1,2 (4.21)

X¢

i

i inci mesnetin koordinati ve ¢, Lagrange carpanlart olup, problemde mesnet

reaksiyonlarina karsilik gelir. Burada Lagrange ¢arpanlar1 kullanilirsa, problemin Lagrangian

fonksiyoneli elde edilmis olur. Boylece;
L=1I+a,w(xg.t) i=1,2 (4.22)

elde edilen Lagrangian fonksiyoneline uygulanacak olan Lagrange denklemleri asagidaki gibi

verilmistir:

%_%%zo k=1,2,3,.,2M+2 (4.23)
Burada;

q, =4, k=1.2,......M (4.24)

g, =B, k=M+1,......2M (4.25)
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Qo = Q15 Gopn =Gy (4.26)

seklinde tanimlanmistir. (4.23) bagintisinda verilen denklemlerde nokta zamana gore tiirevi

gosterir. Problemin sayisal analizinde asagida verilmis olan boyutsuz biiyiikliikler

kullanilacaktir:
2 74 k GALZ 2
/l 2 = —pAa) L , D = S , ILl = h > (427)
E .1 E. 1 12

(4.23) bagmtisiyla verilen Lagrange denklemlerinin uygulanmasiyla asagida verilen lineer

cebrik denklem takimi (frekans denklemi) elde edilir:
(KA} -2 [M]{} = o} 428

(4.28) esitligiyle verilen [K ] ve [M ] matrisleri (2M +2)x(2M +2) boyutlarinda rijitlik ve

kiitle matrisi olup elemanlar1 izleyen sekildedir:

05

K, = [ DG ydx, k=1,2,... M, m=1,2, ..M
—0-5
0-5

K, = j D (x* ") (x"d x, k=1,2,... M, m=M+1,...2M
-0-5
0-5

K, = [ D0y dx, k=M+1,...2M m=1,2, ..M
—0-5
0-5

Ky = [[Dx7™ + Y& ] dx, k=M+1,..2M, m=M+1,...2M
~0-5
0-5

My, = [ x5 dx, k=12 ..M, m=1,2, ... M
~0-5

M, =0 k=12 ... M, m=M+1,...2M
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M, =0 k=M +1,...2M m=1,2,.., M
0-5
My, = [ x5 dx, k=M+1,...,2M m=M+1,..,2M
05
(4.29)

Ozdegerler olan A degerleri denklem (4.28) ile verilen esitlikler sisteminin determinantinin

sifir olmasindan bulunur.

4.2 Enerji Tabanh Sonlu Farklar ile Kuramsal Calisma

Sonlu farklar metodu, analitik ¢6zliimii gii¢ olan birgok problemde basvurulan, uygulama alani
cok genis olan sayisal bir metottur. Bu metotta kirisin diferansiyel denklemi sonlu farklardan

olusan bir cebirsel denklem takimina doniistiiriiliir. y = f(x) egrisi géze alinirsa, birinci ve

ikinci turevlerin

(ﬂj ~ (&j _ Y1 ~ V- (4.30)
dx), ~\Ax), 2Ax
dzy:Azy:ymH_zym-l_ym—l (431)
x>  AX° (Ax)?

seklinde oldugu bilinmektedir.

4.2.1 Euler-Bernoulli Kirisi icin Kuramsal Calisma

(4.10) ifadesinde genellestirilmis koordinatlarda verilmis Lagrange esitliklerinin sonlu farklar
teknigi ile ¢oziilebilmesi icin (3.20) ve (3.36) esitliklerinin Lagrange esitliklerinde yerine

konmasi1 ve tiirev ifadelerinin sonlu fark operatorleri ile degistirilmesi gerekir. Sonlu fark

operatorlerinin uygulandigi Lagrange esitliklerinin gosterimi

=2 0 (4.32)
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seklinde olur. Genellestirilmis koordinat A, yerine W, alinmistir. (4.32) ifadesi kirigin her

noktasina uygulanir. Bunun i¢in Oncelikle sekil degistirme ve kinetik enerji ifadelerinin

boyutsuz biiytikliiklerle herhangi bir pivot noktasi i¢in sonlu fark agilimlari yazilirsa:

2
‘ il Bl A 433
Y, j (4.33)

_EL, (w, =2w 4w,
- =

T =% PAL (W) A (4.34)

esitlikleri elde edilir. Kirigin tamami goz oniinde bulundurulursa sekil degistirme enerjisi ve

kinetik enerji ifadeleri

u=>NU. (4.35)

T= i]} (4.36)

1

halini alir. (4.32) ifadesi kirisin tamamina uygulandiginda, pivot noktalarinin konumlarina

gore bes farkli ifade elde edilir. Ayrica, denklemlerin elde edilmesinde izleyen tanimlamalar

yapilacaktir:
W= (4.37)
4 2
2 pzzL[w (4.38)
11
0 1 2 1 N-1 N N+1
o — _A o o o o o © ® 1— - e
A rrrrr

L j
|

Sekil 4.1 Basit kiriste diigim noktalarinin gosterilmesi
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Kirigse ait toplam sekil degistirme ve kinetik enerjileri bulunduktan sonra Lagrange
denklemlerinin kirigin sol ucunun disindaki fiktif noktada uygulanmasi izleyen ifadeyi verir (0

noktasi):

_ 2. _ .4  _ 2

Wo(=) — Wi (=) + W, (=) =0 (4.39)
A A A

Lagrange denklemlerinin kirisin sol ucunda bulunan noktada uygulanmasi izleyen ifadeyi

verir (1 noktasi):

_ -4 _ 10 - _ -8 _ 2

Wy(=5) + W(= =227 A) + Wy (=) + Wy (=) =0 (4.40)
A A A A

Lagrange denklemlerinin kirisin u¢ noktalar1 arasinda bulunan herhangi bir noktada

uygulanmasi izleyen ifadeyi verir (i noktasi):

T, Oy 2ny v, Sy w +2(_3> 0 (4.41)
A A A A

Lagrange denklemlerinin kirigin sag ucunda bulunan noktada uygulanmas izleyen ifadeyi

verir (N noktasi):

() 0y () + 7 <——u B =0 (4.42)
A A

Lagrange denklemlerinin kirisin sag ucunun disindaki fiktif noktada uygulanmasi izleyen

ifadeyi verir (N+1 noktasi):
Wy_ 1( )+ iy (= )+ wN+l(_3) 0 (4.43)
A A

Yukaridaki (4.39), (4.40), (4.41), (4.42), (4.43) denklemleri matris formunda diizenlenirse

izleyen sekli alir:
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[4]{w} - 27 [ B]{iw} =0 (4.44)

Sabit mesnetli kirigle ¢alisildigindan izleyen sinir kosullar vardir:

w =0, W, =0 (4.45)

S6z konusu (4.45) sinir kosullarinin géz Oniine alinmasiyla (4.44) homojen denklem takimi

¢oziiliirse kirise ait A* ozdegerleri elde edilir. Smir kosullarinin goz 6niine almmasindan
sonra elde edilen matrislerin boyutu N x N olur. Yukarida verilen matris formundaki (4.44)

0zdeger denkleminin agik ifadesi Eklerde (E1) denklemi ile verilmistir.
4.2.2 Timoshenko Kirisi icin Kuramsal Calisma

Euler-Bernoulli  kirisine benzer olarak Timoshenko kirisinde; (4.23) ifadesinde
genellestirilmis koordinatlarda verilmis Lagrange esitliklerinin sonlu farklar teknigi ile
coziilebilmesi icin (3.30) ve (3.46) esitliklerinin Lagrange esitliklerinde yerine konmasi ve
tiirev ifadelerinin sonlu fark operatdrleri ile degistirilmesi gerekir. Sonlu fark operatorlerinin

uygulandig1 Lagrange esitliklerinin gdsterimi

o _da_, (4.46)
oW, dt oW,
o _do _, (4.47)
oy, dt oy,

seklindedir. Genellestirilmis koordinat g, yerine W, ve y, almmistir. (4.46) ve (4.47)

ifadeleri kirisin her noktasina uygulanir. Bunun i¢in Oncelikle sekil degistirme ve kinetik
enerji ifadelerinin boyutsuz biiyiikliiklerle herhangi bir pivot noktasi i¢in sonlu fark agilimlari

yazilirsa:
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2 2
U = Enl, (V/m Vi ] A+ k; G5 AL (Wm — Wi ] A+ kG AL ( )2 A
2L 2A 2 2A 2 (4.48)

—k. G, AL ( Wit — Wit J v A

1 3 2 1 2
T = pAL (w,) +5p1x2L(Wl.) (4.49)
denklemleri elde edilir. Kirigin tamami1 gozoniine alinirsa enerji ifadeleri

N
U=>U, (4.50)

i=1

N
T=>T, (4.51)

i=1

1

seklini alir. (4.46) ve (4.47) ifadesi kirisin tamamina uygulandiginda, pivot noktalarinin
konumlarma gore beser farkli ifade elde edilir. Ayrica, denklemlerin elde edilmesinde izleyen

tanimlamalar yapilacaktir:

w=w-e (4.52)
w =y (4.53)
4 2 2 kG ALZ
pAL s h oy, K0 -D (4.54)
E 1 121 E 1

Kirigse ait toplam sekil degistirme ve kinetik enerjileri bulunduktan sonra Lagrange
denklemlerinin kirisin sol ucunun disindaki fiktif noktada uygulanmasi izleyen ifadeyi verir (0

noktasi):
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(L).— +(__1).— =0 (4.56)
o TR T '

Lagrange denklemlerinin kirigsin sol ucunda bulunan noktada uygulanmasi izleyen ifadeyi

verir (1 noktasi):

(%—2/12Z)-w1—%-w3+0-;/72:0 (4.57)

(%—2/12;1-&21)-&)-@ +(2_—Kl)-1,73 +(D)-w,+(=D)-w, =0 (4.58)

Lagrange denklemlerinin kirisin u¢ noktalart arasinda bulunan herhangi bir noktada

uygulanmasi izleyen ifadeyi verir (i noktasi):

(%WK)-W,- - —D-y, +D-7,, =0 (4.59)

-1 1 — — -1
=)W, (=22 u-A+2D-A) -7, +(—)-W,,, +(D)-w,_, +(=D)-w,, =0 4.60
(2A) W;—Z (A ILI ) Wz (2A) W1+2 ( ) i-1 ( ) i+1 ( )

Lagrange denklemlerinin kirigin sag ucunda bulunan noktada uygulanmasi izleyen ifadeyi

verir (N noktasi):

(=22 B)- Ty~ Ty, + D17y, =0 (461)

-1, _ 1 - - — _ _
(E)’WN—Z +(E_2ﬂ*2ﬂ'A+2D‘A)'WN +(D)- Wy +(=D)-wy,, =0 (4.62)

Lagrange denklemlerinin kirisin sag ucunun digindaki fiktif noktada uygulanmasi izleyen
ifadeyi verir (N+1 noktasi):
D _ D _

E’WN+1_E'WN4_D"//N =0 (4.63)
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-1, _ 1.
) Vvt ) W =0 (4.64)

0, W5 Oy =W, ;i=0, N+1 (4.65a)

i+1 — i i

(4.55) -(4.64) denklemleri, (4.65a) daki tanimlamalar kullanilirsa, (4.65b) de verilen matris

formunda ifade edilir.

[4]{s}-2[B]{5} =0 (4.65b)
Sabit mesnetli kirisle ¢alisildigindan izleyen sinir kosullar1 vardir:

w, =0, w, =0 (4.66)

S6z konusu (4.66) sinir kosullarinin géz O6niine alinmasiyla (4.65) homojen denklem takimi
¢oziiliirse kirise ait A° ozdegerleri elde edilir. Sinir kosullarinin gdz oniine alinmasindan

sonra elde edilen matrislerin boyutu (2N +2)><(2N +2) olur. Yukarida verilen matris

formundaki (4.65) 6zdeger denkleminin agik ifadesi Eklerde (E2) denklemi ile verilmistir.
4.3 Sonlu Elemanlar ile Kuramsal Calisma
4.3.1 Euler-Bernoulli Kirisi icin Kuramsal Calisma

Sonlu eleman formiilasyonu siirekli olan bir alan degiskenini diigiim noktalariyla
ayriklastirarak ilgili alan degiskenini diigiim noktasinda secilen bilinmeyenler cinsinden ifade
etmeye dayanir. Bir kiris egilme elemani i¢in her bir diigiim noktasinda biri diisey yer

degistirme w,, digeri donme 6, olmak {iizere iki adet bilinmeyen alinir. Ele alinan serbest

titresim probleminde zaman faktorii de oldugu i¢in diigiim noktas: yer degistirmeleri zamanin
fonksiyonudur. Bu prensibe gore sonlu bir kirig parcasi ( egilme elemani) ve diiglim noktasi
yer degistirmeleri pozitif yonleri dikkate alinarak Sekil 4.2’de gdsterilmistir. Diiglim noktasi

yer degistirmeleri (4.67) de verildigi gibidir:
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(8, =W (). 61 (1)l (1). 84 (1) (4.67)

(e)

w.
J

(e)
6, $

g (e) R

Sekil 4.2 Egilme elemani

(4.67) numarali bagintida verilen diigiim noktas: yer degistirmeleri kullanilarak, Sekil 4.2°de
gosterilen egilme elemani i¢in diisey yer degistirme fonksiyonu izleyen sekilde

ayriklastirilabilir:
W (x.0) = £ (W), 690 W' (), 6°1), x, ) (4.68)
Sekil 4.2°de ele alinan egilme elemani asagida gosterilen sinir kosullarini saglamaktadir:

w (x =x,1)=w(r); ' (xl =X, t) =w' (1) (4.69)

J

dw(e)
dx,

(31 =x,1)=6," (1) (4.70)
Burada x; ve x; eleman koordinatlart olup, bundan sonraki hesaplamalarda kolaylik

saglamasi yonilyle x;, =0 ve x;, = L seklinde secilecektir. Yukarida ifade edilen dort sinir

sart1 ve daha once verilmis olan potansiyel enerji ifadesindeki yer degistirme fonksiyonunun
ikinci mertebeden tlirevi de dikkate alinarak, yer degistirme fonksiyonu asagidaki sekilde

ticlincii dereceden bir Lagrange polinomu olarak se¢ilmistir.
w® (x1 , t) =a, (t) +a, (z‘)x1 +a, (z‘)xl2 +a, (z‘)xl3 (4.71)

(4.69) ve (4.70) bagintilariyla verilen sinir kosullar1 uygulanirsa:
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dx,

(¢)
d;; (3 =L, 1) =0 (1) = a (1) +2a, (t) L +3a, (1) (4.72)
1

denklemleri elde edilir. (4.72) denklemleri eszamanli olarak ¢oziiliirse bilinmeyen katsayilar

asagidaki sekilde elde edilir:

a, = 91'(8)
a, = 52( (e) _ l(c ) 2(29(6) +9(6))

E(W@ —W(e))—%(@@ +0°) (4.73)

a, = ;
3
L3 J

(4.73) denklemleri (4.71) bagmtisinda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, diisey

yer degistirme fonksiyonu izleyen sekilde elde edilir:

: 3x 2% | 27 % 37 2x°) .
W (x,, 1) = [ 7 L—;jwﬁ(t){xl— ; +L_;Je;’(t)+(L—;—T;jw;>(f)

\ , (4.74)
X X,
+ (L—lz Tj 657 (1)
(4.74) bagintis1 daha sade bir sekilde asagidaki gibi
W (5.0 = Ny (35, ) W (£)+ N, ()09 (6) + Ny (3 )w (1) + N, (3,6 (1) (4.75)

veya matris formunda



w9 (x,)=[N, N, N, N, |

(e)
W

(e)
6

(e)
w,

(¢)
0,
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=[N{o} =N, (%) () (4.76)

1

yazilir. Burada N, N,, N, ve N, sekil fonksiyonlar1 olarak adlandirilmaktadir. (4.75)

bagintisinda verilen ayriklastirilmis yer degistirme ifadesi sekil degistirme ve kinetik enerji

ifadelerinde yerine konulursa bir eleman i¢in herhangi bir andaki sekil degistirme enerjisi ve

kinetik enerji diiglim noktas1 yer degistirmeleri cinsinden izleyen sekilde elde edilir:

E [ L 2. (e) 2
| AL (f“ D1 (4.77)
2 9 OX,
pA 5w (x, )Y
T j vl dy, (4.78)
2 0
Bir eleman i¢in fonksiyonel agsagidaki denklemle tanimlanmaktadir:
O —T© _y© (4.79)
Bir eleman i¢in izleyen bagintida verilen Lagrange denklemeleri uygulanirsa
(e ©)
O A7 o k=14 59=w,59=0,59=w, 35 =0, (4.80)
06, dt 0o;
matris formunda verilen bir lineer hareket denklemi izleyen sekilde elde edilir:
Wl(e) Wl(e)
e 4
[K]. e +[M] Je {0} (4.81)
2 2
Hz(e) 92(8)
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Burada [K ] ve [M ] matrisleri sirasiyla 4x4 boyutunda eleman rijitlik ve kiitle matrisi

(o) (o)

olup izleyen sekilde verilmektedir:

12 6L 12 6L

(K] =Bl LN” v p _EI_| 6L 4’ —6L 2L 4.9
© ! NG, =5 Ly e 12 e (452
6L 2I7 —-6L 4I°

156 221 54 —13L

L 2 2

pAL| 22L 4> 13L  -3L
M) = pA[N,(x)N,(x)dx, == 4.83
[M]., = AN, (5N, () dx 20| 54 130 156 -22L (4.83)

—13L -3I}) -22L 4I*

Bir eleman igin elde edilen bu denklem takimindan faydalanilarak, tiim sistem i¢in hareket

denklemi izleyen sekilde yazilabilir:
[K]{s}+[M]{3} = {0} (4.84)
p=2n; n=m+1 (4.85)

Burada [K] ve [M ] tim kirisin rijitlik ve kiitle matrisi, m eleman sayisi, n sistemdeki
diigiim noktasi sayisi, p modelin sahip oldugu toplam serbestlik derecesidir. Bu durumda

[K ] ve [M ] matrisleri p x p boyutunda olacaktir.

Serbest titresim yapan kiriste zamana bagl diigiim noktas1 yer degistirmeleri izleyen sekilde

yazilabilir:
(o)} ={o}e " (4.86)

(4.86) bagntisindaki {3} yer degistirme vektbriiniin clemanlarinin genlikleridir. (4.86)

numarali bagint1 géz oniine alinirsa (4.84) bagintisi izleyen matris formunda ifade edilebilir:
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[K){5} -’ [M]{5} ={0} (4.87)
Problemin sayisal analizinde asagida tanimlanmis olan boyutsuz biiyiikliikler kullanilacaktir:

lz_pAa)zL“
E

117 x,

8y, =0y, /L 8, =08, ; i=1,2,....m (4.88)

Yukarida tanimlanan boyutsuz biiyiikliikler dikkate alindiginda, (4.87) bagintis1 izleyen
sekilde boyutsuz hale gelecektir:

([K]-2[m]}{5}={0} (4.89)

Ele alian kirigin her iki ucu basit mesnetli oldugu i¢in, ilgili diigim noktalarinda diisey yer
degistirmelerin sifir olmasi gerekir. Dolayistyla problemdeki geometrik sinir kosullari izleyen

sekilde ifade edilebilir:
8,()=0,8,,()=0 (4.90)

Sinir kosullar1 probleme uygulanirken, rijitlik ve kiitle matrislerinde, sifir olan diigiim noktasi
bilinmeyenine karsilik gelen satir ve siitun silinir. Boylece ele alinan problemde rijitlik ve

kiitle matrislerinin 1. satir ve siitunu ile (p—1). satir ve siitunu silinir ve tiim sistem igin

izleyen sekilde verilen indirgenmis boyutsuz frekans denklemi elde edilir:
(K {o}-2[m" {5} ={0} (4.91)

Burada [12 *} ve [M *] tiim sistem i¢in (p—2)x(p—2) boyutlarinda indirgenmis rijitlik ve

kiitle matrisidir. (4.91) de verilen denkleme kirigsin frekans denklemi de denilmektedir.
Ozdegerler olan A degerleri denklem (4.91) ile verilen esitlikler sisteminin determinantinin

sifir olmasindan bulunur.
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4.3.2 Timoshenko Kirisi icin Kuramsal Calisma

Bir egilme eleman i¢in her bir diigiim noktasinda biri diisey yer degistirme w,, digeri donme
0, olmak tizere iki adet diigiim noktas: bilinmeyeni oldugu daha onceki béliimde agiklanmusti.

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore herhangi bir kesitteki donme, diisey yer degistirmenin o
noktadaki tiireviyle ifade edilir. Ancak, Timoshenko Kkiris teorisinde kesitlerin yer

degistirmelerini ve donmelerini ifade eden yer degistirme ve donme fonksiyonlari birbirinden
bagimsiz olarak ele alinir. Bu amagla diisey yer degistirme w' (x;,7) ve dénme w'“ (x,,7)
icin ayn1 dereceden polinomlar segilebilecegi gibi, genellikle farkli dereceden polinomlar
secilmektedir. S6z konusu polinomlar, ow/ox, #0 ve Oy /0x, #0 kosullar1 géz Oniine

almarak, en az birinci dereceden secilmelidir. Bir Timoshenko kiris elemani i¢in yer
degistirme ve donme fonksiyonlar1 diigiim noktasi bilinmeyenleri yardimiyla asagidaki

sekilde ayriklastirilabilir:

W (x,,1) =N, (x)w, (¢) i=1,2,..m (4.92)

v (x,6)= R, (x)0, (1) J=1,2,m (4.93)

(4.92) ve (4.93) esitliklerindeki w,.(t) ve 0, (t) zamana bagli olarak ifade edilen diigiim

noktast bilinmeyenleridir. (4.92) ve (4.93) deki ifadeler Timoshenko kirisi i¢cin daha 6nceden
verilmis olan sekil degistirme ve kinetik enerji ifadelerinde yerlerine konulursa, bir eleman
icin herhangi bir andaki sekil degistirme ve kinetik enerji diigiim noktas1 yer degistirmeleri

cinsinden izleyen sekilde elde edilir:

o 1§ dy' (x,0) ) dw' (x,,t ; 2
U© _Ej[En]xz (%l)j +kG,A %_W()(xl’t) dx, (4.94)
0 1 1
oo1h (e Y L oy (5,0 |
rsle\ T ) e T o
0 0

Bir eleman i¢in fonksiyonel izleyen denklemle tanimlanmaktadir:
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1O —T© _y© (4.96)

Bir eleman i¢in daha onceden verilmis olan Lagrange denklemeleri uygulanirsa hareket

denklemleri

(K], {5} +[M], {5} ={0) (4.97)

olarak elde edilir. Burada [K]| ve [M] matrisleri rijitlik ve kiitle matrisleri olup izleyen

(e (e)

sekilde verilmektedir:

[Kzl] Kzz

[M](e) -

(4.99)

o o

(4.97) esitliginde matris formunda verilen rijitlik matrisinin alt matris bilesenleri daha agik

olarak izleyen sekilde verilmektedir:

L
Ky =k,G L A[N/(x) N} (x)dx,, (4.100)
0
L
Ky =K' =k,Gy A[N/(x)R,(x)dx, (4.101)
0
L L
K7 =E 0, [RI(x)R)(x)dx, +kG A R (x) R, (x,)dx, (4.102)
0 0

L
M, = pA[N,(x)N, (x)dx, (4.103)
0
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L
M =pI [R(x)R,(x)dx, (4.104)

0

(4.100), (4.101), (4.102) ve (4.104) esitlikliklerindeki rijitlik terimleri hesaplanirken diigiim
noktast yer degistirmesi ve donmeleri icin ayni dereceden polinomlar (6zellikle lineer)
secildiginde, ele alinan egilme elemani, Timoshenko teorisindeki sabit kayma gerilmesi
kabulii sebebiyle, literatiirde kayma kilitlenmesi (shear locking) (Reddy, 1993) adi1 verilen
olay meydana gelmektedir . Bu problemin iistesinden gelmek ig¢in literatiirde iki yol

bulunmaktadir (Reddy, 1993). Bu iki yontem hakkinda kisaca bilgi verilecektir.
4.3.2.1 Farkh Dereceden (Uyumlu) interpolasyon Fonksiyonlarinin Kullanilmasi

Birinci yontemde diisey yer degistirme ve donme fonksiyonlari i¢in farkli dereceden

polinomlar se¢ilmektedir. Bu polinomlar ow/0x, ve y mnin mertebesi esit olacak sekilde
secilmelidir, rnegin m = n+1. Bir egilme elemanmin diisey yer degistirmesi w'* (xl, t) icin
ikinci dereceden (kuadratik), dénmesini ifade eden (xl,t) icin birinci dereceden (lineer)

polinom segilirse, yer degistirme ve donme fonksiyonlar1 izleyen sekilde ayriklastirilabilir:

(©)
w
w (x,1) = Ny ()W () + Ny () ws? (8) + Ny () wi” (£) =[N, N, Ny]qws? (4.105)
wi®
01(6)
' (x.0)=R (x)60° (t)+ R, (x,)6 (t)=[R R, {0(6)} (4.100)
2

Burada N, (x;) ve R (x;) sekil fonksiyonlari olarak bilinmektedir. (4.105) ve (4.106)

esitliklerindeki ifadeler sekil degistirme ve kinetik enerji ifadelerinde yerlerine konulduktan

sonra Lagrange denklemleri uygulanirsa izleyen matris formunda gosterilen hareket

denklemleri elde edilir:



Wl 1;1./’1

(e) o)

KU K" w, MY 0 W,
[ ] [ ] Wge) [ ] [] v'{;;") :{0} (4.107)

[Km] [Kzz] eie) + [0]

[Mzz ] éie)

Burada [K “] matrisi 3x3, [K 12} matrisi 3x2, [K 22} matrisi 2x2 boyutunda olmaktadir.

Bu durumda ise bir eleman i¢in rijitlik matrisi 5x5 boyutundadir. Bu matrisler acik olarak

izleyen sekilde verilmektedir (Reddy, 1993):

-8 1
[K“]:M 8 16 -8
3L
1 -8 7
-5 -1
[Kn]:[Kzl}:ksG;A 4 -4
1 5

EJ |1 -1 2 1
[Kzz]: 1y, +ksG13AL (4.109)
L |-1 1 6 1 2
(4.105), (4.106) ve (4.107) esitliklerine dikkat edilirse, elemanin tam orta noktasinda, sadece

yer degistirme tiirinden w{’ bilinmeyeni olan ve diger elemanlarla baglantis1 olmayan iigiincii

bir diiglim noktasinin ortaya ¢iktig1 goriiliir. Bu diiglim noktas1 bir elemandan tiim sisteme

geciste ilgili matrislerin toplanmasinda zorluk teskil etmektedir. Bunun i¢in eleman rijitlik
matrisinde {iglincii diigiim noktasindaki w{” bilinmeyeni yok edilirse, bir eleman igin

daraltilmis rijitlik matrisi izleyen sekilde olur:

i k.G,A k.G,A k.G,A k.G,A
L L 2 2
_kSGBA k.G,A k.G,A k.G,A
(K], = kGL y kGL 4 kG AL2 EJd, kG AL2 E\l (4-110)
A A ) s 713 s 13 + " x s 13 _ My
2 2 4 L 4 L
kG4 kGud  kGuAL _El, kGAL Bl
L 2 2 4 L 4 L |
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Buna benzer sekilde kiitle matrisi de elde edilerek, kayma kilitlenmesi probleminin iistesinden

gelinmis olur.
4.3.2.2 Aym Dereceden Interpolasyon Fonksiyonlarinin Kullanilmasi

Diisey yer degistirme ve donme fonksiyonlari i¢in ayni dereceden (m =n) polinomlar

secildiginde, eleman rijitlik ve kiitle matrislerini olusturan tiim alt matrisler nxn

boyutlarinda olmaktadir. Eleman rijitlik matrisinin [ K" |, [K" ] bilesenleri ile | K™ ]

matrisinin (4.102) esitliginde verilen birinci kismi elde edilen sekil fonksiyonlarinin

kullanilmasiyla kesin olarak hesaplanir. [K 22] matrisinin ikinci kismi ise indirgenmis

integrasyon yontemi kullanilarak hesaplanir (Reddy, 1993).

Yer degistirme ve donme fonksiyonlari icin izleyen sekilde verilen birinci dereceden (lineer)

polinomlar segilebilir:

w (x,t)=a, (t)+a(t)x (4.111)
w' (x,t)=b,(t)+b (t)x (4.112)
Bu durumda ele alinan egilme eleman1 asagida verilen sinir kosullarin1 saglamalidir:

w (x, =0,0)=w(¢); w9 (x, = L,t) =wy (¢) (4.113)
' (x5 =0,0)=60"(1); w9 (x, =L,t)=6 () (4.114)

(4.111) ve (4.112) esitliklerinde verilen sinir kosullar1 uygulandiktan sonra, Euler-Bernoulli
kiris teorisinde yapildigi gibi benzer matematiksel islemler ve diizenlemeler yapilirsa yer

degistirme ve donme fonksiyonlari izleyen sekilde ayriklastirilabilir:

W (x.1) = (1 —xzj e (xzj W ()= N, (x )i (1) @.115)
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v (3,0) = (1 _"fj 0 (1) + ("fj 09 (1) — R ()6 (1) 4.116)

(4.115) ve (4.116) esitliklerinden goriildiigii gibi yer degistirme ve donme fonksiyonlar1 i¢in
elde edilen N,(x,) ve R (x) sekil fonksiyonlar: 6zdes olmaktadir. Elde edilen bu sekil

fonksiyonlar1 yardimiyla ve (4.100), (4.101), (4.102) , (4.103) ve (4.104) esitliklerinin

kullanilmaszyla rijitlik ve kiitle matrislerinin bilesenleri izleyen sekilde elde edilir:

A= W=

[M*]=pl, L (4.117)

(4.117) esitliklerinde verilen alt matrisler bir eleman i¢in tek bir matris iginde asagidaki

sekilde yazilabilir:
i kSG13A _ ksGl3A _ ksGl3A _ ksGl3A 1
L L 2 2
_ ksGl3A ksGl3A ksGl3A ksGl3A
(K] = L L 2 . (4.118)
© _ ksG13A ksG13A ksG13AL + Ell]xZ ksG13AL _ Ell[xZ
2 2 4 L 4 L
_ ksG13A ksG13A ksG13AL _ Ell[xZ ksGISAL + Ell]xZ
L 2 2 4 L 4 L |
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pAL  pAL 0 0
3 6
pz64L pz;L 0 0
[ ] = (4.119)
(e) [ L [ L
0 0 '0 X '0 X
3 6
[ L [ L
0 g Plet Pt
L 6 3

(4.118) esitliginde bir eleman i¢in verilen rijitlik matrisine dikkat edilirse, farkli dereceden
polinomlar kullanilarak daha dnceden elde edilmis olan (4.110) esitligindeki rijitlik matrisiyle
ayni oldugu dikkati ¢ekmektedir. Bu ¢alismada Timoshenko teorisine gore sonlu elemanlar
yontemiyle ¢oziimde ayni dereceden polinomlar secilerek elde edilmis olan rijitlik ve kiitle
matrisleri kullanilacaktir. Bu durumda, bir eleman i¢in elde edilen ilgili matrislerden

faydalanarak, tiim sistem i¢in hareket denklemi izleyen sekilde yazilabilir:
[K]{s}+[M]{3} = {0} (4.120)
p=2n; n=m+1 (4.121)

Burada [K ] ve [M ] tim kirisin rijitlik ve kiitle matrisi, m eleman sayisi, n sistemdeki
diiglim noktasi sayisi, p modelin sahip oldugu toplam serbestlik derecesidir. Timoshenko

kiris teorisi kullanilmasi durumunda da [K] ve [M ] matrisleri px p boyutunda olacaktr.

Serbest titresim yapan kiriste zamana bagli diigiim noktas1 yer degistirmeleri izleyen sekilde

yazilabilir:

(o)} ={o}e (4.122)

(4.122) bagintisindaki {S} , yer degistirme vektoriiniin elemanlarinin bouyutsuz genlikleridir.

(4.122) numarali bagint1 géz oniline alinirsa, (4.120) bagintis1 izleyen matris formunda ifade

edilebilir:
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[K){5} -’ [M]{5} ={0} (4.123)

Problemin sayisal analizinde asagida tanimlanmis olan boyutsuz biiyiikliikler kullanilacaktir:

S, =90.; i=n+l,n+2,..2n

2714 2 2
propde’ll  kGyAL -k . (4.124)
E.l, E, I, 121

Yukarida tanimlanan boyutsuz biiyiikliikler dikkate alindiginda, (4.123) bagintis1 izleyen
sekilde boyutsuz hale gelecektir:

([K]-2[m]}{5}={0} (4.125)

Problemde sinir kosullari, ele alinan kirisin her iki ucu basit mesnetli oldugu i¢in, ilgili digiim
noktalarinda diisey yer degistirmelerin sifir olmasidir. Dolayisiyla problemdeki geometrik

sinir kosullar1 izleyen sekilde ifade edilebilir:
8,(=0,8,,1)=0 (4.126)

Sinir kosullar1 probleme uygulanirken, rijitlik ve kiitle matrislerinde, sifir olan diigiim noktasi
bilinmeyenine karsilik gelen satir ve siitun silinir. Boylece ele alinan problemde rijitlik ve

kiitle matrislerinin 1. satir ve siitunu ile (p/2). satir ve siitunu silinir ve tiim sistem igin

izleyen sekilde verilen indirgenmis boyutsuz frekans denklemi elde edilir:
(K {o}-2[m" {5} ={0} (4.127)

Burada [12 *} ve [M *] tiim sistem i¢in (p—2)x(p—2) boyutlarinda indirgenmis rijitlik ve

kiitle matrisidir. (4.127) de verilen denkleme kirigsin frekans denklemi de denilmektedir.
Ozdegerler olan A degerleri denklem (4.127) ile verilen esitlikler sisteminin determinantinin

sifir olmasindan bulunur.
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S5.SAYISAL SONUCLAR

Bu c¢alismada, iki ucu basit mesnetli bir kirisin ilk alt1 boyutsuz 6zdegeri (frekans parametresi)
A, Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri gercevesinde; tiim kirig bolgesi lizerinde
polinomlar alinip Ritz yontemi, enerji tabanli sonlu farklar yontemi ve sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilmistir. Her iki teori i¢in elde edilen sonuglar literatiirde mevcut
olan sonuglarla karsilastirilmistir. Her lic yontem icin farkli sayida serbestlik derecesi alinarak
yakinsama ¢alismas1 yapilmistir. Bu yakinsama caligmalar1 grafikler {izerinde de
gosterilmistir. Ayrica Euler-Bernoulli kirig teorisine gore s6z konusu kirisin ilk dort mod sekli

verilmistir.

Cizelge 5.1 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore Ritz yontemi ile yapilan ¢dziimde basit
mesnetli kirisin ilk alt1 frekans parametresi i¢in yakinsama ve kiyaslama ¢aligmasi

TS SD ﬂ"l 2’2 2’3 2’4 2’5 2’6

6 8 3.14205 | 6.29647 | 11.48096 - - -

10 | 12 3.14159 | 6.28318 | 9.42593 | 12.57477 | 16.33632 | 20.08920
12 | 14 3.14159 | 6.28318 | 9.42478 | 12.56646 | 15.74331 | 18.95374
14 |16 3.14159 | 6.28318 | 9.42477 | 12.56637 | 15.70873 | 18.85312
16 |18 3.14159 | 6.28318 | 9.42477 | 12.56636 | 15.70796 | 18.84957
18 |20 3.14159 | 6.28318 | 9.42477 | 12.56636 | 15.70796 | 18.84950
(Tim.,1955) | 3.14159 | 6.28319 | 9.42478 | 12.56640 | 15.70800 | 18.84960

3.1421

3.142\

3.1419 \
3.1418

3.1417 \
3.1416 \

3.1415
6

A

8 12 14 16 18 20

Serbestlik Derecesi

Sekil 5.1 Euler-Bernoulli kirisinde Ritz yontemi ile yakinsama
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Cizelge 5.2 Timoshenko kiris teorisine gore Ritz yontemi ile yapilan ¢éziimde basit mesnetli
kirisin ilk alt1 frekans parametresi i¢in /#// = 0.05 oraninda yakinsama ve kiyaslama ¢alismasi

TS SD ﬂ"l 2’2 2’3 2’4 2’5 2’6
12 | 14 3.13536 | 6.24422 | 10.81672 | 15.61698 - -
20 |22 3.13498 | 6.23136 9.25602 | 12.18879 | 15.37615 | 18.66075
24 |26 3.13498 | 6.23136 9.25537 | 12.18141 | 15.01036 | 17.76385
28 |30 3.13498 | 6.23136 9.25536 | 12.18132 | 14.99291 | 17.68378
32 |34 3.13498 | 6.23136 9.25536 | 12.18132 | 14.99264 | 17.68102
38 |40 3.13498 | 6.23136 9.25536 | 12.18129 | 14.99261 | 17.68029
(Lee,2004) | 3.13498 | 6.23136 9.25537 | 12.18130 | 14.99260 | 17.68100

3.1354

3.1353

3.1353

3.1352

3.1352

3.1351
KR e e L e e e
3.135

3.135

I v

3.1349

w
()]

40

Serbestlik Derecesi

Sekil 5.2 Timoshenko kirisinde Ritz yontemi ile yakinsama
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Cizelge 5.3 Timoshenko kiris teorisine gore Ritz yontemi ile yapilan ¢éziimde basit mesnetli
kirisin ilk alti frekans parametresi i¢in degisik 4// oranlarinda SD =40 i¢in bulunan
degerlerin literatiirdeki mevcut sonuglarla karsilagtirilmasi

Yontem A A, A Ay As A
h/L=0.002

(Lee, 2004) 3.14158  6.28310 9.42449 12.5657 15.7066 18.8473

Bu ¢aligma 3.14158  6.28311 9.42449 12.5656 15.7066 18.8471
h/L=0.005

(Lee, 2004) 3.14153  6.28265 9.42298 12.5621 15.6997 18.8352

Bu calisma 3.14152  6.28265 9.42298 12.5621 15.6996 18.8351
h/L=0.01

(Lee, 2004) 3.14133  6.28106 9.41761 12.5494 15.6749 18.7926

Bu calisma 3.14132  6.28105 9.41760 12.5494 15.6749 18.7925
h/L=0.02

(Lee, 2004) 3.14053  6.27471 9.39632 12.4994 15.5784 18.6282

Bu ¢aligma 3.14052  6.27470 9.39629 12.4993 15.5784 18.6280
h/L=0.05

(Lee, 2004) 3.13498  6.23136 9.25537 12.1813 14.9926 17.6810

Bu ¢aligma 3.13498  6.23136 9.25534 12.1812 14.9926 17.6802

h/L=0.1
(Lee, 2004) 3.11568  6.09066 8.84052 11.3431 13.6132 15.6790
Bu ¢aligma 3.11567  6.09066 8.84048 11.3430 13.6131 15.6769
h/L=0.2
(Lee, 2004) 3.04533  5.67155 7.83952 9.65709 11.2220 12.6022
Bu calisma 3.04533  5.67155 7.83949 9.65693 11.2219 12.5971

Cizelge 5.4 Euler-Bernoulli kiris teorisine gére sonlu elemanlar ile yapilan ¢oziimde basit
mesnetli kirisin ilk alt1 frekans parametresi i¢in yakinsama ve kiyaslama ¢aligmasi

ES [SD A 3 X Ay s s

5 |10 3.14176 | 6.28838 | 9.46212 [ 12.71029 | 16.54875 | 19.88259
10 20 3.14160 | 6.28352 | 9.42729 | 1257677 | 15.73893 | 18.92425
12 [ 24 3.14159 | 6.28334 | 9.42600 | 12.57145 | 15.72321 | 18.88671
(Tim.,1955) | 3.14159 | 6.28319 | 9.42478 | 12.56640 | 15.70800 | 18.84960




43

3.1418

3.1418

3.1417 \
3.1417 \

3.1417 \\
- \
3.1417

3.1417 \
3.1416

3.1416 \
3.1416
\
3.1416
10 12 14 16 18 20 22 24

Serbestlik Derecesi
Sekil 5.3 Euler-Bernoulli kirisinde sonlu elemanlar ile yakinsama

Cizelge 5.5 Timoshenko Kkiris teorisine gore sonlu elemanlar ile yapilan ¢oziimde basit
mesnetli kirisin ilk alti frekans parametresi i¢in /4// =0.002 oraninda yakinsama ve
kiyaslama caligmasi

ES | SD A A, A A As A

5 |10 [322119] 6.97679 | 12.17770 | 21.54655 | 173.2050 | 912.9735
15 [30  [3.15021 | 6.35282 | 9.66335 | 13.14409 | 16.86850 | 20.92733
25 |50 |3.14470 | 6.30802 | 9.50900 | 12.76751 | 16.10466 | 19.54329
35 |70 | 3.14315 | 6.29578 | 9.46740 | 12.66780 | 15.90703 | 19.19560
45 190 |[3.14253 | 6.29077 | 9.45040 | 12.62724 | 15.82720 | 19.05634
70 [ 140 |3.14197 | 6.28625 | 9.43517 | 12.59105 | 15.75622 | 18.93306
(Lee,2004) | 3.14158 | 6.28310 | 9.42449 | 12.56570 | 15.70660 | 18.84710
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Serbestlik Derecesi
Sekil 5.4 Timoshenko kirisinde sonlu elemanlar ile yakinsama

Cizelge 5.6 Timoshenko kirisinde sonlu elemanlar yonteminde farkli 4 frekans parametreleri
icin degisik 4/l oranlarinda SD =140 i¢in bulunan degerlerin referans alinan sonugla
karsilastirilmast

Yontem A A, A A, As A
h/L=0.002

(Lee, 2004) 3.14158 6.28310 9.42449 12.5657 15.7066 18.8473

Bu ¢alisma 3.14197 6.28625 9.43517 12.5910 15.7562 18.9330
h/L=0.005

(Lee, 2004) 3.14153 6.28265 9.42298 12.5621 15.6997 18.8352

Bu ¢alisma 3.14191 6.28581 9.43366 12.5874 15.7491 18.9208
h/L=0.01

(Lee, 2004) 3.14133 6.28106 9.41761 12.5494 15.6749 18.7926

Bu ¢alisma 3.14172 6.28422 9.42827 12.5746 15.7241 18.8775
h/L=0.02

(Lee, 2004) 3.14053 6.27471 9.39632 12.4994 15.5784 18.6282

Bu ¢aligma 3.14092 6.27785 9.40688 12.5242 15.6265 18.7104
h/L=0.05

(Lee, 2004) 3.13498 6.23136 9.25537 12.1813 14.9926 17.6810

Bu ¢alisma 3.13537 6.23443 9.26538 12.2040 15.0347 17.7497

h/L=0.1
(Lee, 2004) 3.11568 6.09066 8.84052 11.3431 13.6132 15.6790
Bu ¢alisma 3.11606 6.09349 8.84908 11.3611 13.6443 15.7270
h/L=0.2
(Lee, 2004) 3.04533 5.67155 7.83952 9.65709 11.2220 12.6022
Bu ¢alisma 3.04568 5.67379 7.84550 9.66863 11.2409 12.6304
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Cizelge 5.7 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore enerji tabanli sonlu farklar ile yapilan
¢oziimde basit mesnetli kirisin ilk alt1 frekans parametresi i¢in yakinsama ve kiyaslama
caligmast

DS [ SD A 3 X Ay s s

9 |9 3.12144 | 6.12293 | 8.88912 [ 1131370 | 13.30351 | 14.78207
17 [17 3.13654 | 6.24289 | 9.28910 | 12.24586 | 15.08469 | 17.77824
27 |27 3.13968 | 6.26790 | 9.37326 | 12.44441 | 1547015 | 18.43945
37 |37 3.14059 | 6.27521 | 9.39788 | 12.50266 | 15.58365 | 18.63497
49 [49 3.14103 | 6.27870 | 9.40964 | 12.53051 | 15.63796 | 18.72867
(Tim.,1955) | 3.14159 | 6.28319 | 9.42478 | 12.56640 | 15.70800 | 18.84960

3.145

3.125

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Serbestlik Derecesi

Sekil 5.5 Euler-Bernoulli kirisinde enerji tabanli sonlu farklarda yakinsama
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Cizelge 5.8 Timoshenko kiris teorisine gore enerji tabanlt sonlu farklar ile yapilan ¢éziimde
basit mesnetli kirigin ilk alti frekans parametresi i¢in 4// =0.002 oraninda yakinsama ve
kiyaslama c¢aligmasi

DS | SD 4 4, A A, As Ag
5 12 2.82841 - - - - -
15 32 3.11528 | 6.07429 8.72862 | 10.94519 | 12.61287 | 13.64811
25 52 3.13261 | 6.21157 9.18413 | 11.99940 | 14.60920 | 16.96888
35 72 3.13711 | 6.24739 9.30426 | 12.28158 | 15.15390 | 17.89672
45 92 3.13891 | 6.26176 | 9.35259 | 12.39557 | 15.37517 | 18.27616
69 140 | 3.14046 | 6.27416 | 9.39434 | 12.49429 | 15.56734 | 18.60687
101 | 204 | 3.14106 | 6.27896 | 9.41054 | 12.53264 | 15.64213 | 18.73587
(Lee,2004) | 3.14158 | 6.28310 | 9.42449 | 12.56570 | 15.70660 | 18.84730
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Sekil 5.6 Timoshenko kirisinde enerji tabanli sonlu farklarda yakinsama
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Cizelge 5.9 Timoshenko kirisinde enerji tabanli sonlu farklar yonteminde farkli 4 frekans
parametreleri i¢in degisik 4// oranlarinda SD =140 i¢in bulunan degerlerin referans alinan
sonucla karsilastirilmasi

Yontem A A A Ay As A
h/L=0.002

(Lee, 2004) 3.14158 6.28310 9.42449 12.5657 15.7066 18.8473

Bu ¢alisma 3.14046  6.27416  9.39434 12.4942 15.5673 18.6068
h/L=0.005

(Lee, 2004) 3.14153 6.28265 9.42298 12.5621 15.6997 18.8352

Bu ¢alisma 3.14040  6.27371 9.39285 12.4907 15.5605 18.5952
h/L=0.01

(Lee, 2004) 3.14133 6.28106  9.41761 12.5494 15.6749 18.7926

Bu ¢aligma 3.14020 6.27213 9.38753 12.4782 15.5364 18.5542
h/L=0.02

(Lee, 2004) 3.14053 6.27471 9.39632 12.4994 15.5784 18.6282

Bu ¢aligma 3.13941 6.26580 9.36643 12.4291 15.4424 18.3959
h/L=0.05

(Lee, 2004) 3.13498 6.23136 9.25537 12.1813 14.9926 17.6810

Bu ¢aligma 3.13387 6.22264 9.22678 12.1160 14.8705 17.4796

h/L=0.1
(Lee, 2004) 3.11568 6.09066 8.84052 11.3431 13.6132 15.6790
Bu ¢alisma 3.11459  6.08249 8.81530 11.2889 13.5170 15.5274
h/L=0.2
(Lee, 2004) 3.04533 5.67155 7.83952  9.65709 11.2220 12.6022
Bu caligma 3.04430  5.66477 7.82056  9.61889 11.1569 12.5019
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Cizelge 5.10 Timoshenko kirisinde sonlu elemanlar yontemi ve enerji tabanli sonlu farklar
yonteminin farkli 4 frekans parametreleri i¢in degisik 4// oranlarinda SD =140 i¢in

karsilastirilmast

Yontem A 4 A Ay A A
h/L=0.002

SE 3.14197 6.28625 9.43517 12.5910 15.7562 18.9330

SF 3.14046 6.27416 9.39434 12.4942 15.5673 18.6068

(Lee, 2004) 3.14158 6.28310 9.42449 12.5657 15.7066 18.8473
h/L=0.005

SE 3.14191 6.28581 9.43366 12.5874 15.7491 18.9208

SF 3.14040 6.27371 9.39285 12.4907 15.5605 18.5952

(Lee, 2004) 3.14153 6.28265 9.42298 12.5621 15.6997 18.8352
h/L=0.01

SE 3.14172 6.28422 9.42827 12.5746 15.7241 18.8775

SF 3.14020 6.27213 9.38753 12.4782 15.5364 18.5542

(Lee, 2004) 3.14133 6.28106 9.41761 12.5494 15.6749 18.7926
h/L=0.02

SE 3.14092 6.27785 9.40688 12.5242 15.6265 18.7104

SF 3.13941 6.26580 9.36643 12.4291 15.4424 18.3959

(Lee, 2004) 3.14053 6.27471 9.39632 12.4994 15.5784 18.6282
h/L=0.05

SE 3.13537 6.23443 9.26538 12.2040 15.0347 17.7497

SF 3.13387 6.22264 9.22678 12.1160 14.8705 17.4796

(Lee, 2004) 3.13498 6.23136 9.25537 12.1813 14.9926 17.6810

h/L=0.1

SE 3.11606 6.09349 8.84908 11.3611 13.6443 15.7270

SF 3.11459 6.08249 8.81530 11.2889 13.5170 15.5274

(Lee, 2004) 3.11568 6.09066 8.84052 11.3431 13.6132 15.6790

h/L=0.2

SE 3.04568 5.67379 7.84550 9.66863 11.2409 12.6304

SF 3.04430 5.66477 7.82056 9.61889 11.1569 12.5019

(Lee, 2004) 3.04533 5.67155 7.83952 9.65709 11.2220 12.6022
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Sekil 5.7 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore iki ucu basit mesnetli kiris i¢in
birinci mod sekli

:8.5 -04 -03 -02 -0.1 0 01 02 03 04 05

Sekil 5.8 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore iki ucu basit mesnetli kiris i¢in
ikinci mod sekli
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Sekil 5.9 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore iki ucu basit mesnetli kirig
i¢in li¢lincii mod sekli

:8.5 -04 -03 -0.2 -0.1 0 01 02 03 04 05

Sekil 5.10 Euler-Bernoulli kiris teorisine gore iki ucu basit mesnetli kiris
icin dordiincii mod sekli
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6.SONUC

Bu calismada, iki ucu basit mesnetli bir kirisin ilk alti 6zdegeri (frekans parametresi) A,
Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri ¢ergevesinde; polinomlar, enerji tabanli sonlu
farklar ve sonlu elemanlar yontemleri kullanilarak elde edilmistir. Her iki teori i¢in elde
edilen sonugclar literatiirde mevcut olan sonuglarla karsilastirilmistir. Her ii¢ yontem igin farkli

sayida serbestlik derecesi alinarak yakinsama ¢aligmasi yapilmistir.

Polinomlar ve sonlu elemanlar yonteminde serbestlik derecesi arttikca elde edilen frekans
parametrelerinin azaldigi, yani kesin degerlere iistten yakinsandigi goriilmiistiir. Serbestlik
derecesi arttikca kesin degerlere yakin degerler elde edilmistir. Enerji tabanli sonlu farklar

yonteminde ise kesin degerlere yakinsamanin alttan oldugu goriilmiistir.

Esit serbestlik derecesi i¢in sonlu elemanlar yonteminin sonlu farklar yontemine gore kesin
degerlere daha yakin sonug¢ verdigi goriilmiistiir. Ayrica her ii¢ yontemde de ilk modlar igin
elde edilen 6zdegerlerin kesin degerlere ¢ok yakin oldugu goriilmiistiir. Mod sayist arttikga

elde edilen degerlerin kesin sonuglardan bir miktar uzaklastigi goriilmiistiir.

Timoshenko kiris teorisine gore; her li¢ yontem i¢in elde edilen degerler incelendiginde 4/ L
oraninin artmasiyla birlikte dzdegerlerin azaldig1 goriilmektedir. Ornegin Cizelge 5.3

sonuglarma gore /L =0.002 oldugunda A, =3.14158 iken, A/L =0.1 iken A, =3.11567

dir. Bilindigi gibi Timoshenko kiris teorisinde serbestlik derecesi, kayma sekil
degistirmelerinin etkilerinin dikkate alinmasi sonucu, Euler-Bernoulli kiris teorisine gore daha
fazladir. Bu nedenle Euler-Bernoulli kirisinin Timoshenko kirisine gore daha rijit oldugu

sOylenebilir.

Cizelge 5.3, 5.6 ve 5.9 incelendiginde //L oranimmin mod sayisi arttikca kirisin serbest
titresimi iizerinde daha etkili oldugu goriilmiistiir. Ornegin ¢izelge 5.3’e gore h/L =0.002
iken A, =3.14158, h/L =0.1 iken A, =3.11567 dir. Birinci 6zdegerdeki azalma % 0.82 dir.
Ancak altincr frekans; #/L =0.002 iken A, =18.8471, h/L=0.1 iken A, =15.6769 dur.

Altinct 6zdegerdeki azalma % 16.82 dir.
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Uc yontemin serbestlik derecesi acgisindan kiyaslanmasindan goriilmektedir ki, tiim kiris
bolgesi ilizerinde alinan deneme fonksiyonlariyla elde edilen ¢oziim ¢ok az serbestlik
derecesinin kullanimiyla kesin sonuglara ¢ok yakin degerler vermektedir. Burada, eger
0zdegerlerin elde edilmesi isteniyorsa, kesin sonuca ¢ok yakin degerler elde edilebilmesi igin,
tim kiris bolgesi lizerinde deneme fonksiyonlar1 olarak polinomlarin alinmasiyla ¢oziime

ulagilmasi diger yontemlere gore ¢ok iyi sonuglar verdigi sonucuna varilmistir.
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EKLER

EK 1: Euler-Bernoulli Kirisinde Enerji Tabanli Sonlu Farklar Yontemiyle Elde Edilen
Ozdeger Denklemi

EK 2 : Timoshenko Kirisinde Enerji Tabanli Sonlu Farklar Y&ntemiyle Elde Edilen Ozdeger
Denklemi



Wo
W
W,

w3

S O O oo - O o o o

S o o o

(EK1)

9¢



RS
A
0o -2
24
0 0
0o 0
o 0
0o 0
D 0
00
o0
0o 0

=}

0 0
0 0
0 0

24
Ly
24

0 0
0 0
0 0
D 0
0 0

0

€1
2A
0

L opa-222un
A

N

€L

A

0 0
0 0
0 0
0 0
D 0
0 0
0 0
0 0
L iopa-222uA 0
2
0 L
24

(EK2)

Wn-2
Wn-1

n

. Wi+l

Yo
141
V2
V3

Vi-2
Vi1
Vi
Vit
Viv2

Wn-2
Wn-1

Yn

L ¥n+1 |

S o o o

S O 0o o0 o0 oo OO0 o0 o o -

S o o o o

S o o o

LS



OZGECMIS

Dogum Tarihi

Dogum Yeri

Lise

Lisans

Yiiksek Lisans

06.09.1978

Trabzon

1989-1996

1997-2002

2003-

58

Trabzon Kanuni Anadolu Lisesi

Karadeniz TeknikUniversitesi

Insaat Miihendisligi Boliimii

Yildiz Teknik Universitesi Fen BilimleriEnstitiisii
Insaat Miihendisligi Anabilimdali, Mekanik

Programi



