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ONSOZ

Elastik zemin modellerinden biri olan Pasternak zeminine oturan sonlu kirig bu tezde ¢alisma
konusu olarak secilmistir. Kiris iizerine tekil ylik uygulanmis ve kirisin zeminden ayrilma
noktalar1 hesaplanmistir.

Tiim egitim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim. Tez ¢alismamda bilgi ve tecriibesiyle yardimlarini esirgemeyen sayin
hocam Dog.Dr. irfan COSKUN’a siikranlarimi sunmay1 bir borg bilirim.
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OZET

Bu caligmada, ¢cekme almayan Pasternak zeminine oturan bir sonlu kirigin tekil yiik etkisi
altindaki davranisi incelenmistir. Kiris iizerine uygulan tekil yiik simetrik ya da asimetrik
bicimde uygulanabilmektedir. Probleme ait diferansiyel denklemler elde edilirken, kirisin
zemine tam batmadig1 ve Bernoulli-Euler hipotezinin gegerli oldugu kabul edilmistir. Zeminin
cekme gerilmesini aktarmamasi nedeniyle, kiris zeminden ayrilmakta ve ayrilma noktalarinin
koordinatlar1 (temas boyu) bilinmediginden problem lineer olmayan bir karakter
gostermektedir. Giris boliimiinde elastik zemin modellerinden ve yapilan calismalardan
bahsedilmistir. 2. boliimde ayrilma ve temas bolgeleri icin diferansiyel denklemler elde
edilmis ve gerekli boyutsuzlastirmalar yapilmistir. 3. boliimde kirigin ¢cokme denklemlerinin
cesitli parametrelere gore c¢oziimleri verilmistir. Son boliimde ise temas boyunun cesitli
parametrelere gore degisimi ile taban basinci, kesme kuvveti, egilme momentinin degisimi

sekiller yardimiyla verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pasternak zemini, ayrilma noktasi, sonlu kiris, asimetrik yiikleme
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ABSTRACT

In this work, the static response of a finite beam resting on a tensionless Pasternak foundation
subjected to a vertical point load is investigated. The vertical point load may either be applied
at the center or offset of the beam. The diferantial equations are obtained by considering the
Bernoulli-Euler Hypothesis and with assumptation that the beam doesn’t sink into the
foundation exactly. Because of the tensionless foundation, the beam separates from the
foundation and the problem appears as a nonlinear one in which the contact region
coordinates are not known in priority. In the introduction, elastic foundation models and the
studies are explained. In chapter two, the diferantial equations for separation and the contact
regions are obtained in dimensionless form. In chapter three, the solutions of the vertical
deflection equations of the beam are obtained for different cases. In the last chapter, the
variation of contact lenght beam shear and bending moments with respect to some parameters

are obtained and the results are shown in the figures.

Keywords: Pasternak foundation, point of separation, finite beam, asymmetric loading
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1. GIRIS

Elastik zemine oturan yapilar (demiryolu hatlari, yol kaplamalari, bina temelleri v.b.) ile ilgili
calismalar uygulama alanmin genisligi nedeniyle oldukg¢a fazladir. Ozellikle yapi
miihendisliginde yaygin olarak kullanilan elastik zemine oturan kiris problemleri literatiirde
genis bir sekilde incelenmistir. Bu tiir problemlerde kirisle zemin etkilesim iginde
oldugundan, sistemin davranisini inceleyebilmek i¢in oncelikle bazi kabullerin yapilmasi,
yani bir zemin modelinin bastan kabul edilmesi gerekmektedir. Bunun nedeni, zeminin
karisik ve belirsiz elastik ozelliklere sahip olmasi ve plastik deformasyon yapabilmesidir.
Elastik zemine oturan kirislere ait caligmalarda esas hipotez, genellikle zemin tepkileri
hakkinda yapilan hipotezler olmustur. Bu tiir ¢caligmalarda en fazla kullanilan hipotez, zemin
tepkilerinin kiris ¢okmeleri ile orantili oldugunu kabul eden Winkler hipotezidir (Hetenyi,
1946).

Orant1 katsayisi, yatak katsayis1 (Winkler zemin parametresi) olarak bilinmektedir. Bu
hipotezde, yatak katsayisinin taban basincindan bagimsiz oldugu ve kiris boyunca sabit
kaldigr kabul edilmektedir. Yine bu hipotezde, zemine etkiyen kuvvetlerin yalniz etkidigi
noktada sekil degistirme olusturdugu kabul edilmektedir. Buna gore zemin birbirinden
bagimsiz ve birbirine sonsuz yakin yaylardan olusan bir ortam gibi alinmakta, bu yaylarin
yalniz dogrudan dogruya yiiklendiklerinde tepki gosterdikleri ve komsu yaylarin yiikklemeden
etkilenmedikleri kabul edilmektedir. Bunun sonucu olarak ta, zemin siireksiz bir ortam olarak
gbz Oniine alinmaktadir. Basitligi nedeniyle oldukca yaygin olarak kullanilan bu modelde,
yaylar arasindaki etkilesim dikkate alinmamaktadir. Yaylar arasindaki etkilesimi dikkate
almak i¢in cesitli iki parametreli zemin modelleri gelistirilmistir. Matematik olarak esdeger
olan bu modeller, yalmizca zemin parametrelerinin tanmimi bakimindan farklilik

gostermektedir.

1.2 Elastik Zemin Modelleri

1.2.1 Winkler Zemin Modeli

Bu modelde, yukarida da deginildigi gibi, zeminin birbirine sonsuz yakin elastik yaylardan
olusan bir ortam oldugu ve her noktada yer degistirme ile orantili olarak kirise bir tepki
kuvveti uyguladigr kabul edilmektedir. Kisaca, hipotez p(x) zemin tepkilerinin w Kkiris

¢Okmesi ile orantili oldugu kabuliine dayanan,



p(x) = kw(x) (1.1)

bagintis1 ile tamimlanmaktadir. Burada & Winkler zemin modiiliinii (N/mm?), p(x) zemin

tepkisini, w(x) ise kiristeki ¢cokmeyi gostermektedir.

P

D
)

Sekil 1.1 Winkler zemin modeli

1.2.2 Filonenko-Borodich Zemin Modeli

Bu zemin modelinde, Winkler zemin modelinde tanimlanan yaylarin, iki ucundan 7' ¢ekme
kuvvetine maruz bir elastik membrana tutturuldugu kabul edilmektedir. Bu yolla da yaylar

arasindaki etkilesim g6z oniine alinmis olmaktadir. Bu zemin modelinde zemin tepkisi;

d*w(x)

dx?

p(x) =kw(x) =T (1.2)

ifadesi ile verilmektedir. Burada 7, membrandaki ¢ekme kuvvetini gostermektedir.

Elastik membran

/

T —> T
k

Sekil 1.2 Filonenko-Borodich zemin modeli



1.2.3 Pasternak Zemin Modeli

Pasternak zemin modelinde, yaylarm {ist u¢larindan yalnizca kayma deformasyonlarina karsi
koyan bir kayma tabakasina tutturuldugu kabul edilmekte, boylece yaylar arasindaki kayma

etkilesimi goz Oniine alinmaktadir. Zemin tepkisi, kayma tabakasinin diisey dengesinden,

d*w(x)

p(x)=kw(x)-G > (1.3)
dx

olarak elde edilmektedir. Burada G kayma tabakasi parametresini gdstermektedir.

Kayma
" Tabakasi (G)
k

Sekil 1.3 Pasternak zemin modeli

1.2.4 Vlasov Zemin Modeli

Bu modelde zemin yar1 sonsuz bir ortam olarak tamimlanmistir. Zemin tepkisi ile ¢okme

iliskisi asagidaki gibi olmaktadir.

d*w(x)

dx?

p(x)=kw(x)—2t (1.4)

Burada k ve r parametreleri kiris ve zeminin boyut ve elastik sabitlerine bagl olarak ifade

edilmektedir.



Sekil 1.4 Vlasov zemin modeli

Yukarida verilen zemin modellerine ilaveten Genellestirilmis zemin modeli, Hetenyi ve
Reissner zemin modelleri de, zemin yapi etkilesim problemlerinde kullanilmaktadir (Dutta ve

Roy, 2002; Zhaohua ve Cook, 1983).

1.2 Konu ile ilgili Calismalar

Elastik zemine oturan kiris problemlerinde ¢ogunlukla zeminin iki yonlii olarak ¢ekme ve
basing gerilmesi aktardigi kabul edilmektedir. Bununla beraber, uygulamada bu tiir bir
davranmis (kirisle zemin arasinda yapisma temin edilmedigi siirece) fiziksel olarak gercekei
olmamaktadir. Bunun yerine, daha gercek¢i bir yaklagim olarak, zeminin yalniz basing
gerilmesi aktardigi kabul edilmektedir. Bu durumda kiris belirli noktalardan zeminden
ayrilmakta ve bu noktalarin koordinatlar1 bagslangigta bilinmediginden, problem lineer

olmayan bir karakter gostermektedir.

Zeminin iki yonlii olarak ¢cekme ve basing aktardigi kabulii altinda Winkler (bir parametreli)
zemin modiiliinii esas alan ¢aligmalar literatiirde oldukca genis bir yer tutmasina karsin iki
parametreli zemine oturan kirislerin davranisini inceleyen caligmalar biraz daha kisithdir. Bu
calismalar ornek olarak Razagpur ve Shah (1991), Yokoyama (1991), Eisenberger ve
Clastornik (1987), Zhaohva ve Cook (1983), Morfidis ve Avramidis (2002), Valsangkar ve
Prandhang (1987), Rosa ve Maurizi (1998), Hoibe ve Asano’nin (2001) caligsmalar1 verilebilir.

Cekme almayan elastik zeminlere oturan sonsuz kirislerin statik/dinamik yiik etkisi altindaki
davranisi Tsai ve Westmann (1967), Weitsman (1970), Choros ve Adams (1979) ve Lin ve
Adams (1987) tarafindan incelenmistir. Bu tiir zemine oturan sonlu kirislerin statik/dinamik

davraniglan ise Kerr ve Coffin (1991), Celep vd., (1989), Coskun (2003), Celep ve Demir



(2005), Zhang ve Murphy (2004) tarafindan incelenmistir. Cekme almayan zemine (Winkler
veya iki parametreli) oturan kirig problemleri ile ilgili bu ¢alismalarda genel olarak, kirisin
zeminden ayrildigi noktalarin koordinatlar1 (temas bolgesi) bulunmus ve bu noktalarin

yerlerinin cesitli parametrelere gére degisimi incelenmistir.

Bu calismada, cekme gerilmesi aktarmayan Pasternak zeminine oturan sonlu bir kirisin tekil
yiik etkisi altindaki davranisi incelenmistir. Kirisin sonlu olmasi nedeniyle yiik, simetrik
olmanin yam sira asimetrik olarak uygulanabilmektedir. Yiiklemenin simetrik olmasi haline
ait calisma Kerr ve Coffin (1991) tarafindan yapilmis ve elde edilen sonuglar karsilastirmali
olarak verilmistir. Yiikiin simetrik olmamas1 halinde, anilan ¢aligmadaki sinir kosullarindan
bazilar1 gecerli olmamaktadir. Bu calismada ise, simetrik hali de gbz Oniine alan bir

formiilasyon yapilmis ve sonuclar grafikler yardimiyla verilmistir.



2. PROBLEMIN FORMULASYONU

2.1 Sistem ve Denge Denklemleri

Sekil 2.1°de goriildiigii gibi bir kirig-zemin sistemi goz Oniine alinmaktadir. Cekme almayan
Pasternak zeminine oturan kirisin boyu L, egilme rijitligi ise EJ’dir. Kiris statik P tekil
yiikiine maruzdur ve koordinat sistemi de yiikiin altindaki bir noktaya yerlestirilmistir. L; ve
L, mesafeleri kirisin sol ve sag ucundan yiike olan uzakliklar1 géstermektedir. Zeminin ¢cekme
almamasi nedeniyle kiris zeminden ayrilmakta, sol ve sag taraflarda ayrilma bolgeleri ortaya
cikmaktadir. Sol taraftaki temas boyu X, sag taraftaki temas boyu ise X, ile gosterilmekte ve

bunlarin toplami da toplam temas boyu olarak alinmaktadir.

Sekil 2.1 Uzerine tekil yiik uygulanmis L boyundaki kiris

Kirisin zeminden ayrilmasi nedeniyle sistemde kiris ve zemin yiizeyi icin 5 farkli bolge ortaya

cikmaktadir. Bu bolgeler ve bu bolgelerdeki diferansiyel denklemler asagidaki gibidir:

a) 1. Bolge: Bu bolgede kiris zeminden ayrilmis durumdadir. Zemin yiizeyi i¢in yer

degistirme;

W(x)= Wi(x), —oo<x<-X
b) 2. Bolge: Bu bolgede kiris zeminden ayrilmis durumdadir. Kiris icin yer degistirme;

W)= Wa(x), - Li<x<-X;

c) 3. Bolge: Bu bolgede kiris ve zemin birlikte hareket etmektedir. Yer degistirme;

W(x)= Ws(x), - X1 <x<X;



d) 4. Bolge: Bu bolgede kiris zeminden ayrilmis durumdadir. Kiris icin yer degistirme;

W(x)= Wy(x), Xr << Ly
e) 5. Bolge: Bu bolgede kiris zeminden ayrilmis durumdadir. Zemin yiizeyi i¢in yer

degistirme;
W()C)= Ws(x), X5 <x<+o0

Yaylar arasindaki kayma etkilesimi asagidaki gibi alinacaktir. Zemin tabakasina gelen p
basincini elde etmek i¢in dx boyunda bir eleman ¢ikartilmistir (Sekil 2.2.a). Burada T kesme
kuvvetini, p kiristen zemin yiizeyine gelen yikii, ¢, ise Winkler zemin tepkisini

gostermektedir.

p
Vv vy y)

T T+dT

TTTT% — |

dx dx

(@) (b)
Sekil 2.2. (a) Dis yiikler (b) Sekil degistirme
Sekil 2.2.b’de kayma gerilmelerine maruz elemanda y kayma agist 7, :%’dir. Hooke
yasasindan 7, = Gy, bagmtsi dikkate alinirsa;
7,=G— (2.1)

bagintisi elde edilir. Birim kalinliktaki kayma tabakasi i¢in kesme kuvveti;
J Wy = J.G—dy (2.2)

seklinde yazilabilir. Buradan kesme kuvveti i¢in;



T = Gﬂ (2.3)
dx

bagintis1 elde edilmektedir. p basincinin hesabi i¢in sekil 2.2.a’daki diferansiyel eleman

izerinde diisey denge yazilirsa;

pdx+(T+dT)-T —q,dx=0 (2.4)
dT
E =q,—-p (2.5)

bagintisi elde edilir. (2.3) bagintis1 tiiretilip yukaridaki ifadede yerine yazilirsa;

d*w
G o =q,—p (2.6)

denklemi elde edilir. Bu ifadede g.=kw alinirsa, zemin tabakasina gelen p yiikii;

2
dw
2
X

p=kw-G

2.7

olarak elde edilir. P dis yiikii ve p zemin tepkisine maruz kiris i¢in diferansiyel denklem;

2
kesme kuvveti, moment ve dis yiikler arasindaki % = _d_vzv , dﬂ =T, d—T =p
EJ dx dx dx

bagintilarindan asagidaki gibi elde edilmektedir:

d'w dT
—-EJ =—= 2.8

dx*  dx P (8

2
p=kw—GLY (2.9)
X
d*w d*w
EJ -G +kw=Po(x 2.10
dx* dx* ) ( )
Yukarida tanimlanan 5 bolge i¢in denklemler asagidaki gibi yazilmaktadir:
d*w,
G e —kW, =0 (2.11)
d*w,
EJ—==0 (2.12)
X
4 2
g4V _d W, +kW, = PS(x) (2.13)

dx* dx?
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Er? 34/4 =0 (2.14)
2

Gd:ZS—kWszo (2.15)

Burada G kayma tabakasi parametresi (Pasternak zemin parametresi), k Winkler zemin

modiiliinii, d(x) Dirac delta fonksiyonunu gostermektedir. 1. ve 5. denklemlerde Pasternak

d*W (x)

zemini i¢in taban basincim gosteren p(x) = kW(x)—G[ I Jbaglntlsmda, zemin yiizeyi
X

tizerinde yiik olmadigindan p(x)=0 alinmistir.

2.2 Smir Kosullar:

5 bolge icin yukarida verilen diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sinir ve siireklilik

kosullarina ihtiya¢ vardir. Bu kosullar agsagidaki gibidir:
a) Ayrilma noktalarinda diisey yer degistirmelerin esitligi:

Wi(-X1) = Wi(-X1) , Wa(-X1) = W3(-X1)
Wi(X3) = Ws(Xa) , Ws(X3) = Wy(X2) (2.16)

b) Ayrilma noktalarinda egimlerin esitligi:

del(_Xl):dW3(_Xl) sz(_X1):dW3(_X1)

] ]

dx dx dx dx

aW,(X,) _dWi(X,)  dWi(X,) _ aw,(X,) 2.17)
dx dx ’ dx dx

¢) Ayrilma noktalarinda egilme momentlerinin esitligi:

dW,(-X) _d'Wi(-X,)  d'W(X,) _d'W,(X,)

2 = 2 ) = > (2.18)

dx dx dx dx

d) Ayrilma noktalarinda kesme kuvvetlerinin esitligi:

d3W2(—X1):d3VV3(—X1) , d3W3(X2):d3W4(X2) (2.19)

dx’ dx’ dx® dx’
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e) Kiris uclarinda egilme momenti ve kesme kuvvetinin sifir olmasindan:

d 2VVz (_ L1 )
dx*

d*w,(L,)

=0 , =0 ,
dx®

d3W2(_L1) 0 d3W4(L2)

= =0 2.20
dx’ dx’ ( )

>

f) Zemin tabakas1 ylizeyi icin yer degistirmelerin sonlu kalmasi kosulundan:

lim {W, } — sonlu , lim{W;}— soniu (2.21)

Yukarida verilen toplam 18 kosul (2.11), (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) denklemlerinden ortaya
cikacak 16 sabit ve ayrilma noktalarinin koordinatlar1 olan X; ve X nin hesabi i¢in yeterli

olmaktadir.

Simetrik hal icin ise bu kosullarin sayisi 11 olmaktadir. Bu halde simetriden dolayi, yiikiin

altindaki noktada;

dw,(0) _ 0 d*W,(0) P
dx oA 2EJ]

(2.22)

kosullar1 yazilmakta, ayrilma noktasindaki siireklilik kosullart ve diger kosullar ise

(simetriden dolay1 bir bolge gz 6niine alindiginda) bu halde de gecerli olmaktadir (Kerr ve

Coffin, 1991).

Asimetrik ve simetrik hal icin yukarida verilen sinir ve siireklilik kosullari, her iki bolgede de
ayrilma olmasi hali icin gecerlidir. Bu durumdan bagska, kirigin zemine tamamen batmasi, sol
tarafta ayrilma sag tarafta batma veya bunun tersi gibi durumlar da ortaya cikabilmektedir.

Kirigin tam batmas1 halinde sinir kosullar1 asagidaki gibi olmaktadir:

2 3
Wi(-L) = Wi-Ly), dW_(—L) _o, — gy WD) +G(dW3(—Ll>j _cdW(-L)
dx dx dx dx

2
lim {W, } = sonlu , Wi(Ly) = Ws(Ly), dv;/;(%):o, lim{W, } — sonlu
X X—>00

X—y—o0 2
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3
dx dx dx

Kirisin zeminden sol tarafta ayrilmasi halinde ise sinir kosullar1 (2.16)-(2.21) sinir kosullari

ile aym olmakta, sag taraf icin ise (2.23) kosullarinin sag tarafi icin verilenleri ile aymi

olmaktadir.

(2.11)-(2.15) denklemlerinin c¢oOziimiine gecmeden Once asagidaki boyutsuzlastirmalar

yapilmaktadir:
z‘*:%, E=dx, E=AX,, &=IX,, 1=AL , L =AL , I, =L,

WZAW . /’iG:L N F:ﬁ

o7 (2.24)

Bu boyutsuz biiyiikliiklerin kullanilmasi ile (2.11)-(2.15) diferansiyel denklemleri asagidaki
gibi olmaktadir.

2
dw,

& —Asw, =0, —o<E<=E (2.25)
d*w,

i 0, —l<&<=¢ (2.26)
1d4w3 1 dzw3

Zd—f‘_fd—?+w3:F5(§) , £ <6<, (2.27)

G

d*w,

i =0 , & <é<l, (2.28)
d’w,

—dfz —Aws =0, & <E<+oo (2.29)

Burada ¢ boyutsuz koordinati, & ve & de ayrilma noktalarinin koordinatlarint gostermektedir.
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3. PROBLEMIN COZUMU

Bu boliimde, boliim 2’de elde edilen (2.25)-(2.29) denklemlerinin (2.16)-(2.21) sinir ve
siireklilik kosullan i¢cin ¢oziimii yapilacaktir. (2.25) ve (2.29) diferansiyel denklemleri 2.
mertebe homojen diferansiyel denklemlerdir ve ¢oziimleri de benzer yolla yapilmaktadir.
(2.26) ve (2.28) denklemleri ise 4. mertebe homojen diferansiyel denklemler olup, bunlarin

¢Oziimleri i¢in de aym yol izlenmektedir.

(2.25) denkleminin ¢oziimii i¢cin w 1=D; " seklinde bir ¢Oziim alinip, bunun denklemde yerine

yazilmasi ile;
w=2,=0 (3.1)

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri 4, , = i\/z dir. Bu durumda (2.11)

denkleminin ¢6ziimii agagidaki gibi yazilabilir:

w (&)= Ae V% 4 A el%t (3.2)
Benzer yolla (2.29) denkleminin ¢oziimii de

wy(&) = A eV 1+ A elE (3.3)

olmaktadir. (2.26) ve (2.28) diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii ise bilindigi gibi 3.dereceden

polinomlardir. Bu nedenle (2.26) denkleminin ¢6ziimii,

Wy (§) = AL+ AL+ AL+ A, (3.4)
ve (2.28) denkleminin ¢oziimii,

w, () =AE+AE+AL+A, (3.5)
olarak yazilabilmektedir.

Kirisin zeminle temas halinde oldugu iiciincii bolge icin elde edilen (2.27) diferansiyel
denklemin ¢6ziimii ise, homojen ve 0zel coziimlerin toplamu seklindedir. Homojen

diferansiyel denklem asagidaki gibidir:



1d*w 1 d’w
T g 0 oo
G

Bu denklemde g = Zi kisaltmas1 yapilip diizenlenirse;
G

d*w, d’w,
—g——+4w,; =0 3.7
d§4 g d§2 ’ ( )

denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢ozmek igin wy(&) = Dze’"f fonksiyonu almip yukaridaki

denklemde yerine yazilirsa,
m*—gm*+4=0 (3.8)

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri ise,

16 16
N PO PR PO
2 2 2 2
2 2
g g —16 g g —16
_|e_ = |8 _Ng =16 3.9
™=\ 2 ™= 2 (3-9)

olarak elde edilmektedir. g :iifadesinin bu koklerde yerine yazilmasi ile (3.8)
G

karakteristik denkleminin kokleri,

2
m,i\/ii /(i] 4 i=1234 (3.10)
Ao W 4,

olarak elde edilir. Yukandaki ifadede goriildiigii gibi ¢’ nin degerine gore kokler gercel veya

kompleks olabilmektedir. Kok icindeki ifade a ile gosterilirse,

2 2
o= ii 2 —4 >0 oldugunda kokler gercel olur. Bunun i¢in 2 —4>0 olmalidir.
ﬂ’G ﬂ'G ﬂ“G

Buradan Ag<1 olmasi halinde koklerin gergel oldugu anlasilmaktadir. Boyutlu hal g6z oniine
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alindiginda ise, % <1 olmakta ve k=4EJ)* ifadesinin yerine yazilmasi ile G> 2@ kosulu
elde edilmektedir. A¢<1 i¢in (3.6) diferansiyel denkleminin ¢oziimii;
wy(&) = Bie"* + B,e"™* + B.e"* + B,e"* (3.11)

olarak elde edilmektedir. Ustel ifadeler yerine hiperbolik fonksiyonlarm kullanilmasi ile (3.6)

homojen denkleminin ¢dziimii asagidaki gibi olmaktadir:

w; (&) = A, sinh(m&) + A, cosh(m&) + A, sinh(né) + A, cosh(né) (3.12)

2 2
Burada m = i + i -4, n= i - i —4 olarak tamimlanmaktadir.
A A A A

(2.27) diferansiyel denkleminin 6zel ¢oziimii ise,
w, = C, sinhjmé|+ C, sinh|n{]| (3.13)

olarak alinmaktadir. Bu ifadenin (2.27) denkleminde yerine yazilmasi ve diizenlenmesi ile C;

ve C, sabitleri, C, = 2—F C = 2—F olarak elde edilmektedir.

m(m* —n?)’ _n(m2 —n?)

Yukarida da belirtildigi gibi m; kokleri A; parametresine bagli olup kokler kompleks

2
olabilmektedir. Bu durum (%) —4<0 olmas1 halinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu ise Ag>1
G

(G<2+kEJ ) olmasmi gerektirmektedir. Koklerin kompleks olmasi halinde (2.27)

denkleminin homojen ¢oziimii asagidaki gibi yapilmaktadir:

2
m; koklerinin igindeki terimler i¢in y = /% ve f° = 4—{%} kisaltmalan yapilirsa, kokler
G G

m, =t\/y*iff olarak yazilabilmektedir. Bu durumda problem bir kompleks sayimnin
karekokiiniin hesabina doniismektedir. m = /¥ +if i¢in ¢doziim asagida verilmistir:
m=.y+if} =t+ir (3.14)

olarak almabilir. Burada ¢ ve r kompleks sayinin gercel ve sanal kismina ait gercel sayilari

gostermektedir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinip diizenlenirse,
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2
t4—7t2—’3—:0 (3.15)
4
denklemi elde edilir. Burada r = 2ﬁ ve y=1t>—r”dir. (3.15) denkleminin ¢6ziimiinden (¢ nin
t

gercel olmasi gerektigi de goz Oniine alinarak)

v ey s
1 2 > "2 2

kokleri elde edilmektedir. Bu degerler (3.14) bagintisinda yerine yazilirsa birbirinin simetrigi

olan,

m1=t1+i£ ,mzz—tl—iﬁ (3.16)
2t, 2t,

kokleri elde edilir. Bu kokler m=—,/y+if degeri icin de aymi degerleri vermektedir.

m=,y—iff i¢in ¢oziim asagidaki gibi elde edilmektedir.

m=.y—if} =t+ir (3.17)

olarak (bir 6nceki hale benzer sekilde) alinabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinip

diizenlenirse,
2
14—%2—’8—:0 (3.18)
4
denklemi elde edilir. Burada r = —2ﬁ ve y =1t —r”dir. (3.18) denkleminin ¢ziimiinden,
t

VA ey N e ey &
’ 2 e 2

kokleri elde edilir. t4=-f3 oldugu goz Oniinde tutulur ve bu kokler (3.17) ifadesinde yerine

yazilirsa birbirinin simetrigi olan

B . B

m,=t,—i— , m, =—t,+i— 3.19
> 2t, N ’ 2t, ( )

kokleri elde edilir. #3=t; oldugundan bu koklerin son sekli,

B B

m,=t—i—,m, =—t,+i— 3.20
2o 2t, ! ! 2t, ( )
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olur. Bu kokler m = —,/y—if bulunacak degerlerle ayn1 olmaktadir. Sonugta (3.16) ve (3.20)

koklerinin kompleks eslenik olmasi nedeniyle m; kokleri

s b

m, =t iiz—t1 ,my, =~ % 2_t1 (3.21)
olarak alinabilmektedir. Koklerin bu sekilde elde edilmesinden sonra homojen denklemin
¢Ozuimi;
B B s B B oy e
w =(C,cos—¢+C,sin—¢)e” +(C,cos—¢ +C,sin—¢)e ™
(6= (Geosy -+ Cusin g O +(Ceos) £+ Csing -8)
olarak elde edilir. Ustel fonksiyonlar yerine e" =cosht,&+sinhr,&, e =cosht,& —sinh1,&

esitlikleri goz Oniine alinarak, ¢oOziim trigonometrik-hiperbolik fonksiyonlar cinsinden

asagidaki gibi yazilabilir.

w(&) = {(C1 +G, )cos£§+ (C,+C,)sin ﬁé‘} cosh#,&

2t, 2t

+ [(c1 -C, )cosgf +(c,-c, )singf} sinhz,& (3.22)

1 1

y ve f icin yukarida verilen degerlerin yerine yazilmasi ile w3 homojen ¢6ziimii,

w, (&)= A, cos(né&)cosh(t&) + Ay sin(né) cosh(t&) + A, cos(né)sinh(1&)
+ A, sin(né) sinh(¢&) (3.23)

olarak elde edilir. Burada n = /1 — % , 1= / 1+ /% olarak tanimlanmaktadir.
G G

Ag>1 olmast durumunda homojen ¢oziim elde edildikten sonra, denklemin 6zel ¢oziimii

aranacaktir. Bunun igin,
w, = E, sinh|té|cosné + E, cosh & sin|nd] (3.24)

seklinde bir ¢Oziim almmaktadir. Diferansiyel denklemde 4. ve 2. mertebeden tiirevler
oldugundan once gerekli tiiretmeler yapilmaktadir. Mutlak deger ve J(x) fonksiyonlarinin

tiirevleri de hesaba girmektedir. Bu nedenle bu fonksiyonlar agsagida verilmistir.
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sign(x) < 0; x=0

15 x>0 (3.25)

S(x)=0, x%0 )

Tﬁ(x)dx =1 >_ (3.26)

Té‘(x)F(x)dx =F(0) .

L
e = sign(x) ,

disign()) s
dx

(3.27)

Bu ozellikler de dikkate alinarak 2. ve 4. tiirevler asagida verilmistir.

W(E) = E, 18(&) + sign(&)|-2mcosh(t€)sin(né) + (12 = n?)sinh(1&) cos(né) ]}
+ E,£2n8(8) + sign(&)|(t> = n?) cosh(t&)sin(né) + 2msinh(r&) cos(né) |}

%(5) =E, {m 3(5) +28(E)( =3tn*) + (4tn’ — 4t°n) cosh(1£) sin|n |
+(t* +n* —61*n*)sinh|t&|cos(nd)]
+ E2[2n 3(5) +28(8)Bt*n—n’)+(t* +n' —61’n) cosh(t&) sin|n ]|
+(4'n—4tm’)sinh|t&|cos(n&)]

Bu tiirevler ve (3.24) ¢oziimil diferansiyel denklemde yerine yazilip diizenlenirse, asagidaki
denklem elde edilmektedir:
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3 2 2,3 1
5@{[1 o —szﬁ(—& non —ﬁjEz}w@{%Eﬁ—Ez}

(NSRS

2 A 2 A

2.2 4 4 2 2
sign(f){[rn3 —t3n+%J cosh(t&)sin(né) +(— 61°n Zt ! ;n +1Jsinh(t§) cos(nf)}E1
G G

t2

2
/; "y 1} cosh(t&)sin(né) + (1311 —m’ - %} sinh(7¢) cos(nf)}E2

G G

sign(g){B (t*+n* —6’n")—

=Fd(5)

Bu denklemde ¢ = /1+/1L ,n=_| 1—% yazilmasi ile isaret fonksiyonunu iceren terim sifir
G G

olmaktadir. Diger taraftan Dirac delta fonksiyonun ikinci tiirevi sag tarafta goriinmediginden,

bu terimin katsayisi sifira esitlenerek;

t n t

—E+—-E,=0— E,=—E (3.28)

2 2 n

bagmtis1 elde edilmektedir. 6() parantezindeki terimler ise ¢ ve n degerleri yerine
1

yazildiginda, E; ve E>’nin katsayilar1 igin swrasiyla ¥, =-— /1+/1L ve Y, = 1_1_
G G

olmaktadir. Bu kez sol ve sag taraflarin 6(¢) nin katsayilarinin esitliginden,

_ \/1+%E1+ Jl—%E2=F (3.29)

G G

bagintisi elde edilmektedir. Bu iki bagintidan,

E-—2F p-__F

olarak sabitler elde edilmektedir.

(3.30)
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Yukarida elde edilen ¢oziimler toplu olarak asagida verilmistir:

Ac>1 (G < 2+/kEI) igin ¢oziimler;

w (&)= Ae V% 4 A el%t
wy (€)= A& + AL + AL+ A

w;(E)=[A, cos(né) + Agsin(né)]cosh(rE) +[A, cos(né) + A, sin(né)]sinh(z&)
+ E, sinh|t&|cos(né) + E, cosh(t&) sin|n]

Wy (f) = Aufa + Alzfz + A13§g +A,

wy(&) = A eV 4 A el

Burada;

n= I_L ) t= 1+L ) EIZ_E s E2=£
Ag g 2t 2n

olarak tanimlanmaktadir.

Ac<l (G > 2+ kEI) icin ¢oziimler;

w, (é:) = Ble_mé + Bzemé

W2(§)=B3§3 +B4§2+B5§+B6

W, (&)= B, sinh(m, &) + B, cosh(m, &) + B, sinh(m,,&) + B,, cosh(m,,&)
+C, sinh|m,,&|+ C, sinh|m,,£|

Wy (‘f) = BHSZS + B129g2 + B13§ +B,

Ws (‘f) = Blseimg + Blse\/zét

Burada;
2 2 Y 2 2 Y 2F
meleilz) e G
G G G G my\my, —m,
G = 2F -7 olarak tanimlanur.

2
my,\my —n,

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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4. SONUCLAR

Onceki bolimde soz edildigi gibi A, sabitlerinin ve & ve & koordinatlarinin bulunmasi
gerekmektedir. Bu bilinmeyenlerin bulunmasinda (2.16)-(2.21)’da verilen sinir ve siireklilik
kosullarindan yararlanilacaktir. Kiris uglarinda kesme kuvveti ve egilme momenti sifirdir. Bu
kosul (3.5), (3.7) denklemlerinde uygulanirsa As, A4, Aj; ve Ay, sabitleri sifir ¢cikmaktadir.
Yine zeminde, yer degistirmenin sonlu kalmasi kosulunun (3.4), (3.8) denklemlerine
uygulanmasi ile Aj, Aj¢ sabitleri de sifir olmaktadir. Bundan sonra geri kalan 12 bilinmeyenin
bulunmasi i¢in kullanilmayan sinir kosullar1 yardimiyla & ve &’ye bagl lineer bir denklem
takimi elde edilmektedir. &; ve & secilip bu takim ¢oziildiikten (sabitler bulunduktan) sonra,
bu sabitlerin yerine konulmasi ile daha 6nce hi¢ kullanilmayan iki lineer olmayan denklem
elde edilmektedir. Bu iki denklemi saglayan ¢&; ve & degerleri ayrilma noktalarinin

koordinatlarini vermektedir.

Tablo 4.1°de cesitli Ag degerleri icin ayrilma bolgelerinin koordinatlar1 verilmistir. Gortildugi
gibi Ag degerinin biiylimesi ile ayrilma bolgesi koordinatlar1 da biiytimektedir. Diger bir
deyisle temas boyu (&; +¢&) biiylimektedir. Ag biiyiiditkge (G kiigiilditkce) zemin Winkler

zemini gibi davranmakta ve temas boyu da  degerine gitmektedir.

Tablo 4.1 Verilen Ag degerlerinin &, ve & ile degisimi.

/IG érl 52
1,5 -1,0660 1,0660
2 -1,1107 1,1107
5 -1,2378 1,2378
10 -1,3166 1,3166
50 -1,4434 1,4434
100 -1,4780 1,4780
500 -1,5276 1,5276
1000 -1,5399 1,5399
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Sekil 4.1°de Ag=10 i¢in simetrik durumda farkli yiikleme durumlan i¢in kiris elastik egrileri
[=6 icin gosterilmistir. Kiris boyu temas boyundan (&+£,=2,6332) biiyiik oldugu i¢in kirigin

zeminden ayrildigi goriilmektedir. Bununla birlikte yiikiin biiyiikliigiiniin temas boyu iizerinde

Sekil 4.1 Simetrik yiikleme durumu i¢in kiris elastik egrileri

bir etkisi olmadig goriillmektedir.

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

Sekil 4.2 Asimetrik yiikleme durumu icin kiris elastik egrileri

¢

/
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Sekil 4.2°de asimetrik yitkkleme durumu igin kiris elastik egrisi goriilmektedir. Asimetrikligin
tanimlanmasi1 i¢in ylik /,=0,7/ mesafeye konulmustur. Kiris boyu /=6 olarak secildiginde
kirisin sag ve sol tarafi da temas bolgesi koordinatlarindan biiyiik olmaktadir. Bu nedenle kiris

zeminden her iki taraftan da ayrilmaktadir.

-0.005

-0.01

> 0015
F=0,2

-0.02

-0.025

-0.03

Sekil 4.3 Simetrik yiikleme durumunda kisa kiris icin elastik egri

Sekil 4.3’de simetrik yilikleme durumunda /=2.5 i¢in kirigin elastik egrisi verilmistir. Kiris
boyu temas boyundan kiiciik oldugu icin, kiris zeminden ayrilmamaktadir. Sekil 4.4’de
asimetrik yiikleme durumunda /=2.5 icin kiris elastik egrisi verilmistir. Sekilden de goriildiigii

gibi bu durumda sol tarafta kiris zeminden ayrilmakta, sag tarafta ise ayrilma olmamaktadir.
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0.005 —0.1

0.01 " /

\ F=0,2
§ \

-0.015

-0.02 \,/
-0.025

-4 3 2 1 0 1 2 3 4

Sekil 4.4 Asimetrik yiikleme durumunda kiris i¢in elastik egri

Sekil 4.5’de cesitli Ag degerleri icin simetrik ve asimetrik durumlarda temas boyunun Kiris
boyu ile degisimi verilmistir. Simetrik durumda, kisa kiris boylari i¢in kiris boyu ile temas
boyu orantili olarak gitmektedir. Diger bir deyisle zeminden ayrilma olmamaktadir. Ancak
kiris boyunun verilen Ag degeri i¢in belirlenen temas boyunu asmasi halinde kiris zeminden
ayrilmakta ve artan boylar icin temas boyu sabit kalmaktadir. Kisa kiris boylari i¢in simetrik
ve asimetrik durum arasinda fark bulunmamaktadir. Asimetrik halde ise kiris boyunun
biiyiimesi ile temas boyu da daha kiigiik oranda biiytimektedir. Yani sol tarafta kiris zeminden
ayrilmakta, sag tarafta ise ayrilma olmamaktadir. Kiris boyunun daha da biiyiimesi ile temas

boyu /g i¢in verilen degerlerde, simetrik halde oldugu gibi, sabit kalmaktadir.
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Sekil 4.5 Toplam temas boyunun kiris boyu ile degisimi
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AG
Sekil 4.6 Temas boyunun Ag ile degisimi

Sekil 4.6’de segilen bir kiris boyu icin temas boyunun Ag parametresi ile degisimi verilmistir.
Bu sekilde /=3,5 alinmis ve asimetrik durum /;=0,7/ olarak tanimlanmigtir. Simetrik durumda,

Ag degerinin artmasi ile temas boyunun da arttig1 goriilmektedir. Bu deger Ag’nin ¢ok biiyiik
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degerleri i¢cin Winkler zemini i¢in temas boyu olan n degerine gitmektedir. Sekilde goriildiigii
gibi asimetrik halde de temas boyu Ag ile biiyiimekte, fakat daima simetrik halin altinda

kalmaktadir.
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Sekil 4.7 Moment diyagrami

Sekil 4.7, 4.8 ve 4.9°de simetrik durum i¢in boyutsuz moment, boyutsuz kesme kuvveti ve
boyutsuz taban basinci grafikleri verilmistir. Sekil 4.7 ve 4.8’de goriildiigii gibi, sinir kogullari
nedeniyle ayrilma noktalarinda moment ve kesme kuvveti sifir olmaktadir. Yiikiin siddetinin
artmasi ile moment ve kesme kuvvetinin de biiyiidiigii goriilmektedir. Sekil 4.9’de yine
kuvvetin artmasi ile taban basincinin biiyiidiigii goriilmekte, ayrilma noktalarinda ise basing

degerinin sifir olmadig1 anlasilmaktadir.
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Sekil 4.12 Kiris boyunca taban basinci (asimetrik durum)

Sekil 4.10, 4.11 ve 4.12°de asimetrik durum icin boyutsuz moment, boyutsuz kesme kuvveti
ve boyutsuz taban basinci grafikleri verilmistir. Sekil 4.10’de sinir kosullar1 nedeniyle ayrilma
noktalarinda moment sifir olmaktadir. Sekil 4.11°de kesme kuvveti kirigin sol tarafinda sifir
olmakta ancak ayrilma olmayan sag tarafta sifir olmamaktadir.

Simetrik ve asimetrik yiikleme durumlarn icin toplam temas boyunun kayma tabakasi
parametresi (1g) ile degistigi goriilmektedir. Simetrik halde oldugu gibi asimetrik yiikleme
durumunda da kisa kirisler icin temas boyu ile kiris boyu dogrusal olarak degismektedir.
Asimetriden dolayi kirisin sol tarafi, zeminden sag tarafindan daha 6nce ayrilmaktadir. Bu da
asimetrik yiiklemedeki toplam temas boyunun, simetrik haldeki temas boyundan daha kiigiik
olmasin1 saglamaktadir. Kiris boyunun ¢ok daha biiyiimesi halinde, asimetri Onemini
kaybetmekte ve sistem simetrik hale gecmektedir. Bundan baska kiris {izerine uygulanan

yiikiin biiytikliigiiniin temas boyunun uzunluguna bir etkisi olmadig1 da goriilmektedir.
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