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ONSOZ

Cubuk stabilite analizinde varyasyon yontemi ve sonlu elemanlar teknigi ele alinarak
hazirlanan bu tezde 6ncelikle y6ntem ve teknikler kisaca siralanmis ve gruplandirilmugtir,
Tezde toplam potansiyel enerji yontemi ve sonlu elemanlar teknigi konular1 anlatilmig ve
¢ozlimler, kesin ¢6ziim yontemleri (denge yontemi) ile bulunanlarla karsilagtirilarak hata
oranlar1 saptanmustir. Hata oranlarina etki eden unsurlar ortaya konularak farkli uygulama ve
orneklerle degigimler incelenmis ve sonuglar ortaya konmugtur. Ayrica 6rnek uygulama
olarak stirekli degisken kesitli cubugun sonlu elemanlar teknigi ile burkulmas: hesabi da
verilmigtir.

Tezin hazirlanmasinda ¢ok emegi gecen Prof. Dr. Erciiment Koksal “a tesekkiir ederim.



OZET

Programlama ile bilgisayar ortamina diger tekniklerden daha kolay adapte edilebilen sonlu
elemanlar teknigi ile gubuk elemanlarda, sistemin ayrildig belli sayidaki elemana bagl: olarak
hata oranlarinin nasil azaldi) incelenmisgtir.

Toplam potansiyel enerji yontemi ve sonlu elemanlar teknigi ile stabilite ¢oztimleri yapilmus,
denge y6ntemiyle bulunan kesin ¢éziimlerle karsilagtirilmustir, Ornek olarak stirekli degigken
kesitli bir gubufun sonlu elemanlarla stabilite analizinde, sistem ayrildigi her elemanla ani
degisken kesitli ¢ubuklar topluluguna doniistirtilmiigtir. Bu sekilde yapilmig bir
idealizasyonun, eleman sayis1 arttikca gercek sisteme yaklagan hatlara sahip oldugu
duistintlmiistiir.

Iki ucu ankastre ve eksenel P yiikiine maruz gubufun sonlu elemanlar teknigi ile stabilite

analizinde sistem 2, 4, 6, 8, 10 esit parcaya bdliinerek sonuglar bulunmug ve hata oranlarinin
eleman sayisi arttik¢a azalmasina iligkin bir grafik olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Cubuk stabilitesi, sonlu elemanlar teknigi, varyasyon metodu, toplam
potansiyel enerji yéntemi, yontem.
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ABSTRACT

Bars were analyzed by finite element method, which is more adaptable than other methods for
programming in computer, from the point of view of how the proportion of deviation which is
related certain number of system element, is decreased.

Solutions of stability were studied by total potential energy and finite element method, and
then these were compared with definite solutions which are found by equilibrium method. For
example; in a stability analysis of bar has continual modulating cross-section, the system was
transformed into bars group have instant modulating cross-sections, with every part of the
system elements. In this idealization, it’s assumed that, system was attempted to come closer
the original system by the increase of element number.

In analysis of bar stability by finite element method, a bar was exposed to P axis load,

separated 2, 4, 6, 8, 10 equal pieces and a graph was made about effect of increase of element
number over reduction of proportion of deviation.

Keywords: Bar stability, finite element method, variation method, total potential energy
method, method
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1.  GIRiS

Varyasyon yontemiyle gubuk stabilitesinin incelenmesinden 6nce stabilite problemi ve
¢Oziim yOntemleri hakkinda aydinlatici olmakta yarar vardir. Stabilite probleminde amag,
sekil degistirmis sistemin denge konumunun kararli olup olmadifimi ve kararli denge
konumunu olusturan sartlart aragtirip gergeklestirmektir. Yapmin emniyetini tehlikeye sokan
ana nedenlerden biri yapmin denge konumunun kararsiz olmasidir. Bu baglamda, stabilite
problemi kararsiz denge konumunda olan sistemleri boyut ve yiik bakimindan diizelterek
onlarin dengesini kararli duruma sokmaktir.

Stabilitede denge konumunun kararli olup olmadifina ve kararlilifs belirleyecek
durumlarin tespitine {i¢ ana yéntemle varilabilir.

1- Statik Yontem
2- Enerji Yontemi
3- Dinamik Y6ntem

Stabilite probleminin ¢6ziim yOntemleri, esas anlamda ve ¢ok kisa bir bigimde
yukaridaki gibi dzetlenebilir. Ancak olaya, yapilarin sistem ve bunlarin ¢6zlimii yollarmnin, en
genel bigimde, belirlenmesi anlaminda bakildiginda, ¢6ziim ySntem ve tekniklerini daha agik
vermek gerekli ve olasidir. Yapilarin statik ve stabilite problemlerinin ¢6ziimii i¢in bilinen
yontemler ve ¢6ziim teknikleri agagida verilmistir.

Genel Kismi Diferansiyel Coziimler,
Denklemler =~ Denklemler = Analitik veya Sayisal

Genel ¢6ziim y6ntemlerinin siniflandirilmass ;
1- Deplasman ydntemi
2- Kuvvet yontemi
3- Karigik yontem

Coziim Yontemleri ile Kullanilan Teknikler

1- Analitik yontem :

1.1-  Elemanter ¢6zlim



1.2-  Kuvvet serileriyle ¢ozlim

1.3- Trigonometrik serilerle ¢6ziim

1.4- Green, Bessel, vs. fonksiyonlarla ¢dzlim
1.5-  Sayisal tekniklerle ¢6ziim

2- Enerjetik yontem :
(Varyasyon ydntemi)

2.1-  Virttiel i§ yontemi
2.2- Komplamanter enerji yontemi
2.3-  Kuadratik sapmalar y6ntemi
2.4- Ortogonalizasyon ytntemi
2.5- Potansiyel enerji yontemi
2.5.1- Rayleigh teknigi
2.5.2- Ritz teknigi
2.5.3- Trefftz teknigi
2.5.4- Galerkin teknigi
2.5.5- Kantorovicht teknigi
2.5.6- Sayisal tekniklerle ¢6zlim

Sayisal teknikler

1- Sonlu farklar teknigi
1.1-  Sonlu farklar teknigi
1.2-  Funukiler poligon
1.3-  Plurilokal

2- Sonlu elemanlar teknigi

3- Baglangi¢ deger teknigi
3.1-  Runge-Kutta-Fehlberg
3.2- Tagima matrisleri
3.3- Ricccati doniiglimii
3.4- Kalnins
3.5- Bitisik Denklemler

3.6- Hamming



3.7- Tumleyici ¢ozlimler

Problemin kesin denklemleri iistiine kurulmus yaklagik yontemler ve ilave
basitlestirilmis varsaymmlara dayanan yaklagik yéntemler :

3.1-  Istatistiki yontemler (Amprik formiiller elde edilerek.)
3.2-  Orovas yontemi

3.3- Drisclet yontemi

3.4- Spline yontemleri

3.5- Dischinger y6ntemi



2, Stabilite Analizinde Yapilan Kabuller

Stabilite analizinde, klasik elemanter statikte kullanilan belli bagh ve nemli hipotezler
gegersizdir. Cubukta, boy gubuk kesitine ve kabuk, plak sistem boyutlari, kalinliga oranla
biiytidtikge, yapimn narinliginin artmasi s6z konusu olacagindan, deplasmanlar biyiir ve
ikinci mertebe teorisi ile hesaplama yoluna gidilebilir. Denge denklemleri, sekil degistirmis
cisim tizerinde kuruldugu igin elastik stabilite lineer olmayan bir teoridir. O halde stabilite
deplasman-deformasyon bagintilarinda ikinci dereceden lineer olmayan terimleri de hesaba
katan ve geometrik agidan non-lineer bir teoriye gore hesap edilir. Bu durumda yapilan baz1
kabuller vardir.

1- Denge denklemleri sekil degistirmis sistem tizerinde yazilir. Ikinci mertebe
teorisi gegerlidir.

2- Sistem lineer olmadigindan siiperpozisyon prensibi gecerli olmayip, dis
yliklerin aralarindaki oran sabit kalacak gekilde arttig1 varsayilir. Yer
degistirme-yiik arasinda bir orantililik yoktur.

3- Betty kargitlik teoremi, Maxvell teoremi, birinci Castigliano teoremi gibi
teoremler gecerli degildir.

4- Hiperstatik problemler bir esas sistem segilerek ¢oziillemez.



3. Enerji (Varyasyon) Yiontemi

Potansiyeli olan sistemlere konservatif sistemler denir. Sistem konservatif ise dig
kuvvetlerin isi daima negatiftir.

Bir sistemde, statikce 1s1 deBigimi olmadan, elastik gekil degisimi halinde, enerjinin
korunumu prensibine gore, i¢ ve dig kuvvetlerin isleri birbirine esittir yani kesit tesirleri ile dig

kuvvetlerin yaptig1 iglerin toplami sifirdir.
V=U+W =0 (3.1)

Bir fonksiyonun minimum olma sart1 igin, fonksiyonun birinci varyasyonunun sifir,
ikinci varyasyonunun sifirdan biiytik olmasi gerekir.

S+w)=6V=0 (3.2)

Denge halinde sistemin biitiin potansiyel enerjisinin varyasyonu (degigimi) sifirdir, (u
i¢ kuvvetlerin, w dig yiiklerin sekil degistirme igi). Bu sistemin i¢ potansiyel enerjideki
degisiminin, dig kuvvetlerin igindeki degigime esit oldugunu gdsterir ki bu da elastostatigin
enerji teoremidir. Aym zamanda yukaridaki bagmntilar potansiyel enerjinin stasyoner deger
ilkesi olarak goriilebilir.

V) > (AV) = (6V =0) > (52V >0)=>V,.  (Denge Kriteri)

Enerji yontemleri i¢in, denge halinin kararli mi, kararsiz mi, yoksa farksiz mi
oldugunu ayirt edecek kriterler belirlenmigtir (Burkulma Kriterleri).

1-Kararl1 denge kriteri SV =0 SV >0
2-Kararsiz denge kriteri &V =0 S <0
3-Farksiz denge kriteri 8V =0 S =0

4- Kritik farksiz denge kriteri S (6 2V) =0 &2 (5 2V) >0 T. Potansiyel Enerji
S (5 ’y, ) =0 Komplementer Enerji
oV, =6V,  Virtlel ig



Kararli dengede toplam potansiyel enerjinin (¥, ) minimizasyonu gerek ve yeterli
iken, kritik farksiz dengede toplam potansiyel enerjinin ikinci varyasyonunun (677, )
minimizasyonu gereklidir. Bu bizi farksiz denge konumuna gétiirtir (827 = 0).

Farks1z denge pratik agidan 6nemlidir, nedeni ise sistemin hesabi igin aranan kritik

yiiki verir (P, ).
Asagida, burkulma kriterleri i¢in denge konumlari, yatay diizlemde duran bilye
konumlari ile ifade edilmigtir.

1. Denge
1. Denge 2. Denge Konumu
Konumu Konumu
1.Denge 2. Denge 2. Denge
l Konumu  Konumu N Konumu
A ok O=0O
Kararli Farksiz Kararsiz
Denge Denge Denge

Sekil 3.1



3.1- Toplam Potansiyel Enerji Yontemiyle Cubuk Stabilitesi

Cubuk stabilitesini incelemek tizere eksenel yiik etkisindeki (P) basit mesnetli

kolonu ele alalim.

. .

N
= \ Hakiki Denge Konumu
Sv ® ™ 1. Denge Konumu
Q 2. Denge Konumu
< | -
) 7 1
X
\\4
, P N P
Sekil 3.2
Toplam Potansiyel Enerji: 7V,
V=U+W
U=U,+U,
=> V=U,+U, +W (3.3)

burada U, ve U, kolon elemanlarin membran ve egilme (bend) sekil degistirme
enerjisi ve W tatbik edilen P ylikiiniin potansiyel enerjisidir.

N=oxA4 = oc=Exg = N=ExAxeg



e=u'+ }é (w’)2 -  (lineer+non-lineer)

EAL ! {2
U, =_2_0j(u + Ywfax (3.4)
L 2
. U, L M—dx
24 EI
L 7\2
M=-EW' = 1j( EW') g
2, EI
U =—1-LjE1(w”)2dx (3.5)
b 20
L
. w = Plu(L)-u(0)]= P [u'dx (3.6)

(3.4), (3.5), (3.6), ifadelerini (3.3) denklemindeki yerlerine koyalim.
L
_ EA ’ 12 ET )2 '
V—a'.[—z—(u +%w )2+—2—(w) + Pu ]dx 3.7

Simdi bu toplam potansiyel enerjinin degisiminin ikinci varyasyonunu elde edelim. (67, ),

U=u, +u 2. denge konumunun
deplasmanlar

w=wy+w

ifadelerini (3.7) denkleminde koyarak ve gerekli islemleri yaparak ikinci varyasyonu elde
ederiz. Oyle ki u,ve w, stabilite probleminin incelendigi gergek denge halini ve u . W
ikinci konum igin sonsuz kigiik artimlart gosterir. (3.7) denklemi iginde bunlar, alttaki
ifadeleri ile birlikte yerlestirirsek ikinci varyasyonu buluruz.

P , , P
Uy=—->--x , Wy =0 ve yy =——
EA

EAq

Burada, u, +u, > u' =uy +u,



w=wy+w, >wW=w,+w >w" =w)+w/  yazarsak;

L

2
V+AV = Jﬂ%(u{, +u{)+%(w{, +w{)2] +—l;—l(w{,’+w{’)2 + P(u} +u{)}dx

0

y EA r2 2 1 r2 roor 2 ? El n2 n..n ” ' '
VAV = || =\ w0 +u” + o+ wiw] + ] + W+ 2wl + P(u} +u))
; .
i EA 12 2 1 14 r2_ 12 14 1,1 112 TS )
V+AV = - uy,” +u +Zw° +wo Wy Wy + 2ugu; Fugwy” + 2ugwow +
0
r. 02 10 1, 12 127 .t 1 12 g2

2
+2ugw” Fuwy + 2uwywl + uw;” +w, wowl—l—awO w +

+wiwiw )+ % Wi £ 2w + W )+ P(zﬁ + u{) Jix
ifadesi elde edilir.Burada alt1 ¢izilmis terimler,
L
V= j[:”:;il(u;, + Y +§2£(wg)2 +Pug]asc (3.8)
0

olup bunu yukaridaki (V' +AV) denkleminden ¢ikarirsak geriye (AV) toplam potansiyel

enerjinin degigimi kalir.

L
EA 1
AV = | =2 0 + W w? +—wt + 20l + 22Ul W W W
2 1 0 1 4 1 0“1 oo™ (144 |
0

1 12 Part a 1, 12 I21I1I2I2
+uwy +2uiwow; +uw; +w, w0w1+—2—w0 w +

14 4 ? EI ”. n - 7
W] w12)+7(2w0w1 + w2 4 P e (3.9)

Burada 2ulu] =—E242(— —}%)u; — —Pu oldugundan alti gizili iki terim birbirini gotlrdr.

Ayrica toplam potansiyel enerjinin degigimini Taylor serisine agip ikinci varyasyonu
olugturan ikinci terimleri ayirarak
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AV = 6V +152V+163V+ ................
Dorge 2 3 ,
Prob.  sabilite Artiklar
Problemi
ve u ———}lx—nﬂ——i w, =0
0 EA 0 0~
olduguna gore
1 2 EI

L
—8% = J—%ul dx+———w1"2dx+—lgéu{,w{2dx
227 T 2 2

1 1% ,
E!§ZV=—2-6[(EAu12 + Em? —Pwlz)fix

(3.10)

(.11)

bulunur. Béylece gubugun toplam potansiyel enerjisinin ikinci varyasyonu bulunmus oldu.
Bunu yaparken 2. derece terimler alinmig olup 3. ve daha yiiksek dereceden terimler terk
edilmigtir. Elde edilen (3.11) denklemi aranan stabilite denklemidir. Buna gére g¢ubugun

diferansiyel stabilite denklemi, #; =0 ‘dan

EFw” +Pw, =0
olur. Buna ait Euler denklemlerinden,
F =EAW) + EIw}’ - P(w,)’  (F integrantr)

diyerek ve bunu Euler diferansiyel denklemleri gemasina uygulayarak

&F d 6F _

Su, dx ul

F _d oF d* &F _
Sw, dx oW, dx’ Wl

0

gubugun diferansiyel stabilite denklemi Efw,” + Pw, " =0 elde edilir.

(3.12)

(3.13)
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3.2- Ritz - Rayleigh Yontemiyle Cubuk Stabilitesi

Stabilite probleminin hesabinda kullamilan denge y6nteminde, amag¢ elemamn

diferansiyel denklemini saglayan fonksiyonlar arasinda simir sartlarim gergekleyeni bulmaktr.

Omnegin ¢ubukta (EIw”)" +Pw" =0 diferansiyel denklemini saglayan w(z) fonksiyonlari

arasinda mafsallh mesnette =0 w’=0, ankastre mesnette u=0 w'=0, serbest ucta

w'=0, (EM”)’ +Pw' =0 gibi siir gartlarim da gergekleyeni bulmaktir. Yine stabilite
probleminin hesabim ayn bir yolla da ¢6zmek miimkiindiir. Bu varyasyon yontemleridir.
Varyasyonda kullanilan ara¢ yani ifade-denklem, enerjidir. Varyasyonla ¢dziimde amag
elemanin simur sartlarnin bir kismini gergekleyen w(z) fonksiyonlar1 arasindan bunlarin
belirli bir fonksiyonelini, enerji gibi, stasyoner yapamm bulmaktir. Stasyoner olmasi istenen
ifade enerji gibi smurli bir integraldir. Varyasyon yontemleri arasindaki fark varyasyona
soktugu fonksiyonlarm saglamak zorunda oldugu smir sartlarinin tipidir. Sinir sartlan
geometrik ve dinamik olarak ikiye ayrhr. Ornegin gubukta yukandaki smir sartlarindan
w=w' =0 geometrik tip, Ew"=0, (Elw"), +Pw' =0 dinamik smir sarti tipindendir.
Varyasyon yontemleri kullamlan simur sartlari tipine gére gesitlenirler. Bu durumda denge
yOntemine gore, varyasyon yonteminde eksik birakilan simir sartlari ile diferansiyel denge
denklemi yerine enerjinin stasyoner deger ilkesi gegiyor demektir.

Bir burkulma probleminde geometrik sinir sartlarimi saglayan w(z) fonksiyonlari
arasmnda gercek olam toplam potansiyel enetjiyi stasyoner yapamidir. Bu ilkenin Euler
Diferansiyel denklemi denge denklemidir. Ornegin ¢ubukta bu denge denklemi

(Em") +Pw" =0 olur.
Cesitli varyasyon yontemleri arasinda 6zellikle su ti¢ teori Snemlidir.

1. Toplam potansiyel enerji yontemi
2. Virtiiel is yontemi

3. Komplemanter enerji yontemi

2
V, — AV = AV, v, -y, = 07
12
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stasyoner olma sartt AV =0 : 8V =0 , farksiz hal : 6°¥ = 0., Kritik farksiz hal : 5(627)=0
Simdi 6zel deger problemlerinin ¢dziimii igin bir yaklagik yontem verilecektir.

Yaklagikhik uygulamada 6rnegin seriye agilimda alinan terim sayisina yada bir integrasyon

yonteminde yetinilen adimla belirlenir. Ritz y6nteminin dayandid: fikir varyasyon prensibini

¢ok parametreli adi extremum, minimum problemine indirgemektir.
3.2.1- Yéntemde izlenecek Admmlar :

1. ikinci denge konumunu veren w(z) fonksiyonu segilir.

w(z)=a1f,(z)+a2f2(z) ...................... =Zanf,,(z) (3.14)

1.1. f,,(z) fonksiyonu stabilite probleminde, elemanin geometrik sinir sartlarimni

gercekleyen ve keyfi secilen fonksiyonlardr.

1.2. a, sabitleri ise, toplam potansiyel enerjinin stasyoner ilkesinden bulunacaktr.

2. Sistemin toplam potansiyel enerjisinin degisimi w(z) yerine a,f, (z) ifadeleri
konarak yazilir. Boylece enerjideki degisim a, ‘lere bagh olarak ifade edilmis olur.

3. Stasyoner ilkesi i¢in gerek ve yeter sart olan toplam potansiyel enerjinin a, ‘lere
gore kismi tiirevleri alimr ve sifira esitlenir. Boylece V' potansiyel enerjisinin a, ‘lere
tiirevlerinin sifir olmasindan bulunacak a, degerleri yerine konuldugunda potansiyel enerji

extremum olur. yani

y=f (x), Zy;= y'=0 — bulunan x, y °‘yi extrem yapan deger olacagindan

stasyoner ilkesi kullanilms olur.

V — Degisim AV —> Terimleri 6V ve 6°V Farksiz kritik denge igin 5(527)=0
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i
=]

....... , % =0 seklinde lineer homojen denklem takimlan elde

i

4. Yo I
o oa,
edilir.

5. a, katsayilarinin belirtilmesine olanak veren bu denklem takiminin agikar olmayan
bir ¢8zlimiiniin olmas1 ve katsayilar determinantinin sifir etmesi gerekir, bu burkulma sartidir.

6. a, ‘lere bagh bu denklem takiminin katsayilar determinantim sifira esitleyerek
bulacagimiz yiikler arasinda en kiigtik olan kritik ytiktiir.

Rayleigh yéntemi Ritz ySnteminin basit bir &zel halidir. Smmr sartlarim tam olarak
fakat diferansiyel denklemi yaklagik olarak saglayan varyasyon yOntemimizde farksiz denge
konumu igin ikinci varyasyon sifir olmahdir. Agiklandigy gibi Ritz potansiyel enerjinin
stasyoner degeri ilkesine dayanir.

O halde denklem (3.11) ‘dan, 5°V =0

L
5 = [(EAu}® + ER® — Pw{? Jix =0 (3.15)
0

olur. Bu denklemden P ‘yi ¢ekersek,

Lj(mrw;2 + EAu® Jix
P=i : (3.16)
2 g
g
olarak buluruz.

Burada u, ve w, fonksiyonlar1 bilindigi taktirde, bu P &zel degerlerini iki belirli
integralin oram olarak bulabiliriz. Rayleigh yonteminde, yapilan is, gergek yer degistirme
fonksiyonlari yerine segilecek u, w fonksiyonlarim (3.16) denkleminde yerine koymaktan
ibarettir. Boylece P icin yaklagik degerler elde edilir. En kiigiik P yiikti yaklasik kritik yiliki
Py verir ve bu ger¢ek degerden biraz daha biiyiiktiir. Simdi 6rmegimize devam edersek ve
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u,‘li terimi w, ‘li terim yaninda terk edersek, [Bu terk iglemini yapabiliriz ¢linkii sekil
degistirmis cubuk egrisinin agis1 ¢ok kiigiik oldugundan cosa=1 “dir.]

pm%x
P, = >p W, = aw (3.17)

p

olur ve buna Rayleigh oram denir. Burada w segilen ikame fonksiyonlaridir ve basinda sabit
bir ¢arpamin 6nemi yoktur, ¢linkli oranda sabit fonksiyonlar birbirini gotiirlir. Agiktir ki w
fonksiyonu &yle segilecektir ki sinir sartlarim sagladiktan bagka biitiin gerekli siireklilik ve
tirev almabilme Ozelliklerine sahip olmalidir. Ozet olarak Rayleigh yaklagik degerini

6(6 2V)= 0 varyasyon probleminin ¢dziimii olarak kabul etmek miimkiin olur. Simdi
sistemin geometrik ve dinamik suur sartlarini gergekleyen

w= a(x4 —2Ix* + L3x)
fonksiyonunu segelim. Bunu (3.17) denkleminde yerine koyarsak

- El
P, =9882—5 >,

bulunur. Bunun kesin ¢éziimtinden fark: %1 ‘dir. Eger w = asiny—zc— secseydik kesin ¢ozlimii

, ET

bulurduk yani P =7 7

=F, (3.18)
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3.2.2- Ritz Yintemiyle Cubuk Stabilitesi Ornek Céziimii

iki ucu ankastre olan ve P yiikiine maruz bulunan kolonun kritik yiikiiniin Ritz yontemiyle

hesaba,

P
y /
7
1 2
=
\n
—
#
-
74 —1 74
P
Sekil 3.3
1. Segilen fonksiyon w(x) = asin’ E;— (3.19)

Problemin sinir sartlarim gergeklemelidir.

x=0  w0)=0 w=asin2%0=0

x=0 w(0)=0 W =2a2sinZ0cos =0 =0
L L L

x=L w(L)=0 w=asin2%L=0
x=L w(L)=0 w =2aZsinZ LoosZL=0
L L L

w(x) fonksiyonunun tiirevleri,

2
T, 7 /4 v 4 /4 Y1
w =2q—sin—xcos—x R w'=2a— cos? =x—sin* = x
L L L L L L
, . 2z , 7t 7
w =g—sin—2zx , W' =2g—-cos—x
2 L L

1.2. (a) sabitleri toplam potansiyel enerjinin stasyoner ilkesinden belirlenir.
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2. Enerjideki degisimin AV, ikinci varyasyonunun stasyonerlik ilkesine gore
stabilite probleminde farksiz dengeye karsi gelen 5(5 2V)=0 sartin1 saglayalim.

Bunun igin w ve tiirevlerini yerlerine koyalim.

L
Lsoy - (L Epm + pw i (3.20)
2 2

0

4 2
S = I4E]ﬂ—4a2 coszzxdx— F%—Paz sin? 2—mcxafx: =0
L L L L

L

4mx A7
3 I -
5% =2E1? T2 ysin L | _pg? T |2 o L
oL 4 2L|2L 4
0 0
3
é'zV=2El%a2(7r+0)—%Pa2(ﬂ-—O)=0 (3.21)

3. (a) sabitlerinin sifirdan farkli oldugu asikar, trivial olmayan ¢6ziim, Py,

4 2/7r3
P _2z Eld*/L _

47r2-lil>

el Radl = RS, >P 3.22
@ rt2L 2 4 (3.22)

4. Bulunan bu P, kesin ¢6zlim olan P, degeriyle aymdr.
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4, Sonlu Elemanlar Teknigi

41  Girig

Sonlu elemanlar yontemi; siirekli bir sistemi problemin karakterine uygun sonlu
elemanlara aywrarak elde edilen elemanlar tizerinde i¢ ve dig kuvvetlerin enerjisinin
minimizasyonu ve sonra bu elemanlarin birlegtirilmesi tarzinda bir uygulama getirir. Bunun
sonucu olarak mesnet sartlari, sisteme ait dzellikler dig yiiklerin siirekli yada ani degigimleri
kolayca g6z Oniline alinabilir. Dolayisiyla sonlu elemanlar ydntemi analitik metotlarla
¢Ozlilemeyen karisik problemlere uygulanabilir. Yiizeysel sistemin tipik bslgelerinde eleman
boyutlan kiictiltilerek o bolgenin daha prezisyonlu incelenmesi miimkiin olur, Diger bir
avantaji da smur gartlarinin problemin ¢8ziim sirasina gore en son adimda hesaplara dahil
edilmesidir. Boylelikle gesitli sinr sartlarim probleme uygularken bagtaki yogun hesaplara
girilmez,

Sonlu elemanlar metodunda sistem sonlu sayida elemana ayrilmaktadir. Eleman
boyutlan kiigtildiikge problemin hata orami azalmakta, fakat ¢6zim stiresi uzamaktadir.
Sistemi olusturan elemanlarin her birine sonlu eleman denir ve birlestikleri kdse noktalar1 da
diigim noktalan olarak adlandirilir. Sonlu eleman yiizeyinin gekil degistirmesi, diigtim
noktalarimin  deplasman parametrelerine bagli olarak ifade edilebilir. Deplasman
parametreleri; deplasman bilesenleri, dénmeler ve burulma egriligi gibi deplasman
vektorlerini  igermektedir. Egilme hesaplarinda  diigiim noktalarnmin  deplasman
parametrelerinin belirlenmesi, sistemin deplasman yiizeyinin ve her diigiim noktasindaki kesit
tesirlerinin bulunmasi i¢in kafidir. Stabilite hesabinda ise, bu deplasman parametrelerine gére
kurulan denklem takiminin (A) katsayilar determinantim sifir yapan yiik, yani kritik yiik tayin

edilir.
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4.2  Enerji Yontemi ile Eksenel Basing Yiikii Etkisindeki Bir Cubugun Sonlu
Elemanlar Teknigini Kullanarak Burkulmasimmin Hesabi

o
4
SYW
o

Ws

Vo G

|/ 4

Sekil 4.1 a,b,c

Cubugu dort esit pargaya bolelim, (Sekil-4,1 b). Diigiim noktas1 deplasman
parametrelerini tespit edelim, (Sekil-4,1 c).

{d}T=[wl,01,w2,6’2]=[dl,dz,d3,d4] @

4.2.1 Deplasman Fonksiyonlarmm Secimi

Deplasman fonksiyonlart rijit cisim hareketi ve sabit deformasyon sartini saglayacak
sekilde segilmelidir. Koordinat ekseni degisince ¢6ziim farkli olmamalidir. Bunun igin
deplasman fonksiyonu ya tam polinom veya tabii koordinatlarin fonksiyonu gseklinde
olmalidir. Elemanmn iginde ve kenarlarinda stirekli olmalidir. Biz burada deplasman
fonksiyonunu polinom olarak segece@iz. Elamanda bilinmeyen dort deplasman parametresi

oldugu igin, dort bilinmeyenli deplasman fonksiyonu segmemiz gerekir.
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W=a, +a,x+a; x> +a,x° “4.2)
w=[p(x)Ha}= [1, x,x%,x° ]{a} 4.3)
422 Sekil Fonksiyonlarmm Tayini

Eleman diigtim noktas: deplasmanlari {d} ile polinom sabitleri {a} arasindaki bag
veren [A] matrisi ise; elemanin diigiim noktas1 deplasman parametrelerinin ¢(x) ve ¢(x) ‘in
tirevleri cinsinden yazilmis bilesenlerinde, dliglim noktasi koordinatlarinin yerlerine
konulmasiyla bulunur.

{a}=[4]a} 44)

{a}=[4I"{a} 4.5)

[A]"l = [B] diyelim.

{a} = [BJa} 4.6)

(4.6) denklemini (4.3) denkleminde yerine koyalim.
w=[p(x)18}a} @.7)

[N = [¢(x)IB] ‘ye sekil fonksiyonu denir.

Bag matrisi ise §Oyle hesaplanir. Elemanin diigiim noktalarimin koordinatlar

A(0,0);B(%,O) “dur.
w=a, +a,x+a,x* +a,x’ 4.8)

W =0=a, +2a,x+3a,x
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- _
1 0 0 0
d, 9
4| 0 1 0 0|,
d; 1 L I P |la
d 4 16 64 |l
e L |
I 2 16 |
1 0 0 0
0 1 0 0 4
[A]= 2 3 =L_
1 L L L | 25
4 16 64
o 1 L 3L
I 2 16 |
[5]- 244
|4
1 0 0
2 3 4
4, = (1 L L r'y_L
4 16 64| 256
. L 3
2 16

4, = (_ 1)1+2

(4.9)
(4.10)
@4.11)
(4.12)
0 0
r
16 64
Lo
2 16




4y = (" 1)1+3

4y = (" l)2+l

4y = (_ 1)2+3

Ay = 1

A33 = (_ 1)3+3

- AN ©

[V .[;[h —

- AN o

S

N~ o

3’
16

3’

16

21

312

37
16

4, =171

Ay = (" 1)2+2

4y = (_ 1)2+4

Asz = (" 1)3+2

A34 — (_ 1)3+4

- s~ o

0

L
2

(=)
(=

N~ o

&
N b~

w
16
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0 0 0 1 0 0
Ay =(“1)4+11 0 0(=0 A, =(_1)4+2 0 0 0=0
L rr , L L
4 16 64 16 64
1 0 0 1 0 0
3 2
4;=1)"0 1 o0 -_-_% 4, =CD"0 1 0 =%
1 L L_3 1 L L_Z
4 64 4 16
4 2 r 4
L 3L L v o o
256 16 2 256
Adjd = =
Tl o L LTl T o B
16 2 16 32 16 64
o o L £y L £ L I
64 16 2 16 2 16
4
L 0 0
256
L
: 0 = 0 0
[B]=AabA=L 256
P A T AT S )
256| 16 32 16 64
L r L r
2 16 2 16

[B]= (4.14)

128 16 128 16
5 I I T
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Sekil fonksiyonlarini hesapiayalnn,

[¥]=lp@)IB] = |1, %, 5,5 [ B] 4.15)

1 0 0 0

0 1 0 0
48 8 48 4

L L
128 16 128 16
T I

[Nszst’N4]= [1’x9x2’x3]

2 3
N, =1.~-“8L_f+12§;‘ (4.16)

2 3

N2=x—§¥—+16f
L I

48x> 128x°
Ny=—0———
L L

4 , 16x°
N,=——x"+ 7

4.2.3 Eleman Rijitlik Matrisi

Uglarindan eksenel P basing ylikiine maruz bir prizmatik ¢ubugun toplam potansiyel

enetjisinin ikinci varyasyonunu yazalim.

S = LiﬂEI(w")z - P(w')z]dx 4.17)

0

Matris formda yazalim.



24

Li4

5 = oj{e}"[D]{e}abc+Lf{ﬂ}T[No]{ﬂ}dx

s*v* ={dY'[e.{a}- Pla} [ Ha}

@Y e Yd)= B [P e @.18)
AMdY [n fd} = —Puf(w')z dx (4.19)
s ={df (k. ]+ Aln, )id} (4.20)

Burada N, =P, [k,] eleman rijitlik matrisi, A yiik parametresi, [, | geometrik yiik

matrisidir. Eleman rijitlik matrisi ve geometrik yiik matrisleri iki yontemle hesaplanabilir.
1) Integral matrisleri ile hesap yapmak
2) Sekil fonksiyonlarin1 dnceden tayin edip onlarla iglem yapmak. Bu ¢aligmada

integral matrisleri ile hesap yapilmustir.

w"=-2a, -6a,x 4.21)

{e}=[Fla} (4.22)

Burada [F| matrisine tirev matrisi denir. (4.6) denklemini (4.22) denkleminde yerlerine

koyalim.
{e}=[F]Bla} (4.23)
[F]=[0,0,-2-6x] (4.24)

(4.23) denklemini (4.18) denkleminde yerlerine koyalim.
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L/4
[k,]=Er ([BY[FT [F] B (4.25)
0
L4
[#]=E1 ([F] [Flix integral matrisidir.
0
g8 16 | 9
Li4 0 1 —'Z L_2 0 0 1 0
]=E16[ I B vy [0 0 -2 —6x] 48 8 a8
I L | -6x I L I
0 o 4 16 rF 128 16 128
| L r ] | I I? r
%__7?" i 0 0 0
L4 %—% 0 1 0 0
["e]’:‘EIOf 96 Tesxl0 0 =2 <6x] 4o o 4y 4 |
T T 1 7 1
8 _96x 128 16 128 16
| L 2 5 I? r r |
[ 192 1536x  576x 4608x* [ ]
00—+ L3" - L2x+ Lsx 10 0 0
2
wlo o 32,12x 0 96x 576w 4, 1 5
B [ L I L L
ilo o 192_1536x 576x* 4608x> | _48 8 48 4
r I r I I L I L
0 o 16 192x 48x 576x* | 128 16 128 16
] —'—l-l-+ L2 - I + Lz L L3 L2 L3 L2
kll k12 kl3 k14
k21 k22 k23 k24
k3l k32 k33 k34
k41 k42 k43 k44




ky =EI |

“4[ 48( 192 1536x) 128
——|-=+ +
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2\ I? )5 r

0

I? I’

L
48| 192x 1536x*|* 128
— + +

L
_576x |, 4608x°|3

= Ell - —
o o2 | | 2 3p |
L
[ 48( 1921 1536 12\ 128( 576 I*> 4608 I
=El-— |~ Tt st st o
| 420 16) P 20716 30 64
768 EI
96 96
kl2 =—L—2—EI k23 =—-L7EI
768 8
96 768
kl4 —P—EI k33 =L—3EI
9% 96
k21 -Z{EI k34 =—'ZZ—EI
16 16
k,=—EI k,=—EI
2L “Tr
768 96L —768 96L
k] EI| 96L 16> -96L 8I*
“T 2| -768 —96L 768 —96L
961 8I* -96I 1612

Eleman rijitlik matrisi elde edilmigtir.

4.2.4 FEleman Geometrik Yiik Matrisi

W =a, +2a,x +3a,x°

( 2
_576x_ 4608x )] "

)

(4.26)

4.27)
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{8}=[Gla}

(4.6) denklemini (4.28) denkleminde yerlerine koyalim,

{8}=lc15ld}

[G]=]0.1,2x,35? |

(4.29) denklemini (4.19) denkleminde yerine koyalim,

In]- Lﬁs}f (6] [k

i 48 128 [
roo0 -5 | 10
L L 0
/a0 1 -% —li—?- 0 1
_ 2
[ne]_oj R 2x[012x 3x]—f§ s
Z P |3y r I
0 0 _4 16 F 128 16
B L I A r
I 96 384 192 768 288 1552 I
o (Fe) () R
0 (l—%x+—;%8x2) 2x~%x2+%x3) 3x2—£L§x3+%24~x4) 0 1
96 3845\ (192, 768 ) (288, 152 ) | 48 _8
’ [L’ L3x] (L’x L3x) (sz LSxJ L
0 ~—8—x+—4—8x2) (——lgx2+9—6x3) (——2—4-x3+1£ix4) g '1%
I? L I? L I? |
Ry By My By
[n ]= Ry By Ry Hy
’ Ry N3 Ny Ry
Ry Ry Mgy Py
Li4
n, = [—4—5(—1’%239 +7—63§x3J+ 1238 (—- 2828 x4 1532 x“)]dx
UL L P\ L L

(4.28)

(4.29)
(4.30)

4.31)

48
r
128

T

48

2
128
L
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3 L L
48| 192 x> 768 x*[* 128| 288 x* 1552 x°|*
== ] 2 R
N3 r4, | 24 IS5 o
[ 48( 192 768 I*) 128( 288 I* 1152 I° 24
T Y TR T tos %7
| L'\ 31764 4L°256) L 417 256 5L 1024 5L
1 1
Py =10 %) T
24 L
18 =750 N = 120
1 24
My =10 » 5T
1 1
B 10 P34 TS
L r 41
230 * 30

10 30 _E _E (4.32)

L P 1 P
10 120 10 30

Eleman rijitlik matrisini ve eleman geometrik yiikk matrisini gevirme matrisleriyle

carparak sistem rijitlik ve sistem geometrik yiik matrisini hesaplayalim.
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4.2.5 Cevirme Matrisleri

Eleman deplasman parametrelerini {di}; sistem deplasman parametrelerini ise {DS}

lerle gosterelim. Simetri sartin1 kullanarak sistemin yaris ile hesap yapalim,

v o, ot
| |

\

Di,D2  D3;,Ds  Ds,Dg

d;=D, @ ds=Dy4 dy=Dy @ ds= D
d1= D1 d3= D3 d1= D3 d3= D5
Sekil 4.2

Birinci eleman i¢in ¢evirme matrisi :

D,
41 1 00 0 0 0]b,
d,| {01000 0fD,
d;| {10 01 00 oD,
d| |0 0010 0fD
| D |
100000
010000
c,l= 4.33
000100
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Ikinci eleman i¢in ¢evirme matrisi :

Dy
d] [0 01 0 0 0fD,
d,| |10 0 01 0 0fD,
d,| {0 000 1 ofD,
d,|] [0 0000 1D,
_Dﬁ_
001000
000100
c.l= 4.34
Cal=l0 6 0 0 1 o 4.34)
000001
4.2.6 Sistemin Rijitlik ve Geometrik Yiik Matrislerinin Hesab1
[Kel]= [Cel ]T [ke Icel]
1 0 0 0]
01 0 0768 96L -768 96L 1 0 0 0 0 0
[K]_EIO 0 1 0f96L 16> -96L 8> [0 1 0 0 0 0
P10 0 0 1]]-768 —96L 768 —96LJ|0 0 1 0 0 0
0 00 Of9L 8 —96L 16I* {0 0 0 1 0 0
0 0 0 0]
[ 768 96L -768 96L ]
96L 161> -96L 8I?
Ik, ]= EI|-768 -96L 768 -—96L 435)

I}l 96L 8I> -96L 16I7
0 0 0 0
0 0 0 0

O O O O O O
S O O O O O

[Kez ] = [Ce2 ]T [ke ICeZ ]



0000
0000

EIl1 0 0 0
[K“Z]"'LTO 100
0010
0 0 0 1]

[0 0

0 0

EIl © 0

K, |===

[ e2] L3 0 0
0 0

0 0

[N el]= [Cel ]T [ne Icel]
1 0 0 0]
0100

110 0 1 0
[Ne‘]"f 00 0 1
000 0

0 0 00

(2 L

5 10

L

10 30

24 L

_1l s 1o
[Nel]_L £ —£2—
10 120

0 0

0 0

[N e2 ] = [Cez ]T [”e ICeZ ]
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768 961 —768 96L O
96L 161> —-96L 8I> {0
~768 —96L 768 —96L|0
| 961 8I* —96L 161 |0
0 0 0 0 |
0 0 0 0
768 96 —768 96L
961 16I> —96I 82
~768 —96L 768 -96L
96L 8I* -96L 161’ |
24 L 24 L]
5 10 5010
L . L I
10 30 10 1209
.24 L 24 L jo
5 10 5 10 [o
L _rr L Iy
10 120 10 30 |
4 L 0 0
510
L L, 0
10 120
24 L 45
5 10
_L L 0 0
10 30
0 0 0 0
0 0 0 0

S O = O

o O O O

o = O O

O O =

= O O O

oS O = O

S O O O

o = O O

S O O O

- O O

(4.36)
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0 00 0] 2 L
0000 2 ILQ
111 0000 0 30
N.l=
[”Z]LOIOO__Zi L
0010 5 10
000 1) £ _L
- 110 120
0 0 0 0
0 0 0 0
24 L
A
Lo o L L
10 30
o o -2 _L
5 10
0 o L _L
i 10 120
Sistemin rijitlik matrisi :

K]=[Ka]+[K.]

768 96L -768 96L
96L 16> -96L 8I*
EI|-768 —-96L 1536 0

K|=="=
K] I}{ 9L 8I? 0 3217
0 0 -768 —96L
|0 0 961, 8I°
Sistemin geometrik yiik matrisi :

V]=[Val+[N.,]
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%L
5 10 |-
L L2 1

10 1209
24 _ Lo
5 10 {o

_Lorr
10 30 |
0 0
0 0
_24 L
5 10
Lo
10 120
24 _L
5 10
L
10 30 J
0 0 |
0 0
~768 96L
-96I 8I?
768 —96L
~-96L 16L* |

O O = O

O = O O

_ O O O

S O O O

(o= R e N = B =

(4.38)

(4.39)
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» L A L 0
5 10 510
L L _ L 0
10 30 10 120
%148 A L
V=1 5 10 s 5 10
L _r ., L I
10 120 15 10 120
o 24 _L 24 L
5 10 5 10
0 o L _L L L
i 10 120 10 30
2
V) g dan; (k]-P[N]{Ds}=0
&Dy
[ 768 961 —768 96L 0 0 D]
96L 161> -96I S8I* 0 0 D,
EI|-768 -96L 1536 0 768 96L || D;|
| 96 8I* 0 321> -96L 8I* || D,
0 0 -768 —-96L 768 —96L| D,
|0 0 96L 8L -96L 16I | Ds|
2# L 24 L 0
5 10 510
L L L L 0o [D]
10 30 10 120 D
_4 L8, 24 L
_pl|l 5 10 5 5 10 [Ds]_,
L o , L L _I|D,
10 120 15 10 120 | D,
24 L 24 L
0o -= -= = _= 1D,
5 105 10 -
0 o L _L _L L
i 10 120 10 30 |

a) Sistemin iki ucunun ankastre mesnet olmasi halinde sinir gartlar :

4.2.7 Smr Sartlar ve Kritik Yiikiin Hesabx

x=0°‘da ; w=0—> D =0

(4.40)

(4.41)
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x=0¢‘a ; w'=0—D,=0

ng’de ; w=0— D,=0 (simetri sarti)

Deplasman parametrelerinin sifir oldugu yerlerde satir ve siitun silinip bir konur.

1 0 0 0 0 0 [0
0 1 0 0 0 0 0
EI| 0 0 1536 0 -768 0 |D|
2 o 0 0 32I* -9L 0 |D,
0 0 -—768 —96L 768 0 | D
0 0 0 0 0 1 0]
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0o [[ 0]
0
0 0 &S 0 _ 0 |p
_pl s 5 3o
o o o L _L 4 [P
15 10 D,
o o % _L A 0
5 10 5 -
0 0 0 0 0 1

%(1536D3 —768D5)—P%(%D3 —2—41)5) =0

5
EI 1( 12 L
—-(32’D, -96LD,)- P—| =-D, - =D, |=0
L3( * ) L(IS ‘10 5)
15-3{ —768D, —96LD, +768D5)—P—1— —-%D3 ——L—D4 +-2iD5J=0
L L\ 5 10 5

(E—51536—£i‘§)p3 —(768E—3I—-2—4—£)D5 =0 (4.42)
L Ls I 51
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o
y

2
B_PEY, (st 2 L),
L' L15 r’' L10

El PL

L1

768§3£—£§)D3 —(9
I L5

d

768—L—3— -

El 52_4)1)5
L5

=0

Sistemin ilk konumunun kararsiz hale gelmesi ve {Dg}=0 ‘dan farkli kararh bir

baska denge konumunun bulunmasi igin yukaridaki denklem takimmmn katsayilar
determinantinin sifir olmasi gerekir. (A) determinantin sifir yapan kritik yiiktir.

(—E—f1536—Pi§)
L 5
0

0,'3P2L2 —166,4PEI +

EI 24

r L 10

6144(EI} _ 5
el

_ 39,766EI

Pkr L2

sonlueleman

EI 24

(768L—2—P—

5
2

£7) - 96E—P£)

15 L 10

768 —-— P—) - (96£I— - P£) (768-E—2] == P—2—4-)
5 L 5

b) Sistemin iki ucunun basit mesnetli olmasi halinde sir sartlar :

x=0‘da ; w=0 — D =0

x=—L—‘de ; w'=0 — Dg=0

(Simetri sarts)

=0 (4.43)

(4.44)

(4.45)
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1 0 0 0 0 0 0
0 161> -96L 8I* 0 0 |D,
EIl 0 -96L 1536 0 -768 0 |Dy|_
|l o 812 0 32I) -9L 0 | D,
0 0 -768 —96L 768 0 | D
| 0 0 0 0 0 1 0]
1 0 0 0 0 0
2 2 N
o L _L _ L o o
30 10 120 D
o L B 4 B 4,17
_P 05 : 5 D,
Ly £ o L _L 4 ID
120 15 10 D,
0 0 L A 0 0
5 10 5 -
0 0 0 0 0 1

2 2
o B P (o1 2 p Lo, (a2 L p 2 ), o
7 30 I 10 27120

-(96L%I-2)D2 +(1536E—f—13ﬁ)p3 —(768E—5—P%JD5 =0
10 r s r s

2 2
(sﬁ _1;1 +%O-JD2 + (32L2 % - Pf—s}m - (9613% - Pl—Ld)Ds =0

5 r
Denklem takiminin katsayilar determinantinin sifir olmas1 P, yiikii verir.

—(768E—2I—&)D3 —(96L§£—P—L—]D4 +(768E—ZI—P-2i)D5 =0
L 10 r 5



[ 2 2
1651 - 25 —(96!5—1-—P—l—'-) 8EI+PL_ 0
30 L 10 120
—-(96£I-—EJ (1536£2£—Pi§) 0 (76821 _ pZ‘lJ
A= L 10 L 5 I? 5
= X )
8EI+15 0 nE-pL| 96£I-—P£J
120 15 L 10
0 —(76852{—5‘3‘1) —-(962—P£] (76852{-4%)
I rr s L 10 r o s)|
Tatonmanla P, yiik bulunur.
B, -2 (4.46)

L2

sonlueleman

37
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4.3 Karsilastirmah Sonuglar icin Denge-Statik Yontem ile Cubuk Stabilite Analizi

Genel ve smir gartlarindan bagimsiz olarak basinca maruz bir gubukta stabilite
probleminin ¢6zliimii agagida verilmigtir.

Z Ar
v V+dV
P = P N+dN
N
x Jdxg /77
' L M dx M+dM
Dis eksenel yitke maruz dogru eksenli gubuk Sekil degistirmemis gubuk elemani fizerinde
(a) kesit zorlarinm pozitif yonti
®)
N
{
M L
V+dV
A\ Pt
ZI \M M+W+dﬂ
X N-+dN

Sekil degistirmis gubuk elemanina etkiyen kesit zorlart
©

Sekil 4.3.1 a,b,¢

B acis1 ¢ok kiiclik oldugundan cosfB =1, sinf = £ alnabilir. Sekil deistirmis eleman
tizerinde denge denklemlerini (Sekil 4.3 c¢) yazalim.

> X =0.......— Ncos B+(N +dN)cos(8 +dB) -V sin B +(V +dV)sin(8 +dB)=0
~N+N+dN-V g+ +dv)B+dp)=0
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AN +V.dB+dV.p+dV.dB =0
N'+VB +pV'=0 4.3.1)

> Z=0......~V.cos B+ (¥ +dV)cos(B +dB)+ N.sin f— (N +dN)sin(8 +dB)=0
~V+V +dV + NB~(N+dNYB+dB)=0
dV —-N.dp-dN.p—-dN.dB =0
V'—NB' - BN'=0 (4.3.2)

> M =0~(M+dM)+ M +V.dx=0

dM -V.dx=0
M-V =0 (43.3)

V ve B kiiclik oldugundan tiirevleri terk edilerek, tic denklem agagidaki gibi ifade edilir.
N'=0
V'-NB'=0 4.3.4)
V=M
Burada, M" =V"' diyerek
N'=0
V'=N.p'
M"=V'=Npg'
M"—NB'=0 4.3.5)

olur. Burada g =-w' ‘diir. ' =-w" olur ve M =+EM" oldugundan

N'=0 (4.3.6)

(EIw") —Nw" =0 “3.7)

olur. Denklem (4.3.7), N ve w ‘ye bagh dordiincii mertebeden, non-liner bir diferansiyel
denklemdir. Denklem (4.3.6) ‘da N ‘in, x boyunca sabit ve x=0,L sirlarinda N =~-P
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oldugu dikkate alimirsa, stabilite probleminin denge denklemleri, tek bir diferansiyel
denkleme indirgenmis olur. EI = sabit igin elastik gubugun non-lineer stabilite denklemi

EW" + Pw" =0 - (43.8)
olur. (4.3.8) diferansiyel denklemi homojendir. w=0 ¢bzlimii agikar bir ¢6ziimdiir ve 1
denge konumuna (kararli denge konumu) kars: gelir. Asikar olmayan yani w#0 olan bir

¢Ozlim aramak gerekir. Bu da, 1 denge konumuna yakin denge durumlarim belirtecek olan P
yukiiniin sadece farkli degerleri ( P, ) igin bulunur. $imdi (4.3.8) denklemini

w¥ kW =0 k= (4.3.9)

formunda yazalim. Sabit katsayili homojen diferansiyel denklemin genel ¢5ziimii
w=Csinkx+C, coskx+C,x+C, (4.3.10)
seklindedir. C,, integral éabitleri olup, cubugun simnir sartlarmdan belirlenebilirler.
4.3.1 Iki Ucu Basit Mesnetli Kolon
Cubugun sinir sartlar

x=0.0euuen.e. w(0)=0, w'(0)=0
x=L......... w(l)=0, w'(L)=0
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P
pT A
P/
i \/
: M
P
Sekil 4.3.2
w ‘nin tlirevlerini alalim,
w' =k.C, coskx — kC, sinkx + C,
w" = —k*C, sinkx — k*C, ¢os kx
Simdi dort sinir sart1 i¢in w ve w" “nii yazalim.
0=C;sin0+C,cos0+C,.0+C,............... C,+C, =0 (4.3.11)
0=—k>.C;sin0—k*.C,co80.....ccveeerennne.. -k’C, =0 (4.3.12)
0=C,.sinkL+C,.L.......cccu........ C,.sinkL+C,.L=0 (4.3.13)
0=—k>C.SINKL ... ~k*.C,.sinkL =0 (4.3.14)

Strastyla (4.3.11) ve (4.3.12) denklemlerinden C, =0, C, =0 oldugu goriiliir. Simdi
C, ‘ler cinsinden bulunan (4.3.11-12-13-14) denklemlerinin, katsayilar determinantim
yazalim.
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0 1 0 1
_ 2
A= . 0 k 0 0 =0 (4.3.15)
sin kL 0 L 0
—k?.sinkL 0 0 0

Yukarida verilen (4.3.11~14) denklemlerini matris formunda yazarsak

[AKc.}=0 (4.3.16)
olur. {C,. } =0, yani C, ‘lerin hepsi sifir olamaz. Ciinkii o zaman yukarida belirttigimiz w =0
agikar ¢6zlimii olur. Oysa agikar ¢dztim diginda, w0 igin, farkli ¢dziimler arandigindan,
[A] =0, yani katsayilar determinant: sifir olmak zorundadir. Iste bu katsayilar determinantim
sifir yapan deger, aranan ¢zlime, yani agikar olmayan, aranan degere karg1 gelir. O halde
(4.3.15) determinantini agarsak,

k* LsinkL =0 4.3.17)
bulunur. Burada C,, £ ve L sifirdan farkli oldugundan

sinkL =0

olmak zorundadir. Bu sartin saglanmasi i¢in k.L = n.r olmasi gerekir.

k=— ,n=123.....n
L

2 2
L p=L

L EI

2 2
p =12 Jzz 2! (4.3.18)
Goriildigt gibi P, ¢ubugun yalmz egilme rijitligine ve uzunluguna baghdir. n=1

sayisina karg1 gelen en kiigiik P degerine kritik yiik denir.
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2
”Lfl n=1 43.19)

B, =

Boylece iki ucu mafsalli kolonun Euler Kritik Yiikli bulunmus olur. Kolona tesir eden
P dig ytikd,

P<P, ise, 1 denge konumu kararhdir.
P=P, ise, 1 denge konumu farksizdir. Dalgalanma baglangici.
P>P, ise, w=0, 1 dengekonumu ¢ubuk boyunca karars1z olur.

w>0, dallanur ve kararli 2 denge konumunu alir.

w<0, dallanir ve kararli 2 denge konumunu alir.

Katsayilar, C,.sinkL=C,=C,=C,=0 olduguna gbre w(x) yerdegistirme
fonksiyonu
sin7z.x 12,

w=C,. 7 , n=

(4.3.20)

oooooo

olur. w=0 olmas1 igin de yukaridaki gibi £ =nz/L ve k* = P/EI oldugundan w ‘yi sifir

yapan 6zel deger,

olur. ve n=1 igin kritik ytlik,

n2El

by

olur. Burada L, = L ‘dir.



4.3.2 iki Ucu Ankastre Mesnetli Kolon

Aunkastre gubugun sinir sartlari

X=01irieenrne w(0)=0, w(0)=0....0=0
X=Leerieeens w(l)=0, w'(L)=0

L 1 2 Lx=0,5L

Sekil 4.3.3

w(x) ve w'(x) fonksiyonun tiirevini yazalim

w=C,.sinkx+C,.coskx+C,x+C,

w =k.C,.coskx—k.C,sinkx+C,

Sinir sartlarint uygulayalim.

0=C,.sin0+C,cos0+C;.0+C,....... C,+C, =0
0=£.C,.cos0—-C,.sin0+C;............. kC, +C, =0 (4.3.21)
0=C,.sinkL +C,.coskL+C,.L+C,...C,.sinkL+C,.coskL+C;.L+C, =0
0=kC,.coskL —kC,sinkL+C; ......... kC, coskL —kC, sinkL+C, =0
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Homojen (4.3.21) denklem sisteminin, agikar olmayan ¢6ziim igin, katsayilar determinantinin
sifir olmasi gerekir.

0 1 0 1
Aw k 0 1 0
| sinkL coskL L 1
kcoskl —ksinkL 1 0
k 1 0 k 0 1
- =-]1| sinkL L 1 |-1 sinkL coskL 1 =
kcoskL 1 0 kcoskl —FksinkL 1
A =2k —2k.coskL — Lk*sinkL = 0 (4.3.22)

%(l—coskL)—ksinkL =0

. . O o ., l—cosa
sihg =2sin—cos— ve sin“—=
2 2 2 2

oldugu dikkate alinirsa (4.3.22) denklemi

diizenlenerek,

2 25in2lc£)—-k 2sin£.cos—k—l'— =0
L 2 2 2

sin—| —sin— —kcos—
2\ L 2 2

kL ( 2 . kL kL] ~o
olur. Carpim terimlerinden ilki,

sin* L _ ¢ (4.3.23)

2

parantez i¢indeki digeri,
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2 . kL kL
—sin— = k.cos—
L 2 2

o Bl _ KL
£5 7%

olur. Ilk terimden hareketle (4.3.23)

E =nr , n=123,....n
2
k=L
EI
kI 4n’z?
— nwa....... k= 7
An*nmEl
P= 2

bulunur. 7 =1 igin en kiiglik P degeri kritik yiikii verir.

_4n’El

P, 7

(4.3.24)

ve

, L, =§ (4.3.25)

yazilabilir. Katsayilarin yukarida bulunan degerini w(x) yerdegistirme fonksiyonlarinda
yerine koyarak,

¢, =C=0, C,=-C, kL=2rx, n=1
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w=c4(1—cos3i"?‘-) (4.3.26)

genel ¢6zlimii bulunur.

4.4 Siirekli Degisken Kesitli Bir Kolonun Sonlu Elemanlar Teknigi ile Burkulmasinin
Hesabi

Bu tip ¢ubuklarda atalet momentinin degisimi stireklidir.

/1 L2 /1 L2

2L+l S\r—
\ / 1 ‘/_,,) /
\ L__/'/
\\\ 1. Eleman 2. Eleman 3. Eleman
N
N S+l l\* I
6 o —
Litl [ s
2 L5k
|V i/ |/ 6 i/
/ L/6 71 L/6 71 L/6 A
i/ i/
% L2 /1

Sekil 4.4.1
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Sekil 4.4.1 ‘de goriildiigti tizere stirekli degisken kesitli ¢ubugun sonlu elemanlar
teknigi ile incelenmesinde gubuk ii¢ esit uzunlukta pargaya boliinmiistiir. Degisken atalet
momentleri egit uzunluktaki elemanlarin baginda ve sonundaki degerlerin ortalamas: almarak
idealize edilmis ve problem stireksiz degisken kesit haline indirgenmistir.

1. Elemanin atalet momenti, I’ = §_I_1;-_12
2. Elemamn atalet momenti, /" = L+l
3. Elemanin atalet momenti, " = f +6512

Degisken kesitli g¢ubugu incelerken boliinen pargalarn sayisimn  goklugu
idealizasyondan kaynaklanabilecek sapmalari en aza indirecektir.

{d}T = [w1’913w2’92]= [dladzsd3=d4]

w=a, +a,x+ax" +a,x’

w=lpeNa=hxx"x i
()= [dl)

o) =141}

[4]" =[B] diyelim.

)= [}

w= )

[¥]=ls()B]
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Bag matrisi ise s0yle hesaplanir. Elemamn diigtim noktalarimin koordinatlari

A(0,0);B(%,O) ‘dir,
w=a, +a,x+a,x* +a,x’
w =0 =a, +2a,x+3a,x’
d=w, =w(x=0)=a1

d,=0,=w(x=0)=a,

dy=w —w(x-é)—a +a £+a £2—-i-a —Li
y 6) ' "6 36 ‘216

(. _L L r
d4 =93 =w(x=g)=a2 +2a3~6—+3a4?6—

1 0 0 0
d, a9,
d, B 0 1 0 0 a,
| 1 L r L |a
d, 6 36 216 ||q,
2
o . L
| 3 36 |
[ i
1 0 0 0
[A]= 0 1 0 0 _ It
L L op 2|
6 36 2126
o 1 L3

3 36



ls1= 7

Ay =(=1)"
4y =(-1)"
Ay =1
Ay = (=17
Ay = (1"

— c\]h ju—

- O\~ o

0
LZ
36

- O~ o

(e

Wit~ ©

0
L3
216
i
216

216
312

36

216
312

36

216
312

36
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L4
T 1296

37
36

108

37
36

0
4= (1)) 1
0
4=
0
0
L2
A — —-l 2+2 =
A= 2
L
3
0
L
A — _1 244 =
=G L
1
0
Ay = (_ 1)3+2 0
L
3

36 216
L 32

3 36

S
W~

216| 1296

3L
36

36 36

3r°
36




=1

A41 = ('“ 1)4+1

Ay = (_ 1)4+3

Adid =

AdjA
[5)=444._
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1 0 0 1 0 0
3L2 3+4 L
0 1 o)== 4, =(=10"*0 1 ol=-=
=% a6 3
0 1 3L 0 1 L
36 3
0 0 0 0 0
1 0 0][=0 4,, = (D) 0 0]=0
L L I Lo r
6 36 216 36 216
1 0 0 1 0 0
L3 4+4 L2
0 1 0|=—" 4,=(-D"0 1 o|==
216 =01 36
L L , Loz
6 216 6 36
2 r 4
2L
\ 3% 3 1296 \
L L L o . o o
1296 108 36 | _ 1296
o 3 _L| |3 _r 3 _r
36 3 36 108 36 216
o L L L r L r
216 36 3 36 3 36
4
L 0 0 0
1296 )
1|0 L 0 0
1296
|33 r 3 I
1296 36 108 36 216
L L L r
3 36 3 36
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1 0 0 0
0 1 0 0
Bl s 12 108 6
) 5 L I L
432 36 432 36
T 7 T E

Sekil fonksiyonlarim hesaplayalim,

[v]= ()8l =15, % [ 8]

1 0

- 0 1
[NI,Nz,Ns,N4]=[l,x,xz,xS] C108 12
i L

432 36

LT

108x* 432x°
- &

N, =1 7 T

12x*  36x°
- +

N, =x
2 L I?

108x2  432x°
= I - I

__§x2+36x3
YL I?

N,

Eleman rijitlik matrisinin yazilmast i¢in,

w"=-2a, —6ax

{e}=Irla}

0

108
LZ
432
— .____._L3




{e}=Ir1Bla}
[F]=[0,0,~2 - 6x]

L/6

53

[k.]=E1 OI[B]T [FIIF LBl

108 432
S 2
12 36 | O
riel 0O 1 —T P— 0
I 108 432 _» oo -2 -6
0 0 0 = ==
r L | -6x
0 o & 36
L L I? L
gggg__zizgx { 0
LI6 %_2}?3&' 0 1
216 2592x o -2 -6x] 108 12
__+..___. s S p—
I? I’ I? L
12 216x 432 36
L I L I?
i 432 5184x  1296x 15552x% |
00 —F+—F— - I? L 1
48 432x 144x  1296x>
|0 0 ——+ - + 0
L I? L I?
0 o 232 _5184x 1296x% 15552x* | 108
rr r I
24  432x 72x  1296x% || 432
00 - 2 — + 3 3
! JAR; L 2 L
kll k12 k13 kl4
k21 k22 k23 k24
k31 k32 k33 k34
k41 k42 k43 k44

1 0 0
0 1 0
(18 12 108
I? L I?
432 36 432
2 P
0 0
0 0
08 6 ¥
I? L
432 36
3
0 0 0
1 0 0
_12 108 6
L I? L
36 432 36
r I
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L 108 432 5184x) , 432( 1296x  15552¢°
j 3 3 7T 3 dx
; r )T L L

' L L
108| 432x  5184x*[s 432 1296x*  15552x°(6
= EI - — + + — +

| rr 2| | 2p 32|,
[ 108( 4321 5184 1%\ 432( 1296 > 15552 I’
=El -— 2 7T o5 Y| T 5 2 T e
P P6 20°36) I\ 20 36 30 216
_ 2592FI
==
216 216
klz 'L—ZEI k23 =—L—2EI
k=22 ?2 Bl ky=2m
L
216 2592
by =Bl ey === EI
_216 216
k=2 g k=22 Er
L
2592  216L -2592 216L * Her eleman i¢in farkl: bir (I) degeri
[k ]= 20| 216 241> -216L 121 ?ullzllnd}}gt‘llili{dan Y,efliné kﬁlduglmda
= arkls rijitlik matrisleri elde
I} |-2592 —216L 2592 -—216L edilecektir.

2161 121 -216L 24I?
Eleman rijitlik matrisi elde edilmistir. Eleman geometrik yiik matrisinin tegkili igin,

W =a, +2a,x +3a,x’

{8}=[Glq}



{6}=IcIB}a}

[G]=|o.1,2%,3x]

In.]- L;f[B]T (6T [cT8ks

Lo B a2 1
L r i 0
12 36
sl O 1 ——Z F 1 0
— 2
[ne]—-EI! . . 108 432 o [0 1 2x 3x ] 108
r L |32 L
6 36 [- 432
0 0 —-— — —
L L ] . T
0 _&x_l_lz%xz —ﬂx2+2592x3 —-64—8x3+3888x4
r r I’ r ) L
0 1—2—4x+%xzj (2x—§x2+2—16x3) 3x? —2x3+ﬁx4
L ? L I’ 7 r’
0 (Zﬁx___li? = (%xz -——2;?2 x3] (%xj ———3i§8x4)

LZ
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Ry Ny By Ry
[ ]_ Ry Byp Ny Ry
n,|=
My Ny Ry Py
Ry Ry Ry By
YOl o108( 432 , 2592 ,) 432( 648 , 3888 ,
ny= ||| X X || X x|
; L L L L L L
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108| 432 x> 2592 x*|s 432| 648 x* 3888 x°|6
=|-="—="—1 ===+ -
ryr3 r o4, |4 L 5|

108

- -2
432
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1
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08 _6
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| _108( 432 I , 2592 I L 432( 648 I , 3888 I’ _36
2\ 312216 4 1296) 1P\ 4121296 5I® 7776 5L
I N
2710 2710
36 L
3= "%y Py =—Ton
5L 180
" 36
14 10 33 SL
e =L =L
21 10 34 10
3 woo L
245 45

36 L 36 L
5. 10 5 10
L Y i
[1]=<| 10 45 10 180
Ll 36 L 36 L
5 10 5 10
L L L I
10 180 10 45

Eleman rijitlik matrisini ve eleman geometrik yiikk matrisini gevirme matrisleriyle

carparak sistem rijitlik ve sistem geometrik yiik matrisini hesaplayalim.
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Dy, D, Ds;,Dy Ds,D¢ Dy,Ds
d=D, @ ds=Dy d=Dy @ ds=Ds
d1= D] d3= D3 d1= D3 d3= Ds
d=Ds @ ds=Ds
di=Ds ds=D,

Birinci eleman igin gevirme matrisi :

D
D,
d]1 1 00000 0 0]D,
d,| 10100000 0fD,
d,| 1001000 0 0fD,
d| o 00100 0 0fD,
D7
st._
10000000
01000000
Cal=l0 0 1 00000
00010000
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7
8

D
D

0010000 0]D,
0001000 Of|D,
0000100 OfD,
0000010 OfD,
0 0100°O0O0DO
0 0010 0O00O0
0 0001 O0O0TUO
000 0O0OT1TO0TDO0

Uglinci eleman igin ¢evirme matrisi :

Ikinci eleman i¢in ¢evirme matrisi :

i
|

d,
d,
ds
d
Ce2 ]

|

e
o o © -
O O - O
O - O O
-0 O O
[ B e TN v BN o)
oS O O O
o O O O
o O O O

N
T M N

|

7
8

D
D

}

00001 O0O0O0

000O0O0OT1TO0OD O

000 0O0O0OT1O0O0

000 0O0O0TCO0?1
Sistemin rijitlik ve geometrik yiik matrislerinin hesabu;
[Cel ]T [k e ICel ]

[ e3]=|:

%]
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[KeZ ] = e

[K e3 ] = [Ce3 ]T [ke Ice3 ]

EI™
[Ke3]=7

EI"
3

[Ke3] =73

m

©C O O = O O O ©

© O O © O © © O

o O = O O O O ©

S O O O o O O O

S = O O O O O ©

[N el ] = [Cel ]T [”e ICel ]

-0 O O O O O O
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0 0 0 0 0 0 0

0 2592 2161 —2592 216L 0 0

0 2161 241> -216L 1217 0 0

0 —2592 -216L 2592 -216L O 0

0 216L 121> -216L 24I% 0 0
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2161 241> -216L 12I*> |0 0 0 0 0 1 ©
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0 0 0 2161 24> -216L 1217
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S O O = O O O O
O O = O O O O O
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O O O O = O O O
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Sistemin rijitlik matrisi :

K]=[Ka ]+ [K,, ]+ [K.s ]

1. Elemanin atalet momenti, I’ =
2. Elemanin atalet momenti, /" =

3. Elemanin atalet momenti, " =
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(34561, +17281, -72a(32]1 +161, —-26‘1)(172811 +34561, —m;(mrl +321, —% 4321, +21601, —36a)

—(~721, + 721, \-721; + 721, X— 4321, - 21601, +36a(1611 +321, —% ~4321, —21601, +36a)

~(~12961, 12961, +36a(321, +161, -39“- ~12961; —12961, +36a{—3611 ~1801, +§I—3611 ~1801, +§J

—(10811 +1081, —%I—lOSIl ~1087, +§X—108I, ~1081, +£21~)(10811 +1081, —g)(4321l +21601, —36a)=0

Denklemde I; ve I, degerleri yerlerine konursa @ degeri, dolayisiyla da P, degeri
kolaylikla bulunabilir. Denklemin kontrolti amaciyla, I, ve I, degerlerinin esit olmasi ile
sabit kesitli, iki ucu ankastre gubugun P, yiikii,

a=7908171 - P, _ 39,5408475E1

2
sonlueleman L

bulunur.

Hata oranm1 % 0,158

47°EI _ 39,4784l
B, = =

2 2
kesin gozim L L

4.5 Sonlu Elemanlar Teknifinde Cubuk Sistemlerin Boliindiigii Eleman Sayisinin,
Stabilite Hesabma Etkisi

Sonlu elemanlar metodunda sistemin sonlu sayida elemana ayrildigindan ve eleman
boyutlan kiigtildiikce problemin hata oranmnin azalmakta, fakat ¢dziim sfiresinin uzamakta
oldugundan daha 6nce de bahsedilmigti. Bu béliimde ¢ubuk elemanlar degisik adetlerde
elemanlara boliinerek stabilite hesabinda hata orammin nasil bir degisim gosterdigi
incelenecektir. Cubuk sistem 2, 4, 6, 8, ve 10 egit boydaki elemana béltinerek hesap edilecek;
sonuglar denge y6ntemi ile daha 6nce bulunan kesin P,. degeriyle karsilastirilacaktir.
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p § p
EI
v/
L2 % L2
L
O
4 / 2
o o ¢ e
v 4
7 L2 /1 Vi s K
A®0,0) , B(L/2,0)

w=a, +a,x+a,x* +a,x’

dy=w,=wx=0)=gq

d, =6, =w(x=0)=a,

d,

| | 1 o o

a7, r 2P

d, 2 4 8
0o 1 L =

W =0=a, +2a,x+3a,x’
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4, = (" 1)l *2
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Sekil fonksiyonlarini hesaplayalim,

[V]=leB]= [Lxx", 2 [ 3]

N,,N,,N,, N, =1xx2x3}
[1’ 22473 4] thad Al ]

Eleman rijitlik matrisi :
L/
5 = 1w} — Pwy e
0

Matris formda yazalim.

73

0 0 0
1 0 0
412 2
L I L
4 16 4
¢
12x* 16x3
N3 = LZ F- L3
2 4x°
N4 = -———x2 +’I2’—‘

o= [ lekas+ (o) v ol

8% =}’ [k, {a}- P{a} In. Ya}

¥k, ]{d}=Eff(w")2abc
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'In Ya}=-P 0I(w')zdx

57 ={ay' (k. 1+ aln. )a}

w" =-2a, —6a,x

t)=Irle) -

{e}=[FIBla}

Ik, ]- Eff[Br FPFske

12 16 ]
10 - = |
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; W 4 4
el o 0o -2
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2 4 T
0 0 -7 7
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8 24 0 1
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1
0
-6x] 12
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16
L
0 0
0 0
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I? L
16 4
P
0 0
1 0
4 12
L I
4 16
r r
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kll klz k13 k14

[k ]= k21 k22 k23 k24
) k31 k32 k33 k34
k4l k42 k43 k44

L2 ( )
ko =EI | _1_3_(___‘}§+193xJ+1_? _14421x+5763x "
[ L
48x 192x%[2
—_—
2 ar

12

L
16| 144x*  576x° |2

= EI +
r| 222 30|

0 0

llz( 481 1—9-2—-L—J 16( 144 ﬁ_L_)J

=El|-=|-=Z4 | =
P\ P2 2004) O 24 308

96EI

24 24 96 4
kl2 =L—2EI k23 =“‘FEI kl3 =—‘EEI k24 =zEI

24 96 24 24
k14 =FEI k33 =—L—3EI k21 =Z2-EI k34 =—-i2—EI
ky, ey Ky =-1-i6—EI

96 24L -96 24L
- BI| 24L 812 -24L 4L
TP 96 -24L 96 —24L

241 42 -24L 16I°

Eleman rijitlik matrisi elde edilmigtir. Eleman geometrik ylik matrisinin bulunmasi;

W =a, +2a,x +3a,x



{8}=[Gla} .

{8}=[cIBka}

[ne]=Lf[B]T (6] [c]Bke

1 0
2l 0 1
[, ]=
ol 0 0
0 0
) ( 24 +4s 2)
2 p

0 (l—-fi -|~12 2)
L I?

24 48 48 96 72 144
0 (Bx-B2) (Be-Be] (T
0 (—ix+£xzj (—Ex2+%x3) (—1—2—x3+£x4j gy
i LT L I L L
By My My By
[”’e]: Ry Ay Ry By
Ry Ay Ny Ry
Ry Ny By By
Ll 12( 48 , 96 16( 72 , 144
n,= ||- 2+ x3)+——( =x 4) dx
11 6[[ LZ( L2 L3 L3 L2 L3
[ L L
12| 48x* 96x*2 16 72x 144 x°|2
="zt e g tEl T R
3 L4, |24 L5
12 48P 9 I') 16( 2L 1440\ 12
T R R A T R AT
| L 3L 8 4I°16) L 417 16 5L 32 5L

48 ,
-+
2x

16x +24x3) (3)52 24x +36x4)
L ? L I?

76

+L3

9

1
[0
0
1 2
Ny b1 2x 3x ]_1_2
2 I?
| 3x 1€
r
x3j (—%f +L4ix4]

[G]=]0.1,2x,3x*]

0 0
0 0
2 2
I? L
16 4
T
0 0
1 0
4 12
L I?
4 16
r
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e =L n =L

12 10 23 10

“_E n —--£~ n ——1— j73 _i
) A #*60 210 ’ * 10
o= L _12 1 1
710 ’ B ’ 2715 ’ %15

2 L 12 I
5 10 5 10
L ! L I
[+]=L/ 10 15 10 60
Tl 12 1 12 L

L r L I

Eleman rijitlik matrisini ve eleman geometrik yiik matrisini gevirme matrisleriyle

carparak sistem rijitlik ve sistem geometrik yiik matrisini hesaplayalim.

v o X o
|

q E}
Dl, D, D3, Dy Ds, Ds

=D, @ ds=Dy d=Dy @ ds=Ds

e I ()

di=D, ds=D; di=D; ds=Ds
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Birinci eleman igin gevirme matrisi :

}[00100004

}

001000

0
0001O0TO0

1 0000

|

D,
D

6

0010 0 0]|D,
0001 0 0D,
00001 0fD,
000001

Ikinci eleman igin ¢evirme matrisi :

01 00O0O0

[Cal

|

d
d
d
d,

1

001000

0 00100

000010

0 000 O01
[Cel ]T [k e ICel ]

|

Sistemin rijitlik ve geometrik yiik matrislerinin hesab;

[c..]
[X..]



1000
01 0 09 24L -96 24L 1 0©
X ]=ﬂ° 0 1 0f[24L 8I*> -24L 4 |0 1
U100 0 1)-9 —-24L 96 -24L|0 0
0 0 0 0[24L 4> -24L 16I* |0 ©
00 00
[ 96 241 -96 24L 0 0 |
241, 8I* -24L 4D 0 0
EI| -96 —-24L 96 -24L 0 0
[Ke‘]zF 241 A} -24L 160> 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
[Ke2]= [Ce2 ]T [ke ICeZ]
[0 0 0 0]
000 09 24L -96 24L70 0
Ik ]=§£1 0 0 0f24L 8I> -24L 4I* [0 0
201 0 0)|-9 -24L 96 —24L[0 0
0 0 1 0)|24L 4L) -24L 16I* [0 0
0 0 0 1]
[0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
EIl 0 0 96 241 -96 24L
Le | o 0 241 8I* -24L 4P
0 0 -96 -24L 96 —24L
0 0 24L 4 -24L 160* |

[N el ] = [Cel ]T [”e ICeI ]
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O e OO

O O O =

- O O

oo = O

S O o O

S = O O

o O O O

-0 O O



10 0 0] %?’ f% ‘“%?
0100 7 p ]
v, =10 1 %0 15 10
“Ljooo 1| 12 I 12
0000 5 10 5
0o0o0of L _L _L
- 110 60 10
2 L 12 L
510 5 10
L L L I,
10 15 10 60
2 I 12 I
e
v]=1 5 10 5 10
Lo Lo
10 60 10 15
o 0 0 0 0
o 0 0 0 0

v.]=[c.[ln]c.]

0 0 0 0] %?‘ jé; ._Jéi

o000l 7 2}

w,1=4! 99 %10 15 10
“TLjo1o0o0f 12 L 12
0010f 5 10 s

000 1| L _L _L

- 170 60 10

S O = O
o = O O
- o O O
S O O O
S O O O

S O O -
O O = O
O = O O
Ll =B e B e
oS O O O
o O O O




Wal=1

Sistemin rijitlik matrisi :

[K] =[x, ]+ [Ke2]

-

96
24L
~-96
96L

0
0

24
8I?
—24L
817
0
0

—-96
—24L
192
0
-96
24L

Sistemin geometrik yiik matrisi :

[N]=[Nel]+[Ne2]

]

24L
ar
0
2417
-24L
417
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0
0
-96
—24L
96

0
0
24L
417
~24L

~241 16I*



=0 dan; (x]-P[N]D}=0
oD
96 24 -96 24L 0 0 D]
24L  8I* -24L A4’ 0 0 (D,
EI| -96 -24L 192 0 -9 24L | D,
| 96L 8I* 0 2417 -24L 4I* || D,
0 0 -96 -24L 96 —24L| D,
0 0 24L 4} -24L 16I’ || Dy
2 o1 2L .,
5 10 5 10
L L L L 0 0o [D
10 15 10 60 D
12 L 24 12 L |~
1175 16 5. % % plip
_pll 5 10 5 5 10 |5
Ij L L o 2 _L _L|b,
10 60 15 10 60 | D,
o 2 L 12 _1j,
5 10 5 10 -
0 L L L r
I 10 60 10 15 |
Sinir sartlar1 ve kritik yiikiin hesabs;

Deplasman parametrelerinin stfir oldugu yerlerde satir ve siitun silinip bir konur.
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x=0¢‘a ; w=0— D=0
x=0‘a ; w'=0—> D,=0
x=L‘a ; w=0— D;=0
x=L‘a ; w=0—-D,=0
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1 0 0 0 0 o [o
0 1 0 0 0 oo
EI| 0 0 192 o0 0 0 |D;|
Lt o 0 0 24 0 0 | D,
0 0 0 0 1 0o | o
|0 0 0 0 0 1 0]
1 0 0 0 0 0
6 1 0 0 0 o0/[o0]
0
1|0 0 24 0 0 0 | p
-P- 5 *1=0
2
Lt 0 2L 0 0 | Ds
15 0
0 0 0 0 1 0 | 0]
0 0 0 0 0 1
B J

(A) determinantini sifir yapan kritik yiikiin bulunmas;
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(Bim-22)
A= L L5 -0

0 24EI 2PL)

L 15
2

0,64P>I2 —140,8 PEI + M =0

40E1 4n*EI _ 39,4784E]
sonlueleman L kesin ¢oziim L L

Hata oran1 % 1,32 ‘dir.

4.5.2 Dort Parcaya Biliinerek;

Daha once, boliim 4.2 ‘de ornek olarak gubuk doért pargaya bélinmiis ve sonug
olarak P, ytikd,

39,766 EI Ax?El _39,4784E1
B, = 2 B, =TT = 2
sonlueleman L ke sin ¢oziim L L
olarak bulunmugtu.

Hata oranm1 % 0,73 “dir.

45.3 Alt1 Parcaya Biliinerek;

Daha once, boliim 4.4 ‘de alti pargaya béliinen degigken kesitli gubuk sistemi

denkleminin kontrolii amaciyla, I, ve I, degerleri egit ahnmig ve sabit kesitli, iki ucu

ankastre gubugun P, yiikii,

P _ 39,54E1

kr 2
sonlueleman L
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olarak bulunmugtu.
Az*El  39,4784EI
B, == 5
kesin cozam L L

Hata oranit % 0,158 ‘dir.

4.5.4 Sekiz Parcaya Biliinerek;

P l I I

EIl

N et

8" sl st L L2

10,0 0,6

| | | 6
2 A B C D E F G H L
s 1 s L L2
L
04 0s
A B
| l
$ Wa Wwa i
% %
A g A

A(0,0) , B(L/8,0)

_ 2 3 . 2
w=a, +a,x+a,x" +a,x° , w=0=a,+2a,x+3a,x
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2 3
d, =w,=wx=0)=a, ) da=WB=W(x=’§)=al+‘12£+a3—+a45LH

: (. L L I?
dy=6,=w(x=0)=a, , d4=93=w(x=-§)=a2+2a3—8—+3a4gz
1 0 0 0 1 0 0 O
4, a,
4| o 1 0 0|, - 0 1 o0 0 o
o |, L L L |a L, L I D | 09
d, § 64 512||q, 8 64 512
o 1 L 3L o 1 L 3¢
i 4 64 i 4 64
[B_AayA
4
1 0 0 0 0 0
L @ r r 142 r r
4, =2 = == A, =(-D"1 = =d=0
n=1) 8 64 512| 4096 w=(1) 64 512
, L o L 3L
4 64 4 64
0 1 0 0 1 0
L D 32 L I*l L
A =11 = === 4, =(-D"1 Z ===
o =) § 5120 64 « =D 8 64 4
0o 1 L o 1 £
64 4
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0 0 0 1 0 0
L r@ rr r I
A =_12+l_ = Zl=0 Y =_12+2 1 Z 2=
n=(1) 8 64 512 2 =(-1) 64 512| 4096
;L o3 o L 3
4 64 4 64
1 0 0 1 0 0
L I I L I} I?
A =_12+3 1 el il P A =_12+41 = ot D
»=1) 8 5121 256 2 =(1) 8 64 64
o 1 3] o 1 £
64 4
0 0 0 1 0 o
4, =M1 0o ol=0 4y, =170 0o o0]=0
A o L 3¢
4 64 4 64
1 0 0 1 0 0
312 L
A, =170 1 o |=22Z 4, =(=1V"*lo 1 o|l=-2Z
33 ( ) ) 64 34 ( ) 4
0 1 & 0 1 £
64 4
0 0 0 1 0 0
A=D1 0 o]=0 o =CD)"10 0  o0]=0
L I , oL
8 64 512 64 512




4, =11 0

Adid =

.
l81= 2=
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Sekil fonksiyonlarini hesaplayalim,

[V]=p()[B] = [.x.5.* [B]

0 0 1 0 0
Lool=-E 4 =1)"0 1 o0 L
512 “ 64
L I . Lz
8 512 8 64
2 r 4
o 3L L L 0 0 0
64 4 4096
! ) 54 I? 0 I 0
4096 256 64 | _ 4096
0 3 L 3 r o3 I
64 4 64 256 64 512
o L L L r L I
512 64 4 64 4 64
4
L 0 0 0
4096 f
1 0 & 0 0
4096
I |3 r 32 I
4096| 64 256 64 512
L L I
4 64 4 64
0 0 0
1 0 0
6 12 8
L I? L
64 1024 64
r r r
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1 0 0
2 3] X : ’
LRSI B R 12 16 192
r L
1024 64 1024
r rr T

192x%  1024x°
+

Nl = 1 - L2 L3 2 N3 L2
2 3
N2=x—-16x 642: , N4——~§-x2+
L L L
Eleman rijitlik matrisi :

L/

5 = f[EI(w”)2 ~P(w')2]a!x

0

Matris formda yazalim.

L/8

5 = J{S}T[D]{E}afHLf{ﬂ}T[No]{ﬂ}dx
57" =¥ [k. Y} - Plaf [n. o)
{af [t Ya}= Eff(w")zdx

L/8

AdY [n Y} =-P J(W')zdx

s'v* ={dy (k. ]+ aln. Dia}

_192x? _ 1024x®




w' =-2a, —6a,x

fe}=

[Fla} -

e}=[FlBla} .

I ]- Eff[zer [ [F 1Bk
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[F]=1[0,0,-2-6x]

L/8

, [H]=EI 6[[F]” [Flax

1 o 192 1024 ) 0 0
A AR 0
Lig| 0 1 —% % 0 0 1 0
ch]:EIJ. 195 do24| 20 0 28] 1 6 1
o o 0o == X 2 16 12
b5y L -6x % L I
o o -3 57 lo4 64 1024
B L 2 WE 2 3
113 %-33;? 0 1 0 0
[ke]=E10j 384 6144 [0 0 -2 -—6x] 2 16 12 s
L I 2 L I L
16 384x 1024 64 1024 64
| L L2 B | L3 L2 L3 L2 i
A 768 12288x  2304x 36864x> |
0 - 12 + Ia 7 + Iz 1 0 0
2
8|0 0 _ﬁ+76§x __19ﬁ+230421x 0 . .
[k.]=E1 | L L Lo 2o o
olo o 768_12288r 2304x’ 36864x” | 192 16 192
r r I? r I? L IR
0 32 768x 96x  2304x% | 1024 64 1024
° % T T Lrr r
kll k12 k13 k14
[k ]_ k21 kzz k23 k24
’ k3l k32 k33 k34
k41 kp kg ky
L/8 5
k, = EI I _1922(_ 7628+122§8xj+1034 _23024x+368634x e
J| P\ L L L J7 J
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[ L L
_ | 192| 768x  12288x%(F 1024| 2304x’  36864x°[%
|z 2 || | 2 3¢ |
_ EI'_ 192( 768 L L1228 1) 1024( 2304 * 36864 L°
| P\ 8 2P 64) L'\ 2’ 64 3L 512
_ 6144E1
==
384 384 6144
ku =7EI k23 = ——iz—EI k13 == L3 EI
384 6144 384
k14 =?EI k33 =TE] k21 =‘—L-2—EI k34 =
32 32
k=B ky =—EI
6144  384L —6144 384L
[k,]= ZL| 384L 32 -384L 16I
L] -6144 -384L 6144 -384L
384L 161> -384L 320’

Eleman rijitlik matrisi elde edilmigtir. Eleman geometrik yiik matrisinin bulunmas;

w =a, +2a,x +3a,x”

{8}=Icla} .

In.]- LﬁBr 6] [ 18k

{8}=[c15]4}

b

[G]=0,1,22,3%*]
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Lo Sl 1o i 0 0 o
L L "0
Lis{ 0 1 ~% % 1 0 1 0 0
bl fl 0 s f]a ] e 6 o s
2 B 352 L2 L ? L
. 0 ~ §_ ﬁ L 1024 ﬁ 1024 ﬁ
i L L2 i L L3 L2 L3 L2 -

1
]

( 384 3072 2) (_768x2 6144 3] [ 1152 5 9216 4J“
? R I
0 [1-32x+1—9-2—x2) (Zx—%xz %9] (3 B Pl 4] o 1 o o
0 (384 3072sz (768 2 6144 3) (1152 3 9216 4) _192 16 192
12 L
16 192 , 32, 384 485 576 . 1024 64 1024 64
0 -——x+ x —_x +_‘Tx +L2 x

T L L L3 L2 L3 LZ

o192 768 , 6144 ) 1024 1152 , 9216 ,
| X X (| X x| |dx
L L I L J7 i

&
8

1152 x* 9216 %°|
4 I 5|

192
LZ

_768x_3+6144x4| 1024_
3 D 4]’

_|_192(_768 I 6144 L' ) 1024( 1152 L' 9216 I° )]_48
I\ 312512 4L 4096) L[\ 4I° 4096 5I° 32768)| 5L

n. =L I
210 ’ 2710

——ﬁ n “—L— n "—l— n —_i
) A #7940 210 ’ 10
“ 710 ’ 351 ’ 260 ’ “ 60
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L 48
T
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60 10
I
0 5
Lo L
240 10

L
10
LZ
240
_L
10
L2
60

93

Eleman rijitlik matrisini ve eleman geometrik yiik matrisini gevirme matrisleriyle

carparak sistem rijitlik ve sistem geometrik yiik matrisini hesaplayalim.

@ |

©_|

o 7

N
N\

y @
N

Dy, D;

d,=D,

D3s D4

®

D59 D6

di=Dy

d2= Ds

di=Ds

d2= D4

D7, Dg

@

Dy, Dy

ds=Ds

d1= D3

dy=Dg

)

d3=Ds

ds=Dxo

di=Dy

d3= D9
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D,
D,

0010000000
looo1000000
1o o0o0100000

00000710000
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|

}

0000100000
0000010000
0000001000
000000O0T1TO00O

|

[c.]

Birinci eleman igin gevirme matrisi :
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0100000000
001000000 0D,

000100O0OCO0CO0O
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— o
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d
d
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D
D
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Ikinci eleman igin gevirme matrisi :
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Dérdiincii eleman i¢in ¢evirme matrisi :
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[Nel]=z
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0 0 0 0

V.l=[c.Tn]c..]
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8 L 8 1L
5 10 5 10
L L L
10 6 10 240
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0 240 10 60 |
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84 L 48
s 10 s
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Sistemin rijitlik matrisi :

[K]=[K ]+ [K ]+ [K o ]+ K]
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Sistemin geometrik yiik matrisi :

[N]=[Nel]+[Ne2]+[Ne3]+[Ne4]

_48
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384L
1612
0
6412
—-384L
1617
0
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0 0
0 0
—6144 384L
—~384L 1612
12288 0
0 6417
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0 0
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10 240
2%
5 2
o L
30
a8 L
5 10
L _r
10 240
0 0
0 0

(x]- PIND{D} =0

0 0
0 0
0 0
0 0
—6144 384L
-384L 1612
12288 0
0 6412
—6144 -384L
384L 1617
0 0
0 0
0
0 0
8 L
5 10
Lo
10 240
%
5 2
o L
30
48 L
5 10
L
10 240

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-6144 384L
—384L 1612
6144 —384L
—384L 3207 |
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
8 L
5 10
L
10 240
48 L
5 10
L
10 60 |




[ 6144 3841 -6144 384L 0
384L 32I* -384L 16I* 0
—~6144 -384L 12288 0 —6144
384L  16I° 0 641> -384L
EIl 0 0 —6144 —384L 12288
Il o 0 384L 1617 0
0 0 0 0 -6144
0 0 0 0 3841
0 0 0 0 0
|0 0 0 0 0
8 L s L
5 10 5 10
L L _rr
10 60 10 240
48 L % 0 8
5 10 5 5
L I r L
10 240 30 10
| o 0o ¥ _L 9%
pl 5 10 5
Ly 0 y e
10 240
0 0 0 0o B
5
0 0 0 0 Ny
10
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Sinir gartlart ve kritik ylikiin hesab;
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0 0 0
0 0 0
384L 0 0
1617 0 0
0 —6144 384L
641> —384L 16I°
~384L 12288 0
1617 0 64
0 —6144 —384L
0  384L 16I°
0 0 0 0
0 0 0 0
Ly 0 0
10
240
o B L
5 10
oL _r
30 10 240
L %, 48
10 5 5
Lo, £ _r
240 30 10
48 L 48
0 -2 = 2
10 5
o L L L
10 240 10

x=0°a ; w=0—> D, =0

x=0°‘a ; w=0—-D,=0

x’:é ‘de M W'=0—>D10=0

0 0 D]
0 0 |D,
0 0 | p,
0 o |D,
0 0o | D,
0 0 | D
—6144 384L | D,
—384L 16I* || D,
6144 -384L| D,
~384L 32I* || D, |
.
0
0
o | D]
DZ
0 | D,
D,
0
o |~
0 6
D,
L | b,
122 D,
—% | Dy |
L
10
L2
60 |

Deplasman parametrelerinin sifir oldugu yerlerde satir ve stitun silinip bir koyarsak;
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0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 12288 0 6144 384 0 0 0
0 0 0 641> -384L 16I° 0 0 0
_El 0 0 —-6144 -—-384L 12288 0 -6144 384L 0
r 0 0 384L 1612 0 64> -384L 16I° 0
0 0 0 0 —6144 -384L 12288 0 — 6144
0 0 0 0 384L 1617 0 641> —384L
0 0 0 0 0 0 ~6144 -384L 6144
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 26— 0 —ﬁ —L— 0 0 0
5 ) 5 102
o o o L _L L 4 4
30 10 240
i 0 0 48 L % 0 8 L 0
pl 5 05 i 510
L o L L 4 L L I
10 240 30 10 240
0 0 0 o B _L % o -2
5 1(2) 5 ) 5
0 0 0 0 AW gy
10 240 30 10
0 0 0 0 0 o -8B _L A
5 10 S
0 0 0 0 0 0 0 0 0
E—f(lzzssz)3 —6144D, +384LD6)—P1 2§D3 -ig-D5 +£D6 =0
L L5 5 10
2 2
El (62D, 384D, +1612D, )~ P~| £ p, - L p, - L p |=0
L L{307% 107" 240
—‘?31 —6144D, —384LD, +12288D, —6144D, +384LD,)
L
-pl —igD3—-£D4+2-6—D5—ﬁD7+£D8J=O
L\ 5 10 5 5 10

S O O O O O O O o O

¥

L

owbmbqbabub&bwb S o

N |

L
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El
—LT(384LD3 +161°D, + 6417 D, —384LD, +161°D;)

2 2 2
pMLp B B Lp E L0
L{10 240 30 10 240

% - 6144D, —384LD, +12288D, -61441)9)-%(-1‘;@ —%Ds +95—6D7 ——475§D9) =0

EI P(L I? I? L o
L\10 s

-LT(384LD5 +16I2D, +64L°D, -384LD9)——(——D5 ST R

EI 48 L 48 Dg) -0

1
—5(-6144D, -384LD, +6144D9)—Pz(~?D7 TR
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4.5.5 On Parcaya Biliinerek;

EI '

vV VvV Vv IV
e’ g e L’ L

L2

00,00 06

7
ﬁABCDEF.

ASNS\N

vV Vv VvV
16" Lo’ Lad” Lie? L

L2

6a
A

|
v ia

N

%
T 1o 7

A(0,0) ,

= 2 3
w=a +a,x+ax" +a,x°

d=w, =w(x=0)=a1

dy=0,=w(x=0)=a, , d,=0,

V& r
, dy=wy= (x=—)=al+a2—+a3——+a4

B(L/10,0)

W =0=a,+2a,x+3a,x°

100 1000



A

S

4, = (" 1)1+1

4y =(-1)"

4, = (" 1)2+l

A23 — (__ 1)2+3

100

0
4
0 |lq,
r P |la
100 1000 || 4
ar |
100 |
0
JA It
1000 10000
3
100
0
|
1000, 100
3L
100
0
L3
1000
3
100
0
L3 L3
1000] 500
32
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1 0
0 1
1 L
10
0
4, = (_ l)1+2
A= (1)
Ay = (_ 1)2+2
Ay = (_ 1)2+4

0
LZ

100

L

5

~ 10000

0
L3
1000
i
100

&
W |t~

100
L

5

0

L
10

1000 10000
312

100

0
r| r
100| " 100




A31

(_ 1)3+1

A33

(_ 1)3+3

A4y = (‘ 1)4+1

Ay = (‘ 1)4+3

L4
10000

Adid =

109

0 0 1 0 0
0 0(=0 4, =1%o o 0]=0
L o3 o L 3
5 100 5 100
0 0 0 0
317 344 L
1 0|== A, = (-1 1 0|=-Z2
|- =) 5
2 | L
100 5
0 0 1 0 0
0 0 (=0 A, =(=1)"* 0 0 0 |=0
rr r r r
= 1 =
100 1000 100 1000
0 0 1 0 0
L3 4+4 L2
0 |=- A, =D"0 1 o=
1000 u=01) 100
L I , L
10 1000 10 100
2 T 4
o L L L o 0
100 5 10000
r r I r 0 0
10000 500 100 | _ 10000
0 i L ) 3 D
100 5 100 500 100 1000
o L | |L I 1L I
1000 100 5 100 5 100
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4
L 0 0
10000
L 0 0
[Bl=494__1 10000
lq4 | 32 £ 3 L
10000{ 100 500 100 1000
r L
5 100 5 100
1 0 0 0
0 1 0 0
PE 50 20 a0 1o
I’ L I* L
2000 100 2000 100
L3 L2 - L3 L2
Sekil fonksiyonlarim hesaplayalim,
[v]= BB = L.x,x*,x* [ B]
1 0 0 0
0 1 0 0
— 2 3
[Nl,Nz,N3,N4]—[l,x,x ,X ] 300 20 300 10
I L )5 L
2000 100 2000 100
L r P I
2 3 2 3
N, =1- 30L02x N 202?:: , N, = 301(;x _ 202?x
2 3 3
N, = _20x +1002x ’ N, __10 , 100x
L L

L
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Eleman rijitlik matrisi :

L/l

5V = ﬂEI(w")2 —P(w) Jix

0

Matris formda yazalim.
L/10 r L/10 r
s = [lef [Dfelax+ [{BY [V, Klax

5% ={a}'[r. Y}~ Pla}' [n, Ja}

L0

{af [k.Ja} = E1 oj(w”)zasc
¥, Hd}=—P"j‘iw')2asc

8 ={d}' (k.]+ Aln, Dia}
w"=-2a, —6a,x

El=lrlat - {E=lrIska} .  [Fl=[o02-6x]

L/10

Ik ]- EfﬁB]T [T [F]Bke . bl [T
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1 o 300 2000 [ 0 0 0
I? A 0
Lo 0 1 -% 1}%0- 0 0 1 0 0
]=2r | 300 2000] o0 0 "2 =6 300 50 300 10 [®
o| 0 0 — T i R e
L 2 |-6x L L L L
o o _lo 100 | 2000 100 2000 100
L L L2 B L3 L2 L3 L2 ]
6LO20 122(3)03&3 1 0 0 0
L/10 %—62(2)35 0 1 0 0
=51 1) 6o 2000 © © 2 76 a0 w0 a0 w0 [
I r I? L I’ L
20 600x 2000 100 2000 100
| L I? i | I? )5 J A
(o o _1200 24000x _3600x 720005’ | 7
T i o 1 0 0 0
wolo o sLo 12L020x 242):: 360Lgx o | o 0
le.]=£x J o o 1200 24000x 36005 72000 | 300 20 300 10 &
Z 2 D Ji L 12 L
o _40 3600x 120x 3600x2 | 2000 100 2000 100
0 ——Z 2 —T+ 7 i I3 2 3 I2 ]
kll k12 kl3 kl4
[k ]= k21 k22 k23 k24
¢ k31 k32 k33 k34
k4l k42 k43 k44
Lo 300 1200 24000xY 2000( 3600x 72000x>
=E I Rl = = 3 dx
; I L I I
L L
300| 1200x = 24000x°[1©  2000| 3600x = 72000x[©
=El\ -— -+ 3 T 7t 3
| L 2 |, L 2L 3P |,
L
[ 300( 1200 L 24000 I? 2000( 3600 I* 72000 I*
=El ~— |~ 1yt 57 R R = 317
i r\ L 10 2L 100 L 27 100 3L 1000
_ 12000E1

L3
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600 600 12000 20
klz = FEI k23 = '—‘L—ZEI kl3 == L3 EI k24 = ‘TEI
600 12000 600 600
k14 = FEI k33 = L3 EI k21 - —E—EI k34 = —FEI
40 40
2 “r

12000 600L —-12000 600L

[k ] _EI 600L 401> -600L 201’
° [’{-12000 -600L 12000 —600L

600L 20I —600L  40I7

Eleman rijitlik matrisi elde edilmigtir. Eleman geometrik yiik matrisinin bulunmasi;

W =a, +2a,x+3a,x’

pi=lola} . {B}=lcIBla} .  [6]=lr2x3x’]

L/10

[n.]= OI[B]T 6] [c1Bkx

1 o 20 200 1 0 0 0
I? 3o 0
L/10 0 1 —% % 1 0 1 0 0
— 2
e e ) £ et N N T
0 o 1o 100 2000 100 2000 100
! L 2] L3 ? )54 |



6000

L
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3) [ 1800 5

_ 1200 24 12000 18000

"
T

0 600
L2 L3 7 L3 L3 0
40 300 80 600 120 900
0 (1——L—x+L—2x2) (2x——L—x2 —2x3) (3 x4+ 4) 0 1 0
600 6000 2 1200 2o 12000 3 1800 e 18000 o 300 20 300
0 |—Zx—— 2 T2 T T
L L L L L
0 20 300 , 40 , 600 s 60 5 900 4 2000 100 2000
] ——Z-x+—LTx —-—L—x L—zx —Tx +—2x L3 L2 L3
By By Pz By
[ ”e]= By Ry Ny Ny
Ry My Ny3 Ny
Ry Ry Ry Ry
L/10
n, = J' _3020(_12(2)0xz+120300x3)+20§)0(_18(2)0x3+180300x4] ”
; L L L L L L
L L
300 1200 x° 12000 x*{1* 2000 1800 x* 18000 x°|1©
o R s t—0 N T
L I’ 3 L 4 L L’ 4 L 5|,
_|_300( 1200 £’ 12000 L' ) 2000( 1800 L (18000 2 3| _
I? 317 1000 41} 10000 yoy 4717 10000 5I° 100000
=L o= L
210 ’ 2710
_2 poo L 1 1
S A #0300 ° 2710 ’ * 10
oL L2 L WL
1 =70 s n =7 s 2 =g > “ =g

0

0
10

L
100

L2

12

L



n L

10

L I

= =
pl=ij0 7
-12 =

10
L _r

[ 10 300

-12 L
10
L
10 300
2 -k
10
L
10 75
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Eleman rijitlik matrisini ve eleman geometrik ylik matrisini ¢evirme matrisleriyle

carparak sistem rijitlik ve sistem geometrik yiik matrisini hesaplayalim.

@

@ | ®

ok

y O
o

dy=D,

D39 D4

@ de=Dy

{

di=D;

dy=Dg

)

ds= D3

ds=Dg

=

d1= D5

ds=Dy

dy= Do

Ds, Dg

D;,D Dy, D
7, Dg 9, D10 Dy, Biy

dy=Dy @ ds=Ds
d1= D3 d3= D5
dy=Dg ds=Dyo

(I ID
di=Dy ds=Dy

ds=Dy,

—

di=Do

ds=Dyy
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al o o ~+ wy e o o <t

WS

D
D
D
D
D
Dy
D,
D,

© L Dw Du Du_

D
D
D
D
D
Dq
D,
D
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Birinci eleman i¢in gevirme matrisi :

i
|

?

0000O0OO0O0OGOCO

0 00100O0O0OO0OOCGOO

1

1 0000O0O0COCOOO0OO
0

01 000O0O0OO0CO0OGOCOO
1 000O0O0O0O0OODO

01 000O0OO0UO0OOTO0TO0OQO
00100O0O0O0OO0OOGOO
0001 0O0O0OO0OO0OO0OOOUO
001 00O0OO0OO0OOOTOO
0001 0O0O0OO0ODOOTO0O
000O0O1O0O0O0OO0OTO0OO0OO
0000O0T1O0O0OO0OOOCO0OQO

Ikinci eleman icin gevirme matrisi :

i

0

1
2

d
d
d
d

o) — L

4
[ el ]
d
d2
d
d4

|
|
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}

00100O0O0OO0OO0OO0OO
0 00100O0O0OO0OO0OO
0000O1O0O0OO0OO0OCO0OO0OO
000O0O0O1O0O0O0OO0OO0OO

|

.. ]

Ucglincti eleman igin gevirme matrisi :

R S
o o o o
c o o o
o o o o
©c o o o
S O O
o o - o
S —~ O O
- o o o
o o oo
o o o o
c oo o
c o o o

l
T NN

|

000O01O0O0OO0OO0OO0CO0OQO
000001 0O0O0OO0OO0DO
0000O0O0O1O0O0OO0OO0OOPQ
0000O0OO0OCCO0OT1 OO0OO0ODO

|

]

C

[

Dérdiincii eleman i¢in gevirme matrisi :

1

D
Dq
D,
D

0000O0O0O1O0O0OGOCO0OO
0000O0O0OO0OCTII OO0O0OO
000O0O0OOO0OO1O0G©O0CTO0
0000O0O0OO0CCO0OOT1O00 0

1
3

d
d,
d
d,

'dadqd
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0}

000O0O0O0O1 OO0OO0O0OO
000O0O0O0OO0OT1OOTO0OO
000O0O0OO0OCOOT11O0O0

0000O0O0OO0OO0OO0OT1TO0TPO

Besginci eleman i¢in ¢evirme matrisi :

|

[C..]

!

SIFadede5544
o o o -
O O - O
o - OO
L S = B an T e }
OO O O
O O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
S O O O
o O O O

I

NS

|

0000O0OO0OO0OCOT1O0O0OTP
0 000O0OCO0OOTI11O0DO
0000O0O0OO0OO0OCO0OOT1DPO0
000 0O0OO0OOOOUOI1

[c.T [k.Ic.]

Sistemin rijitlik ve geometrik yiik matrislerinin hesabu;

[Ces] = [

%]
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S. SONUCLAR

Daha 8nceden de bahsi gectidi tizere sonlu elemanlar metodunda, sistemin ayrildig:
sonlu sayidaki elemanin ¢oklugu hata oranini belirgin bir sekilde azaltmakta; bununla beraber
¢bziim stiresi artmaktadir. Onceki bSlimde bulunan hata oranlarindan karsilagtirmali bir
grafiginin ¢izilmesi ile eleman sayisindaki artigla beraber hata oranlarinin nasil azaldigim
gérmek miimkiin olur.

Eleman

Sayis1

Hata Orani

1,32 0,73 0,158 0,051 0,021
(%)

Hata Oran1 (%)

1,32

0,73

0,158

0,051
0,021

Eleman Say.
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Sekil 5.1 ‘den goriilebilecegi {izere sistemin belli sayinn {izerinde elemana ayrilmasi,
hassasiyet tizerinde kritik bir rol oynamamakla birlikte ¢6zlime ulasma yolunda islem
miktarinin artmasina yol agmaktadir. Cubuk sistemlerin elle ¢6ziimlinde optimum sonlu
eleman sayisi olarak bir rakam belirlemek gerekirse, iglem miktari-makul hata oram
kargilagtirmas1 bakimindan alti1 rakami segilebilir. Bu takdirde elle ¢6zlim i¢in hata oranlari
bakimindan oldukga tatminkar bir sonug elde edilmesinin yani sira iglem ¢oklugu, dolayisiyla
sonuca ulagsma zamanm bakimindan elverisli bir yol se¢ilmig olunacaktir. Grafik, alt1 eleman
sayisindan sonra yatay diizlemle arasindaki agiyr g6zle goriiliir bir gekilde azaltmaya
baglamaktadr.

Bir bagka 6nemli sonug ise sonlu elemanlar teknigi ile bulunan Py, degerinin daima,
kesin yontemle (denge yontemi) bulunan Py, degerinden biiyiik olusudur. Bu gibi durumlarda
sonug iistten yaklasik denilir. Sonlu elemanlar teknigi, istten yaklagik bir metot olmas: itibari
ile daima giivenli tarafta olunmasini saglar.
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