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Cesitli bilim dallarindaki diferansiyel denklemler 1i-
neer tiptedir. Fakat modern bilimde her tiir olay lineer olma
0zelligi ile a¢iklanamaz. Bu durumda non-lineer diferansiyel -

denklemlere basvurulur.

Bu denklemlerle miihendisler teorik matematikg¢ilerden
daha fazla ilgilenmislerdir. f1k ¢alismalar Amerika, Rusya

ve Ingiltere'de baslatilmistar.

Non-Lineer denklemler genellikle bilinen fonksiyonlar
cinsinden integre edilemez. Bu nedenle baslangi¢ sartlarina

uygun yaklasik ¢oOziimler bulunur.

Bu c¢alismada Non-Lineer diferansiyel denklemlerde faz

ve genlik metodu incelenmistir.



SUMMARY

Linear Differential Equations is always large studying
subject in different science sections. But in modern science,
some natural events can not be exploin by linear characte-
ristics, therefore necessity to apply Non-Linear differemti-

al equations appeared.

Most of the time The Non-Linear Differemtiazl Egquations
are used by Engineers. The solution methods of this equati-
ons is neglected by the theoretical mathemations. The first

study was started in USA, Russia, England.

That Equations penerally was not integrable as the kind
of the know functions. Therefore, approximate solutions are
found which is appropriate with physical quality of a prob-
lem in that study phose and amplitude methods in the Non-

Linear differential equations examined.



YAVAS DEGISEN FAZ VE GENLiK YONTEMI

}.X5 Cirie
Bir non-lineer diferansiyel denklemin ¢&6ziimii,
y=A(t)sin [wt+p(t)] (Y1)

seklini aldigi =zaman bilinen yaklasim yoOntemi non-lineer
denklemlere de uygulanabilir. Burada A genligi ve faz ag¢isa
t nin fonksiyonlaridir. w a¢isal frekansi ile mukayese edi-
len, A ve V’nln degisim orani ¢ok kiigiiktiir. Bazi durumlarda
A(t) degisken fakatsﬂ(t) sabit olabilir. veya bunun tersi de
olabilir. Bir kisa zaman araligindan sonra A(t) uygun bir sa-
bit olabilir. Yani, t-» giderken A(t), bir a sabitine veya

sifira asimtotik olarak yaklasabilir. Buna
-Kt .
I=Ioe sin(wt+p) (1.2)

bagintisiyla verilmis olan akim ig¢indeki LCR lineer elektrik
devresinin serbest salinim fonksiyonu bir O6rnek olarak veri-

lebilir. Burada ¥ sabit bir faz a¢isi oldugunda t+» giderken

A(t)=10e'Kt->o

olurs
§+eg(y,y)+m2y=0 €1.3)

seklindeki bir diferansiyel denklem go0zdniine alalim. Burada
€g(y,y) nispeten kiiciik non-lineer terim olup, g fonksiyonu,
y,§ nin bir fonksiyonudur. ;, y nin zamana gore birinci mer-
tebeden tiirevidir. (1.3) diferansiyel denklemindeki non-line-

er terim ihmal edilirse, (1.3) denklemi

y+wly=0 (1.4)



seklinde bir lineer denkleme indirgenir. Bu denklemin genel

¢ozimi; Al’Bl keyfi sabitler olmak ilizere

coswt+B.sinwt 1%

Sl 1

seklinde yazilabilir.

Bir anlamda (1.5) fonksiyonu bir ilk yaklasim gibi ka-
bul edilebilirse de bu fonksiyon non-lineer olmayan bir

6zellige sahiptir. (1.5) bagintisa A=(A2+B2)1/2 ve}ﬂ=tadq(f¥)
1 Pt B1

olarak seg¢ilen keyfi sabitler olmak iizere (1.5) bagintisi

(1.1) seklinde ifade edilebilir x=(wt+y) alinirsa ¢oziim,

y=Asinx (1.6)

selelini alxr’,

y=Awcosx k1)

olur. Simdi de A ve ¥ nin t ile yavas yavas degistigini ka-
bul edelim. Bu halde (1.6) bagintisindan t ye goére tiirev
alinirsa
y=Asinx+A(w+)cosx (1.8)
elde edilir. y nin (1.7) bagintisindaki degeri (1.8) bagin-
tisinda yerine konursa
Asinx+Aﬁcosx=0 £1.9)
elde edilir. (1.7) bagintisinin t ye gore tiirevi alinirsa
y=Awcosx-Aw(w+p)sinx (1.10)
bulunur. (1.6), (1.7), (1.10) bagintilari (1.3) diferansiyel
denklemine gotiiriiliirse
. : €
Acosx-A¥sinx=- § g(Asinx,Awcosx) £1.11)
olur. (1.9) bagintisi sinx'le (1.11) bagintisi da cosx'le
carpilair ve toplanirsa

£

A=- — g(Asinx,Awcosx)cosx ¢1.312)

elde edilir. Bu defa (1.9) bagintisi cosx'le (11) bagintisi-

da -sinx le ¢arpilir ve toplanirsa



vy €
¥ = g 8(Asinx,Awcosx)sinx (1.13)

bulunur. Hipotezlere gore %%—peryodu ig¢inde A ve Q fonksi-
yonlari ¢ok kiigiik degisimler yapar. Bu ¥Y=wt nin 27 peryoduna
karsilik gelir. Y de bir 27 peryodu iizerinde A ve @ nin. or-
talama degerlerinin, diigiiniilen yaklasimin derecesine uygun
oldugunu varsayiyoruz. Bu taktirde (1.12) ve (1.13) baginti-

larindan A ve Y nin ortalama degerleri olarak

. 2‘"
A= - 5%6 / g(Asin¥,Awcos¥)cos¥d¥ (1.14)
o
X 5 2m
Y = f}&l(! g(Asin¥,Aucos¥)sin¥d¥ (1.15)

bulunur. x=@t+Q oldugundan

i
g(Asin¥Y,Awcos¥)sin¥dV¥ (1.16)

£ Iz

b
o

olur. Sakistirilmis kuvvet yada yay kontrol kuvveti yz,y3,..
iin terimlerini kapsadigi zaman A etkilenmez; c¢inki (1.14)
bagintisina karsilik gelen integraller sifair olur. bu terim-
ler Y yi etkiler. Bundan dolay: karsilik gelen integraller
sifir olmaz. Buna benzer olarak ¥, iz sOnim terimleri A y1
etkiler fakat 2 yi etkilemez. O halde ilk yaklasimda non-li-
neer kontrol terimleri frekansi etkiler fakat genligi etki-
lemez. Oysa soniim terimleri genlifi etkiler fakat frekansa
etkilemez. Daha yiliksek yaklasimlarda bu terimler genlik ve
frekansin her ikisini de etkiler.

1.2. j-e(1-y2)y+y=0  (0<e<) (1.17)
Seklindeki Termiyonik Osilator Valf Denkleminin
Coziilmesi
Burada

2

a(v.&)-—(l—y2)§=-(l—A'ainzx)chosx (1.18)

dir, (1,18) bagantaisx (1,14) bagintisinda yerine koyar, x
yerine Y yasilivsa



- ik

2m

A= £ (14
o}

2

8in?¥)cos’¥dy = % eA(l - 2 4% . 1.19)

e

olur. Siirekli durum etkili oldugu zaman A=0 dir. Salinimin
artmasi siiresince t nin bir fonksiyonu olan A, (1.19) bagin-

tisindan
28k = 7 e4n?a®y = 1 e[u-a%-2)?] (1.20)

seklinde yazilabilir. Boylece

2 2
4 ]_ﬂiéizlli =€fdt+1ogB=log{;—A—i;] =€t+logB (1.21)
4-(A°-2) (4-A7)
veya
2
—A - Be®t (1.22)
(4-4%)
olur. Buradan
et
R T (1.23)
(1+Be® ")
2
elde edilir. Eger t=0 igin A-A° ise B = ‘——AQE— bulunur.
(4-2)
Dolayisiyla bu ve (1.23) bagintisindan
R -
M Age (1.24)
s th
B+ § AjCe™"-1)]
veya
et
-t At (1.25)
[ + 4 A%(et-1)]1/2

bulunur.

Eger t=0 ig¢in AO-O ime A=0 dar., Bu durum salinimin ol-
madigas anlamina gelir., Burada, A°>o iken malinimin dig vasi-
ta ile baglamasiy gereklidir, (1.25) denkleminden, t nin ar-
timy 1le A nin monoton olarak arttifay gorilir ve t*» gider=-
ken en son deper 2 olur, lfer A°>2 oldugu kabul edilivae
genlik azalacak ve t+® giderken A+2 gidecektir,



Yukarida goriilen (1.18) bagintisinda x yerine ¥ yazi-
lirsa ve (1.15) bagintisi godzoniine alinirsa
27

p= - 5= [ (1-A
o}

2.in2Y)cos¥sin¥d¥=0 (1.26)

bulunur. w=1, t=0 ig¢in Y x'in keyfi bir degeri oldugu za-

man

x=t+?% (1.27)
olur. O halde diisiiniilen yaklasimin derecesine gére (1.17)
denkleminin ¢ozimi; (1.1) denklemi ve yukaridaki (1.26),

(1.27) bagintilarina gore

y=A(t)sin(t+p2) (1.28)
bulunur. t>+® giderse
Lee
A e sin(t+F%)
y = —2 <Rsin(t+l)
W T 1/2 . (1.29)
(1 + 7acCe =33

olur.

1.3. a,c,K Sifir Olmayan Pozitif Sayilar Olmak Uzere

?—2K5+ci3+ay=0 (1.30)

Diferansiyel Denklemin Coziilmesi

Bu denklem elektriki olarak ¢alisan bir diyapozonun
titresim denklemidir. -2Ky terimine, bir siiriici kuvvete es-
degerli bir negatif diren¢ ig¢eri sokan bir terim gibi baka-
labilir. Sonra bagslangi¢ cereyani kesilir ve hareket peryo-
diktir.

'§ 1.1 ve B 1.2 deki gibi
cs(y.?)--sK9+cY3 €2.3))

kabul edebiliriz., (1.14) bagintisinda e-w2 alinirsa



& 2 27
bs %ﬁm,g AwcosZ¥dy - o g Ao3costvayY  (1.32)
bin Bb - % cw AdaA(K - % cwr?y (1.33)

bulunur. O zaman A=0 olup hareket peryodiktir. Boylece son

.4

genlik K - cW”A"=0 ile verilmistir. Buradan

ow|w

2K.1/2

2
1~ (1.34)

bulunur. A(t) yi bulmak ig¢in (1.33) bagintisi bir diferansi-

yel denklem gibi ¢o6ziiliir. Boylece p = — olmak iizere
3cw

Pt e %% [p?ata%i5)%) (1.35)

yazilabilir. Dolayisiyla

2
d(A"-p)
2p [/ = 2K [ dt+logB (1.36)
[p2-(a2-p)?]

veya integral hesaplanarak

: p 3
log [———JL-E-] = 2Kt+logB (1.37)
(2p-A7)
bulunur. O halde
2

_—A——f— - pe2Kt (1.38)

(2p-A7)
olur. Eger t=0 oldugu zaman A-Ao oluyorsa

2
i

B = 2
(2p=A7)

olarak hesaplanir. (1.38) bagintisaindan
2Kt

2 X
A .(Z?f:;ﬁﬁ (1.39)

yazilar ve (1,39) bagintisinda B ve p deferleri yerine yazi-
lirsa



2 2Kt
A2 o (1.40)
olur. Dolayisiyla
Kt :
Aoe (1.41)

A(t) = - -
L1+(%ﬁgw2Aﬁ(e2‘t-1)Jl/2

olarak bulunur.

Eger t=0 igin Ao=0 oluyorsa hareket yoktur. Bdylece ca-
tal baslangi¢ aninda harekete ge¢melidir. (1.34) bagintisin-

dan en son genlik

28.1/2

S )( =)

ol urs

Eger AO<AS ise genlik biiyiir oysa A°>AS ise genlik(1.41)
bagintisindaki tanimlanmis tarzda AS degerine dogru azalar.

(1.15) bagintisindan
2m

%f - E%éx / Awcos¥Ysin¥d¥+ Z; f A3w3cos3W51anW =0
7 (1.42)
bulunur. Yani,
V=i (1.43)
ve t=0 ig¢in x in bir keyfi degeri
x=wt+y (1.44)

olur. Bdylece (1.1) denkleminden ve yukaraidaki (1.41),(1.44)
bagintilarindan (1.30) denkleminin bir yaklasik ¢6ziimi ola-

rak

A eKtsin(mt+y )
y =" 8 % (1.45)

[1 (3cw )A i 1)]1/2

bulunur. Saglanan elektrik enerjisi kesildigi zaman, K=0 ve

(1.45) bagintisi t>+ giderken



A sin(wt+}00)

o)
& &, 8 Ehd
(1 + , Cw AOO

y = + 0 (1.46)

sekline indirgenir. Boylece diyapozon hareketsiz hale gelir.

1.4, 2y va by3 Terimleri Nispeten Kiiciik ve a,b,K>O,a>K2
Olmak Uzere
J4+2Ky+ay+by-=0 (1.47)

Diferansiyel Denkleminin C6ziilmesi

2Ky ile ifade edilen terim viscous yavaslatmasina sa-

hiptir. Bu taktirde (1.14) bafintisinda, (u=a1/2 alinarak
2m 2m
s 2K 2 b e
A= S [ Awcos“Yd¥- e [ A’ sin”YcosYd¥ (1.48)

o

yazilir ve integraller hesaplanirsa

ik A (1.49)

bulunur. Buradan

j48 - xfae (1.50)

yazilir ve integraller hesaplanirsa

logA=—Kt+logB1 (15913
elde edilir. t=0 i¢in A nin degeri AO ise
T (1.52)
yazilir. Bu kez (1.15) bagintisina gore
21 2m
3 2K : b i
Y= e £ Awcos¥Ysin¥d¥Y + T £ i 14y " (1.5%)
yazilair ve integraller hesaplanirsa
s 3pA2
o = Y (1.54)

elde edilir. A nin sabit oldugu diisiiniiliir ve integral hesap-

lanirsa



2
' Fhi~t [
P = e Y ¥ £1.5%)

bulunur. Bundan dolay: (1.16) bagintisi ve son bagintiya go-

re

2 4
3bA
x =Hw+ T )t+yg (1:56)

seklini alir. Béylece (1.47) denkleminin yaklasik ¢oziimii
i¢in (1.1) ¢o6ziim fonksiyonunu goézodniine alalim. Burada §%==§

x=wt+Y(t) yerine x in (1.56) degeri yazilirsa

-

-Kt 3bA
y-AOe cos[@+( T )]t ¢1.57)
bulunur.m=a1/2 konulursa ve (1.52) bagintisi kullanilirsa
2 -2Kt
L W3 B i t (1.58)
y=A e cos|a +
0 8 8§
a
bulunur. Bir t aninda baslamis olan hareket ilistel olarak ya-
vas yavas soOnimlenir. Formiildeki e—2Kt den dolayi agisal

frekans i¢in t nin artmasi ile azalir. Bu genlikteki azalma-

ya karsilik gelir.

15,  0+[-2K0+(a]0]0486°03)] 1w20=0 (1.59)

Diferansiyel Denkleminin C6ziilmesi

K6seli parantez ig¢indeki kisimlar yeterince kiigiik ola-
cak sekilde a, B, Y,K pozitif sabitlerdir. Bu diferansiyel
denklem, saptanan bir donatimla uygun bir geminin yuvarlanais
problemi i¢inde meydana gelir ve bu kontrolun fazi tersine
doniistiiriildigiinde uygulanir. Tersine ¢evrildikten sonra ha-
reketin genligi biiyiir, salinim peryodik oldugundan bir en

son degere uzanir. Bu sadece K>0 oldugunda meydana gelir.

2K6 terimi Blé—alé olarak yazilabilir. Eger K>0 oldu-
gunda Bl>a1 ise soOniim negatiftir ve peryodik salinimi siir-

diirmek ig¢in gerekli dengeleyici enerjiye ihtiya¢ vardar.



= 10 =

2n il
N 2k 2 o 2.4 2
A = T /]  Awcos“Vdy- Tre 6/ A“w” |eos?|cos“Yay-
2m 2m
- i%a £ A2w3cosawdw+ 5%5 ﬁ A391n3vcos?dw (1.60)
s 400 A 3 2:2
A=A(K = -3 Bw“A“) (1.61)
bulunur.

A=0 oldugu zaman hareket peryodiktir ve bundan dolay:
(1.61) bagintisa

3 2 LOawA
8 szA “ gz adie K=0 ‘ (1.62)

olur. (1.62) bagintisi ¢o6ziiliir ve pozitif kokii segilirse,

2 -
o g
A= 180 [kl s HTEE /2 ] (1.63)
320
2
bulunur. Eger ZZ£—§K<<1 ise (1.63) bagintisi yaklasik olarak
32a
;16&5 , 272K _ q _ 3K 3543
9Bw 2 4aw .

64

olur. (1.15) bagintisina gore

- 2
= - 2mnA f A 3sinfvay-- % (1.65)
o

bulunur. Giinki (1.59) denklemindeki k&seli paranteze karsi-
lik gelen diger ii¢ integral sifaira esittir. Bdylece sabit

hal siiresince
31A2t
Va - S +P° (1.66)

olur. Burada A sabit olup (1.64) Ddagintisindaki degerine
esittir ve Y% keyfi bir faz agisadar. Buradan da



- 11 -

x=wt+P=( 0 - -—L)t+ 9 (1.67)

bulunur. Peryodik ¢o6ziim olarak

2.2
K
0=(2%)sin [w(l A1t )t+yo] (1.68)
1280w

sonucuna varailar.

Salinimin ag¢isal w =Er(§xé—i]frekan31 A daki biiyliime ile

ile azalar.

1.6. 8§ 1.5 de (1.61) Bagintisiyla Elde Edilen

> 4 awA 3 2
A=A(k - 40wt _ 3 Bufa2) (1.69)

Diferansiyel Denkleminin Coziilmesi

Coziimi basitlestirmek i¢in K=0 alacafiz ve pozitif so-

nimlenen sistem i¢in genligin azalma konumunu bulacagiz.

(1.69) bagintisinda K=0 alainar ve dizenlenirse

dA _ _,2,40w 3 o2
it A" (35 + § Bw™A) (1.70)

bulunur § = %%%aallnlrsa

A .3
4h . - 2 seatan28) (1.71)
yazilar. Buradan
/ _3_AA—-_ - - g am2t+hl (1.72)
A“(A+28)

olur. Bu integral

Ly fellrgy - by 1o /3 o Sy i) - gy
(1,.73)
gseklinde yazilabiliy, Azalmanin baglangieinda egev %?iq i8e,

yaklagik olarak



1. 28 1 G 1 1
—==logl + 5%) ~s = 5= - ) c - - - (1.74)
462 A 28A 462 A A2 26A 2A2
bagintisina sahip oluruz.
(1.72) ve (1.74) bagintilara
L= 3 gy%4n (1.75)
A
sonucunu verir. Eger t=0 ig¢in A=A0 ise B =-JE olur ve
Ao
Ao
A(t) = €1:716)
Fo 2LEREIBYD
(1 + Z Aon t) /

bulunur.

Bu suretle eer sabit hal siiresince K sifir yapilirsa
bu kurala bagli olarak salinim azalair. (1.76) bagintisa Ao
bliyiikliigii genlikteki daha hizli azalmayi gosterir. (1.67)
bagintisina gore salinimin orani A daki azalma ile artar.
Soniimleyici kuvvetlerden ayri olarak, geri getirici kuvvet
ve basit bir salinimin davranis bigimi yercekiminden dolayai-
dir. Sertlik veya kuvvetin tilirevleri a¢isal yer degistirmeye

gore genlikteki artimla azalar.
1.7. Diferansiyel Denklem Sistemlerinin C6ziilmesi

@—b6+c63+a¢=0 £X:711)
?é+b1é+31@=—1<1¢5+1<2¢'3 (1.78)

biitiin sabitler pozitif ve sifirdan farklidir. Bu denklemler
gemi stabilization teorisinde meydana gelir ve problem hare-
keti incelemektir. Eger b=2K ve ¢=y alinirsa (1.77) denklemi
(1.30) de elektrikle beslenen diyapozon i¢in verilen denk-
lemle aynidir. t-+eo giderken, a=m2, b=2K,y%= %}(keyfi) ali-
narak peryodik ¢&6ziim (1.45) bagintisindan bulunabilir. Bu

taktirde



B L W

A=(—£%—)l/2 » Y=pt olmak iizere
3wC
dé=AcosV¥Y (1.79)
K2 :
olur. Genellikle i—-«il oldugundan (1.78) denklemindeki son
15

terim ihmal jedilebilir. (1&79) denkleminden‘p’degeri Gl 780

denkleminde yerine yazilirsa
©+b.0+a 0 =Bsin¥ (1.80)
esitligi bulunur. Burada B=Kan dir.

(1.80) denkleminin ¢Oziimiinde tamamlayici fonksiyon ih-
mal edilebilir. Ciinki t->« giderken iistel sOniimlenmis daire-
sel bir fonksiyondur. O zaman a1=w§, €=tan—1|(wi—ug)/b1w|

olmak ilizere (1.80) denkleminin belirli integrali,
Alecos(W+e)

: [(wi—w2)2+w2b§] 1/2

0= {1.81)

olur. Boylece en son hareket peryodik olup ve peryod %% gir;

Genlik ise

AmKl

2.271/2
b1]

lo_ | tiRE)

gt 22
[(w]-w ) +w
olur.

1.8. Hydro-Elektrik Tesisatinda Dalgalanma

Sekil 1 de, hidro elektrik gii¢ santrali i¢in basit bir
dalgalanma tankinin genel diizenlemesi gdsterilmigstir. Burada
elektrik jeneratdrleri g¢alistiran su; bir tunel ve boru hat-
t1 yardimiyla bir rezervuardan saglanar. Boru hattinin en
diigiik seviyesine yerlestirilen ve arzu edildigi gibi a¢ilap
kapanabilen valflar yardimiyla tiirbiinlere gelen suyun akis
orani kontrol edilir. Fazla miktardaki suyu, vanalar kapa-
t1ldiginda sistemdeki biiylik basing¢ artislarina engel olmak

i¢in dalga tanki tiinelin en algak bOliimiine yerlestirilmistir.



N

Tdrblr Suy, Turbdn agzmin
<= sy — Merkez Cizgki
Sekil 1.

Dalga tanki ile saglanan hidroelektrik sistemin semasi.

Diizenli akis sirasinda tank i¢indeki su sevyesi yukari dogru
ylikselir ve burada basin¢ emniyetli bir de§ere kisitlanmis-
tir. Vanalar acildifinda tankin: icindeki su dasari akar.
Tanktaki suyun artisi rezervuardan saglanir. Her durumda tu-

nelin i¢indeki suyun hizi olan U diizenli durumdadar.

Tirbine giden suyun akisi anindaki her hangi bir degis-
mede tank, tunel ve rezervuardaki degismelere neden olur.
Bu diizgiin olmayan kesite sahip olan U tipiniin bir birlesimi

olarak adlandirzlir.

Siirtiinme hakkinda uyara:

Bir tunelde yada boruda su akisi oldugunda biitiin kesit
kullanilir. Siirtiinme kuvveti suyun akis hizi ile orantila
olacag: deneylerle gdésterilmistir. Demir yada ¢elik boruda

bu siirtiinme kuvveti 2 den olduk¢a az olabilir. Bir beton bo-
ruda 2'ye yaklasair.

Siirdinmeden dolayi olusan basin¢ kaybi yani; yiiksek bi£
su sutunu ayni basinci verebilir. Buradaki degismeler U

olarak gosterilir. Hatta tunel ¢ikisinda da basing kaybli
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vardir. Burada deger U2 dir. Bu K %g olarak gosterilir. Ejer
U2
v=2 ise, bir § boyunda olan tunelin i¢indeki kayip ———Qola—
r K
m

rak gosterilir. Burada £ tunelin hidrolik ¢api ve C'de Cezy
sabitidir. BOylece siirtiinmeden dolayi olusan kaybin toplami -

£ 1% dir.

Sirtiinme katsayisa
(Y-t o2
£= ()4 (- €

bulunur. Siirtiinme her 2zaman suyun hareketine engel olmaya
¢alistigi i¢in bir diferansiyel esitlikte ?l-'fU2 yada onun es-

degeri olan —fIUlU yazilmalaidar.

1.9. Diferansiyel Denklem Tiiretilmesi
Asagidaki varsayimlara yapabiliriz.

(i) Rezervuarin kesiti dalga tankindan ¢ok biiyiiktiir

ve su sevyesi daima sabittir.

(ii) Tunel, tank ve boru hatti her yerde ayni kesite
sahiptir.

(iii) Suyun ataleti ve dalga tanktaki siirtiinme ihmal
edilebilir.

(iv) Sekil 1 deki (h+y) esas sabittir. Yani; y <h bun-
dan dolayi boru ig¢indeki suyun akis orani y'den

bagimsizdair.

Kuvvet Iliskisi:

Kiitle x ivme = (tunel girigsindeki su basincinin kuvveti)
+(tuneldeki suyun agirliginin bilesenleri)
—(tunelin sonunda alttaki basinca ait kuvvet)

—(siirtiinme kuvveti)

otut;
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Béylece eger w, suyun bir kubik foot'nun agirligi ve

g de yercekimine ait ivme ise

Y.=fsina olmak iizere

3
wfA
£l i & 2 2
- ¢ = AP +ofA sina-A P FwfA U /x C (1.83)
veya
L6 a3 I
(g) it (P2—P1)+Y3+ r_ C (1.84)
yazilabilir.
P 2 P
Simdi ?% = (Y2$ KHE) s I% = (Y1+y) alinar ve (1.84)
denklemine gotiiriiliirse
I T 1N O S e
(g) 5. (Y2+Y3—Y1)—y+[(28)+(rm C )] U (1.85)
elde edilir. (Y2+Y3—Yl)=0 oldugunda
Ay du __zru?: (1.86)
R L £

bulunur. Dalga tankin i¢ine akan suyun orani, tunel ve boru
hatti1 i¢in her bir orandan farklidir. Boylece eger Q, boru

hattinda akis orani ise

X 3 L
L AL (1.87)

bulunur.

(1.86) ile (1.87) denklemleri arasinda y yok edilerek

hiz denklemine varailar.

Yani;
2 A
2y &2 42t ful 24 gEu- b (1.88)
dt s s
dir. Bu denklem
A 8
f8 ® Q8
K===—; a=— ve d = —
1 Asf Asf

olmak ilizere
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U+2K |U | U+aU=d (1.89)

diferansiyel denklemi yazilabilir.

1.10. U+2K |U | U+aU=d (1.89)

Diferansiyel Denkleminin Tekil Noktasa

Eger tiirbiinlerin suyu saglanirsa kesinti olur ve d=0 dir.

v = %% 2 ﬁ = v%% alinirsa (1.89) diferansiyel denklemi

V& 42k | U] v+aU=0 (1.90)
veya lul

dv _ -(aU+2K|[Ujv)

i - s £1i:9%)

seklinde yazilabilir. U=v=0 oldugu zaman (1.91) denkleminin

sag tarafa % belirsizligi olur. Dolayisiyla baslangi¢ nokta-

s1 bir tekil noktadir. Bu nokta ya merkez yada spiral bir
noktadir. t->+4o giderken U,ﬁ+0 gider dolayisiyla baslangig¢

bir stable spiral noktadar.

Sonu¢ olarak, eger d=0 ise tank, tunel ve rezervuar
i¢indeki su birlesimi, K>O0 nin herhangi bir degeri ig¢in bir
soniimlenmis salinim yapar. Eger U-»0 giderken soniim katsayisa
2K |U|+0 gitmesi gerceklestirilirse bu sonu¢ daha kolay anla-

2T o
s1lir. Bundan baska hareket yaklasik ;T7E—peryodu icin “yvara
peryodiktir. d>0 olduu zaman su tiirbiinlere akar. (1.89)
denkleminde U=(x+c) yazilir ve c = % alinirsa

x+2K |x+c |x+ax=0 (1.92)

diferansiyel denkleme varilar.

dv
44X 5 Tav X alinirsa (1.92) diferansiyel denklemi
dt 5 X - EX

dv —(ax+2K|x+c|Vx)

- €1:-93)
dx Vx

seklini alar.
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Sekil 1A

U+2|U|U+100U=0 igin (U,G=V) integral egrilerini; d=0 igin salimam hali. Orjin bir
stable spiral noktadir.

t>o giderken x,;+0 giderse t=tl>0, icin c¢>|x| olur. O
zaman t1<t<oo arallglndar|x+c| ile (x+4c) yerdegistirilebilir.
Eger K2c2<a ise x=v=0 noktasi (o zaman U=C, v=0 dar) bir
stable spiral noktadir. Eger k2c220 ise bir diigim noktasi-

a1,

Birinci halde su soOniimlenmis salinim yapar. Halbuki
ikinci halde s6niim salinimsizdir. Genel sekilde v-y egrileri
isoclines ydntemiyle elde edilmislerdir. Bu ii¢ durum sekil
2A,. 1B .16 -de ciziimistir: ince efriler ilizerindeki sayilar;
gecis noktalarinda v-y egrisinin egimini gosterir. Sekil 1A
da goriildiigi gibi eZer baslangaig¢ kosullarl IU |>0,]v | = f%
olursa, o zaman (IU |,0) kiimesi ilizerinde |U|=|v| 2Kdegerine
sahip oluruz. Boylece |v| sabit olur ve suyun U hiza ve za-
man arasindaki iliski lineerdir. U isaret de@istirdigi zaman

U-t iligskisinde lineerlik sona erer.



Sekil 1B.
U+10|u|U+100U=100 igin (U,U=v) integral egrileri.
U=(x+1) iken x+lU‘x+1|x+100x=0 dir.

d=100 ve K2C2<a igin salinam hali
U=1, v=0 bir stable spiral noktadir.

O zaman U isaret degistirir; U-t arasindaki iliski lineer

olarak sona erer.

1.11. (1.92) Denkleminin Coziilmesi

Eger K gok biiyiik degil ve K2 C2<a ise U-t egrisi az so6-
niimlenmis salinmadir ve § 1.1 yéntemi kullanilabilir. Boyle-

ce ilk yaklasimda, w2=a olmak lizere

X=A(t)sin{wt+¥(t)} (1.94)

oldugunu kabul ediyoruz.

O zaman wt=Y alinirsa, (1.14) bagintisi ve (1.92) ba-

gintilaraindan

: 2m :
A=- KA /7| asin¥eC |cos?vay (1.95)
o]

yazilar.



iki hal meydana gelir:

1°) V20 ig¢in c = % 2|A| dar.

A d

igin ¢ = 7 <|A| drr

2°) Vtz0 veya Ostst,

Bunlar sekil 1D,1E de egrilerle gosterilmistir.

0 ve0 -10 N -50

! ! 20
’ fev 20 /

:://i N
AN

X | -w. //,,__—4————?2

Sekil 1C.
U+10|U| U+100U=200 igin (U,v) egrileri; U=X+2 iken X+10|X+2|X+100X=0 dir. d=200 ve

-100

K2l'32=a igin salimmsiz haldir. U=2,v =0 bir stable diugium noktasidir.

1%hal: Sekil 1D de gérildiigi gibi | Asin¥+C|ile (Asin¥+c)
yerdegistirebilir. Buna gére (1.95) bagintisindaki AsinV in-
tegrali sifardagp ve
A= =KeA f2"c052WdW=—KcA (1.96)
o
orur. Ao t=0 daki genlik olduguna gore

A(t)=Aoe‘-K°t (1.97)

bulunur. Yine (1.15) bagintisina gore,



-t -

5 2m
Y = % / (Asin¥Y+c)cos¥Ysin¥Ydy=0 (1.98)
0

yazilir. ve bdylece Y% bir keyfi faz ag¢isi olmak iizere

Y =0 (1.99).

"o
olur. %B=(%n-¢o) yazarak ve (1.97), (1.99) sonuglari (1.94)

bagintisina gotiirilirse (1.92) denkleminin sekli ¢dziimii,

Kce

2 -Kct - . 3 -Ket
X-Aoe 31n(wt+y%)—Aoe

cos(wt-¢o) (1.100)
olarak bulunur.
Sonu¢ olarak ilk yaklasimda tuneldeki suyun hizi
U=x+c=Aoe—kthos(wt—4z) +'% (1.101)

dir. Burada Ao ve ¢o baslangi¢ kosullarindan belirlenebilir
yani; bunlar d nin degistirilmesi ile bir dalganin baglangi-

cinda elde edilirler.

£

Ilol |
Jekil 1D, K,

D; 1. hali gosterir, Burada buneldeld suyun orbalams Bizy dalgays uygun salinme Basamn
genlifine egit veys bunw agar, Ey 2, hall gbsber iy, Burads gend ik orbalams haes agar Yand,

d
s ~&
c s A oar,
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1.12. Baslangi¢ Kosullara

Valflar kapanarak, tiirbliinlerdeki suyun sabit akis ora-
ninin Q, den Q, ye indirgendigini kabul edelim. isi basit-
lestirmek i¢in, saptanmis akis orani i¢inde degisim igin
alinan zamanin dalganin yari peryodu olan 21 ile karsilasti-
rildiginda ¢ok kiigiik oldugunu kabul edelimfn

d
O zaman t+-0 i¢in U=c= 2} dir. Fakat Sekil 1F de godste-
d d .
rildigi gibi t>0 i¢in c =-:? dir. Boylece U(o) =-—%—, U(o0)=0

d
baslangi¢ kosullaridir. (1.101) bagintisinda C= :3 alinarz

Bunlara gore

—Kdzt/a d2 d
(A e cos(wt-0 )] + 2= = (1.102)
o o a a
t=0
denklemine varilir. ve
(d,~-d,)
A cosd = it et S (1.103)
o o a
= d2
bulunur {1.101) bagintisi tiiretilerek ve t=0, U(o0)=0,c = _—
konulursa
Kd Kd
A 2 % S os a9
tand)0 R cos¢o—{1+(ag—) } {(1.1043

elde edilir. (1.103) bagintisinda cosd;o degeri yerine yazi-

lirsa

__2y2y1/2 (1.105)

bulunur. Bdylece (1.101) bagintisi ve (1.105) bagintisindan

dalga siiresince tuneldeki su hizij;
Kd ;

-1 2 5
¢o = 'tan (GE-) olmak iizere
d,-d Kd -Kd,t/a d
i ) a5 i 2 2
U={( = )} {1+(6;—) } e cos(mt+¢o) B

(1.106)



Sekil 1F,16G

olur. (1.106) bagintisindan da goriildiigii gibi dalganin ¢Ok-
d

mesinden sonra sabit hiz, t-+e giderken U+2§ gider. Hipoteze
d
gore C = :% 2A dar.
Dolayisiyla
d
T Ehytdy
(1+ o= 21YD

olmalidir. Valflarin agilmasiyla tiirbiinlere akan suyun sabit

orani Q1 den Q2 ye arttigini kabul edelim (Sekil 1G bak.).
d

O zaman d,<d, ve eger‘:g ZAO ijse (1.106) bagintisi gegerli-

145
dir.
-Ekd,t/a d
——{( )}{1+( 2)2}1/2 e 2 cos(uto ) » 2
. (1.107)

elde edilir. Onceki gibi t—>+® gittigi zaman U+7§ gider. So-

nucta tuneldeki suyun hizi tek yonlidir.



T

dy

313, ¥ Nel: |Al>c = ==, Ost<t; idi.

Bu 6rnete (1.95) integralinin hesplanmasa,

c2 1/2
3A

(2A -1

2 )}+ZCsin

A=- 7$|{Z(A (»|  (1.108)

sonucunu verir (K nin ¢ok biylik olmadigi kabul edilerek).

Eger lil 0.2 ise (1.108) bagintisinin bir ilk yaklasima
. G T -
A=—( 3 )A (1.,109)
olur. Bdylece
1o (45E)+B (1.110)
bulunur. Eger t=0 ig¢in A=Ao ise o zaman B = iL ve
o
Ao
A(t) = ZA Kt £1:22Y)
1+( )

ve de bir keyfi faz agisi olarak ¥= )ﬂ bulunur. Bdylece
—(———¢ ) olmak iizere (1.94) bagintisi ve (1.111) baginta-

51ndan

U=x+4c = TT:%ET cos(wt—¢o)+c (1.112)
4A K A, q :
bagintisi Y= —3%— ve TVt >c = g it 0St3f) koguluyla elde edi-

lir. Tiirbiinlere gelen su ¢ok kii¢iik degere kadar azaldig:r za-

man d,>» d2 olur.

1
d . d
Baslangig kogullari U(e) = j% , U(e)=0 dir ve ¢ = 7%

alinir. Béylece

(dy=dy)
Ao * —TAXT, 05077 178 Q.
{1_[ Anpa ]




-

bulunur. Eger O=tan_l(%ﬁ ise (1+70) > 2 ve =t<tl=(zxﬁ-

'(a/dz—l/Ao) olmak kosuluyla

A d !
U = ?Tf%zycos(wt—@) +‘jf (114)

yazilar. t>t1 oldugu zaman ¢G6ziim (1.101) bagintisi seklinde

olur. Yani,

—Ket cos(wt—¢1)+c €T 335

bulunur. Burada Al ve ¢1; t=t1 icin U ve ﬁ nin degerlerinden

hesaplanabilir. (1.112) bagintisindan

A
O
U(ty) =W) COS(wt1-¢°)+c (1.116)

ve

A0 [Ycos(wt1—¢o)

Edm FIVEE RO, “’Si“("’tl-“bo)J(l.117)

elde edilir. (1.115), (1.117) bagintalarindan

KCt1
Aoe cos(wt1—¢o)
A o= CL3318)
1 (1+Yt1)cos(wt1—¢p
ve
| 337 7% gt Amein, )
¢1=wt1+tan [0) - w(1+Ytl) tan@utl ¢O)J (1.119)

oldugu bulunur.

d
|A|>C=0, t20 Hizain :} oldugunu ve tiirbiinlerin su ile

doldugu zaman tamamiyla durdugunu kabul edelim. Simdi bas-
d -
langi¢ kosullari U(o) = :f, U(o)=0, C=0 olmak ilizere ve iste-

nen sonuglar; d2=0 konarak (1.112), (1.113) bagintilarindan

bulunabilir. Boylece



Y

d

& (-3 (
= 1.120)
9 1_(4KD1)2 1/2
3Twa
ve tuneldeki suyun hizi olarak
Ao
L a+yo) cos(wt-9) (1 121)

bulunur. (1.106) ile (1.121) bagintisini karsilastirirsak

salinim azalmasinin ikinci durumda daha hizli oldugunu gos-
-Kd,t/a
ve e carpanlari sebebiyle. Bir su zkisz

terir %

" 1+4Yt
d2>0 olmasini gerektirir. bu yiizden (1.92) denkleminde d2>0
ve d2=0 i¢in soniimleme katsayilari sirasiyla 2K |X+C | ve
2K |X| dir. En sonundakinin ilkine gdre daha biiyiik enerji

kaybi olur.

1.14. Dalga Tankindaki Su Sevyesi

Dalga tankindaki su sevyesini veren
i) 88 _ ¢ lgfu £1.122)

denklemi (1.86) bagintisiyla verilmisti. d=0 kapama hali ve
2% hal igin: €1.121) bafiintisi-kullanilirsa

onsin(wt—O) YAocos(wt-G)

v - o
y'(g){ (1+yt) (1+Yt)2 J
T
————2—§|cos(wt—0)lcoS(wt-O)| (2.123)
(1+yt)
o : Ycos(wt-0)
y=(§?f:?€7 {wsin(wt-0) - (147t) }-
%
- ———9——§|cos(wt—@)lcos(wt—@) €1.124)
(1+vt)

bulunur. t=0 oldugu zaman
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2 2
-fATw d
0 j {y 2
y = = —f(=)“=-£[U(0)] (1.125)
(03+Y2) a

bulunur. Bu, dalga tanki ve rezervuar arasindaki siirtiinme

ile ilgili kayaiptar.

1.15. Klomb Soniimlemesi

Bu durumda soOniim sifirdan biiyik oldugu zaman; hizin ba-
gimsiz oldugu kabul edilir. Fakat hizla beraber sifira esit-
lenir. Bagimsiz hareketin yoni her zaman kuvvete karsi ge-

lir. bu noktalar Sekil 2 de gosterildi.

"89] ¥
4

o
\f
.

Sekil 2.

Ornek: §+g(§)+qu=0 (1.126)

y>0, y<0 iken g(y)=+H4 olmak iizere (1.126) denkleminin
¢6ziimii bir sabittir. Fakat Sekil 2 dekine benzer olarak y=0
oldugu zaman g(y)=0 olur. (1.14) bagintisi ve Sekil 2 ye uy-
gun olarak (0,2m) araliga

3
: u m/2 2 u 2m
A = - LI T Of cosYd¥Y + Eﬁa £ cos¥dY - e é cosYay
S =1
2 2

(1.127)

seklinde béliiniir ve integraller hesaplanirsa



A= =RE (1,128)

bulunur. Boylece

|Al=a, - 3Nt (1,120)

baslangi¢ yerdegisimi olan |A| negatif olamaz., Dalayisiyla
|A] sifira esitlendigi zaman hareket durur, Yanij

TwA
g

t = )

olur. Bazi durumlarda #=0, V-}% oldugunda % div,
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