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RI¥. ylzyilin ilk varisinda AREL tarafindan ortava gika-
rilan integral denbklemler , teknigin gelismesi iginde uyogula-
madaki verini almistir.

Integral denklemler cok genis ve kapsamli bir konu ola-
rak karsimiza gikmaktadir. Calismalarim sirasinda  Integral
denklemlerin bir &lt sinifi glan Lineer Homogen Integral Denk
lemler konusunda edindigim bilgileri veni bir dizenlems ile
sunmayva calistim. Ancalk belirtmek isterim ki by konunun henlz
gpenis olarak esle alinmamasi, yani kaynaklarain sinirl: olusu
bari hususlara kisaca definmelk zorunluluagunu dofuroustur.

Calismam G¢ bolUmden olusmustur. Birinci bolumde Lineer
Homogen Integral Denklemlere gecmaden Snce  integral denklem—
lerds bilinmesi gerebsn genel tanimlar verdilmistiriiincd b
Lidm L inger Homogen Integral Denklemlerin Uzel Olarak Incelsn-
mesing ayrilmistir.Son billimde, Lineer Homogen Integral Denk-

lemler kuwramsal olarak genel bir gshkilde incelenmigtic.

MILOFER SEMOL



=== BUMMARIZE ===

Integral Equations which was invented by  ABEL has taken
in practice.

Integral Eguabtions is not only wide but extensive sub-—
Ject matter also.l’ ve besen studing on Linesr Homogen Integral
Equations which is substructure of Integral Eguations over a
vaar. Howsver I°d like fto mention the fact that this subject
hasn 't thoroughly  velt becavsze of unavalibity of sources , I
did my search brrafly.

My thesis contains three parts. A&t the first part there
are general definitions about integral Egustions. &t the sg-

cond part I have examined Homogen Intesgral Eguations in pas-

BX

ticular. At the last part I have sxamined it in general teros.

NILUFER SENOL



BULUM I
INTEGRAL DENKLEMLERE GIRIS

1.1 Integral Denklemlerin Siniflandiriimasi:

1.1.1 Lineer Glan veya Lineer Olmayan Integral
Denklemler:

wix) bilinmeven fTonksiyon olmak (zere,

LEXS
FXs

win) = FTix} + [EG, tiultidt {13
Ja

vapilsinda bir integral denblemds,u{x) fonksivonuwiun linser
almas: halinde, integral denklem de linesr denklem adin:
alir.

it

Fig, trurit)dsg i2

&

winy = FT{x) +

St

Integral denkleminde ise wix) bilinmeyen Tonbsivonunun n. kav-
vetl bulundufundan, linesr olmavan bivr integral denklem olmak-
tadir.Bunun gibi daha gengl olarak

Fix) + j ghax, b,u i) Idt {3

=24

“
*
Hi

integral denklemi de linsger olmavan integral denklem adini a~-
lir Bizim inceleyscedimiz integral denklemler lineesr integral

denklemler olacaktir.

1.1.2 Tekil Olan veya Clmayan Integral Denklemler:

Imntegral dentlemlerin bir sinitflandirilmasy Kk, )
fonksiyvonurnun slrekliligil ile ilgilidier. Eix, ) fonbksivonuna
Celkirdelk Fonksivon denir.Bix, ) fonbksivonu aixib ¢ aitibh ara-
liginda slrekli isze integral denbklem Tekil (Bingliler) oclmavan
Bir integral denklemdir.Eger g, t) bu aralikts slrekli de~

gilse, integral denklem Tekil integral denklem sinaifina girs-



Urnedin; O<adl olmak Uzers
= wit)dt

TFlu) = et £ 4}
da  {x-tr>
seklindeki bir integral denklem bu sinifa girmektediv.Ayrica,

integral sirmrlarinin en az birvinin sonsuz clmas: halinds de

denklem, tekil integral denklem sinifinda olacaktir.

xa]
iy = sinktul{tidt {3
1
Ve
i
i) = gy o {hydt
&
denklemleri bu tlrin birer Sroegini clusturmaktadir.
1.1.3 Integral Denklemlerin Yapilarina Gore

Siniflandirilmasi:

Integral denklemler, yvapilarina gire Qg sinifa ayrilie-
lar.Bilinmeyvern fonksivonun wis), gekirdebk fonksivornurm Eix, 1)
aldugu

)
glu) = Folw, truit)dt (&
4 &
geklindeki bir integral denkleme I.Cins Integral Denklem de-

nir.Bilinmeyen fonksivon sadece integral icinde mevouttur. Bu-

rada @ix) fonksivonu,verilmis bir fonksivondur.Benrer sekilde

i2
gin) = Fiux} + Bois, bludtidy ({73
&

geklindeki bir integarl denklem de vine I.Cing Integral Denk-

lem 'dir.Burada da @iy ve i) verilmies clan fonksivonlardir.



fncalk bu denklemler,

e
{x) = Eis,tiuitidt
a

gaklinde ifade edilerek, (&denbklemi vapisinda yazilabhilirler,

£y
W om {u=-tiitidt
3
W
172
M g w=E witrdt
"

gibi denklemler, bu cing icin Dir Srnektie.
Bu iki cines integral denklemden bhaska, @(x) , fix} wve

Foix, ) fonksiyonlary bilindigine gre

b
g0l = F{y) -+ B, Bluitddt (8)
da

geklindeki integral denblemlere ise II1.Cins Integral Denklem
deni lmekbedir,
Urneging
1
Malil{xd = L—gm» o+ x“ﬁ? witidt

REN

denklemi, IIl.cins bir integral denklemdir.

1.1.4 Homogen Olan veya Olmayan Integral Denklemler:
Integral dernbklemler bir de, bilinmeven wix) fonksiyonuna
gtre homogern olup olmadiklary acisindan sinaflandirilier. IT.

cinsg denklemler icin sdzkonusu bivie bir siniflandirmadsa,



L
wixy=} i, tluitidt
A=)

integral denbklemi, Homogen integral denbklem olarak adlandiri-
lacaktivr.Homogenligl bozucu biv FO) fomksiyvonunun bulundugu,
]

= fiy) + Fiw, Biudtidt

=]

w
LY

iy

gibi denklemlere ise Homogen Olmavan Integral Denklemler de-
nilmektedivr.
b
wi{sy=1 g, tluitidt
a
homoger integral denkleminin, kolayca giridlebilecegi gibi
wx)E0 alan bir cozlml vardie.Bunse asibkar oidzlim veva trivial

coelm denir,

Homogen integral denbklemler, daha genel bir vapiva sahip
a]

iy = F{u) + Biu, trultrd
&

gseklindeki bir integral denklemin, F{0080 olmasi haling uyan
= : b

el bir durum olarabk da gizbnline 2lainabilirises,

1.1.5 Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri:
Integral denklemlerin bir sinsflandirmas: da, intsgral
sinurlarinin defisken veya sabitlerden clusmasina glire vapil-

maktadir. Linger ve homogen olup olmadiklarina bakilmaksizin,

I 3

gin) = FKiw, trultidt %)
3 f’::“‘.

win) = Elx, Bouitlidt {107
J &



wind = fluy + Bis,bruditidt (1

fiw) + i, truitidt $1E)

at

B
s
"
Py
g
E
o
e,
neo
P2
-..r'
H

gibi denklemlere Voliterra Integral Denklemleri denilmebkitedir.
Bu tir denklemlserdes, integral isaretinin Ust sinirinda  » de-
Giskenid bulunmaktadivr.

# defiskenining,  x=b gibi sabit bir degere ezsit olmasi
halinde yvazilabilecek
g
gin) = Fls, Byultrdt (13
J &
Bx
winy = Bix,tyuditidt {143

J &

[
wix) = F{x) + Flu, bruitidt

ot
in
—

Ex]
gilx)aowin) = fix) + j Edu, trultide (1&)

geklindeski denklemlere ise Fredholm Integral Denklemleri de-

H

nilmektediroVolterra ve Fredholm denklemleri arasindaki yega-

i

ne fark bu sinir yvaprsinda ortava Crkmakbtadir.

1.1.6 Integro-Diferansiel Denklemler:
wil) "in sadece birinci mertebeden tlrevinin bulundugu,

woiry = Fiu,uisd, j Bl bymity, 0’ {8 dEd (177

geklindeki bir denklemn, integro-diferansiel denklemlere genel
anlamda bir Ornek olabilir. Bir baska drnegl de, n.oertebeden

thravin bulundugu,
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denklemini sdyleyebiliriz.

1.1.7 Parametreli Integral Denklemler:

é\#& veQ #1 olan bir parametre olmak lUzere,

v
fos
~{

uix) = Flx) +OQ] Kk, biultidt

&
Ve

x
Fix) +A Flx,brult)dt {20

o
x
i
133

gaklindeki integral denklemlere FParamebtreli Integral Denblem

denir.

1.2 integral Denklemlerin Ctzumu:

$
®

wix) = F{x) +A Bils, tialtide

=8
denklemini giizdnine alalim. Burada bilinmeven fonbksivon wix)
olup . bu integral denklemi cdomek demek , bagintivi saflayan
wix) fonksiyvonunuw belirtmek demsbiir.Yani dyvle biv uixd fonk-
sivornu bulunmalidir ki, integral denklemde verlestirip gerek-
1i islemler vapirldaguinda, ssitlik saglanmalaidir.

Urnek:

(RRSTO R Fornke iyonuruan
{laumysra

SREENT o ENEENTet
wilnd= - witrdt

Fllex=)= O {i+vum)y=




integral denklemini
Cozum:

{

%

Verilen wix?

gerektiginden ve yu

T e T 0

nocdzlmil oldugunn gisterelim.
fonksiyvonunun, integral denklemi
karadabki tanima gire:

p:4

saglamas:

ot R 0 AT Sy S LI
RUHT e e witrdt
S{l+um) = JO 0 (L=
T e Fy Su+EZu™-t t
e — e . ot
RESE SRS JO ilexmy = {lapmymsm
Eu2uT KR G e ¥ t® dtb 1 % = dt
o= . e
Z{leu=)= {i+u=)= 4 {lep=m)ySo= P14y = 0 (l+g=) 8=

seklinde dilzenlensrek, intsgraller ayri ayri hesaplanirsas

b t
Ji {l+p=ySoE
o t=
JO {legEmyEs=

bulunscagindan, ver

- Lo T
g e T n e
Yt S -+ e I

1
et N

et
3

ot

dt

dt

T{LauR) o

lerine vazilarak islemlerse devam

gdilirss,

W) = e e " Ly - 1+
RS S S (i4x=)= 3 IR R
1 H
.
{1ru=)= FllapR)ymom
SrbEn™ 1 1 1 #=
= L - + 1 o+
{i+u=) = 3 = S{lanmymom REGES LRSS
FHAEAT I ll+n™) #
= = = =3 fd
F{lrpu=m)yvo= F{leum)y7s= {1+n=)=s=

bulunue.



1.3 Cekirdek Tipleri:
1.3.1 Cekirdek Fonksiyonu:
I
wixy = f{x} + i, tiuitidt

&

.

21

integral denklemini glzbnidne alalim. Bu integral denklemnde
mevout Kix,t) fonksivonuna Cekirdek Fonksivon deniv. Bu, reel

veyva kopleks olabilir. Bilz reel fonbksivyon olmas: halini giz-

ridneg alacafiz.Bu fonksivonun 5 aiiib  kare bilgesinds

siirekli ve Unifors oldugunu farzedecedgiz.

1.3.2 Sabit Cekirdek:
FAx, ) cekirdebk fonksiyvonunun sabit oldugune farzsedelim.
{21 seklindeki fredbolm denkleminde bir parametre oldufuna

gbre ve cekirdek, o bir sabit gistermak Uzers

igm, (21 denklemi,

n}
“+ cuitidt {22
Ja

o

"
S
‘at

wmiw) = F

vavya Co=p vine bir parameitre olmak dzers,

Tas
X

wisy = Fix} + p} wi{tidt L2750

ol

geklinde karsimiza girkar. Burada i) verilmis bir fonksivon-

Bu Belirli integralin bir sabit dederi oldugu bBilinie.
Bu gercekten harekst sderek, {E3) dg verilen integralin dege-

)

vinin A oldugunu farzedelims



ise, bahsil gegen integral denbklem,
win) = flud)+u.f
geklini alair. Bu integral denklemin ¢dziml olmas: gerekir,

Denkleml saglames: gerekltiginden, (22) de vyerine vazilirsa,

Iy

Flad+pup = Fixy + pi LF(Ey+uiide

[

&
A= | FLE) dbrpAib-a)
o &

o
Li=pib—-a3 3a = j fitrdt
A

ve buradan da & cézlilerek,

1 b

T
i

fi{tirdt {24
i-pib-ad &

bulunuer. p(b~a)fi gartinin mevout oldugu bilinir. Buna gdre
(22) integral denkleminin ¢dzlml olarak, {(23) den hareketle,
I} nl

wix) = FL{x) Fitidt (253
-y lh—al &

{

]

EOMACUNE uiaallzw,pwﬁ,c oldugu hatirlanivrs

A c b
winy = f{x) + Fitidt {28}
1-Acib-a) Ja

g

clur.

1.3.3 Dejenere Cekirdek:

min, by cekirdek fonksivonunun

Eiln,ti=rigl.s{l} {371
gibi,degiskenlerine gire carpanlar seklinde bulunmas: haline,

dejenere cekirdebk denir.
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Ornedin,

Eo{u, £

bir dejenesrs

E,mﬂ-'l::

@, et

o~

cekirdektir., (21} denklemi,

b3
iy = F{uy -+ risyesdtiultidt
&
VEY AR
rb
wind = F00 4 riR) sitiuitrdt

seklinde olur.

Pl

A o= s{tiuitidt
Ja
denilirse, bunun (28) de verine vazilmasivia,
uilsd = Fixd +A A0

mlde sdilir.

Rir.Bununla

F L 40 e ()

buradan da

i

m,\J

el
J it
&

&

almak sartiy

treltidt £

Chelin olan bu ifadenin denklemi sal

{28 denklemine gidildiginde,

B
CEY $F CE) AR (1) Tt

git)ritidt

ritrel{dldtia

it
(2

1

A

la, her iki yan bu ifadeye bolinsrel;

128
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o=

zayizi hesaplanmiz oclmaktadir. Bulunan bu & deferi (28) denk-
leminin gizlmind bulmak dzere, (29 °'da verine vazilirsa,
b

fitls
&

-~

tidt

s
e
"
.
Nt
%
~n
e
.
St

1
“+

5
Cad
.,
o
Sous®
R

b
1- Al ritisit)dt

o

glde sdilir. Burada da, ifadenin sad vani tamamem belirlidir.
Dolavisiyvla sal van ¥ in bir Tonksivonu olarak cdzidoml verie.
J F

1.8.4 ttere Cekirdek:
Birinci mertebeden itere gekirdek ;3 cekirdek fonksi

YON&
agittir.Yanl Koy (e, 8) = Eix, 1) ‘dir.

Folu, b)) gekivdedinin oo (8,8) 3 o (8,80 e vy blomy (6, %D
ile gibsterilen Z.omertebeden, 3. aertebeden, c.u. .« q N martebedean
itere cekirdek denilen baska sekilleri de tamnimlarmir.

Urnegin; Z.mertebeden bir itere cekirdelk, v bir degishen
olmak Uzers

P
B> {ae, 8) = | K iu,y)E(y, tidy {30y

ot

seklindedir. Z.mertebeden bir itere cekirdsk icse

i
RUCEY {u, k) o= Folu, vy = {v, tidy
&

geklindedir.Bunu su sekilde yazabiliriz.

b
BOS (e, ) = | K, y)K (v, t)dy

&
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) |
= Fluavald{] Eilys,yalbive, tidyaidy,

Py o
= j f":(}‘{,}";,)!‘::\'y:,c,:«'m)!{:(yz;‘t)dfy"lﬁygg

Jd &
Bu islemlere adim adim devam edilirse,nihavet n.merteben
itere cekirdsk icin, (n—1) katli integralle ifade sdilen

o

i b
Bem? (s, h) = J“ninwlia,} Bl valbllve,¥eld e o iYmea, 8ldva e s ey
&

bagintisy vazilar.
Itere gekirdelk bir baska gekilde, r ve s pozitif tam =sa-
vilar almak zere,
jb
plemm {u, §) = BLEE {ay wd bl (v bady {312
&

seklinde de tanimlanirlar.

1.3.5 Simetrik Gekirdek:
Bir integral denklemin gekirdegi icin,
Els,b) = kit, )
Brelligil mevoutsa, gekirdek simesbtribk ceskirdek adin: aliv.
Ornegin;
Eluyt) = u+ik simetrik gekirdehktir,
Bu iy cekirdekleri bulunduran integral denklemlere si-

metrik denklem de denilmektedir.

1.3.86 Neumann Serisi :

s, t) ult)de PRI

i) = fin) +,\J

w]
a
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integral denbklemini gizdnine alalim. wix) dgin ilk vaklasim,
e {x) = Fiu}
olacaktir.Ilk adimda

b
e (%) = Flud +.AJ Ki{u,t) ueltidt

o ot

3

alinacaktir.Buradan (32 ile

b
Wy {8y = ﬂx)+AJ§HxJ)%(ﬂdt
£

bulunur. t yverine t. kovarak (32) denbklemine gidelim.

P
g () = F{x) +BJ B, ) fityddb, {33
a

ve buradan yvukaridakine benzer sekilds,

e b
Uamixd = fix) +ﬁ{ B, t) L) + S{ Bt ,ta) Fityldtad dt
s .

o

b

=3

b s
= o {30) +Aj Bis, by f ity dd ,!,A:ej j‘ Fiu, bk {t, b fityddb,dt (34)

& =3

alde edilir. (30} “a giire,

"
Bam(s,ta) = J Biw,t) Kit,t,)dt
d &

vazilabileceginden (34) ifadesi

x ]
Bix, by fitidt +‘§mf Flemy (6,00 Flt.ddt, (35

=3

e () = FT{x} +AJ~

a
olarak ifade sdilebilir.Benzer sekilde ux(x) vazilabilir.
Mo

Wmlx) = Fin) +(\J S, b)) umltrdt
&S
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b b
= () ﬁﬂj Bl b L FO8) hAj Bl b dfit rdbs +
=t =

o
“*'r\”j KAZ) (B, t0) Fltaddty Idt

&

2

b i
= f () +~,\f B, £) F(E)dt “‘“A""} 1 B, 8K (E, 5.0 F(ta) db, db +
Jada

W

b
4Yxmj J FAlw, BYRIA(ZY {E, 5,0 F{t.) dbty dt

Sy &

olup, (30} ve takibeden bagintilar gizdnine alinirsa,
. Py
Flemy {uy,Bad = Folu, ik {t, badt

J &

s
“i(:x) ‘:}i;t;) il l‘:::(}igt};‘::gm) (tgt:‘}ffxt

vazilabilecedindesn

b Ia
e 3y = F (2 +c§j Bds, By fitidE +‘A3f Flemy I b3 Flbaddtby +

bt

ks

+,A3f Blems (Mybad Tib0dty {34
&

alur.Buradaki ifadelerde t. verine t konularak esss ifadelsre
doniilebilir. Islemlerin biyvlece devam ebtbtigi farzolunursa
W () dging

ey

T (30 +r\[ Eix, Y +f{trdt +r\mj Foemsy fx, T3 F{Lddy + ... +
& a

i

Lim (3¢

b
+(\”J Flems Gy B3 FLL)dL
&
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ifadesinin slde edilecedl anlasiimakiadir. Bu sskilde eldes -
dilen fonksivonda n ‘nin sinirsiz olarak arttirilmas: halin-
de , wix) Fonksiyvornuna bir sinire deger olarabk vaklasilacag:
bilinmektedir.Yani

wixy = lim . (¥}
[Ty oveee 2

oldugu vazilabilmektedir.Bu durumda

i
wix) = lim wunf{x} = lim Lf {0 %ﬁi R, By fitidt +...+
e @ {2 ja
b
TAT] Bems (0, BYFLIEYdE]
a
] '
wixky = Fix) + H ‘A“j Flemy (g b3 f i) dE {37
n=l E:3

glde sdilir ki buna MNeumann serisi denir. GO-Gldigl gibi bu

sari itere cekirdekler vardimivia slde edilmis olmakbtadir.

1.3.7 Resolvantin ltere Cekirdekler Yardimiyla Kurulmasi:

Ly
wixy = Fixd +A | Kix,t) uitrdt

it
Fredholm integral denklemini gdzdnine alalim. aArdisik yvaklas-

tirma metodunun uygulanmasivia elde edilen seri

wind = @elu) +A Ha(0) + wuw +Q @ {2 F ...
o]

wbid = T00) + B fin(x).” (38
n=1

b x]
gy (3} = Eiw, t) goltidt
& &2

H

Fleay (2. t) Fit)dtb
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il ¥
“ Y gaitidt
Ja Ja

i

2
i
::
i
-
o
;
(5
o

;'::(:::;> ’f.}{;, ¥y Fifrot

olup, biviece devam sdilerek . {3 fonksivonlari, itere ce-
cirdekler yvar { & belirtilebilir.Burads,
kirdekler vardimiyla belirtilebilir.Buradsa,

'

i

I’i(g) (2'«'.;, k]

Blw,ta) Elbae,tide,

%’i(::s) *:.3'115 T

i
e
e
i
-

-
‘—i—
=
Foas®

K(Q) ‘f.'ta_.;.t:‘dta_

vie gensl olarak, n = 2,3,4,... clmak lzers

Koems (%58) = | Kli,t2) Kemea) (te, £)dt,

dir. n=1 icin By gt = Eix,t) ‘dir.

FResolvant: bulmak ldzrere (3B} ssrisine gidilirses ve Dbu

sERP™ ]
ba)
wix) = Flz) +A L @.ix) n-i (3T
N EC

sas A TTrg, () b L.

[l e -]
7
3
py

3
i
=
it
'ﬁl‘
=
+
pv
o
8
.i.

B b
s,t) FLEidt + A Eem GG, 8 FiE dt ...

it

+ AP Ky (2, 8 FlEdE
&
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b
= ol L Meay (s, 80 ROV Eems (3,80 + By (3,80 Fu..+

S TP TN S 0 -5 I U B L B I« §
olur. Buradaki kég@li’pﬁrantﬁz igi Mie, b ) resclvanti ola-

rak belirir.Buna gire

Pl b3 = Eeoas (a8 +A Kem (8,8} AP (my (0, 8) + ... +
”}‘Ammli{:(,—,) (Z‘igt:‘ + s
demelktir.Bu sekilde (39 bagintisina gidilirse

ks
wix) = Fix) +AJ i, bty ) F(&) dt
14
elde edilir.
Yukarida girdldigld gibi , integral denklemin rescolvanti,

itere cekirdekler vardimivla ve

fa]
i, 53 ¥} = ¥ ,\““1H(n>(x?t) {407}
=1

bafgintisiyla tamimlanmigtir. Bunun ikinocid vanina sk, %y cekir-

dek Tonbksivonunun Meumann Serdisi denie.
¥

1.4 Fredholm’un ki Temel Bagintisi:

"l
Dis, b=k {x, £3DQA) = Do, ysQA K (v, bidy (41)

J &

'
D, tid ) =K, 11D = Al EGo,yI Diy, tididy (423
g &

olmak Uzers bunlara siravia Fredholm un Birinci ve Ikinci Te-

mael Bagintilar: denir.
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b

H

B M € 5D RN

8 8 ¥ 8 88 uRaz 88 a8

Bl tmy Eadmusans

&

il

HREE B S - I

2 o

o

Balu,td=] ..{fnl.. e

124

clmalk llzers

i

B (s, ) = Bk, &) -

oldugu ispatlanmis olur.,

1.5 RekUrans Bagintilari:

bz

Beals, ) AN SN

=4
Bir rekirans bagintisidir,

1] t:{
Brawmy {8y xdcdx
a

D Ay = ~1 Dlx, 5 dx

da

Bltaabadunonns

B m 4 a2 8 8 38 B 8w s 8B

# 8 84 w8 B N8 28 B A s s

::{.::':’tj,)au
B 8 u 8 8 a R e nn

a4 ® a8 8 u 8w xn

w @& 8 8 88888 a8

(tmatdewuns

Bliraes {5,y

VRS T N
dtlu £y dtr'\

LR N IR

s B

WK Lty

% 8 8 # a8

I S

4 3 » 2 o8 n B X a8 8 aon Y

gty .dbin

L I L R I

4 # # B 88

E By b

# w8 % 8wy

YE Ay, £ dy

almak dzere dg rekirans bafintis: ftamimlanmigtiv. Burada

{(~13m

D, t5Q) = Ei{x,t)y + I
e r!
w {(—1)m
D) = 1 + I ArBn
oy e

AmBr\ ‘i # 3 t )

fredholm determinantlarindan faydalanilarak rekirans baginti-

lar: ispatlanie.
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BOLUM 11

LINEER HOMOGEN INTEGRAL DENKLEMLERIN UZEL OLARAK

INCELENMES!

2.1 Girig:

Bu bilimds, homogen integral denklemlerin cdzimleri ile
ilgili hususlar Uzerinde duracagiz.
"
i) mw\ Eisx,trudtidt
Jda

homogen integral denklemini gdzdnine alalim. SBabit Cekirdekli

homogen integral denblemin sadece w (=0 olan ciizinl vardir.,

2.2 Dejenere {ekirdekli Homogen Integral Denklem:

Dajenare Cekirdegin genel halinin

Lo
Filu,t) = I ryluds, (E) geklinde oldufurnu bilivorus.
doaes

fx
iy = J i, bruitidt
&
seklindeki II.Cins Integral denbleminin w{(x)E0 olan bivr gdeid-
ml wvardiyr ve buna asikar cdziim  va da frivial odzls denir. Bu
denklenin Seelligi F400020 clmasidiv. Bu Szelligi itibarivia
fix) Tonksiyvonuna honogenligi bozucu fonksivon da denic.

b}
winl m(a{ L orgiiss (braltrdt saklinde alalim. Bunu
3, Ei

operatirlerin komutatif clmasi Grellidginden vararlanarak,

[u]
wind =L ry i j sy (Ldudtydt seklinde vazarsal,
&

varsayarak,
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™
win) =A L fary (30
2o

ghzim igin bir model olusturur.Bununla denkleme gidilirse

d o L

u]
"
AT A, () mA] EArs () 8. (8) AT Aur, (4) IdE
ot
hu da serive acilarak yazilirsa,
Alel(x) + AEr24u) a. .t Arpnixd ... o=

n
= el A sl [Alrl{t) + &2r208) +... 1 dt

a

k=]
+ P23 A 824ty [ALr-EdE) + AZr20EY +... 1 dt ...

b

td
L
o

[t Lo
o

8l =  Aslit) [Alrl L) + AZrEIL) +...
=3

o

s2(t) [Alrlit) + AZrd{t) +... 1 dt

T
3
4
i1} ’)/ o

b
ario o= A snitY [81rlit) + AZr2(L) + ... 1 ot
&
olura
=

glitirfalerl ity dt + }(leit)QEPEEt} dt 4 ...
&

I

ot

H
Sy
b '2/ o

o b
AL ( 1~¢A§ sl{tirilit) dt ) = QE(\j gl{if)rZ{t) dt +...
|22 | }

Cii Ciz

&

B
+ én’AJ s51°(8)rl (t) dt +...
i &

Cin~’
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b

dt ¥y =

st

s2{trrl it di

"‘"anu

[ &

A
|

A2 0 1 s2{t)rd it
a
w2

Co
Pl

+ AnA | s2ityrnlt) dbt ...
e i

20

8 8 8B U AR BB R B E B WE DB U R HE N BB RU BB NS 88 R R B8 BB R R K E QRS NS R B BB oA

L I R L I T I I S T T S S R O S S S S S

b
1-A

i &

|

srni{trrni{t) dt

'

i

Al A

arnl{t)rli{t)y dt +
s |

Crin

Burada

b
2i{trri il
3, &

dt Cij

{1*('\{:11)?’1“‘3&1&&::*‘
ACzaf+ {L-ACea) Ant.

8 8 8 @ 8 # B WM G U B o8B S owW B aR

o3 oH o8 w B BB A ¥ W B B8 AN UK

AT Py o LY P E R
sistemni elde sdiliv.Bu

mogen sistemdir.

a

s

L]

u

4

¢

sistemn

Cni
§x

+ AZA | snit)rR(t) dt + ...
i |

n2

oldugu gBrilir.Bunlary dizenlerseb

s B ""Ac:lmgr\
- +AGmmif3ln

8 8 s 8 8o onm e nuaaas

0
h

H]

# 4 8 ¥ B 83 B aa

i“A Cnm} B

a

a

0

bBir cramsr sistemi dedildir.Ho-

0 zaman Ar=Re™e s e aseae s T.50 sistenin asikar cozximidisr.

Fu denklemin incelesnmesinds temsl

zimil digsinda cbzimlerinin olup

sistemin

katsayilar determinantinin si

1“"(\‘:‘11 s uw a8 u
%W s 88 u88 oG8 AN

IRRO

i

v u 2 e 8 88 8w 8w
EIE N I R Y

Cn;\. A% 8 v oaa

cheiilebilmegsinin

amag 4 denklemin asikar gi-

GlmadiGin:y arastirmaktir. Bu

ilk kosulu D) ile gisterecefimiz

fira 231t olmasidier.

8 o on n—-AC:Lﬂ

® ® R w'm 8 B oW o8
# # A w8 B agsn (..}

® a8 8 ¥ a8 88

1A A
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f§‘m1ﬁ ham kuvvetlerine giire disenlenmis biv polinomu
mlarak DAY=0 cebirsel denkleming ulasilir. Buradsa bu denkle-
min n.dereceden oldugu sdylenebilir. [ n, dejensre cekirdebkte
terim savis: 1.Buna gire bu cebirsel denkleminE s msevs e e
gibki n tane ROkl vardir.Bo kikler,basit va da katl: olabilir.
Bunlar dz deferler adin: alir. Bu degsrler igin yukaridaki
sisten ayri ayri: dizenlenir.
Urnegin, Q& =A, icirn,

(l*Aiﬁii)Qi*u »

B B B H 8 8 8 BB 8B 8L

coesBCinhn = O

L AT R A A

®
%
H]
u
u
®
3
®
t
£l

3
v
8
&
®
[
L]
®
u
L]

# # 8 p 8 oA B B N B a8 BB

s
"
B
®
®
@
b
H
s
L]

L N R A I I )

4 8 # e 8w & 488 E B U R SR

u
El
@
3
®
®
H
E
1
@

EIE N I R R I IR T ]

-—,\icnmin.”,”“..,n,n,”"sx«,\iﬁmmh = 0
glur.Bu sistemin bzellifi DAY=DQLI=0 clmasidir.lUvievee sis-
temdelil bagintirlar aralarinda lineesr bafimlidir., Bu sistemdsn
linesr bafaimlailak iliskisi, lineer cebir kurallarina gire be-
lirlenerek keyfi ve kagl: degiskenler tespit edilsrel
Py s By v unansssbim Dilinmeven deferleri bu defeclendirmeve glre
belirlenmizs olur.Bunlarin wix) igin dnceden tespit edilsn mo—

dalinds verlerine konulmasiyvla elde edilecek fonksiyvonuw wug G0

iH

il

HH

ghsterelim. Bu fonksivon g i) Uelid) jeeewnssstinixl ssklinds
n tane fonksivon icin vapilacak islemleri temsil etmebitedier.
By sekilde elde edilen fonksivornlara zel va da has fonksi-
vorlar denir. Bunlar asikar cbzimiin disinda integral denklemi
saflavan yveganeg fonksiyonlardir., Bu fonksiyonlarin dnemli bire
Geelligi aralarindas ikiser ikissr ortogonal olmslaraidir. Yani
b fonksivonlar ortogonal fonksivonlardir.
s

Wy luiaug{nddy = 0 olmasi halinde u, ve uy ikiger ibki-
&
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agr ortogonaldic sonucu ortayva gilrkar.
URNEK:

"1
wix) x(\j (arthiuitldt integral denbklemini
.

Homogen denklemdie.
Wiy ED cHzlimil {asikar) vardir.

i ri

win) =A x| uitidt + | tuit)dt
1 %]

H ! } H

a1l az

win) = [ALH+ART

!
AlAs+hz]= Al (x+t) [QIAL t+A2) 1dt

0

) 1
Brgsitfim = ui [A{ALE+R2) 1dE + I¢§i&1t3+ﬁmt}dt
0 0

L By

1 1
By = Jg\(égt+ﬁg)dt i Am xr\j (B t3rAnt)dt

i

t= 1 A

£y, m(Qiﬁi ““”*thi = i)
2 ) 2

= L=

oot
I
3
I
B

Az = A Ay ———tAge—— | =A oo ) 3

B g =R asibkar cdzim

(1 = L) fiy ~Afig = O
b

inceleyelim.
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A 'Y o 1 o foo-J—
2o+ J3 SE - 2
tzel degerler bulunur.
A=A, icin:
i 2JE 283
{1 - - Py — fom = 0 > 1l,.denklem
2 2 o+ JE 2 0+ 03
1 2AE 1 2AIE
- . By v (1 - . YAm = 0
3 2+ I3 2 2+ g3
Bunlar lineer bagimlidir.
lodenklemi alirsal,
2+ 5 - 3 25
Ay - i = 0 Mg = W5 fe
2 o+ W3 e R
Az = 1 olsun (heyfil). Ay = 3 clur.
243
Wy (3 = L3 + 113
2 o+ I3
A = Am iging
1 =0T i 2.5
{p - . YRy o+ {1 - . 1he = O
2 5 - & 2 4F - 2
JE - 2~ 3 23
{ Y&y - Am = O
JE e -

Fry = 3 i fim = 1
g = ~J4F
243
Wplix) = S R K T
S5 - 2
Ortogonalliks
b
W (e ixidy = © ol

=]

oleun {(keyfi}

clur.

+ 1 1

malia
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rL 23 FaIE
A3 x4+ 113 [=d2% 2 + 1ldu =
O 2+ JE NE - 2
12 fl i
(1 - 3u®)dy = —-12(x -~ x”)} = lur,
-1 Jo 0

Ortogonallik kosulu saglandiginda wa (37, uxx) ortogonaldir.

2.3 Simetrik Cekirdekli Homogen Integral Denklemler:
Bir simetrik cekirdefin fTarkli iki Szel dederine kars:

gelen dzel fonksivonlar birbirinin ortogonalidie.
x]
ulx) = 1 KGo B uitide (1)
a

integral denklemini alalim.fncak burada Kix,t) = Kit,:) oldu-
gunw hatirlavalim.Eger A bir dzel gdefer defilse denbklsmin
valniz wix)=0 gibi bir cdziml msveout olur.A =8, hir &Gzel de-
fer ve unix! de bunlara sirasivlia karsi gelen Szel fonksiyvon-
lar ise, ci "ler sabit savilari géstermek Uzere,
WEs) = Cat Al Cmle )t e anoanans Phmilm (M)
11} denkleminin bir ¢dzimidir.Bunun daha iyi Dir agiklamasin:g

vapmak dzere asafidaki teoremi incelemekite varar vardie.

2.4 Agilim Teoremi - Schmidt Serisi:

]
uis) =A Elu, trultrdt
ga

homogen integral denkleminin s ()0 i)y sUmin) e Ozel
fonksivonlarinin dizenlenmis bir ortogomnal sistemini gdzdndne
alalim. B {x, ti=F{t, %) olup, simetrik gekirdektir. {4} fonksi-
yonu aixib de slerekli bir fonksiyvon ise bu

L4
Tl = s (NI + el teaaansanan = 5 Oally (3 (23
4 omn 3



seklinde huir seriye agirlabilir.fncak oo katsayilarinin hesap-
lanabilir olmas:y ve oy “lerle teskil edilecsk serinin vakin-
sak clmas: gesrekir.

Ty katsayilari su sekilde hesaplanabilir: (2) agiliminun

her ki yvan:y wix) ile ¢arpilip, & ‘dan b ‘ve entegre sdilirss

b o] b
Fludwg fadds = oa ) ety inltdy + ool Ul {(xicds +. ..
Ja a a
o]
senseas P+ Col Dy ()38 4+ 4 wuwe
&

alur. Burada

I3 i
y {3y (0 dy = O, Uil {ddy = O, weevanannnnnna
& &
b
W5 o o o o Duag {2 3%Bdst = 1 |, iusnesnaa
&
oldudundan
b
oy 0= Fisiu, txids
&

bulunur.Burada uy () “ler dizenlemis bir ortogonal sistsme a-
ittirler.By oy kabsayilarina, T fonksivonunun ug (%) siste-
ming ait Fouriesr Fatsavilari deniv.

Berellikle Fourier Serisinden bahesdildiginds 4 trigono-
matrik seri akla gelir. Qyéa s oradaki katsayilarin vyvapisina
henzemeden dbtlrd, burads bu isim kullanilmaktadir.

k.

o

.t} simetrik cekirdeginin dzel fonksivyvonlars acilim:

vapilirsa,

Lod
B, Bl=C i () Foae i) du s w s POAUA LRI Fo u v = E Callen (3 {3
e

alarak vazilabilir. Eger seri aixib ‘de dizglin yvakinsak ise,
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Um () dile her ki yvan garpilacak a ‘dan b ‘ve entegre edilic-
! = ‘b
Flu, BPluan 0du=o, ] Ua {8iUn{xddute e ot Cn] WaPluidit, ...
s, a 1 a 3, a
olup, yukaridaki Szellikler gdzdnine alinarak,
[
D = Bols,Blua (ddy (43
&
olarak . katsayilarinin hesaplanabilecedini g8rmis ocluvoruz.
Un{xd 5 E{x,t) "min bir Grel fonksiyvonu oldugundan
b

Um (57 x(§m E{sy Biuataddt
a

dernklemi saglanir.Bu iki bagint: karsilastirilivrsa,
Lim £ H
A

varilir.Bu sonue (3 ‘de verine vazilirsa,

@ Um T, (B}
Bilu,t) = K

e g, A
[}

@lde edilir.Buna Qekirdefin Bilinesr Serisi denir.litere ce-

bBirdek igin de bilinesr seriler verilebhilie.

i
wind = A K, yiuly)dy
g =R

'
ulyy =00 E(y,tiultide

o et

denkleminde, verine degerleri bkonuldugunda,

=] bt
wix) = QA= Hix,y? Ely,bruitydtdy
=} &

h b
= AR L[] Elu,y)k{y, trdyiultidt

Ja Ja
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b
=A ] Ralx,tlult)dt

PR3

elde edilir.Eder A, Kix,t) ‘nin bir Szel deferi ve wuix) ‘de

1

bir dzel fonksivon ise, A ™ ile uix) ‘de Fe nin bir bzel dedge-

a2

i

i ve bir Szel fonksiyonudur. Ustelik ke "nin baska dzel de-
gerleri ve dzel fonksiyvonlarida yvokbtur. E{x,t) ‘nin, simetrik
olma Srelligi Feix,t) dcin de gecerlidir.Bergekten,
b I
Faix,t) = Bl yik{y,tidy = Bit, vy, ®ddy = Eaplif,x)
& &
alur. Buna ait bilineer seri hemen vazilabilir. Gncak K{x, )

igin olan seriden farkl: oclarak Haix,t) ‘ve ait tzel defesr ve

dzel fonksiyon, yaniA . yerine A.% ve uwl) gelecaktir,

w U (M Um (B
Faix,t) = &
Tyem =2
™

daha gensl olarak, itere gekirdek icgin

Um (3 Um (2

Fladu, by =

™

(ixlx‘{gx’nuaa}

§pie

A E

gsaeklindeki bilinser seri vazilabilir.Bu seri didzglin vakinsak-
tir Bununla ilgili olarak Mercer Teoremi ‘nin ifadesi sédvie-
dir: Blrekli bhir gekivdek sadece pozitif Ozel degerler igsri-
vorsa bunun bilinssr serisi dizglin vakinsakbie.
Yukaridakl agilimlar gbzdnine alinarak,
bz
Flxy = EAx, Bluitidt (&)
a
seklindeki birinci nev’i homogen Fredholn intsoral denklemi,

Fin, bty cekirdeginin Szel fonksivonlarina gbre, mutlak ve diz-

gitn vakinsak olan,
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<X
Fluwd = L Co Ueix)

pomm

gibi bir ssrive acilabilir.

2.5 Fredholm Alternatifi:

Homogen olmavan bir integral denklemin cﬁzama5A n bir OG-
zel deger iaeJ§}w§,almak kaydivla ve b, “lar F{u) agiliminin
katzavilariy olmak Uzsre

(\bn

<%
Wiy = F{) 4 B e 11, {32) {73
ryas L (\ m""(\

dir.0 =7, olmasi halinde neler disinebilir ve ortaya ne gibi

durumlar cikabilir.Bimdi (7)) céziminild acalim:

t‘i ba bm
R D B B R L et UL STO I SURE LT S I R S—" I ST I |
Am"‘A ﬁ z”“A An“‘f\
B
(A =A, olmasi halinde ———— tarimi, bm#ﬂ clmak zartiyla
(\ n“’\
sl kalamaz.ba=0 ise,
)
b, = FOOUunixddn = O
&

demsktir ki buda F{:) ve u.,{%) 'in oritogonal oldubklaring ifa-
de sder.n=l,8,..... iin ayni seyvier tekrarlansbilir.

Homogen olmayvan bir integral denkleminA. Hzel dedgerle—
rinin herhangi biri ile A ‘nin cakismasi halinde , ancak bhir
tek gozlim vardir. Bu durumda {2 fcnk%iyanunﬁn;A n B harsi
gelen unix) Ozel fonksivonuna ortogonal olmas: gerekmekitsdir.

N

fksi halde cG=lm yvokitur.

A xAh glmasy halinde, -———— 11 terim clmadan,

AL~ A
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t‘ﬂ. hmw-';t.
RiH) = Fix) +O3 [ e R O I R e ——y W 515 I

t‘\:.“‘A (\ nmn.““A

Bea
B (URTR R 1 [ RN, |

A= A

agilimi

by
.‘3;
+
P2

Wi = Fig, brulitrdt

denklemini saglar.

Eder uly) bu sekilde bulunmus bir ¢fzim ise, k bir sabit
gostermelk lzers,

(RSB K S SRPRE S19]

de yving bhir cbzimdir.Gercekiten:

] x
Flx) +A ] Eix,tiuitddt = F0) +A| Kix, )Y Luit) +ku. (t) Idt
= &l
' b
= F(u) + A | Kigtiu(tidt +A k] K, tiuaitids
& &

WU (3¢)
- . e = o} A . {aw ) o £ c1t -
H2Y ot EA e——— 00 A D g ) = u (i) R Rue (KD

A - A

i::n,tlunm*{\m,\., oldugundan, {:\ = i ‘dir.

o~

=4

Homogen olan ve olmavan ikl denklemin czim olanaklar:
igin su sonuclara varitlmis olur:

1) A ‘man herhangi bir degeri icin homogen olmavan denk-
lem cozillir, fakalt ayni detger igin homogen olan denklem gfizi-
lemes.

2) A igin homogen olmayvan denklemden  f{x¢) ‘in kaldiril-
masiyla elde edilen homogen denklemin asikar cbzlminden baska

ir coslmi vawsa,f\ gzel deger, buna karsi: gelen gé:zlmde gzel
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fonksiyon adin: alir.Bu durusds homogen olmayan denklemin c@-
zimlt ancal f 00 in A ‘nin dzel degerine kars: gelen drel
fonksivona ortogonal olmasi halinde mevoubtur.

Buna Fredholm Alternatifi dermilir.

2.6 Teagrem:
Fesl simetrik bir cekirdefin Ozel degerleride resldir.
A =p+is bir brel dedger ve uix)mﬁ(x)+iw{n) “ de buna kars:

gelen bir drel fonksiyvon olsun.

—

A =p-iT ve uGo=go0 -0 olur.
b
@ () +iYoo = (priT) K(x,t)iﬁ(t)%ﬁﬁ(t)]dt {8}
a

integral denklemini gdztnlne alalim.Fesl ve imajiner kisimla~
rin ayrilimas: halinde,

b3 b

Blu, tdg(tdde+ (prirdi] K, £YYitrde

=3 =

ﬁ(x)+iyﬁx}z{p+iw)j
Mo x]
=gj Eilu,brglbrdt+irt El{x, P)a{tidt

-3

En it
+iyj Eix,t)Wﬁt}dtmT{ B, 038 dy
Ja

w

' b
:pj }:::(;-:._.tmx:t)dt»«rj K (x, £t dE

-3

&

=

u b
+i£7j K(x,t)ﬁ{t}dt+pf Kixatﬂgit}th
a -
clup, reel ve imajiner kisimlar karsilastirilivsa,
fx

b
ﬁix}mpj Kix,t)ﬁ(t)dt*?f Elu, e {trdt
R &
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b ‘B
Q)éx)ww] K(x,t)ﬁit)dt+p} Kix,tﬂ@it}dt

& a
vazilir.s{x) -y () ifadesini elde edelim:

el bl
ﬁix)*iwéx}ng Kix,t}ﬁi%)dt—?J Edx, t0P orde
d & &

b b
~1«r} B G, 1) ﬁ{tmtﬂpj O, Yt dE ‘den,

&

=t

§xl b
= g1 K(xgt)ﬁit)dt~€7+ip}J H{xgﬁﬂpit)dt
Ja

(=3

My ]
={p—iT) H(xgtkgit}dt+(imT+imp)[ Bols, tRPitdt
da da

' b
={p—iT} K(x,t)ﬁ{t)dt+i~p+i7)ij K(x,tﬂp(t)dt

Ja

&

]
=i ] R G, B Dede) -1y i) Jdt

J &

glur.Bu iss
— - b
nii=AL Kix, tluit)dt
&

demelktir.

Mo b
j wixd), uisdydy = j Cﬁ(x}+ivix)3Eﬁix)*iwix}dx3
& a

b :
xJ {@® GO Y= ) 3dy = 0

a

denklemi vazilabilir.Burada w{g) Wik ‘e ortogonal oldugun-
dan ancak sGOE0 ve Y 00 dcin w0 =E0 clarak gerceklenebi-
lir.Bu durumda isse A bir dzel deger degildir.{(8) ‘de gdzédnlne

aliman integral denklemds gekirdek reel, diger unsurlar komp-
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leks alinmistir. Bonucta A ‘nin kompleks alinmas: halinde bir
Hdrel defer bulunamavacad: ortaya cirkar.Uvlevse bir Srel defer

varsa, bunun resl olmasi gerekir.

2.7 Uzel Degerlerin Dagilimi:

Urerinde Bnemle durwlacalk husus, verilen bir savinin al-
tinda bir Grel dedgerin mevoub olup olmadigy ve verilen iki
gayinin arasinda ne kadar Szel deferin mevout olabilecegidir.
Oriemli olan bir baska husus da, sonlu bir aralikia sonsus: sa-
vida Szel defgerin mevoubt olup olamayvacagidir.

—x ile o dederleri tarafindan sinirlanan aralikiaki -
zel degerlerin sayisi n olsun.Bu Hrel degerlerd 1,Amscswes An
ize ve bunlardan herbirine en az biv dzel fonksivon kars: ge-
livores, bunlarda Uas (8, 0a () 4u.ee.4a (2] olurlar.

)
T = Bidst, B, () dy

ot
clup, cn katsayilar: t ‘ve bagliy clacaklardir.ca{sd teskil e-
dilires,
Tb Kn

Fit,iun{tids = i, brun ittt
& Ja

Cmind o=

me——"

vazilir.Burads on “ler x Tin fonbksiyvonudur. o el deferlerd
icin caix) “ler
b
Um (30) = Q| K, tiua(t)dt

ot

denklemini saglar.lylevse,

=
e
e

S

vazilabilir,Bessel esitsizligi uygulanirsa,
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® 'ty

L oome® 3 fR{urdu
A e &

" Wy 1) by

I S — LY L (s, Y I=dt
3 nm 3, A " E-3

alur.uy (2 el fonksivonlarinin ortogonalligi ve didzenlenmis
olduklar: gdzbnlne alinirss, her iki taraft: = ‘& gdre a “dan

s

B “ve integrs ederek,

S g (30 B Ib
I o ot v DYRNN. E i, t) 1=dudt
g %=1 r\i & Ja
- 1 b ' b
T e e ®ixidu 2 L (s, 8) 1=dudt
ima A\ @ & J& Ja

vz ortogonal ocluslarindan Otlerd

Pl
WaBluwidy = 4
a
olacagindan,
" i P b
z 3 DR L, B3 3=dudt
e T Ja Ja

bulunue. Burada A, sayilari (-ay+e) araligindadir. Yani y\iiﬁa

dir. Uyvleyvse sol vandaki toplam ifadesindeki n terimin herbi-

1
riniy dahae kiclk olan — il deflstirmel mimkindlr.Denek
=y
iy
1 boPh
Iia A EE s, 1) 1®=dudt = A
x= & J&

varilabilivr.Burada &, saf vandaki katl: integralin degeridir.
noi oa™A

esitsizligiA .. Szdegerlerinin sayisi igin bir st sinir ver—

mig olur. o keyfi bir defer coldugundan , su vargiya varilabi-

lir: Sonlae aralikta, sonlu sayida Szel defer bulunsbilir.Uzel
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defderler sonluda vigiimazlar.
Ozel deferlerin siralanabiliv ve numaralanabilir olmas:
Anf £ fAnes |

olarak ifade edilebilir.

Bir ornek {zsrinde bazi hususlary gtrmek faydal: olacaktiv.

2 (1-%)
B, £ xr\[
o o(l-u

cekirdek fonksivonlu

e

< 2 0t doin

~

A igin

Pl
i) = i, tlultidt
0

integral denklemini alalaim. Bix,t) = Eit,x) dir. Bu integral
derklem

wh i)y A mix) = 0O
diferansiel denklemi ile w{d) = wi{l) = 0 baglangi¢c sartlar:
altinda ayni anlami tasir.Bunun dzel degerleri,

{\:L = By
zayllari ve Gzel fonksiyonlari ise, dizenlenmis olarak,

Wy (w) = J2 sinding

dir. 2 dizenlevici garpandir.Yukaride verdigimiz i

fii]
3
]
,
1]
i
%
]

trel degerlerin terslerinin karelerinden ibaret olan seri ya-

Einsak olup, burada

1 1 1 i 1 1
(1“}“ o+ “*”unaul} = (}"*' + "f‘aanua)
ki 24 i L 1& a1
e
vaztlacaktir.Bunun toplame alup, burava uygulanirsa
0
1 1 1 1 biis 1
{1+ i F o wswad = M =
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alur.Berinin yvakinsakligida g8rdlmebtedir. Diger tarathan A

degeri hesaplanmab suretiyle (~10,+10}) aralifgindaki dzel de~

3

grlerin savisinin limitini bulalim:
Y

B o 1 Pt 1 1
A= T (e, 0 31=dudt=] L[] #2{l-t)®du+] $2{1-) ®duldi=e——

a Ja ) % 90

i

£ 2

bulunur.

n oA 10=, =
Q0 &

plup, {-10,+10) araligindaki drel deferlerin zayisinin 1 tane
oldugu anlasilir.Gercekten bu aralikta sadece =% = 9,87 dzel
deferi mevoulitur.

Burada dnemli olan, Szel degerlerin ne oldufunu bilmeden
belirli bir aralikia bunlarin sayvisinin  kag tane olacagin:

hesabedebilmektir.

2.8 Teorem:

Her resl simeteik cekivdelin en az bir dzel degeri var-
i,

Bu bteorem i1lk defa Hilbert ftaratindan ispatlanmissa da

burada Fneserin yvaptiga i%pat verilecekiir.

dDiA) el
DAY = e = - L D, 3A Y dy (9
A 4 &

Dix, b\
is, tsAY =

IRRVEY)

V&
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idi.Diger barattan,

Tla, B3 = K, B4R (G, B0 % aw s s APE N 02 (0 £+, L L,
seklinde vazilabilecedini biliyoruz; (%) bafintisini DAY ile
blelim:

DAY B D, 5A) )

= - gy = - Tin, A rds
D{A? a DA a

alur. ‘vi veteri kadar kiclk almak suretiyvlie T verine onas a-
it seriyi kovabiliriz.Bu sevri 2, 1T, ‘va nazaran didzgln vakin-
sak oldugundan, terim terim entegre edilebilir.
DA i
e LR O, ) 4 R 62 Oy ) bu o QTR EN*L (3, 0+, .. ddu
DA a
Iy §n '
= Milwywicdu— FiOR2 (i du e s wwam M EOTIY L uwddy
E] & J @
plurBu integralleri s1ra 118 B1.,82y 00 1Pmy e 1lEe gBsterelim.
b =

Fg=] Kisxyuids § Rgp=| K=

g A 43

% s
(3EdH Y s wweannwae §

"

t

im0 (e mrodu

5 =t

olup, Al “ler birer sayvidir.Bunlaras Cekirdegin Izleri denie,

DAY )

s 5 =Yg AP s a s AT s e w e {103

LAY
gerisinin, i\'ﬁlﬁ her degeri igin yvakinsak olmadigainy giste-
recetiiz. Yani bu serinin yvakinsaklik yvaricapi sonludur. Fonk-
siyonlar teorisine giire , bu valinsaklik dairesinde bir tekil
nokta vardir.D /DA meromorf oldugundan bunun tekil nok-
talar: D )=0 ‘in kdkleri yvani kutuplardair.Uyleyse D’ ) /DA

s@risinin  yakainsaklik yaricapinin sonlu oldugunu gistermek
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teoremi ispatlamak demesk olacaktie.
Izpat igin 4, Ornedin j Azw “yi alalim. k bir keyfi sabit

olmak Uzere,

]
Propee™=1 BB (o0 i

&

P
Boembed Lo Bdm) RHOW {50, wIk W2 (v, hidy
Ja

i
fremiy Lo uwdysm ] DR O™ {3, £) 38dy

1 ot

jul b b b
Fime=] du Cloer? {w, £) I®d g= CROew L, 1) IR”dtdu

& = =4

a
iglemleri si1ralanabilir.D halds
B & O
dir.Yukaridaki ispata gire Ase. # O “dir.diger taraftan
Boemd e, 1) % O Cdir.Bu sonuca gire,
QQ R g B4 O 4 s sensoaasw g Qmw 0 § wwswoenaoa=

vazrilabilir. a £ 2 2 b wve a f2 ¢t 2 b ile sinirly kare hlge-

Flu, ) = KW (k) 3 gix,t) = Kin=i> (u,t)

olaralk Schwartz esitsizligini wygulavalim:

O
[J f poamr fa k) SRR (B dudt 1 o

&
b Th b b
Dl em=23 (o, 1) 3=dudt. j LR emm=a> {3, 1) 1=dudt

& J& &

(=

clur. 5ol vandakil integrali I ile gidsterelim:

op?
e

b i n]
I= dx poemedd (o, By =22 (n by dd= ®oORESEM L w)
& & &
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demsktir.Buna gbre saf yvandaki integralleri de deferlendirie-
ek,
Bzn® 2 AznensRzmn-z

vazilir.Buradan

f::ixn—u»:a Qﬁn

1304

5
A FAR ey -

vayva daha agik oclarak,

A ez f:kzn F}‘é- Aa
Z £ owevewa £ 2 0
Q:&n Q:‘-“:.m -t Q«q- Q::‘s.
plduge vazilabiliv.f4 /0 = g olsun. g *> O ‘dir,

olur.

Afz’iz + (\:‘51{}(4 b ’i"(\zn*"é’zn—»a T ow e s
sarisini gizdnine alalim. Bu seri {10 ssrisinden gikarilmis-—
tir.Bunun 1rabksak oldudunu gdsterebilivsek, (10) serisi de 1
raksaktir.,

i(\wn*ifqﬁh*mi m H iﬂm*ig}ian*&xiaimn*lgﬁqn ..‘ QE‘A; {qi(\i&?}mn,ﬁ
COlEUT. qkﬁ{ﬁ 1 pldugunu farzedersesk n o—> o igin o —3 @
olur. Yani

lim SAQ“""iﬁxnﬂ«:a‘ e DD

Ry

demektir.Uylevsse bu seri,

Al > —

igin wraksaktir.Dolayisivia {(10) serisi de
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B i
AL a4 A

igin iraksaktir. 0 halde serinin vakinsaklibk varicap: sonlu-

dur.
Lo / YR B N A i Lo
147 7 7 7 7y T 7 7 7 LA
~Jh s Bia +Gms g

Buradaki sekildean ~ Bl Ba ile +80o/ba degerlerinin
digsinda kalan biilgelerdes serinin iraksab oldugunu bildigimize
gore bu deferler arasina rastlayan tarali kisaimda yvakinsak o-

lacad: kolayca gdrdliar.

2.9 Teorem:
Bir fonksiyon, Szel fonksivonlarin hepsine ortogonal iss
cekirdeds de ortogomaldir.

Gozdntne aldigaimiz fonksivon hixd, dzel fonksivonlar da

Umix) “ler olsun.iddiava gire
by
il .u.{)idy = 0 (11
=
isme
b
Py ki {x,E)dy = 0 {123
&
divr.Schmidt serisi,
w AN SIS NT WS & 3
EeA>2{x, by = & (i=d, 2, vua? (130
Py eum L, (qﬁ:i.
seklinde bilineer seri aolarak vazilabkilir.
b
e {y,byhidh{t)dudt
a Jda

integralini gdzdnine alalim.Burada i=2 hali sdzkonusudur. (15}
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uygulanirsa,

i o B e Us{#¥Uait)
B (w,Ddhigth it dudt= 4 Rixih(byoudy

o

g &

1 I
= I j J Um ()l U (i b (s dudt
A e a Ja
1 b e
= I j Um (M inidy { Um (tihitidt = O
A2 a &

I | .

clur. {(11) 7 deki hipotes: gerefince bu integrallsr ayri ayri

srfir olurlar.
g
FAm {w, k) = J B, vk {y, 8)dt
2
idi.Yukaridaki bagintida verine koyarsak,

£

B b b
j Flu,yikly, trh{in{tidudtdy = ©
& &

bulunur. Cekirdek , simetrik oldufundan bu ¢ katli integrali
birar degistirelim:
M [ a]
dy By, ¥ih () dy Eily,tih{tidt = O
R J &
olup, dolncld integral icindeki ifadedes © verine o konursa
[u] b
dy [ Fly,dh 00 dud® = 0
Ja &
bulunur.kidsell parante: ifadesinin bUtdnind Fiy) ils gdste-
rirsak,
pu
Fiyidy = O
Ja
demektir. Fly) 2 0 ‘dair.Uyvlvse Fly) = 0 olmak zorundadir.Bu

sonuca gire, hix) fonksivonw cekivdefe ortogonaldiec.
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BUOLUM 111
LINEER HOMOGEN INTEGRAL DENKLEMLERIN GENEL OLARAK
INCELENMES!

3.1 D(A=0 ve D(\M)#0 0Oldugu Durumlarda Homogen
Denklem CozUmu:

Eger DAY = O ise o zaman
=
nG =0 KO B ult)de (1)
&
homogen denklemi

wig) = O {2)
ile verilen sadece bivr sOrekli cbBzime sahiptir.

Qimdi DAY=0 oldugunda (1) homogen denkleminde ﬁ{Ag:O i
cim A ‘man ﬁbdegewini alalim. Bu trel A degeri igin (1) homoe
gen denkleminin ¢dsiiminld inceleyelim. Bu durumda

b
i) =Ayl K, bruitrde ()

(=3
alur.
Fredhclm ‘un ikinci temel bagintis:
b
D, YyIAYAEGLYIDIAY = A K, 81Dty dt
4 a
{3) vardimivlia (2} 7 nin bivr cOzimind incelevelim. Bu bagimba
A ‘nin tim degerleri icin dofrudur. Ved =d, icinde dogru ola-
caktir.

Bu A degeriyle DY =0 yilzlinden (3) denklemi

H

]
D, y3A) dj Fin, 01008, y3A2dE
a

haline gelir. Labl araliginda vy 'nin her degeri icin denklem

saflanir.Ve y=vye ‘dir.
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)
DUGGLYIAY = A Kintidit,yeiA)dt
|
elde edilir.
Fakat ulx) “in Dix,vs; 3}  ile yver defiistirmesivie sadece

ks

Eaa

(3 denklemi slde sdilir.Biviece uix)mD(xng;Ag tEY OCUn bBir
CHzUmidir. # ve v igin Did,vy 7 daima yvakinsak ve slrskli ol-
dufin igin bu gézimde sireklidier. Fakalt ve icin diger bkaz: de-
gerleri secebilmemiz duwrumunda va, veo in bassrisiz gdzumid ne-
denivlie ve ‘1 nasil cozdigimliz Snemli olmadan yukaridabki -
zimil basit u=Ed gdzlimine indirgeme durumunda ¥ ve v de

D(xgy;Agaﬁ clacafl icin Dix,veid si1fir oclabilie.

3.2 Teorem:
Egar D(Agxﬁ Ve D{xgygﬁgiﬁ ize buradan ve in uygun bir
secimi igin
£
wix) = D, Yoidg » Wi =aA4 ] K, tiultidt
Ja
denkleminin sirekli bir cBzimidir ve uix)%@ ‘dir.
Bu teoremde ifade edilen Dk, yjAY =0 kosulu D A0 kosu-
luna déndstlridlesbiliv.Bunw gistermael igin
b .
D, w3 AV dr = ~AD {A) (4

o
denklemini ispat edecegiz. D i ve Dix,yiA)Y igin seri ifade-
lerini kullanarak {4 "4 ispatlavalim.

i‘{(‘tig‘tﬂ,) HW e 88 8 aan I':::{tiq{:n)

b b ma e s EaaaKEEREaan KRB e e s
fﬁ[n bl B 88 4 % 8 83 BN ®W S 8 BB H B R G RN RS T T RO RS dti n a4 B dtn
ot & R R EEEEE R RN I A R S N S I

#:(tngt:{} # 8o 4 8 B 8 oo i'i(tngtm)

oldugu durumda
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DAY = 1 o+ L {13 A B
ne= n!

ﬁ‘}\)xi“Aﬁi"“éwgim*A B + casuwanana
2! !
gesitliginden
¢ P o y &5 — AJ&
U({'\)'—' ™ 3‘&%"1@ A““"’“”‘“‘”&m’x"nnnnunﬂunu
21

olur.

ity ta? K(ti,tm),unanuu.“uﬁitigtn*i)l
b Bl i{ta, b K(tmgtg),au,,,,a.uﬁitmgtm+1}‘
f:}ir-\-galx 7 a® uuunuaanununanuunanuaanauuannuau-unuu}d‘tluuud‘tm»}-i

& €Ll o » n uwu s B 8 e n w8 8y R e s WS BB RN Y R U S M8 a8 B8 A Ees

Bltnmasta) Eltmasstm)onesb{Emesy tams)

ifadesinde ti,bmytmecssngtomstnes YEPINE Hybaatmencensgbnaaatn

boyvarsak

B, x) By bade. o H{x, thaead
] o Bibyaud Mty batewabi{ty,tn)
pfm—g«:‘m s a8 ¥ u ®m o ®m u B % H oG o8 N BB S BB E N QBB BR N d:‘(d’ti B ou o2 d‘tm

o Jd & A B 4 B oA B M oW M N AW B R BB E BB NGRS RBR

Bltmy®) Bilbmstalosadi{tm,ytnd
elde edilir.Bu belirli garpim integralinde l.integralin sira-
zim1 defgistirirsel

R STIRTS B i SIS ) N S AT

:
b t’ b # @ M 8 B P W P BB AN R RSB S B LS 4N DSBS
oot I Y o
plr‘..;nj“"" 1 RSN # o8 o®W o2 # O R e X S N8 BB N B U ANV E B N8R dti ® o8 B dtn < o
[=3 a =4 @ @ a kw8 e enew W S8R ABAaaasTs s

FA{tmae 1) B{bmabadeo B {tn,tn)

L GL Bl tadeweankidst, bl
' Bl K tasy) Elta,badeaalilta, el
Bn'::ﬁf.gy‘}: a 6 @ 4 % 8 8 B B 3 M 8 M R S8 8w N O R YD RLIB N RS8BT ‘:it:. s 8 u dtm

o e~

&4 & PR R I R S R S S I A I

(b, ) K {tmptadeskl{tn, ta)
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oldugundan fa.. ifadesinde verine kovariz ve
B
AT Bl {30y 2 cdn
l‘a

glde edilir.Bu ylzden

- A‘”’ b
DAY = ~ (=130 B {31y w)dx
P nt Ja

olur.Fakat

n b
(-1 a

“ ! J &

iEiie

serisl ®'de dizgln vakinsak bir seridir. Buradan yvazilan top-
lamirn ve D7 () digin ifadedeskil integre sirvasini defistirebili-

rie ve

xS =
Dy = - L o(-13r A By dds
7 nme nt

vazabiliriz.Her iki ftaraf: bnce - ile carparsak ve

- e L
Dis,viA) =A E{x,y) + I (~1n Lo B, y)
et nt
darn
e}
Din,niAtds = -AD (A {4
=)

gsitligini gdrirds.

Simdi DAGZ=0 ve D' WU#0 oldugunu varsavalim.kesinlikle
D{Cy=1 oldugu icin Aofﬁ ‘dir.Eger (4) ‘de d,f*—g vazarsak bu -
sitligin sag taraft: sifirdan farklidir. Bundan dolay:r = ‘de
Dix,ngﬁ%D ‘dir.Bunun sonucu olarak w owve vy 7 de D(x,yyig%ﬁ ’
dir.Teogren 3.2 ‘de Dixayﬁx3$0 kosulu D’&\;f% ile ver defisti-

rabilic,.
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Eger  WUixi=D{g,v¥o} {3 homogen integral denkleminin

et

iy oozlml ise cuw (o, keyTi bir sabit) ‘da bir czlndlr.Bivle-
ce sabit faktirlerle farkli oclan cOzimlerin sonsuzlugu
vardir.Biz baska ¢ozimlerin olmadigini gédsterecefiz. A deter-
minanty ile

™
LI;LMAh }:’: }::::Ld LIJ = {:) (i:‘:‘lqnnnuugn)
3 e g,

lineer denblemlerin sonlu sistemi ile bu benzerliktedir. Eger
A=g ise D, mindrlerinin hepsi vobl olmuyorken n denklemlerd
tek plarak Uaslmsesaresldn Oranlarin: belirtir ki buda

W™ sl dire (3=l ey nica=1). Yok olmavan Dy ‘larin hepsi

Dfi:vt,y;(\e)%ii) ‘a bernzedigindeA =0 , DN =0 ‘a benzer.

3.3 DRN)=0 Oldugunda Homogen Integral Denklemin ¢ozumu:

D nan vitksek mertebeli mindrlerini incelemek icin O ve
Bldlin birdincd mindrlerinin si1fir oldugu ve bunun gerekli ol-
dufivn yverlerdse linesr sistesds bu duruma karsilik gelen

DiA) = 0, Dhu,yid) B O
durwmunu incselemsye  devas edelim. Biz integral denklemin bu
durum iginde h si1fira yvaklastigs icin FAREEES yiksek mertebelil
mintdrlerinin limitlerind incelemek zorundayiz.

Zimdi Heywood-Freochet notasyvormanu kullanalim.bMotasyvon

BlSaata) wenswnns KiSa,En)

BayEmyananayBe R on 8 w8 womoBoW B H AR A NN HEE W W BB
y - (%)
o R I I I R R O e ] % amd
tiqt@gaauuugtm R ¥ 8 B B8 W8N BB E s oaB R o8 w88

dir.
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3.3.1 DQX\) ’nin p. Mintrunu Belirtme:

Haumangip ' b HagaouwsHpabageussg b
Bm L RN l'::: dtla nadtn
Wageang¥p a Ja VigeoneaVYmeLaguany Fe

v~

e sy ¥p HagwesyHp
Ee = K {4}
"usyij Yassass¥p
oleun. Buradan DAY nin p. mindrl
Higoangip w A"*P Higenasyip
D A = & (-1~ B, {300
Yigeonyg¥p g mn! ¥agesaeg¥p

seklindeli sinirsiz seri tarafindan tanimlanir ki burada p=i

icinm Dix,yi\Y “va indirgenie.
3.3.2 Teorem:

}:1;::::;::;)’3:;3
O A icin sonsuzr serisi tamamen ve daima ‘da

Yisenes¥Ye

e
sirekli yakinsaktir ve a % e T b 4, 8 2 vp 2 b {a,8%1l,...40?
ICAN HasueesHpsYasrens¥e O dlizglin vakinzaktir.

¢

Sonuc ®OTin HeTHe gibl ikl esdeferi oldufunda veva v

Min Ya=yy gibit ikl esdegeri oldugunda Dgix,viA? vob olur.

}'ﬁlgnnag;“ip
B integrali icin iki situn ezitlenic.

Fagawaayp

}'{19:::&::1:'(‘:)
Bu vizden B, = dir.Henzer yolla x veva v ‘nin

Yigeansy¥p
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ikisi D,y ‘da degistirilirse Do (3,3 isaret degisti-

i

3.3.3 1tki Temel Bagintinin Genellemesi:

nnutj::':p
ya sUtununun slsmanlarins gire B ‘de

“eeg¥o

determinant belirtilir.

;‘f. 1Ly usay )':p;; b h x>
B = .. L8R {=1)=+a u
Yasnsews¥p & a ot

Hagoows Hopma g HaxrdgonebpsTagnney e
Finax,vp) K

Yagsnoa¥p—asYprigaon¥Ypsbayouaytn

3

+ R {-1yeriesii{L, v W
4 e 3,

|

:‘-15;3::";}}{]:,51319unagtg‘migti*.i?“,a?tm

¥ gty wwtdtn

Yanssss¥omta¥metysnas¥mastasonagtn

Py

olur Birinci toplamda Bixx,¥e! integral isaretinden fnce

¢

nabilir ve (8) ‘e gire toplam

© 3’{151«“::,3'(0(«15)'(«40-13nung}’{p
E (=128 {uuy ¥ndBa

g,

¢

¥agesag¥peas¥merasnaas¥p

hale gelir.lkinci toplamda notasyon defisikligi vapailair.

@li~

tasbtivasbaamannngtm yErine t,taytasrsesaytaws yazilir. Ikinci

toplamin i.tsrimi
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p2e

.y .
{3l 3P LB L vp)
Algusuuauaanuuaa:aung%pgtigunu»unauuanuunugtmwi

ylgaan9ymm15yﬂ*1,nnngypgt1gnua5t1m15t15hnn5tn*1

olur.Folonlarin i+p-5-1 transpozeleri ile Ypes 5 ¥eeur kolon-

lary araszinda ¢t sdtunung alalim. fkinci toplamin i.terimi icin

xigunugxmwlixﬁ,xﬁ*igaaugxp’tigunugtﬁml

YaguoanwsgyYpoagEy¥prageans¥psbayavaytnen

™
elde ederiz.Buradan I ‘deki blitln terimler ssittir. Ve sfer
4w,
tl,uuugthml yénﬁ ile
b b t:‘ )'{:Lt}auanuuuauusnnanunnugz‘{mgtiguakgtnn—l
-y BEltyva) {]...] K
& & & Yigsong¥amtg by ¥ButlognoagYpatagensg bmeu

dfseeadbmesd dt

integrasyon wygulanirsa (8 ‘e gire

ju]
-] Kit,vp?

HaigassgHp—tysipnedipesynessip

Bm~1 dt

-
=

i

Yansneoes¥ma—33ba¥peigeona¥p

toplam vazrilabiliv.Biiviece

3'{11»&:5’5’:,5

Br= = (8)
Yaigeooas¥p

® HigasmgHomtsHRoeriygsnnygXp

B -1 {asyp) Bn

ax e q .

Yaigasveg¥m—ts¥marign e gi¥p

b )’:1;:::a;}{m«—ig:’(«g}(o‘d-ignans;)‘(p
] K{t,¥n) Bama dt

& ¥igeanag¥memty ba¥YietgnnsnsgYm
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Formlilineg variriz. Benzer yolla de kEklnln slsmanlarina gtre

B ‘nin integralini genigleterek
Yigunsy¥p

>3 }(1‘}“”“‘3}'{&-'15}:48"“1‘1“‘"‘3}:[3

L {=1)® B {0, ¥p) B
1 . ;

o Yigeceos¥pmtg¥Yprignnng¥p

T N T
=] W My B By

Yragenas¥pmta¥ms¥prignnes¥p

elde ederiz.eger (31) ve (32} ‘nin her iki tarafin:
Lt Rt =24

{—13nm o N ile carparsak ve =0 ‘dan n=e ‘a kadar nn terim-
ri!

lerini toplarsak (30} ‘da verdilen tanimlama dolayisivia Fred-

holm un iki temsl bhafirntilarinan

D, yi A —AK (2, v 1 DIAT Al E{t,vID(x, bty ddk

i

by
D Ost, viA) Ak Gt yI DAY

H
"

B, 82D,y ) dt

J &

gensllemelerini

:‘{1’ u a8 5:’:;:)
A = L RAD

YageanaYp

© Hagooogioemtyg et yneegdp
£ (~1) %" BAK (%a, yn) D A
"

Yigeang¥p—dtg¥srranweg¥m
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by HigaoogdpemrygHXpmesMpewtognnsg iy
+Al Elt,va)D A dt
J & YagnougYpersby¥maa ya0uavp
g
= I (=1 B (M, V) (112
Bem d,

P

}(15 8 #on 5}‘(¢x--1:‘1}£“-{~1g a4 a8 g}{p

Yagenwg¥p—da¥mrrasss3¥p

i) MiguowsgHoretg by Hoert gunangip

B YaveowgYamtsYoyYosrtaanag¥p

zlde ederiz.

XigoanaoyXp

3.3.4 D'P?(A) ve D A Arasindaki I1ligki:
YiseoosYp
DAY ve DO,y 3AY arasindakl (4) iliskisi asafidaki gi-
bi genellestirilebilir.
Ispat:

DR igin

DAY = i+ 2 (=1} Cimwm =T saeri ifadesinden
e ri!
o
DRy () = & (=~13nm M-C\—wm i
et in-p)!

glde edilir ki buradsa rep=rn’ notasyonunda biv degisiklik ve

() atarsabk

DeEr Ay = E (=1)nwe O

o n!

seklinde vazilabilir.Fakat,



Blta,ta) wusunwas Eity,tn)
b Pb L I I R A A I T A )
f:.fr'\ = &8 % u J ¥ # ¥ B 8 M H 8 BB G 8 BB N AR S NG NR g U8 oa dt‘i ¥ 8 & dtr\

& 8 8 8 8 8 ¥ 288 W8 Y8 RE N LB B S USSR R G

l':::(th’ti} # 8 8 8 88 8 a P{(tnytn}

b t:‘ t]_?anngtn*p
Rmap = “wn k dts w.o dtnmap dir.

a2 & tn,g 9tn»|~|:a

s
]
]

E{;j@!“" t;gnnngtpgtp*igunugtpqnn 1f9d?§§lﬂd@ }':j,,nnng:’:pﬁtlgunﬂgtﬁ
ifadesini vazarsak tij;e..qstn ‘& glre integrasyon sirasini de-

Gistirirsesh

b b ih ul HagnungHmybagsang b
Bawp®laeeltlowe] K gdtgeevdbmddty.. .dup
a ERE- & Hagaungpsbagennybn

glde sderiz ki buradsa (3 ylzlnden

‘b ;:’ Xa g 8 8 o0y ;‘:p
Qmu&-p = o8 8 Bn d}‘(:}, ® 8 8 d;”(p
a a Magewagp

Y o g

w1 facde-

Halinmi alir.Bu esitligin her iki tarafiny (~13°
!t

-, ¢

sivie carpalim ve n=0 ‘dan n=eo ‘a kadar n terimlerini topla-

valim.BSonugta

drD A} - O < T Ar*p Magwasgip
(“l}ﬁAW e wwa} i—idm

dAF M A a nt

iy eweaOip

sglds sderiz. Carpim integralil issreti altinda bu toplami yer-—

lestirmek mimkindlr.Eger saptanan (7)) denbklemini kullanirsak

drPD () h t3
(=1l P = ... D
d P & J4a

Hageangip
N [« I o § 19

Higanagip




2lde ederiz ki saptaman (12) esitligidir.

Yok olmayan Fredholm minterlerinin hepsini ispat etmek i-
cin bu sonucw kullanalim. DY = 0 kdkiini (Ac’alallmu Burada
i) = 1 igin k@ainliklal\o%ﬂ ‘dir.fAvirica Aqufxng,D’iﬁgxﬂg
crenneennnay DO ) =0, D0 (A} F0 seklinde tamimlanan » sonlu
carpiminin DAY ‘nin bir kdkldir.Bu kBkin e carpimi sonlu ol-
malidir.Diger duruamda D¢ JE0 olur. (12) ‘ded =R, ve p=r yaza-
Lim. Buradan bizim hipotezimizin sag tarafi yok olmaz. Bdvlece
sal tarafta vok olmaz,BuPadanl\%a oldugu icin Mayesw.sie ‘de

"
s & oa g fpe

Al 7

dir.

Bunurm sonucd Olaral MoyeeesHmgYassneg¥e O@

)‘{15 B 88 :’:{r*

D A Fo
Yaganayg¥e

wvonsaed

dir.Bundan dolays

3 2 %
B ’ b

‘{;Lg Tty SR
, D Al . ...

¥is¥my¥Ym

DR =0, D] A 4 D

sagrisinde g 2 r sayisina gelmeliyviz ki

i

D) = 0, DGy vaey)

t..)g 5 8 8 48 8 a8 s "

.

Hagasnyia

A FO

YagennyYa

HagewayHegoi
D A = 0, D
. . o
YagmensgYag—a

olacak sekilde ,ﬁgln indexi olarabk adlandirilair.
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MagouwesigeYaeneags¥a dediskenlerid i0in e e s¥ag sy seses¥a

Hrel defsr seti varclacak sekilde biz

}‘:1 : 5 u w8y 7'{(;‘ :
N %ﬁ
L s (\? o’
Y1 sennyg¥a

nimerik esitsizlidine sahip ocluruz.

3.3.5 Teorem:

DY ‘nan kdkinin g indexi A

o 1M I garplmina heman

hemen esittir.

3.3.6 Homogen Denklenin q Bagimsiz CozUmleri:

Dy = 0, DOtaysd) T O jueuvnnnny

¥agnaesy9g¥a-

olacak sekilde g indekeinin DO 1=0 “in kARG alalim.Fakat

::‘:1:’ oy s 5}((:.
(’\o % i:)

Yagenea¥a

i

p=q igin Fredholm un {11) ikinci genellestivilmis

¢

P Pt LAY ooy ¢ 2 ey ¢ e
Yam¥a sess g ¥@8-aT¥Yp—1 3 ¥nTYs 1¥Ys+1T¥p+1 sv s 3¥aFYaq

olur. 0 zaman

':‘7.1; a s 8 5'}'(“-«3_5 '}‘iagwx-ig LEEREIE 1 }iq

D Al =0 (12)

¥igeaag¥p—rs¥prigeesy¥a
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2 ‘ % M Y ¢ £ *
S § L A Ly g Sy Sraxeld § 8 8 8 8 84

E k4 k4 ¢ AQ =

3¥B s¥mar seasyg¥ag

. 2 K . E
goswg ot 508 Kaad awoanay e

dt
. oo . f*?
ges e ¥Be13¥m s¥Ymar geang¥e

=
i

olur.Eger

hod
P2

b Ao

. Y IREY] ¢ o °

Mg YT § 8 8 58 a3 :’\q

D A = (173
©,

. . » +H -
¥a sssas¥m—1 2¥p 3?&*1'9v”~5?qﬂj

verliestirirsek
Baliad) = Qo| Kin,t)Balt,d)dt
Ia
ve sahip oluraz.ki bw (2 homogen denbkleminin gdzlmleri olan
é;(x5AJ s Bali,d) 5 «ox 5 Sgiu,q4

g fonksiyvonlarini belistir. Bu clzimler sireklidir ve (7} ve

ot
-
T
i’
§i

S lp Q) = (143

b
]
o

i
&

glde edilir. Bununla beraber bu fonksivonlar lineer bagimsiz-



gdit.

DBy (1) b CaBald) + .. b CePqlin) B O
formunda bir bafintiy vVarsa Ci,.s=.s0g @ un sabit oldudy yver-
lerde Co = Ca = .. = O = O "1 elde etmeliyviz. (14) ‘den sger
Mol 1EBE8 C~0 ‘dir.

{2} 7 nin homogenlidinden Cugee..0q EeyTi degerleri icin
WY = @8, (8] b ia. T g (KD {15
{3 ‘Un tekrar bir cozimidir. Bivilece gdzimlerin bir g-katina

elde ederiz.

3.3.7 Tamamlanmamis ispat:
Yapacaimiz islem (3) "4n tlm gdzlimlierinin (15 forsounda
verlestirilebilirligini gtetermekl.
Eger vix) (3} ‘4n herhangibir cdziml iss
‘B
wvin) = Elw, trvitids
a
dir.

Hix,t) ‘nmin sirekli oldugu yerlerds

i b
o= HM{x, 1y { vix) -A Fltysivisdds 3 di
&, &

mlur.Birinciden ikinci denklemi cikartarak

b
M, Biwitidt {1&)

<.
-
S
—
H]

H

alur. Burada

u]
(\ol\l(:-z.,t) =(\‘=¥=ZI{:-:3t) -4 Hiux, £) w(\{ His,siki{s, btids 3
&

gt

direp=g+l 4 NHg+1®H 5 Yae-2 Y ‘yvi (10} ‘& wuygulayvalim ve iki

“in ve iki y ‘min sirasinin defGisimi Dnin issretini degisti-
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Ya¥ageany¥q

<3
- L Ak {xa,y¥1D

o g,

] My

mdlelim ve

-57 -

4':15.,‘13:93'{‘:‘

;‘igy)D (\

Bl

¥auneugya

LS

7 G “u
N IEAT- L B A B AL

A

1 ¥ A1 BaYaetgonnaYey

X
)
w
e
R
e
Fonet”
it

vazalim ve buradan

‘:' -,
E O Eisa sbyaix)
¢ wn

+AQ ] HGx,s)K{s,t)ds

(1&) denbklemi

Fiisa g Bdv{tidt

elde ederiz.

Vg

{17
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geklinde vazilir.Bu gisterir ki
]
B =0y Kixa ,tivitidt
Ja

sabit degerleri ile vix) (13} fornunds vazilabilir.
& , Y

3.4 Teorem:
Eger g martebeli DAI=0 "in bir kékﬂ(§z¢A°iae O E&MAn
b
wix) =6] K, tiuit)ds {3
&
linser homogen integral denbklem g linger bafimsiz czlmlere
sahiptir.Burada diger tlm czlmlerin Yerimleri kesinlikle li~

nesr bagimsizdir.Bivle g bagimsiz glzimlerinin bir sistemi

(¥ ° RV -~ ¢ S i “? 2
PR N g 8 8 8 3 SN 41 4 g Sk~ A g 8 a8 o 8 g Ay

" o

: - 2 2 N F3
Vi genng Yt 3¥o 5 Yxaed gnesyVa

fod
S
~
24
ot
i

i:{:{m}‘?“‘“’q}

. ,
[ e
X N g w8 g Sy

b ™
Yasewan¥a
seklinde veriliv.
3.5 Karakteristik Sabit , Temel Fonksiyonlar , Tanimlar:
Eger BQ\) s Fiu,t) gekirdesgi icin Fredholm "un determi-
nanti ve DEAY=0 ise Aglix,t) cekirdeginin karakteristik sa-
Biti olarak adlandirilairEger €04, slrekli ve (ab) araliin-

da s1fir defilse ve
)
wix) = Al Kix,t)aisdt
a

geklinde ise o zaman @{x) , ,%o karakteristilk sabite ait olan
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Els,t) gekirdedinin temel fonksivonuduer,
Eger he- gbzlnmin bu g ¢dzimlerindebki tawimlewé linger ise
a alt olan HO4G ) cekirdeginin temel fonksivonlarinin tam
sistemi 8, (R} ,...,84) seklindedir.Bdylece eger\ozssu,,,}pq

diger g czimleri ize

ki)i-"*':n.m\\)m”i“nau""cmqq 2

L I A I I A (}.8}
\oq:i:ql\?q'{*nun +C(qqq

elds ederiz ve sfsr

Cii 4 2 9B B8 a8 Ciq

# % 8 a8 8 8D aH 8w 8888
o
" 8 8 a8 B8 8 N8 e s 3 e nong ot

5 B 8 8 8 R u 88 EB B 8L NS

qu # 3 3 Q8 8 aa CQq
isa &Q ‘a ait clan temel fonksiyvonlarin biv tam sisbemin tek-

rart Wase.o. Ve  seklindedic.

3.6 Lineer Homogen Denklemler Arasindaki tliski:

b
u(x'ﬁ=ﬁby Fis,truitidt {35
Ja
integral denklemi ile iliskili integral denbklem oclarak adlan~—

dirtlan
vin) = | K{f,xivitidt (15

homogen integral denblemini arastiracadiz.

w owe bt oargumanlariny defistirerel Rix,t)} orjinal gekir-—
del tarafindan flretilebilen iliski denkleminin

Bl k) o= B{h,u
cekirdegini incelevelim.Burada {19 dile (3 denklemlerinin
cOzliimleri arasinda dnemli bir iliski vardir. Onlari incelesmnek

igin dnce Eik,t) cekirdegi icin Fredholm mindrlerini ve Fread-
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folm determinantin: hesaplayalim. Gdzdnine alinan glzgl notas-—

vonuny incelevelim.

3.6.1 lligkili Cekirdek 1!g¢in Fredholm Determinanti:

l":(tigti} 3w A unonoaon %("&’15*\:,-,}

g
b b 4 8 B B WA KB AW BB R EHS BB REBY R KGN
P = dt dt
Fipy == " oa u PR R R R R EEEE 1 a s & & )
o & A= P R R

Fltmsta) cosannne Elbn,ta)

oldugu verlesrde

5 a
D\ = 1+ & (~-1)" B
ik it
clur. Buradan
K{ta,ta) snnennns Elta,tn)
— ‘\:‘ ‘b L I R R R S A N I R N B R )
ﬁn: u 8 a L A I N R I N N B A ) dtl 8 u 8 dtm
& &8 R R R L LA L
%i‘:tr')g.‘cl) LI I x'::’:trw‘g’tr'\)
ocldugunda
— @ Aﬂ —
DA = 1+ & (=13n £ Fips
Py g Mt

-~

dir. Aa. integralinde uygulanan determinant , AL  integralinde
wygulanan determinantla degistiriimis satir ve sltunlar haric
ayrnidir. Fakat bu degistivme, sabibt determinant deferlerinden
.e -~ »
ayrilir.Bu yilzsden An=H., ‘dir.Ve
i} = DAY (200

plur. Buradan BEit, ) ve Eix,i) ‘nin ayni ayni karaktesristib

i

abite sahip oldugn sonucuny girkartiriz.



3.6.2 1

{7

liskili

denklemindean

f

dir.Burada

Hagwuang

By 5:{1) -

4 8 8w 4 289 og e

4w 4 B 8 W8 8
FAlMpyvalda
Elta,valta

Fitm, ol

s # ® ¥ 8 4 v 8 8
1 ’::‘y’i 5 3‘{‘;;,} -
K ya, ta).

.,
Ra

X3
(=)

Yaseswg¥m

sehlinde vazrilabilir. (35

Cekirdek
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Tty End

# 8 a8 x 3 888
# @ on o8

ra
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n a8 n

wfl i g 3ty
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amsuneuna
S, Hp?
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T P R

I¢in Fredholm Mintrleri:

dtiunndt

dhy....din

RPN«

denklemi vardimivla tanimlanan defer
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ile

— Higouagip ¥igenns¥m

B

i
i
3

:7“"_1;::::3:;.“":) )':1311'1;15;}’{;3

cldugfunuw goriridz ve buradan

}:15::“::?:-':1;; }"J,gnnugyp

=1
i
o
)
ey

Yasewwsy Y Hageoongip

olur.
0 indeksinin Ki{x,t) cekirdeginin bir karabkteristik

sabiti olduguna gire

iken

o
D A =3 i:) (p=15nuu5q*}.)

¥agsee9¥p

zlde sderiz. Bundan dolay: (21) farafindan p=l,...,g9-1 igin

:’:15“5&3:’(’33:}”15:5“5}",0 ‘dﬁ":‘“

¥igeaouy¥p
= 0 ‘ A° ]

}‘ilguuag}{p

]

— — )
Hoo ®¥ax 3 Yoo FHao (22
egitliklerini vazarsak
— — —
\ B ? : ? B > e ¢ e 2
— So F IR SR - | yi gnuux;}q " g uon o8 og gy
D =0 =D ¢ o
—_— — _, -, Ao

4 - ’ My yasagn W wsang Ve
3 ] <3 k] k4 <« 4 k] L=
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glde ederiz. Bu tamnimdan El{t,3! "in karakiteristik bir sabiti
olan ¢4;in g indeksi, g ‘dur.fcikca efer g indeksli Kix,t)
nin karakteristik sabiti f\,isa,c\o ayni indeksli At Tin

barakteristilk sabitidir.
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