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Ozet

Bu tezde; ileri beslemeli yapay sinir aglarmin, agihk hatasi karsisindaki
duyarliliklart analiz edilmigtir. A3 modeli olarak gok katmanli algiyicilar ve egitim
algoritmasi olarakta geriye yayihim algoritmasi kullamimigtir

Cok katmanl algilayicilarda aguhk vektorni girig-¢ikis  ddniigiimiinii
belirlemektedir. Dolayisiyla bu aguhklardaki her hangi bir degisiklik girg-gikis

doniigimiimiizii etkilemektedir.

Yapay sinir agimizin duyarlilifim hesaplamak i¢in artimsal agirhk perturbasyon
metodunu kullaniyoruz. Amacimiz, artimsal bir agulik perturbasyonu kargisinda karar
hatast olasiligmnin hesaplanmasidir. Bu amagla iki tane yakinsama formiilii geligtirdik:
binormal yakinsama ve karekok yakinsamast.

Bunlardan binormal yakinsamanin dogruluk oran: ¢ok yiiksek olmasina ragmen;
¢ok iglem gerektirdiginden hesaplamalar igin bilgisayara ihtiyag duyuluyor ve ayrica
yakmsama, her katmandaki digim sayisina bagimhdir. Fakat katmandaki iglem
elemanlannin sayisint arttirarak, hata probabilitesi bir sayiya ulastinlirsa yakinsamanin
katmandaki iglem elemanindan bagimsiz oldugu goriiliir.

Karekok yakinsamasimin sonucu binormal yakinsamasimin sonucu kadar gergek
degere yakin degildir. Fakat ¢ok daka kolay hesaplanabilir ve katmanda ¢ok fazla islem

eleman1 varsa; binormal yakinsamaya oldukga yakin sonuglar verir.
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ABSTRACT

The sensitivity of feedforward neural networks to weight errors is analyzed in
this thesis. The network model used is the Multi Layer Perceptron (MLP) and the neural
network is trained using Backpropagation algorithm.

The weight vector determines the input-output map of MLP. A slight change in
the direction of the weight vector can alter this map .

Here, we use the method of additive weight perturbation to calculate sensitivity
of our networks. Our goal is calculating probability of decision error. For this
porpuse, two approximations were derived which predict the probability of error for a
single output of the network as a function of the percentage error in the weights:

Binomial approximation and square root approximation.

The binomial approximation is the most accurate but requires evaluation by

computer and depends on the network size.

The square root approximation is much easier to evaluate and is independent of
the number of nodes. If there is enough nodes on the layer, the probability of error as
predicted by the binomial approximation approaches the probability of error predicted

by the square root approximation.



Biliim :1
1L.1. GIRIS

Yapay Sinir aglann (YSA), insan zekasinin bazi fonksiyonlarini modellemek
amaciyla, paralel olarak bir araya getirilmig basit hesap birimleri dizileridir. Konugma ve
goriintil tamima alanlarinda, insan gibi davranig gosterebilmek i¢in genis bir iglem
yetenegine ihtiyag duyulmasi nedeniyle, YSA’larina olan 1lgi son yillarda iyice artmugtir.
Bu alanda yapilan ¢aligmalarla vanlan sonuglara gore; YSA’larinda kullanilan ag modeli,
islem elemanlannin bir araya baglanma sekli ve agirliklarin ayarlanmas: igin kullanilacak
dgrenme kuralimn belirlenmesi ¢ok énemlidir.

YSA’larinda aghklar; agin girig-gikis dontisiimiinG belirlemektedir. Dolayisiyla
bu agirlik degerlerinde yapilacak en ufak bir degisiklik agimizi etkilemektedir. Bu tezde
amacimz agirhklardaki degisiklikler karsisinda agin duyarhiliimin hesaplanmasidir.

1.2. ILERI BESLEMELJ SINIR AGLARI

Bu béliimde YSA’larinda ¢ok énemli bir yer igeren ileri beslemeli ¢ok katmah
aglann yapisina deginelim. Bu ag, giriy degerlerinin tamtildigy giri§ katmam, bir yada
daha fazla sayida gizli katman ve gikis igaretinin olusturuldugu ¢ikiy katmanindan olmak
tizere i¢ katmandan olugmaktadir. Girig isareti, ag ‘da bir katmandan bir sonraki
katmana iletilecek sekilde ilerler. Bu tip YSA’a ¢ok katmanli algilayicilar (CKA)
denmektedir.



Ginig 1.gizli 2.gizli cikis
katmani katman - katman katmani

Sekil 1.1. Cok katmanl algilayici

CKA, bir ¢ok zor ve nonlineer problemlerin ¢oziimlenmesinde bagaryla
kullaniimaktadirlar. Egitim algoritmasi olarak olduk¢a sik kullanilan ve hatanin
diizeltilmesi kuralina dayanan, denetimli bir 6grenme ¢egidi olan geriye yayilim
algontmasi kullanibir.

Geriye yayihim algoritmasy, ileri faz ve geri faz olmak tizere iki fazdan meydana
gelmektedir. Ileri fazda giris vektorii ag ‘a tamtilir ve etkisi a3 boyunca katman katman
iletilirerek, cikig katmanindan gikig degeri iretilir. Bu faz boyunca YSA’daki aguhk
degerleri degigmezdir. Geri faz’da ise hata diizeltme kurali uygulanir. Bu kural, YSA’'nin
¢ikig degeri ile istenilen ¢ikig degeri arasindaki fark hata degeri olarak adlandinbir, ve
hata degeri YSA’da geriye dogru iletilerek agirhk degerleri degistirilir. Bu iglem istenilen
hata degerine ulagilincaya kadar tekrarlanir.



Cok katmanl: algilayicilar Gi¢ belirgin 6zellik gdsterir:

1) Yépay sinir agindaki tiim islem elemanlan mutlaka nonlineer bir aktivasyon
fonksiyonu igerirler. Bunu {izerinde ©nemle durulmasinin nedeni nonlineer
fonksiyonlanin her yerde tirevi alnabilen fonksiyonlar olmasidir. Ayrica, eger
aktivasyon fonksiyonu nonlineer olamazsa, yap: kolaylikla tek katmanli algilayiciya
donistirilebilir.

2) Ag, bir yada daha fazla sayida gizli katman igermelidir ve bu katmanlar
kesinlike girigy yada ¢ikis katmanlannin bir pargasi olarak diginilmemelidir. Bu gizli
katmanlar aracilityla ag ¢ok komleks yapilan bile kolaylikla ile 6grenebilmektedir.

3) Ag'da yiksek derecede baglanabilirlik gerektirmektedir. Agmn
baglanabilirligindeki bir degisiklik, agirhik degerlerinin yada agdaki baglanti sayisinin
degistirilmesini gerektirmektedir.

Bu ozellikler ve 6grenme yetenegi biraraya gelince ¢ok katmanli algilayicilann
hesaplama giicii ortaya gikmaktadir. Aym 6zellikler, YSA’larinin davramglan hakkindaki
bilgimizin eksik kalmasinin nedenidir. Cinki, nonlinnerligin smiflama formunun
goriintiisit ve agin yiksek baglanabilirlifi, ¢ok katmanl algilayicilarin teorik analizini
giclestirmektedir. Ayrica, gizli katmanlann kullanilmasi GZrenme isleminin
izlenebilmesini zorlagtirmaktadir.

1.3. Geriye Yayuim Algoritmast

YSA’daki giris degerlerini x; (5=1,2,...J) ile gikis degerlerini ise o (k=1,2,...K)
ile ifade edelim. J’ninci diigiimiin ¢tkigi ile k’ninct girig’in arasindaki agirhk degerlerini

ise wy; ile gosterelim.



Eger vektor notasyonunu kullanacak olursak, agimizin ileri fazim

sekilde ifade edebiliriz

O=T" [Wx]

Girts, ¢ikis vektorleri ve agirlik matrisleri

X, o1
_ x2 _ 02

X=. |, 0=

X; (0):4

wun w2z ... Wi

W2 W2 ... W2
W=

Wkl We2 Wiy

ve lineer olmayan I' [. ] operatorii ise

f() 0 e 0

) e 0

FLl= fs() Do
0 0 - f(O)

ve hedef ¢ikig vektorii

agagidaki

(1.1



ile ifade edelim.

net, k’minc1 katman i¢in aktivasyon vektoridiir.

net=W x

Oklid hata 8l¢iisi

K

1
Ep=— > (do - 0p)” =% ld» — 04>

~ k=1

@&

k katmamindaki her digiim igin k=1,2,... K

J
net= ) Wixi

j=1

ve (.1.1) formulini kullamirsak, noéronlann ¢ikig’t

o=f{net,) dir.

Hata terimi olarak 8 ‘y1 kullanacak olursak,

Sok'_"‘ SF dir.
O(net, )

Zincir kuralim kullanarak J/dwk; ifadesi agagidaki sekilde yazilabilir.

OE _ JE J(net,)
dwy Jd(oet,) JOwy

(12)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



(1.7) in ikinci garpan terimi agrhklar ve giriy driintiilerinin ¢arpimlarinin toplamimnin

tirevidir.

nety=wy Xit+ WieXot. .+ WXy

O(netr)
O wij

Bu ifadeyi denklem (1.7) de yerine yazarsak

oE -5 I
— == o ; olur.
Z wy i X

Ifadeyi (1.4) deki yerine koyarsak
AWi=n0ok X; k=12,..K =12,..J (1.8)

Denklem (1.8) tek katmanlh YSA’larinda delta egitim/6grenim agirlik diizeltmesi
formiilidiir. Dikkat edilecek olursa formil  herhangi bir aktivasyon formiiki
icermemektedir. dq’y1 aktivasyon foksiyonu igerecek gekilde yazabilmek igin yeniden
zincir kuralini kullanalim.

E(net,)=E[Ox(nety)]

_PE 20,
0 0, Onets)

601( =

dersek (1.9)

(1.5) de Oy=f(nety) demistik. Oyleyse f'(net,) = 20,
O(netr)

JE _ 0

50, 40,

(5 3 (@ -om)?)



= - (dpk-Opk)
Sox=(dpk-0pk) f(nety) (1.10)
AWy=n(dp-0p) f(nety) x; olur,

Wy W AW dir

f(net,) ‘nin nonlineer ve tiirevi almabilen bir aktivasyon fonksiyonu olmasi gerekir.
Sigmoid fonksiyonu g6z 6niine alinirsa

fnety)= f(nety)=ox

1+e’

e™ 1 l+e™ -1
[1 e ]2 1+e™ 14+e™

f’(netk)z

_ 1 14 e " 1
1+e ™ | 14e™ 1™
[ (nety) 1 S (nety)

f /(netk)=ok(1-ok)
(1.10) da yerine yazarsak

Su=(di-0x) 0k (1-0x) olur.
Wig=Wigtn(d-o)ox(1-0u)y;

Formiilii vektér notasyonunda yazacak olursak

W=W-+nd.y



d, hata terimlerini igeren siitiin vektérdiir.

501

3o A 5?2

501(

8ok k’ninct néronda dy ile oy arasindaki hata ifadesidir.
YSA’larinda
gizli katman bulundug: zaman agagidaki formil kullanilir:

AVj; :Gizli katmandaki agirlik degisimi olsun.
z;: Giris

JE

AV‘F—
i—n é’Vﬁ

SE __GE 0 (net)
oV, 0 (net,) 0V,

! t,
net=> ¥,z den g (net) _ z,
i=1 Ji

AVi=ndyz;
-0FE
A
%l 0 (net))
5,-0E 9,

Gy, 0 (net)

GE d [[1& ’
2= a0

2y,

2 (net) ~(ney)



GE _
cy

J

S A 3 (net,)
d, — i St 74
;( k Ok)}’, 5y

J

J
net, = Zwkjyj "den O net, _ w,; dir bunu (1.11) de yerine yazarsak
j=1 i
FE &
- 3 =—Z£dk - Ok)fl(netkzwkj
i k=1 DA
E _ <
=f'(net,)) &, Wy
ayj J ;1 k" lg

Gizh katmanlar i¢in agirhk diizeltmesi

X
AV, =n f] (netj)z,.kz_lé‘ Wi

Gizli katmandaki yeni agirlik degerini belirleyen formiil;

K
V/ji=Vji +7 .fj/ (net,)z, Z 0 Wy dir,
k=1

(1.11)
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BOLUM 2

2.1 AGIRLIK HATALARINA KARSI ILERI BESLEMELI SINIR
AGLARININ DUYARLILIGI

n boyutlu geometriden yararlanarak YSA’mizi kolayhikla analiz edebiliriz
(Sommerwille, 1929). Bunun i¢in Hoff hiperkiire alan yakinsamasindan yararlanagiz.
Analize baslamadan &nce tezde kullamilacak notasyon ve terimleri tanimlamaya ¢aligalim.

e (nt+1) boyutlu uzayda orijinden gegen X girly vektérimiiz (Xo,X1,Xs,...,Xn)
olarak tanimlanmigtir.

e n boyutlu uzayda c noktasindan r yan ¢apr kadar uzakliktaki noktalarin
olusturdugu kiirenin yiizey alan::

AL =K dir 2.1)
B 27["/2
K T(n/2) @2

Ispat: n boyutlu uzayda bir kiirenin denklemi sudur:

x12+x22+. .. +x,,2=R2

r=4x+x;+.+x; dir. Ve kirede f(r) sirekli fonksiyonu verilmis olsun. Alan

formiiliimiiz n kath integral cinsinden

[J-[ f(Haxx,...dx, olur.

Bu integralin hesaplanmasi i¢in degisken donisiimi yapalim.



¢(x1ax2’"-x,,) = St.

E=g (5, %2, %,)
XM
X2 T2
X151
([ 7 oy )bt e, = [[ ]
174
v, On_
o¢& 7 Uit
é’ x2 =O 5 x2 =0
G & am
o x,,_l _ ﬁxn—l _
éé& amn,

€’ye gore tiirev alirsak

1__5’¢ 5x1+0”¢ o x,
Ox, 0& Ox, O&

11

X1= X[(§7 nla 772:“-’77;1-1)

X2=X2(§, nlanza“'a nn—l)

Xa1= X, (& 1051055 M)

g x

7

J x

J¢
o x,

an
o x,

5 7771-1
dx,

X3
17 .x,,

Z '771
7 .xn

ﬁ 7?71—1
o 'xn

dé dn,..dn,

d¢

on

o"xl_

on,

d¢ dx
dx, &

ﬁ 77;.—1
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n1’in tirevi

74
0= ¢é’x1+é’¢ é’x2+.‘.+é’¢ Jx,
ox dn dx,dn dx,0m

Vi
,_08 0% 04 0x 04 Ox

dx 01, Ox 01, 0%, 0 1,

tiirevlerin sonuglarini degerlendirirsek;

_0¢0x 043x%  040x,
Ox 0 Ox, 06  Ox, D&

1=¢, ——'den - = dir.
7¢ ¢ ¢,
p 9x, 9.
¢, +9, =0'den =—
' ” 5 1 ﬁ 771 ¢x,,
S -
5 e
a 77rz-1 ¢x,, )

Bu sonuglar integral denklemimizde yerlerine yazarsak;
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0 1 0 0
0 0 1 0 10
: 11 1
0 0 0 1 |g ko oig
1 _¢x‘ ¢"1 —-¢xl 0001
¢xn ¢x,, ¢x,, ¢-rn
(dr’)=2rdr
denklemimiz su hali alir:
R R
[feyar|...dr = [ @), ()ar
0 Y 0
Q,(r)
Q,,(r):ZrJ'... I do..dx, dersek. %=1, den
X

n

dxy... ... A% =r"'dE1dE,. .. . dEay

gidip bunu Q’da yerine yazarsak;

Q(r)= 2r”'lj'...fd§1d‘§zé"d§n-l _ rn—lwn

w,(r)= 2” .. ..__—déld‘fg' ~dg,

H.J'f(r)dxlcbczdxn = w"j‘f(r)rn—ldr dir.

dx,=rd&,’dir.

(2.3)

n kat1 kolaylikla alinabilen, ve sagdan ile soldan integrali tek olan bir fonksiyon segelim.

f(r) = e—(x17'+x%+-~-+x,z,) = e~r2

Bunu gidip integralimizde f{ r) ‘nin yerine yazalim.
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J.J',,_Je-(x12+x§+--~+x,f)dxlck2“ .d'xn - ]Ee—xlzdxl ]ge"‘%dxz--- Te—x,fdxn
Bu ifadeyi asagidaki sekilde yazabiliriz:
4] -

(2.3)’ denklemini bu duruma gére yeniden yazarsak;

w n o«
e dx =wnfe’ r"dr
—0 0

d

272,7!/2
W =
" T(n/2)

Bunu formiildeki yerine yazarsak , n boyutlu uzayda kire yiizeyinin alamnin

Zﬂnlz
T(/2)

A= ! oldugunu ispatlamig oluruz.

o X ve W (W=[ wo,w1,....Wy]) vektorlerinin skaler ¢arpim ¢ skaler sayist olsun.
n boyutlu uzayda skaler say1 bir diizlemi gosterir.

X-WAY xw, =c (2.4)

i=0

Bu bir hiper diizlemdir. Ve bu diizlem W agirhik vektoriine dik olup; diizlemin orijinden
uzakhig c/|W] ‘dir. HP,, (2.4)’de c=0 iken tamimlanan hiper diizlem olsun.
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pré{(xo'xl---,xn):X- W=y xw = 0} (2.5)
i=0

e Hiper kiirenin merkezinden gegen herhangi bir hiper diizlem kiireyi homojen

olarak iki esit pargaya aywir. Bu hiper diizlem HP, ile gosterelim ve diizlem X

vektoriimiize dik olsun. Kiirenin X’in poztif (+) oldugu yerlerini igeren kismini H ile

X’in negatif (-) oldugu yerleri igeren kismim H_ notasyonu ile ifade edelim.

Sekil 2.1. Hiper kiire.

e (n+1) boyutlu uzayda X ve W vektorlerini gézontine getirelim. HP, hiper
dizlemi Iﬁiremizi H_ ve H_ olarak homojen iki yanim kiireye aymrken; HPy, hiper
diizlemide H, ve H olarak iki homojen kiireye aymr. (Sekil 2.1). © , X vektorleri
arasindaki aq1 olsun. O’'yiH; NH, yada H_(H, ile gosterebiliriz. Yada (n-6)yi
H:NH, veya H_ N H ile ifade edebiliriz. 8 agisimin ylizeyinin, kiirenin yiizeyine orant
0/27’ dir.

HP,, hiper diizleminin denklemi:
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HP,, hiper diizleminin denklemi:
XW=A> x,w, =0 dir (2.6)
i=0

Bu hiper diizlem X’i X.W>0 i¢in ve X.W<O0 i¢in olmak iizere ikiye ayirir. Adaline’nin
cikis degen giris vektoril e agirhk vektorii arasindaki agidan yararlanarak geometrik
olarak hesaplanabilir; iki vektor arasindaki ag1 90”den kiigiik ise ¢tkig degeri +1, 90”den

buyik
ise ¢ikig degeri -1 degerini alir.

2.2. Hoff Hiperkiire Alan Yakinsamast

Giris degerlen ikili say1 sisteminde oldugundan sadece¥1 degerlerini alacagindan
n giriy dediskenli Adaline’mimizin 2" tane giris Oriintiisii mevcutttur. Biitiin girig
oriintileri n boyuttu uzayda yan ¢ap1 n'? olan merkezil kiirenin {izerindeki noktalara
karsilik gelmektedir. Bu yakinsamada n’in oldukga biiyiik bir say1 oldugu ve girig
oriintiilerimize karsilik gelen n boyutlu noktalann kiire yiizeyinde diizgiin bir dagilim
gosterdigi kabul ediliyor. Bu yakinsamayr kisaca  hiper kiirenin segilen bélgesindeki
noktalara karsilik gelen giris Gruntiilerinin yiizdesini; secilen bolgenin ylizeyinin kiire
yizeyinin tamamina oranina olarak ozetliyebiliiz. Bu yakinmanin dogrulugu Hoff
tarafindan tezinde ispatlanmitir (Hoff, 1960)

Bu hiper kiire alan yakinsamasmi Adaline’nimizin beklenen davranigim
hesaplamakta kullanacagiz. Bunun i¢in yakinsamada kiigiik bir degisiklik yapmamiz
gerekmektedir. Bu degigiklik xo kutuplama degerinin herzaman +1 degerini almasindan
dolay1 gerekmektedir. Bu da (n+1) boyutlu giriy vektorliniin her zaman kiirenin st
yarisinda dagilim gosterece§i sonucunu gikartmaktadir.
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2.3. Agirlhik Perturbasyonuna Gdre Adaline Hatast

Agirhik vektorii, Adaline’nin giri§ ¢ikis dontigimiint belirlemektedir. Dolayisiyla
bu vektordeki en ufak bir degisiklik bu donusumii degistirmektedir. Burada, agirhk
vektoriindeki perturbasyonun Adaline’mn  girig-¢tkis  donigtimiine olan etkisini
inceleyelim. Buradaki amacimiz Adaline karar hatast olasiiinin agirhik perturbasyon

orani cinsinden ifade edilmesidir.

Bir Adaline eleman: ve bunun agirhk (W ) vektéri gozoniine alinsin. Eger
random olarak yonlendirilmiy AW perturbasyon vektori W vektoriine eklenirse; elde
edilen W,=W+ AW bizim perturbe edilmis agirhk vektoridiir. Perturbasyon vektdriiniin
biyiikligiiniin, agirlik vektoriiniin biyiikligiine oram bize agirhik perturbasyon oranm
(6W) verecektir.

swal

= P

8., » W ile W, vektorlen arasindaki agisal perturbasyon olsun. Ik olarak, karar

@2.7)

hatasi olasihimnin agisal perturbasyonla orantih oldugunu gosterelim. Daha sonra da
agirhk perturbasyon orani ile agisal agirhk perturbasyonu arasindaki bagmtiyr kurmaya
¢alisinz.

OWWP

V(4

P(Karar Hatasi)= 2.8)

Karar hatasi olasth@im, agirlik perturbasyon orani cinsinden ifade edebiliriz.
0<g_, <sin"(5W)

9., 'vibeklenen deger olanf,,, ile yer degistirelim.

ww

P(Karar Hatas1)= (2.9)

?
T



18

Buradaki amacimiz OMP ’yi agirlik perturbasyon orami cinsinden bulmaktir. Bunun igin

Sekil 2.2°den yararlanilir.

Al

= NS vt

]
[lAWsing
8 />

Sekil2.2. g geometrik gosterimi.

¢ ,W ile AW arasindaki bilinmeyen agidir. Burada g ’vi 4, ]W], [AW] cinsinden ifade
edecegiz.

_ |AWsing|
i 7| +|AW cos g

6m=tan’1( A sing] jifadeyi 7 ile garparsak

|| +|AW cos g| 124

tan 6 (2.10)

( 3

o
v

= tan” || +|AW cos |

7]

\ Vi

sin ¢

SW sin ¢
" tan™ 1+ 6Wsing dw<<l1 i¢in
x’in kiigiik degerleri igin tan™'x= x’dir

9, =dw sind (dw’nin kiigiik degerleri igin) (2.11)

P
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Random ew, degiskeni agirlik perturbasyonu orami ve random ¢ degiskeni
araciliyla hesaplanabilir. Agirlik perturbasyon orammin bilindigini varsayarak g ‘nin
beklenen degerini bulmaya galigalim:

8,y =W E{sin ¢} dw’nin kiigiik degerleri igin (2.12)

-~ (not+1) boyutlu uzayda random olarak yonlendirilmis degiskenler arasindaki ¢ agisinin
olasilik yogunluk fonksiyonu Glanz (1965) tarafindan gosterilmistir.

fy (0)=(Ko/Kas)sin™ o, 0<@<m (2.13)
f’ n/2

Burada K= I:ZZ/")' Random ¢ degiskeninin olasihk yogunluk fonksiyonunu
nl/2

kullanilarak, n’nin biiyitk degerlerinde sing ‘nin beklenen degerinin bir’e olduk¢a yakin
bir deger oldugu Winter (1989) tarafindan bulunmustur:

E{sing}= [sing(K,/K,.)sin"" pdp = Ku/Ka1)? 2n/n (2.14)
T
Bu fonksiyonu 8 (Beta) fonksiyonunu kullanarak ¢ozmeye galigalim:

B(x,y)= j (1= 1) dr (x21, y21) igin

Euler’in beta fonksiyonu sing icin t=1, sin0 icin t=0 olur. t=sin’¢p déniigiimii yapalim. O

zaman dt=2sin@ cosp d¢ olur.
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w2
— 2x-2 1- y-1 d
Bxy)=2 J. sin* (1 -sin® @)’ ' sing cosg do

cos’ @

n/2

=2 J'sinz"“(p cos™ ' p do
0

+1

olacak x=2"— ve y=—,l)— degerlerini yerlerine yazalim. Bu durumda

T2
nrl =2 j sin"p do olacak

B(

I y)

PY)y=——+ Tt y)

ifadesinden yararlanarak

n+1 1
nel 1. TEGTQ)
2 ’2 I.(n+l+%)

B(

n+1

_TAre)
yENG

net 1.1 TESITE)
e

—

e 1 1
[sin"p do = —B( 2
0 - F(E)

w2
E{sing} = z J'sm @ do= 2[J‘sm qod(p}]f
n+l 0 0 n+l1

g, TCEHTE)

n+l1 F(E)

E{sin¢} =

ne2

IF(n/2)

Basta K,=— . oldugunu soylemistik. Buna dayanarak

2 dir.

(2.15)
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27" rt*l
K =I’(n/2)=1 ( 2 )
2 (n+1)/2 n
b Zr T TR
A i
n+1
I 2 )= Jr K,
n K
r(.’;) n+1

(2.16) daki ifadeyi (2.15) deki yerine yazarsak

E{sin¢}=(If—" Y bulunur,

n+l

Stirling’s yakimsamasini kullanirsak

If" z(z %)—1/2

n+1

(2.16)

n’nin biiyiik degerleri i¢in E{sin¢}=~1 dir ve 6w’nin kiigiik degerleri igin -0—; ~Ow dir.

Bu sonucu gidip (2.9) esitliginde yerine koyarsak

P[Karar hatasi]~dw/T.

Bu yakmsama n’in oldukca biliyiik ve w’nin kiciik degerleri igin gegerlidir.

2.4 Girdi Hatastna Gore Karar Hatast

YNA'’lannda, bir katmandaki ¢ikis degeri bir sonraki katmanin girig degeridir. Bu

da bir katmandaki karar hatasimin bir sonraki katmana giri§ hatasi olarak yansiyacagini

gosterir. Bu yiizden input hatasinin girig-¢ikis dontisimiine olan etkisine inceleyelim.



X, (n+1) boyutlu ging vektérimiiz olsun. x, ise bu x vektoriinii perturbe ederek
elde ettigimiz vektor olsun. Her iki vektorinde x, kutuplama bileseni +1, diger
bilesenleride +1 veya -1 degerlerini almi§ olsunlar. Bu durumda iki vektor arasindaki fark

Hamming uzakhg cinsinden incelendiginde, h Hamming uzaklig: 0 < h<n olabilir.

0., X Ve Xp vektorleri arasindaki a¢1 olsun. 0., 'nin 7’ye boliinmesi bize hata

olasiligim vermektedir.
6
P(Karar Hatasi)= =% (2.18)
T

0., ‘yi iki vektoriin skaler ¢arpim formiiliint kullanarak kolayca bulabiliriz. Buna gore:

x%=Ix] x| cos,.

O, = cos"l[l;cl'.;’ J (2.19)

X ve X, vektorlerinin modiilleri (n+1)'? dir. Bu iki vektor’iin skaler garpimlar ise n+1-2h
dir. Buna gore;

» n+1

B, = cos‘l(l - ﬂ) (2.20)
4 n+l

2

cosezl-% yakinsamasini kullanirsak

1/2
P(Karar hatast) z%l: (:f l)} h<<n+1 (2.21)

X,=X+AX (2.22)
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Xi,Xpi Ve Ax;; X, X, ve AX vektorlerinin ’inci bilegenleri bilesenleri olsun:

0, X, =X

Ax= {_2 X, Xy =X (223)

X ve X, vektorleri arasindaki fark h kadardir. Oyleyse AX’in biyikligi (4h)'? dir.
Boylelikle h ginig hatali, 8X girigperturbasyon orani:

IAX] ) 4h 1/2
ey {(nm} @29

Bu ifadeyi h giriy hatali karar hatas: olasiligi igin (2.21) deki yakinsamayla
kargilagtirirsak; Adaline karar hatasi olasilifinin 86X giriy perturbasyon oranina bagh
olarak yakinsandig1 gorilir:

P(Karar Hatas1)~0X/nt (2.25)

(2.17) ve (2.21) ifedelerini karsilastirdigimizda karar hatasi olasitiimin perturbasyon
oraninin 7 ‘ye boliinmesiyle ifade edildigini goriiyoruz. Bu da bize gosteriyorki girig yada
" agirlik perturbasyon oranlarinin tamimlanmasinda bir fark yoktur.

2.5. Agrlik Perturbasyonu ve Giris Hatasimin Her Ikisinide iceren Karar
Hatas1

Bundan 6nceki boliimde giris hatas: yada agirlik perturbasyondan kaynaklanan
hatanin probabilitesini bulmugtuk. Eger her iki vektdriide (agirhk ve giriy vektorleri)
perturbe edersek, bu iki perturbasyonun toplam etkisini gikaramayiz. Bu ylizden hem
agirhik perturbasyonunu, hemde input hatasimi igeren Adaline karar hatasmin olasiligini
bulan bir metod geligtirelim.
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-
Rat ORIV o

Sekil 2.3. Artimsal agirlik perturbasyonu igeren girig perturbasyonu.

Hem agirlik perturbasyonunu hemde input perturbasyonunu igeren bir bir Adaline
elemam disiinelim. Bu iki perturbasyon miktarint pertiirbe edilmig ve pertirbe edilmemig
vektorler arasindaki agi cinsinden ifade edelim. 6, "X ile X, vektorleri arasindaki agi,

0,,,ise, W ile Wy vektorleri arasindaki agi olsun. Her iki perturbasyonun, hatanin

olasthgma olan etkisi aymidir. Girig perturbasyonunu, agulik perturbasyonu tzerine
yapilmig bir ekleme olarak digiinebiliriz. Buna gore , biz orijinal W agirlik vektoriini
0., kadar dondiirirsek elde edilen vektor W, “dir. (Sekil 2.3.) Bu vektoriide 6, kadar

dondiiriirsek iki kere pertiirbe edilmis olan W,, vektorinii elde etmis oluruz. Aglik
vektoriiniin net agisal perturbasyonu 4, 11e verilmigtir. Toplam agisal perturbasyon

6., -9 [ve |6, +9 | ‘dir. 8, ‘yi toplam acisal perturbasyonun beklenen degeri
oldugunu diisiinelim. Oyleyse

7
P(Karar hatast)=——2
T

(2.26)

Kiigiikk perturbasyon oranlan igin agisal perturbasyon, perturbasyon oranina
yakinsanabilir. Boylelikle toplam agisal perturbasyonunun beklenen degerini kullanarak

toplam perturbasyon oranmin beklenen degerini bulabiliriz. Bunun igin random olarak
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yonlendirilmis Py ve P, vektorlerini diisiinelim ve bunlarin biyikliikleri (n+1) boyutlu
uzayda degismez olsun. ¢, P, ve P, arasindaki random degerli a1, ve P‘de P; ve P, nin

toplam vektorii olsun. P’nin biyiikliigii random degerli olsun.
[P=(|P:1*+[Pf-2[P1|[Ps|cos(r-¢)) " (2.27)

|PI’nin beklenen degeri; P2’nin biiyiikliigiinii ¢’nin olasiik yogunluk fonksiyonuyla
¢arpimu yardimiyla bulunabilir,

ERD=[(“7% _Jsin™ 0@ P AR PIcostm0) 2o (228

of$

n’nin biyik degerleri igin sin®'¢ 0’a yakinsar, sadece ¢’nin n/2’ye yakin oldugu
durumlar hari¢. ¢=n/2 ise cos(m-@)=cos(n/2)=0 ‘dir. (2.28)’deki integral agagidaki hali
alir:

z X Yy
E(P~(P1[+P;*)" I( %< 1) sin™ ¢ do (2.29)
0\ - ;

1

E(P)~(P1[*+[P4*)"* (2.30)

(2.30)’u kullanarak iki perturbasyondan kaynaklanan toplam perturbasyonun beklenen
byiiligtint bulabiliriz. x, giri§ perturbasyon orant, w agirlik perturbasyon oran olsun.

E(Toplam perturbasyon biiyiikliigii) ~ [(SX[W])*+HEwW])*'? (2.31)
E(Toplam perturbasyon orani) ~ [(3X)*+(EW)?]'? (2.32)

Bu formulii yerine yazarsak ; 8x giri§ perturbasyon ve dw agirlik perturbasyon
degerlerine bagh olarak Adaline karar hatasi olasilig:

P(Karar hatast) z%z[(sxﬁ(sm ' dir, (2..33)
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2.6. Agirlik Hatasindan Kaynaklanan Madanaline Cikus Hatasinin

Olastiginin Hesaplaplanmast

Bu tezdeki amacimiz, Adaline’min agihk degerlerinde yapilan degisiklikler
kargisindaki duyarhbifimin bulunmasidir. Bu amagla referans ag olarak, agirlik degerleri
random olarak segilmig bir Madaline agy diigiinelim. Bu agin agirlik vektoriine random
degerli perturbasyon vektoriinii ekleyerek pertiitbe edilmiy agmizi  olusturalim.
Perturbasyon vektoriiniin biytikligiuntn segiminde dikkat edilecek nokta, agdaki biitiin
adaline elementlerinin de@erlerinin aymi perturbasyon oranina sahip olmasidir. Bu
bolumde, segilen pertirbe YSA’daki ¢ikiy degerlerinin, orijinal YSA’daki ¢ikig
degerlerine gore farkliiklarinin olasiligim buluyoruz.

Buna gore Adaline yapisinin birinci katmani i¢in hata olasihgini hesaphyalim. Her
iki agada aym giris degerleri tamitilir. Birinci katmandaki hata kaynagi sadece agirhik
degerindeki perturbasyondur. Buna gére birinci katmandaki hata olasilif1 yaklagik olarak
agirlik perturbasyon oraninin 7’ye bolumiidiir.

PE~w/n (2.34)

Birinci katmanin ¢tkig degeri, ikinci katmanin giris degeridir. Bunun anlami:
ikinci ve sonraki katmanlardaki giriy degeri hatalani, bir 6nceki katmanlardaki agulhk
perturbasyonundan kaynaklanmaktadir. 1 > 1 i¢in, 1 katmanindaki Adaline elemaninin
hata olasiligi olan PE,, agirlik perturbasyon orami ve o katmandaki giri§ perturbasyon
oranlarinin her ikisininde fonksiyonudur. 1 katmanindaki giriy hata saywsi, I-1
katmanindaki ¢ikis hata sayisina egittir. I-1 katmanindaki Adaline’nin agirlik vektériiniin
bagimsiz oldugu varsayusin, Adaline’nin ¢ikig vektoriinde k tane hata olma olasiigi’nin
hesaplanmasi binormal dagilima uymaktadir. Buna gore:

|
P(I-1 katmanmdaki k tane ¢ikus hatast) = -;T(—’—”-—-I-'—ﬁ(PE ) -(1-PE,_ )" (2.35)
. nl_l - .
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PEjy, perturbe edilmis agimizin | katmamindaki Adaline’da meydana gelen k giris
hatasimin sarta bagh olasitigint gostersin. Buna gore k girig hatasinin girig perturbasyon
orami (4k/ny.1+1)"? dir. ( 2.33) i kullanarak

1[4k vz
PEy~=— + (8 W)* 2.36
e ﬂ{n,_l +1 ( W) ] ( )

-y

PE=) PE, -P(/-1 katmamndaki k tane ¢ iki§ hatasi)
k=0

(2.37)

Bu yakinsama (2.35) ‘da binormal dagim kullamldig: i¢in binormal yakinsama
olarak adlandinlmis olsun. Dikkat edilecek olursa PE;’nin hesaplanabilmesi 6ncelikle
PE,, PE,, ...,PE./’nin swrastyla hesaplanmasi gerekmektedir. Bu da, hem PE;’nin
analitik olarak ifade edilememesine , hemde bilgisayar kullanarak olduk¢a zahmetli
hesaplamalann yapilmasim gerektirmektedir. Bunun igin ¢ok daha kolay hesaplanabilecek
bir yakinsama gikarmaya galigalim.

Birinci katmanda n; tane Adaline elementi olsun. Ik katmandaki agirhk
perturbasyonu ikinci katmana giris hatasi olarak geliceginden bu katmandaki girig
hatalarmin beklenen sayist n;.PE; ‘dir. Bunu formal (2.24) “deki girig hata sayist olan h
yerine n;.PE; koyarsak agagidaki input yakinsamasim elde ederiz.

172
> [ﬁE—l—”—l} 239)
n+1
n 172
n’in oldukga biiylik degerleri i¢in (% + 1) yaklagik 1’e gider Gyleyse
1
8 Xiatman2 = [4PE, | yazabiliriz. (2.39)

Toplam perturbasyon orani, giriy perturbasyon oranmnin karesiyle agirlik

perturbasyon oraminin kareleri toplamimnimin  karekokiidiir.
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12
[2.katmadaki toplam perturbasyon} ~ [(5 W)U2 +4PE 1]

PE, »~ 1 [2. Katmandaki toplam perturbasyon orani]
T

172
PE, ~ — [(5 ) +4PE1}
V3
PE, ~ dw/n degerini yerine yazarsak:

PE; ~ - [(5 ) +45—WT2
T /4

172
z—l-SW 1+ 4 (2.40)
T o Wr

Bu yakinsama PE;’tin PE,’den bulunmasi, PE,’{in PEs’den bulunmas: geklinde
devam eder. Bu gekilde bir katmandan digerine giden hata olasilifi bulunur. Buna gére
3’tnci katmandaki hata olasiligt

172

5 W 172
PE, ~ 212|142 (2.41)
T o W oW

4’lnci katmandaki hata olasiligy ise;

12 12

1/2
S W ,
PE, ~ 1+ 4 1+ 4 1+ 4 (2.42)
2 o w oW oW

A B dersek, 1 katmanindaki hata olasilig:
W
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PE/deki B’lann sayist I-1 dir. Buna karekok yakinsamasi denir. Karekdk yakinsamasinin

hesaplanmast kolay ve her katmandaki adaline eleman sayisindan bagimsizdir.
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BOLUM :3
3.1. SIMULASYON SONUCLARI

Bir onceki bolimde, ileri beslemeli YSA’lannin agirhk degerlerindeki kiigiik
perturbasyonlar kargisindaki duyarliklarini hesaplamak igin karekék yakinsamasi ve
binormal yakinsamasi gelistirilmisti. Bu bolimde ise elde edilen teorik degerleri,
bilgisayar simulasyon sonuglartyla karsilagtirarak, yakinsamalann dogruluklarmin
derecelerini gérmeye ¢aligalim.

Bilgisayar progrmamnda aktivasyon fonksiyonu olarak Hard-limitted fonksiyonu
kullanan CKA yerine, aktivasyon fonksiyonu sigmoid olan bir CKA yapis1 kullanildi.

Bu iki fonksiyon arasindaki tezat., sigmoid fonksiyonu Zw,.]x,. =0 iken ¢ikig degeri olarak

0.5 ‘i vermesidir. Sigmoid fonksiyonu, Hard-limitted fonksiyonuna gore daha hassas bir
siniflama yapar.

3.1. XOR Problemi

Burada tanh(x) aktivasyon fonksiyonu nonlineer bir problem olan xor’a
uygulanmigtir. YNA tek gizli katman igermektedir. A§ in input girig sayis1 2’dir.

Xor problemini ¢6zen agimizin agirhik perturbasyonuna olan duyarliliini hesapliyalim.
Ik simulasyon programi nda agdaki gizli katman 4 tane digiime sahip olsun. itrasyon
sayist 500 olsun. Agdaki agirlik degerlerine (-2,+2) araliginda random artim miktar
ekllensin. Bilgisayar programindan elde edilen degerler agagida tablo 3.1’de verilmigtir.
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Gizli katmandaki diigiim sayist 4 iterasyon sayist
Agirlik perturbasyon miktan (-2.0-+2.0) 500
SW Binormal karekok yakinsamasi| Simulasyon
yakinsamasi P(karar hatast) P(karar
P(karar hatas1) Hatast)
0.03547 0.023526842 0.068575805 0.000844158
0.07093 0.045892674 0.098286107 0.004864093
0.1064 0.067205131 0.121953078 0.0156583
0.14186 0.087564761 0.142617204 0.037223158
0.17732 0.107067284 0.161436698 0.071369533
0.21279 0.125800231 0.178993924 0.115792224
0.24825 0.143845434 0.195629035 0.165028715
0.28372 0.161278682 0.211559661 0.21336057
0.31918 0.178170033 0.226934215 0.25703205
0.35465 0.194584183 0.241858765 0.294765141
0.53197 0.27143877 0.3119314 0.465906361
0.7093 0.343741449 0.37746335 0.799031344

Table 3.1. (-2,+2) arah@indaki random perturbasyon sayist i¢in karar hatast

olasthklan

Tablo 3.1°e dayanarak asagidaki grafik ¢izilmigtir. Grafik’ten de gorildigi gibi elde
edilen yakinsamalarin sonuglaniyla bilgisayar programinidan elde edilen sonuglar oldukca

birbirine yakin.
0.8 & Binormal
0.7 yakinsamasi
E 0.6 P(karar hatasi)
E 0.5 B karekdk yakinsamasi|
5 0.4 P (karar hatasi)
i 0.3
T 02 . Simulasyon P(karar
0.1 Hatas)
o %
n N~
g &€ £ § § 8
(=] o o o o Q
Agirhik perturbasyon orani

3.1 Teorik yakinsamalar ile bilgisayar programindan elde edilen sonuglarin
karsilagtiriimasi
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Gizli katmandaki diigiim savist 6] iterasyon sayisi
Agirlik perturbasyon miktann ~ |(-2.0-+2.0) 1000
Sw Binormal yakinsama |Karekok Simulasyon
P(karar hatasr) yakinsamasi P(karar hatast)
P(karar hatasi)
0.035548 0.023580498 0.06865818 0.000749938
0.071097 0.045995418 0.098407855 0.004542919
0.106645 0.067351872 0.122107335 0.014830058
0.142194 0.08775285 0.142802399 0.035531659
0.177742 0.10729239 0.161650147 0.068583366
0.213291 0.12606027 0.179235203 0.111982055
0.248839 0.144137762 0.195897044 0.160538318
0.284388 0.161602118 0.21185444 0.208630167
0.319936 0.178522812 0.227255027 0.252450616
0.355485 0.194965845 0.242205827 0.290632205
0.533227 0.271960032 0.312407287 0.467996702
0.71097 0.344417292 0.378067663 0.801272246
Table 3.2. 4 digimlii 10000 iterasyon

P(karar hatasi)

0.106

Ts)
w0
o]
=
<]
A

grr

o
1k perturbasyon orani

¢ Binormal yakinsama
P(karar hatasi)

B Karekék yakinsamast
P(karar hatasi)

. Simulasyon
P(karar hatas))

0.2488
03199 4
05332

Sekil 3.2 4 dugimlii 1000 iterasyondan sonra
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3.2. Gauss Siniflama problemi

Gauss siniflama probleminde 2 girisli ve iki ¢tkslt ,bir tane gizli katman igeren
bir CKA kullamlmistir. Bu problemde ag rastgele iiretilen saymun hangi gauss egrisine
ait oldugunu buluyor. Her iki gauss dagilim i¢in varyans 1’e esittir. Birinci dagilm igin
ortalama deger 0 iken ,ikinci dagilim igin 3 ’tiir.

Gizli katmandaki diigiim sayis 4

Agdirlik perturbasyon miktan (-4,+4)

Sw Binormal yakinsama |Karek&k yakindamasi: Simulasyon

p(Karar hatasi) P(karar hatasi) P(karar hatast)

0,053462 0,035014747 0,08477335 0,003857279
0,053462 0,035014747 0,08477335 0,003857279
0,106924 0,067515579 0,122279316 0,015686948
0,160386 0,097854194 0,152633977 0,035123268
0,213847 0,126348121 0,179502223 0,061586597
0,267309 0,153283626 0,204265307 0,094332726
0,320771 0,178914277 0,227611013 0,132511132
0,374233 0,203465639 0,249936832 0,175228956
0,427695 0,227137817 0,271494487 0,221608934
0,481157 0,250108881 0,292453897 0,270842243
0,534619 0,272538401 0,312935292 0,322232419
0,588081 0,29457094 0,333026879 0,375225922
0,801928 0,38127517 0,410624066 0,598031383
1,336547 0,629995693 0,594490253 1,326514115
1,871165 1,049262854 0,772103245 2,383648622
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Grafikten de anlagilagag: tizere teorik sonuglarla bilgisayar sonuglari oldukga yakin

degerler vermektedir.
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4. SONUC

Bu tezde CKA’larin giris ve afihk deger hatalarma kargt duyarliklarini
hesaplamaya c¢alisik. Ve Onceki bolimde agihk hatast ile girig hatasinin
kombinasyonundan olugan karar hatasi olastigim hesaplamak i¢in agagidaki yakinsamayi
bulmustuk.

P(arar hatas) ~-=[(6X)*+(6W)

Bu yakinsama ancak ag oldukg¢a buyiik sayida giris degerine sahipse ve agirhk
perturbasyon oram ile giriy perturbasyon oranlan oldukga kiiciik degerler (0,5’den az)
verilmigse, teorik ve deneysel sonuglar hemen hemen aym degerleri verir. Burada
Adaline’nin  duyarlilifi tizerine olan sonuglar CKA’lara uygulanmigtir. Hesaplamar
sonunda binormal yakmsamamin gergek degerlere olduk¢a yakin sonuglar verdigi
goriilmigtiir.

Binormal yakinsama gercek degerlere oldukga yakin degerler veriyor olmasina
ragmen, hesaplamalar igin bilgisayar destegine ihtiyag duymaktadir. Ayrica hesaplamalar
agin biyiikliigiine bagimhdir (katman sayisina ve her katmandaki diigiim sayisina).

Oysa karekok yakinsamasi’nin hesaplanmasi ¢ok daha kolaydir ve katmandaki Adaline
sayisindan bagimsizdir.

Bizim deney setlerimiz oldukga kiigiik oldugundan binormal yakinsanin karekdk
yakinsamasina nazaran oldukga iyl sonu¢ verdigi goriilir. Halbuki deneyler
gostermektedirki; katmandaki agrlik perturbasyon oram ve katman sayist sabit kaldig
stirece, katmandaki diigiim sayisi artarken binormal yakinsamanmin probabilite hatasi,
karekok yakinsamasimun probabilite hatasina erigir.
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