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OZET

Bu cahyma ii¢ biliimden oluymaktadir. Bu béliimler sirasiyla bulamik alt gruplar,
bulanik idealler , gruplar ve halkalar iizerinde bulanik bagintilardur.

Birinci béliimde bulanik kiime,bulanik alt grup kavram verildikten sonra alt gruplar
bagh olan bulanik normal alt grup, bulanik koset , bulanik ¢arpim tamimlar1 verilmistir.
Kavramlarla ilgili bazi 6nemli teoremler verilip bunlarin ispatlar yapilmigtir. Sonuglar

ve ornekler verilerek bu boliim bitirilmigtir.

ikinci béliimde ise bulamk ideal, bulamk seviye ideal, bulanik asal ideal,bulamk
maksimal ideal ve bulamik koset tammm verilip bunlarla ilgili teoremler ve ispatlar

yapilmstir.
Ugiincii boliimde ise bulamk bagmti, kartezyen carpim tanimlan verilmistir. ilk iki

béliimdeki tanimlar kullanmilarak baz teoremlerin ispatlanmigtir. Sonuglar ve drnekler

verilerek bu béliim bitirilmistir.



ABSTRACT

This work is composed of three chapters; fuzzy subgroups, fuzzy ideals and fuzzy

relations on groups and rings

In the first chapter we gave the basic definitions related to fuzzy subgroups; fuzzy
subgroups, fuzzy normal subgroups, fuzzy product, fuzzy cosets. Then the theorems
related to the concepts and their proofs had been given. Then basic results and examples

had been made.

In the second chapter fuzzy ideals, fuzzy semi prime ideals, fuzzy prime ideals fuzzy
maximal ideals and fuzzy cosets were considered. By giving the basic theorems and

their proofs we had basic results and examples.
In the third chapter we gave the definitions of fuzzy relation , fuzzy cartesian product

Then we studied some theorems and results of these concepts. Finally we gave some

examples.



BOLUM L
BULANIK ALT GRUP

1. Bulanik Kiime

X evrensel bir kiime olsun. Bir A cX kiimesini ele alalim. x:4 — H bir déniigiim olmak
lizere

1 xed

”"(x)={o x¢d

seklinde tanimlansin.
Eger deger kiimesinin [0,1] ger¢ek aralifi olmasina izin verilirse o zaman A4 bir bulamk kiime

olarak tantmlamr. Bu durumda u, ( x), x’in 4” daki iiyelik derecesini verir.

Bu tamimlardan kolayca su temel bilgi ortaya ¢ikmaktadir: Bulanik kiime kavrami esas olarak
klasik kiime kavraminin genellestirilmig seklidir. X deki bir 4 bulanik kiimesi

4={ @, p, (), xeX }
sirali ikililerin bir kiimesidir.

2.Bulanik Alt Gruplar

Tanmm 1.1:
S bir grupoid ( yani, ikili islem altinda ¢arpimsal olarak kapali bir kiime) ve x:S—[0,1] bir

doniisiim olsun. Vx,y €S igin

#(xy) 2 min (£ (x), £())
oluyorsa u ye bulanik alt grupoid denir.

b 205 TR ,x , €8S ise bir bulanik alt grupoid igin

H(X X5 x,)zmin( g(x;):1<i<n)
oldugu goriiliir.
Tanmm 1.2

G herhangi bir grup olsun. u:G—[0,1] déniigiimii veV x,y €G igin
Dpe)2(u®), #0))

2) p(x7)= p)

ise u ye bir bulanik alt grup denir. IC H?};Sm@? L ROLY
DOKUMANTASY (N MERKEZ]



Tamm 1.3
M, S kiimesinin bir bulanik alt kiimesi ise herhangi ¢ [0,1] i¢gin
A,={ xeS: p) 2t }

kiimesi x4 niin bir seviye alt kiimesidir. Eger u, birimi e ile gdsterilen G nin bir bulank alt
grubu ise u(x) < u(e) oldugu kolayca gériiliir. Soyle ki,

#(xy) 2min (u(x), £ ())
y=x"" alimrsa,

pGex™) 2min (4 @), pi™)

p(e) 2min ( u(x), p(x))

ue) z u)

olur.

Teorem 1.1
M , G nin bir bulanik alt grubu ve ¢ [0,1] olsun. O takdirde

A,={ xeG: u(x)=t }

seviye alt kiimesi x4 niin bir seviye alt grubu adini alir.

ispat:

1) Vx,yed,iginxye A,

2) Vxed,iginx ™" €4,

oldugunu gostermemiz gerekmektedir.

xe€d, ise pu(x)=t

dr.
yed, ise u (x)=t
dir.
4#(xy) Z min (u(x), #(y)) olduBundan p(xy) =1t
dir.
u(xy) =t denxy € 4, olur.
xe 4, ise u(x) =t
dir.

4(x) = p(x") oldugundan u(x™') =1t



dir.
p(x') =2t den x'e 4,

dir.

Yardima teorem 1.1

4 sonlu bir G grubunun fuzy alt grupoidi ise o takdirde u, bir bulanik alt gruptur.

ispat:
x € G olsun. G sonlu oldugundan x sonlu mertebeye sahiptir. x’in mertebesi n olsun. O
zaman x" =e dir. e, G nin birim elemamdir.
x"=e=>x"'= x7
dir.
Bulanik alt grubu tanimin kullanarak;
pO= p(x™)
= p(x"x)zmin( p(x"?), p(x)) 2 pu(x)
elde edilir. O takdirde
p(x™)> p(x) bulunur. Q)
p(x) = p(x™h) = p(x"x7)
pa(x) 2 min (p(x"), p(x ™))
ve p(x"*)> u(x)  oldugundan
p(x) 2 p(x™") dir. ()
(1) ve (2) den g bir bulanik alt gruptur.

Yardimeci teorem 1.2

My G grubunun bir bulanik alt grubu olsun.
Vx,y € G igin  u(xy) = u(y) olmas i¢in gerek ve yeter kosul u(x) = u(e) olmasidir.

Ispat:
£(xp) = p(y) oldugunun kabul edelim. Eger y=e alirsak p(x)= u(e) dir. Karsit olarak
H(x) = u(e) oldugunu kabul edelim.

#(xy) Zmin (L(x), 4(y)) den
p(xy)z p(y)  dir 3



#(¥) = p(x"'xp) 2min( p(x), u(»))
dir,

#(x) 2 p(y) den

4#(¥) 2 p(xy) “)
dir.

(3) ve (4) den u(xy) = u(y) oldugu goriiliir.

Yardimei teorem 1.3:

M, G grubunun bir bulanik alt grubu olsun. Vx,y e G igin
H(x)< p(y) = p(xy) = p(yx) = p(x)

dir.

ispat :
H(x)< u(y) oldugunu kabul edelim.
H(xy) Zmin (4(x), 4(y)) = p(x)
H(xy) 2 p(x)
olur.
p(x) = p(xyy™") 2min (u(xy), #(y) den pu(x) 2 p(xy) elde edilir.
Sonug olarak
w(x) = p(xy)
dir.
1(x) = u(yx) oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
H(x)<p(y) oldugundan
#(yx) 2 min( p(y), u(x)) = p(x)
dir. Buradan
H(yx) 2 p(x)
olur.
w(x) = p(y~'yx) Zmin( p(y), u(yx)) denp(x)> p(yx) elde edilir.Sonug olarak
H(x) = p(yx)
dir.

Ornek 1.1:
Klein 4 Iii grup G={ e,ababl a’=b*=e ve ab=ba } icin
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K :G —[0,1] doniistimii agagidaki gibi tammlansin.
pe)=1, u(a)=pud)=t (0<t<1) ve u(ab)=1 olsun.
K4, G nin bir bulamk alt grubudur. Burada u(ab)= u(ba) oldugu halde u(a)= u(b)
oldugundan Yardimci teoremin tersi dogru degildir.

3. Normal Alt Grup

Tamm 1.4

G bir grup ve u, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Vx,y € G igin  u(xy) = u(yx) oluyorsa
M ye G nin bulamk normal alt grubu denir. 4 niin G de bir bulanik normal alt grup olmasi
icin gerek ve yeter kosul Vx,y e G igin

p(xyx™y = p(y)
olmasidir.

Teorem 1.2
G’ nin bir g bulamk alt grubunun bulanik normal alt grup olmas: i¢in gerek ve yeter kosul,

G nin eslenik siniflan {izerinde sabit olmasidur.

Ispat:
4 niin bulanik normal alt grup oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

Ky~ xy) = pOoy™) = p(x)
dir.
Simdi de x niin G nin eglenik simflar {izerine sabit oldugunu kabul ederek x niin G nin
bulanik normal alt grubu oldugunu gésterelim.

H(xy) = pCoyex ™) = p(x(px)x™) = p(yx)

den goriildiigli gibi 4, G nin bir bulanik normal alt grubudur.

Tanim 1.5
G bir grup ve x,ye G olsun. x'y™'xy elemanma x ve y nin komutatorii denir ve [x,y] ile
gosterilir. G nin degismeli olmasi halinde [x,y]=e oldugu agiktir. H ve K, G grubunun iki alt
grubu ise [H, K] alt grubu

{[x,y]: xeH,yeK }
elemanlar ile tiretilen bir gruptur.



Teorem 1.3
4, G grubunun bir bulanik alt grubu olsun. g niin bulanik normal olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul

#(lx yD = ue)
olmasidir.

Ispat :
4 niin bulamk normal olmasi igin gerek ve yeter kosul g niin G nin eglenik simflan iizerinde
sabit olmasidir. Boylece u bulamk normal ise Vx,y € G igin
HO7 YT x) = p(y™)
elde edilir.

w7y gy ™y = py™)

#({xyl™) = uO™) 2pxy) = po)
dir.
Simdi ise ,u([x, y]) = u(e) olmas: halinde 4 niin bulanik normal alt grup oldugunu

gosterelim.

p(x,y) = p(e)

HOxy ™ xy) = ple)
oldugundan u(xy) = u(yx) olup u, bir bulanik normal alt gruptur.

Teorem 1.4

M, G nin bir bulanik alt grubu olsun. g niin bir bulanik normal alt grup olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul

pxyh 2 px) ®)
olmasidir.

Ispat:
4, G nin bir bulanik normal alt grubu ve x,y € G olsun.

g, yh = p(x7y™ xp) 2 min (u(y™ x), w(x™)

e v RARETIM KURULY
DOk L s 0H MERKEZT
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=min (u(x), #(y)) = 1(x)

(%, yD 2 p(x) dir.
Kargit olarak; x niin (5) bagintisiu sagladigim kabul edelim.
Vx,z € G igin u(x~'zx) = p(zz ' x7'zx) oldugundan
p(x™ zx) 2min( u(z), [z, x]) = p(2)
dir.
Boylece

pu(x'zx) 2 p(z) (6)
elde edilir.

H(z) = plex ™ zex ) 2 min p(x), plx "' 2x)) (7)
Eger min(u(x), p(x™ 2x)) = p(x) ise

(z) 2 p(x) a’
dir.

Eger  min(u(x), p(x'2x)) = pu(x " zx) ise

H(2) 2 p(x™' zx) @)
dur.
(2") ve (6) dan
p(z) = p(x ' 2x)

olur. Buradan u, bir bulanik normal alt gruptur.

Teorem 1.5
4, G grubunun bir bulanik normal alt grubu ve ¢ < u(e) olacak sekilde t€[0,1]
olsun.

4= {x eG:ux)xt } kiimesi G bir normal alt grubudur.

Ispat:

A, nin G nin bir alt grubu oldugu daha 6nce ispatlandi. 4, nin normal alt grup

oldugunu gosterecegiz.

VueG ve Vxe 4, igin u™'xu € 4, oldugunu gosterelim. 1 bir bulank normal alt grup
oldugundan

u( u™'xu) = p(x) dir.



p(u™'xu) = p(x) =t = p(u'xu) 2t den
u'xue A dir

Bundan dolay1 4, < G dir.

Tanim 1.6

M, sonlu G grubunun bir bulanik alt grubu olsun. x niin mertebesi o(u)

ile gosterilir ve o(u) = oG

dir.(r, # niin indeksidir.)
4.Bulanik Koset

Tamm 1.7
4, G grubu iizerindebir bulanik alt grup ve 4, : G — [0,1] bir déniigiim olsun

Vx e G igin

1, (8= p(gx™)
oluyorsa y,’e u niin bulamk koseti denir.
Yukaridaki tamim dogal olarak grubun koset tamimina genigletilebilir. Bu asagidaki gibi
goriiliir.
M, G nin H alt grubunun karakteristik fonksiyonu olsun. Yani

H={xeG:,u(x)=1 }ve %={xeG:y(x)=0 }
dir.
Herhangi x € G i¢inGx = G dir.
g e H ise p,(gx) = u(gx™) = u(g) =1
dir.
g ¢ H ise pu,(gx)=pu(g)=0 olur.
Buradan u,'in ,G iizerinde karakteristik fonksiyon oldugu anlagilir.



Teorem 1.6

4, G grubunun bulanik normal alt grubu ve G, = {x e G: u(x) = u(e) }olsun. O takdirde

G,, G nin normal alt grubudur.

Ispat:
VneG, ve VxeG igin xnx™ € G, oldugu gosterilmelidir.
neG, ise u(n)= p(e) dir.
4i(n) = p(e) oldugundan p(xn) = p(x) olur. p(xn) = p(x) = p(xnx™) = p(e) den
xnx™ € G, olur. Sonug olarak,
G, <G
dir.

Tanim 1.8
4, sonlu bir G grubunun bir bulanik alt grubu ve F, 4 niin bulamk kosetlerinin kiimesi

olsun. O takdirde F' in kardinalitesi g niin indeksidir.

Tamm 1.9
4 , sonlu bir G grubunun bir bulamk alt grubu ve G, = {x e G: u(x) = ue) } olsun.

G, Gnin bir abelyan alt grubu ise u bulanik abelyandir.

Teorem 1.7

p bir asal tamsay1 olmak iizere, p> mertebeli bir bulanik alt grup, bulamk abelyandur.

Ispat:
o(u) = p* olacak sekilde u, G grubunun bir bulanik alt grubu olsun.
G, ={xeG:u(x)=p) }
kiimesini ele alalm. G,' niin G’nin bir normal alt grubu oldugunu daha &nceden biliyoruz.
o(u) =0(G,) dir.
p? mertebeli bir grubun abelyan oldugu grup teoriden bilinir. Boylece G, abelyandir ve

sonug olarak u bulanik abelyandur.
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Teorem 1.8
4, G grubunun bir bulanik normal alt grubu olsun. G, = {xeG: u(x)=ue) }
kiimesi G ‘nin bir normal alt grubudur.

Y7, :%ﬂ - [0,1], (G ,x) = u(x) olarak tanimlanmiyorsa u doniigiimii iyi tammlidir ve
M, % niin bir bulamk normal alt grubudur.
u

Diger taraftan N <G ve g € N oldugunda u, (Ng)= u,(N) olacak sekilde %, in bir

bulanik normal alt grubu g, ise, o takdirde x, G nin bir bulanik normal alt grubudur.
G=N ve u=y
dir.

Ispat :
Ilk olarak 4 niin iyi tammli oldugunu gosterelim. x,ye G i¢in G, x =G,y ise

xy~ € G, diir. G, niin tammindan g(xy™) = p(e) olur. Buyiizden u(x )= u(y) dir.
H(x )= p(y) = G, x)=uG,y)
olur. Boylece x4 nin iyi tammh oldugu ispatlanmig olur. 2 nin %ﬂ nun bir bulanik alt
grup oldugunu gésterelim.
a) w(G,xG,y) =G xy) = p(xy) 2 min( x(x), ()

(G ,xy) 2 min( @(G,x), i(G,y))

b) w(G,x)=ux)=p(x")=pG,x") (4 bulank alt grup)
Buradan gorilldiigi gibi, 4, % niin bir bulanik alt grubudur.
]

Simdi # nin bulanik normal oldugunu gésterelim.
#G,xG,y) = (G, xy) = u(xy) = u(yx) = w(G,y G,x) (p bulank normal)
Bundan dolay1 x4 bulanik normaldir.

Karsit olarak; % tizerinde x4, bulanik normal alt grubu verildiginde

H(x) = (Nx) ile 4:G —> [0,1] fonksiyonu tammlansin. g iyi tanimhidir ve 4, G nin bir
bulanik alt grubudur.
4 nun bulanik normal oldugunu gosterelim. Vx,y € G igin
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KO xy) = 1 (Ny ™' xp)
= 44, (Ny™' NxNy)
= 1,(N%) (4, fuzzy normal)
= p(x)
Buradan 4 niin G nin eslenik simflar tizerinde sabit oldugu gériiliir. Béylece g bulamk

normal alt gruptur. Ayrica ne N ise

#(n) = g, (Nn) = i (N) = p(e) NcG, *
dir.
xeG, ise
H(x) = p(e) = g4 (Nx) = py (N)
dir.
Sonug olarak, Nx=N ve x € N olur. G,cN x*

* ve ** den G# =N dir

Teorem 1.9

4, G grubunun bir bulamk normal alt grubu ise herhangi x,yeG igin

M, (xg) = p,(gx) = u(g)
dir.

ispat:
K, (x8) = p1,(xgx ™' x)=pu(xgx™) = p(g) dur.
H,(gx) = p, (xx 7' gx) = p(xx~'g) = p(g) olduundan  p (xg) = 1, (gx) = p(g)

bulunur.

Uyart:
Yukaridaki teorem grup teorideki N < G ise Vx € G i¢in Nx=xN oldugu sonucuna

benzerdir.

Teorem 1.10
4, G grubunun bir bulanik normal alt grubu olsun. ¥, x niin tiim bulank kosetlerinin

kiimesi,

HOp, =l (10)
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islemine gore bir grup teskil eder.
VxeG igin u: F —[0,1] doniigiimi

H(p,) = p(x) an
olarak tamimlansin. z doniisiimii F {izerinde bir bulanik alt gruptur.

ispat:
Ik olarak (10) ile verilen iglemin iyi taniml1 oldugunu gosterelim
He=H, ve MU, =Hy, 12)
olacak sekilde x,y,x,,y, € G olsun. Bir bagka ifade ile
Ko, =i, ou, oldudunu gostermeliyiz. Yani u, = u,, dir.
Tanimi kullanarak, Vg e G i¢in
He, (&)= gy x™) ve p,,, (8) = p(gyy ' ¥™)

elde edilir.

p(gxy ' xy = w(gye voyy ' x Y

= /‘(gyo_lyo—ly_lyxo_lx_l)

>min (u(gy, "y ) 4oy, %)) olur. (13)
(12) i kullanarak

w(gx™)=wgy™) (14)
ve

H(gx, ) = gy, ) (15)

elde edilir. (14) de g yerine x,y,y™", (15) de g yerine y, yazarsak

Hoyxy %) = u(oyx v )
=u(y x™)
= u(e) olur ve buradan
u(gx, x> u(gy, 'y ™) elde edilir.
Benzer gekilde

W,y ) = pgx,x )

elde edilir.

p(gx, ' x) = p(gy, 'y ) olur.
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Dolaysiyla g, = p,, dir.
(10) da tamml1 iglemin birlesmeli oldugu agiktir. z, de F nin birim elemamdir.

4.’ intersi u_, dir. Bundan dolayr F bir gruptur.

pp,0m,) = p(p,,) = p(ey)
2min( u(x), 4(y))
=min( (g, ), 4(1,)

(g, )= p(p,2) = p(x) = p(x™") oldugundan 4 bir bulanik alt gruptur.
5.Bulanik Béliim Grubu

Tanim 1.10
M, G grubunun bir bulanik normal alt grubu olsun. (11) de tanimlanan ; déniigiimiine x4 ile
tanimh bulanik boliim grubu denir.

Sonug 1.1
@ :G —» F donliglimiini .
O(x) = u, (16)
olarak tanimlayalim. 4,
G, ={xeG: u(x)=u(e) }

cekirdekli bir homomorfizmadir. (e, G nin birim elemanidir.)

Ispat:
Vx,y € G igin
O(xy) = p,, = pou, =60(x)8(y) oldugundan & bir homomorfizmadir.

Teorem 1.11

4, G grubunun bir bulanik normal alt grubu ve F, u niin tiim bulanik kosetlerinin

kolleksiyonu olsun. F nin her bulanik (normal) alt grubu G nin bir bulamk (normal)
alt grubuna kargilik gelir.

Ispat:
4" ,F nin bir bulanik (normal) alt grubu olsun.
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v:G —> [0,1] doniigiimii v(x) = u" (1,) VxeG (17)
olarak tammlansn. g, in iyi taniml oldugunu biliyoruz. v nin bir bulanik alt grup
oldugunu gosterelim.
Vx,yeG ig¢in
V() = 1" (i) = 4" (18,
> min(u’ (u,), 1" (1))
=min (v(x),v(y)) dir. Dolayisiyla v(xy) = min (v(x),v(y)) *
W)= 1 () = 1 () =v(x™) dir w
* ve ** den v bir bulanik alt gruptur.
4" bulanik normal ise
v(x) = 1’ (1) = 1" (u,01,)
=" (u,01,)
=4 (u,,)

=v(xy)
dir. v bulanik normaldir.

6.Bulanik Carpim
G herhangi bir grup 4 ve v, G nin iki bulanik alt grubu ise uv ¢arpimi agagidaki
gibi tanimlanir.
Vx e G igin
W ()= sup [min p(x,), p(x,)] GF
Onerme 1.1

4,v,7 G nin bulanik alt gruplan olsun. O takdirde
()r ()= Sup [min(uuCe, pi(x,), (%, )]

X=Xy Xy Xy

= p(v,7)(x)
M ve v, G nin bulanik alt gruplan ise v nin G bir bulanik alt grubu olmas: gerekmez.

Ornek 1.1
G =S, simetrik grubu olsun. o(G) =3 =6 dir. Bu elemanlar
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123 123 123 , (123
e= b= a= a’ =
123 213 231 312
2
a2b=l 3 ab=123
132 321
dir.

S, = {e, a,a’,b, ab,azb} olur.Burada 5> =e ve a® =e dir. H = {e,b}, K ={e,ab} olsun. H
ve K, G nin alt gruplandir. u ve v sirasiyla H ve K mn alt kiimeleriyle gosterilen
karakteristik fonksiyon olsunlar. 4 ve v, G nin bulanik alt gruplandar.

v (x) =min( u(x, ), 4(x,)) X = X%, X,% €G
pv(a*b) = min(u(a®), u(b))
=0

p(a®) = p(b(ab)) = min(u(b ),v(ab))
=]
pv(b) = pv(be) = min(u(b),v(e))
=]
wv(a*b) <min(uv(a®), w(b)) oldugundan wv, S, nin bir bulank alt grubu degildir.

Ana Sonugclar:
1) u ve v, G nin bulanik alt gruplan ise 4v nin bulanik normal alt grup olmas igin

gerek ve yeter kosul uv=vu olmasidir

2) 4, G nin bulamk normal alt grubu ve v, G nin herhangi bulanik alt grubu ise v, G nin
bulanik alt grubudur.

Onerme 1.2
4, v, G nin bulanik normal alt gruplan ise o takdirde 4v, G nin bir bulanik normal

alt grubudur.

ispat:
v bir bulanik alt grubudur. 4v nin bulanik normal oldugunu gostermek yeterlidir.
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VxeG igin

pv(x) = Sup [min u(x,),v(x,)]

X=X1%;

Sup [min .U(y_lle’),V(y_lxzy)] Vye G

x=Xx5

Sup [mln ﬂ(y"'xly),V(y"xzy)] VyeG

y = tny)y T xp)

= (™ xy)
Mv, G nin bir bulanik normal alt grubudur.

el M KURULU
TC.% J&J‘nﬂsﬁéﬁﬂ MERKEZI

DOKDMANTASY U
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BOLUM I
BULANIK iDEALLER

1. Bulanik Idealler
Tanim 2.1:
M, G nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger Vx,y € R i¢in
1) p(x - y) 2min(u(x), 4())
2) p(xy) 2 p(x) (u(xy) 2 1(y))
sartlar1 saflamiyorsa 4’ ye G’ nin bir bulanik sol(sag) ideali denir.
' niin G’ nin bir bulanik ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul 4'niin hem sol hem de sag
bulanik ideal olmasidir.

Onerme 2.1

' niin G’nin bir bulanik ideali olmasi igin;
1) p(x—y) 2min(p(x), 4(y))
2) u(xy) 2 max(u(x), u(y))

sartlarini saglamasi yeterlidir.

Ispat
Bu, yukandaki tanmimin bir sonucudur.

Tanmm 2.2
M, G nin bir bulanik ideali olsun.f € [O,l] ve u(0)=¢ igin 4, ideali g ’niin seviye ideali

olarak adlandinlir.

Teorem 2.1
M, G nin bir bulanik alt kiimesi olsun.

1) Eger u, G nin bir bulanik sol(sag) ideali ise 0 zaman Vx € G igin
#(0) = u(x)
ve biitiin 1 € [0, #(0)] igin , , G nin bir sol(sag) idealidir.
2) Eger biitiin ¢ € Im(u) igin u4,, G nin bir sol(sag) ideali ise 0 zaman g, G nin bir bulanik
sol(sag) idealidir.
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ispat
1) u, G nin bir sol(sag) ideali oldugu igin
pi(x - %) 2 min(u(x), #(x)
#(0) 2 min(z(x)
olur.
4,, G nin bir sol(sag) ideal olmasi igin ispatlamamiz gereken Vx,y € 4, i¢in x—ye u, ve
gx € y, olmasidir.
Eger x,y € p, ise
u(x)=t ve  u(y)=2t dir. g, G nin bir bulanik sol(sag) ideali oldugu igin
#(x = y) 2 min(u(x), #(y))
olur.
u(x) 2 u(y) olsun. O zaman
p(x = y) 2 min(u(x), 4(¥)) = #(Y)
u(y) =t oldugundan
p(x—y) =t olur veburadan x—y e y, olur,
2) Eger u, bir sol(sag) ideal ise Vx,y € 4, igin x—y € 4, dir.
Bizim g6stermemiz gereken
#(x = y) 2 min(u(x), 4())

H(xy) 2 ()
oldugudur.

min(u(x), #(»)) = p(x) =t olsun.O zaman xe u, ve (y)= H(x) oldugundan
4(y) 2t olur ve buradan y € y, olur.
Simdi u(x — y) = min(u(x), #(y)) olup olmadigina bakalim.
p(x — y) 2 min(u(x), u(y)) = p(x) = ¢t
ve x-yeu, oldugundan u(x—y)=t dir. Bu yiizden yukarida elde ettigimiz sonug
dogrudur.
1(xy) = p(y) olup olmadigina bakalim.
x¢gu, ve u(y)=tigin ye y, dirve xy e 4, oldugundan
pxy) 2t = u(y)

olup ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 2.2
4, R nin bulanik ideali olsun. x'niin g, ve u, gibi iki seviye idealinin esit olmasi igin gerek

ve yeter kosul s < p(x) <t gartim1 saglayan birx € R bulunamamasidir.

Ispat:

M, = [, olsun.

s Spu(x)< t sartim1 saglayan x € Rbulunsun. O zaman u, ¢ y, olur. Ciinkii x, x nin
elemanidir fakat g, nin elemam degildir. Bu da bagtaki kabuliimiizle gelisir.

Tersine,

s Spu(x)< t sartim saglayan x e Rbulunmasm. s<¢ oldugu i¢iny, c pu, dir.
xe pyolsun. O zaman p(x)2s olur ve u(x) s ile ¢ arasinda bir deger almadifindan
4(x) =t olur. Bunun sonucu olarak x € y, olur. Béylece u, < 4, dir. Sonug olarak

H = K
olur. Bununla ispat tamamlanmisg olur.

Bulanik Asal idealler

Tanmm 2.3

P, R nin bir ideali olsun. Va,b € R i¢in
abeP = aeP veya be P
oluyorsa P’ ye asal ideal denir.

Tanim 2.4
4, G nin bulanik ideali olsun Vxe R, Vre Z* igin
H(x") = p(x)

oluyorsa u’ ye yar asal denir.

Tanim 2.5
4 bulanik sol idealinin bulanik asal olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter kosul o ve 6

bulanik sol idealleri igin
clcu=> ocu veya 6cu

olmasidir.
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Tanmm 2.6
M, R’ nin bulanik ideali olsun.

Va,b € G igin u(ab) = u(a) veya wu(ab)= u(b)oluyorsa u’ ye bir bulamk asal ideal

denir.

Tamm 2.7
M, R’ nin bulanik ideali olsun.
Eger Va,be R i¢in u(ab) < u(a")
M(ab) < u(b™) olacak sekilde baz1 n,me Z*

bulunabiliyorsa u’ ye yar asallanabilir denir.

Teorem 2.3
Eger A, R nin herhangi bir yar1 asallanabilir bir ideali, 4 # R olsun. O zaman R nin bir yar
asallanabilir 1z bulamk ideali agagidaki sekilde tamimlanr;

a xeAdise

H(x) = {,5 g eRIA z'se} burada @, [01] a>p.

Ispat
Vne Z"igin ab € R ve u(ab) > u(a"), olsun. O zaman

M(a") # a, vebuylizden u(a")=p ve u(ab)=a.
dir.
Dolayisiyla, VneZ’igin a" ¢ A,veabe A ve bundan dolay1 bazi meZ,
icind”™ e 4 dir. Ciinkii A4 yan asallanabilirdir. Sonugta u(b™)=a, ile g niin yan

asallanabilir oldugunu géstermis oluruz.

Teorem 2.4

M, R nin bir bulanik ideali olsun. £ ’ niin bulanik asal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

t eIm(u) igin y, seviye ideallerinin bir asal ideal olmasidir.

Ispat:

i, R nin bir bulanik asal ideal olsun.O zaman
Va,b e R i¢in u(ab) = u(a) veya u(ab) = u(b)

dir.

Gostermemiz gereken
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Va,be y, iginabey, = aey veya bey,
oldugudur.

u(ab) 2t olsun. O zaman ab € y, olur. Buradan
H(a) = u(ab) 2 t oldugundan a € y4, olur. *
H(a) # p(ab) olsun O zaman u(b) = u(ab) olur. Buradan,
H#(b) = p(ab) >t oldugundan b € y, olur. ok
* ve ** den 4, nin asal oldugu gosterilmis olur.

Tersine,

t elm(u) igin u, seviye idealleri R’ nin bir asal ideali olsun. Yani
abey = aey veya bey,
dar.
Gostermemiz gereken
Va,b € R igin u(ab) = u(a)veya u(ab) = u(b)
oldugudur.
u(ab) =t olsun. O zaman ab € y, olur ve y, asal ideal oldugu igin
aeyu, veya be u, olur.
a € y, olsun. O zaman x(a) 2t olur . x bulamk ideal (yani u(ab) = max(u(a), u(b))) ve
u(a) 2t = p(ab)
oldugundan u(ab) = u(a) sonucunu elde ederiz.
a ¢ u, olsun. O zaman b € g, olur. Buradan u(b) >t olur. x bulanik ideal ve

H(b) 2t = p(ab)
oldugundan u(ab) = u(a) sonucunu elde ederiz. Bu sekilde istenen elde edilmis olur.

Teorem 2.5
B Sl S My S, T A olmak tizere
{,u,, ne Z+} R’ nin bulamk asal ideallerinin bir kiimesi ise 0 zaman U g, ve mu,, R’ nin

bulanik asal idealleridir.

Ispat:

a,b € R olsun. Vi,j e Z, igin

u,(a), 1, (b) < gy (a), 1, (b)
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olacak sekilde £ € Z vardir ve bu yiizden
min( 4 (), ;b)) < 14, (a —b)
dir.
4 =U pu, olsun. Simdi
min( z(a), p(b)) = min(sup(x, (@), sup 4, (b))
=sup(min(y, (a), 1, (b))
< sup(4, (@ - b) = u(a—b)
dir. Aym zamanda Vi € Z* igin
H(ab) = sup(4, (ab))

2 p,(ab)
> u,(a), p,(b)
olur ve
#(ab) 2 (U 4 )(a), (U p)(b), yani
p(ab) = p(a), p(b)
dir.

Bu yiizden u, R nin bir bulanik idealidir.
Sonra u niin bulamk asal oldugunu gosterecegiz.a = u(ab) ve [ = max(u(a),u(b))
olsun. @ 2 £ oldugu agikardir.
&>0 verilsin. O zaman

@ — § < sup p4, (ab),
olacak sekilde j € Z, vardir 6yleki

a - p < p(ab),

=max( u,(a), 4;(b))

< max(u(a), 4(b))
=B

dir. Buradan @ < # ve sonug olarak « = f olur.

Ispatin geri kalan kismi agiktir.

3.Bulanik Maksimal

Tanim 2.8

4 niin bulanik ideal olsun.
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i) u(a) < u(0) 3Fa €S (S, R deki tersi olan elemanlardan olugan bir kiime)
ii) Eger 3b € S igin u(b) < u(0) ise Ice S, r € R igin u(c —rb) = u(0)
sartlarim saglamyorsa 4’ ye maksimal ideal denir.

Teorem 2.6
Eger 4,R nin bir bulamk maksimal ideali ise 0 zaman ¢ = x(0) igin
4, maksimal ve card Im y=2 dir.

Ispat
Bulanik maksimal ideal tanimindaki (i) den 4 < R dir. b € R\ g4, olsun. O zaman
u(b) < u(0) olur. Ace S, r € R igin u(c—rb) = u(0) oldugundan
c—-rbey, vecey +<b>
dir.
Buradan y, +<b>=R elde edilir. Buna gére g, maksimal' dir.
a elmyu ve a < p(0) =t olsun. O zaman g, < y, dir ve dolayistyla g, = R
dir.
Bu nedenle F, = { M ,R} olur. Buradan card Im u = 2 elde edilir.
Eger u, R nin herhangi bir bulanik idéali ise agagidaki diyagram [6]” dan elde edilir

M bir fuzzy maximaldir.

U
M bir fuzzy asaldir. =  p bir fuzzy asallanabilirdir.
U U

M bir fuzzy yari asaldir. u bir fuzzy yari asalanabilirdir.

4.Bulanik Koset

Tamm 2.9
M, R nin bir bulanik ideali olsun. V7 € R igin
U, (r) = p(r —x)
ifadesindeki 4, bulanik alt kiimesi 4 ve r ile tammlanan R nin bir bulanik koseti adim alur.

Asagidaki 6zellikler gosterilebilir.
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Vx,y e Rigin g, +p, = p,,, ve ppp,=p, dr
. iyi tammlidir ve R g niin R’ de bu islemler altinda 2 birim eleman olmak {izere
degismeli halka olusturur. 4 =z R"’ nin toplamsal etkisiz elemandir. 4", x4, in toplamsal
ters elemanidir. Agikga goriiliiyor ki £, R nin herhangi bir sabit bulanik alt kiime ise
R ={s)
dir.

Yardimei teorem 2.1

M, R nin bir bulanik ideali olsun. Vx € R i¢in u(x) = p(0) olmasi igin gerek ve yeter kosul

4, = i, olmasidir.

ispat:
Vr e R igin u(r) < p(x) = p(0) olacak sekilde u(x) =0 olsun.
Eger u(r) < pu(x) ise o zaman
H(r — x) = p(r)
olur. Eger u(r) = p(x) ise o zaman ¢ = x(0) oldugu yerde
F,X € U,
dir. Bunun sonucunda
H(r —x) = u(0) = p(r) oldugu [6] da yardimci teorem 6.2 den goriiliir.
Béylece Vx € R igin
u(r —x) = pu(r)
elde edilir.. Sonug olarak

*

e =ty
dir.
Ispatin diger kismu agiktir.
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BOLUM III
GRUPLAR VE HALKALAR UZERINDE BULANIK BAGINTILAR

1.Bulanmik Bagmntilar
Tanimm 3.1
S tizerindeki bir x# bulamk bagintis1 Sx S nin bir bulamk alt kiimesidir.

Tanmm 3.2

4, S tizerinde bir bulanik bagintisi ve o; S nin bulanik alt kiimesi olsun.
Vx,y €S igin u(x,y) < min(o(x),0(y))

oluyorsa u ye o iizerinde bir bulanik bagint1 denir.

2.Kartezyen Carpim

Tamm 3.3

U ve o; S nin bulanik alt kiimeleri olsun. 4 ve o nin kartezyen garpimi
4 xo(x,y) =min(u(x),c(y)) Vx,yeS

olarak verilir.

Tanim 3.4
o, S nin bulanik alt kiimesi olsun. O zaman o lizerinde bulanik bagint1 olan S tizerindeki en

giiclii bulamk bagintis1 g, soyle tanimlanir.

Vx,y €S igin p,(x,y) = o xo(x,y) = min(o(x),5(y))-

Yardimel Teorem 3.1

M ve o,S nin bulanik alt kiimeleri olsun. O zaman

i) uxo Siizerinde bir bulanik bagintidir.

i) (uxo),=pxo, Vtel[o]]

ispat

i) uxo (xy)=min(u(x),0(y)) €S xS oldugu kolayca goziikiir. Ciinkii x ve o,S nin
bulanik alt kiimeleridir.

i) uxo(xy)=1t olsun. Buradan

(x,y) € (ux o), dir.
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#x o (y)y=min( x(x), o(y)) = p(x)
u(x)2t= xep olsun. o(y) 21t olur ve buradan y e g, elde edilir. (uxo), c y, xo, *
sonucu elde edilir.
Tersine
X € [, ve y €0, olsun. O zaman u(x) 2t ve o(y) 2t olur. Simdi

s x o (x,yymin( u(x),o(y)) = p(x) 2t olur ve buradan (x,y) € (u x o), sonucu elde
edilir. Veya

M x o (x,y)=min( x(x),0(y)) = p(y) 2t olur ve buradan (x,y) € (u x o), sonucu elde

edilir. Bunun sonucu olarak y, xo, < (ux o), dir. *k

* ve **den (ux0o), = u, xo, oldugu goriliir.

Tanim 3.5
Eger 4 S tizerinde bulanik bagntisi ise 0 zaman g’ niin bulanik baginti oldugu S {izerindeki

en zaylf o, bulanik bafintis1 §6yle tanimlamr;

Vx,yeS igino, (x) = Srg {max (1 (x,), iy, x))}.

Tamm 3.6
M ve o G’nin bulanik alt kiimeleri olsun. O zaman

Hoo(x)= Sup {min(u(y), o(z))} YxeG

x=yz

dur.

Yardimei teorem 3.2

1 ove n, G’nin bulanik alt kiimeleri olsun. O zaman
Ho(ooT)=(pocjon

dir.
Ispat:
po(oom)(x)= Sup (min(u(y), con(z))
x=yz
= Sug (min(u(y), o(k), (1))
x=y
2 s ok AT VO
= Sup (min(poo(m), n(z)) . RETRATY L

x=mt :
LET4 AR A
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=(uoojor(x)
Eger u ve o, S’nin bulanik alt kiimeleri ise 4 <o demekle u(x)<o(x) VxeS oldugu
anlagilacaktir.

Yardmmei teorem 3.3
4 G 'nin bir bulanik alt kiimesi olsun. O zaman uou<u olmasi igin gerek ve yeter kosul

H(xy)2min(ux), ;(y)) Vx.y €G
olmasidir.

ispat:

MHou<y olsun.

Hou (xy) = Sup (min(u(x), u(y)))<u(xy) oldugundan ikinci kisim ispatlanmis olur.
k=xy

Tersine ;

1 (xy) 2min (u(x), u@y)) olsun. O zaman
H(ey)2> min (u(x), u()) = sup(min(u(x), p1(y))) = pop(xy) oldugundan birinci kisim ispatlanmig

olur.

Her iki ispattan dolay: istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.1:

4 ve o, G’nin bulanik alt gruplari olsun. O zaman poo’nin G’nin bulanik alt grubu olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul
Hoo=00U

olmasidur.

ispat:

V& eG igin poo(x)=ocou(x) dir. Eger
HoOo=00U ise, 0 zaman

(100 )o o o=(o p)o oo o<suoo olur.

Ciinkii # ve o, G’nin bulanik alt gruplardir.
Hoo (xy)2min(uo o (x), poo(y)) Vx.yeG
Aym zamanda

poo(x ™ )=cou(x)=pootx)

o zaman uoo; G’nin bulanik alt grubudur.



28
Tersine,
Moo nin G’nin bir bulanik alt grubu oldugunu kabul edelim.
Vi &G igin poo(x)= uoo(x’ )=oou(x)

Hoo=cou
elde edilir.

Teorem 3.2:

i) uve o R’nin bulanik sol (sag) idealleri olsun. O zaman txo; RxR nin bulanik sol (sag)
idealidir.

ii) 4 ve o; G’nin bulanik alt gruplari olsun. O zaman wxo, GXG nin bir bulamk alt grubudur.

ispat:

i)

pxc(0,0)=min(pn(0),c(0) dir.

V te Im (uxo) olsun. 0 zaman t<p(0) ve t<c(0) dir.

Sonugta

4, ve o©,, R’nin sol (sag) idealleridir. Bu yiizden V¥ elm(uxo) igin

(uxo) , = u, x o,, RxR nin sol idealleridir. Sonugta zxo R ‘nin bulanik sol idealidir.
ii) Bu da i deki gibi ¢oziiliir.

Teorem 3.3
4 ve o R’ nin bulanik alt kiimeleri olsun. uxo; RxR nin bulanik sol (sag) ideali olsun. O
zaman
i) VxeR igin (x)<p(0) veya o(x)<o(0) dir.
ii) Eger VxeR igin p(x)<su(0) ise, o zaman
H(x)sp(0) veya o(x)<o(0) dir.
iii) Eger, VxeR i¢in ofx)<o(0) ise, 0 zaman
H(x)sp(0) veya ofx)<o(0) dir

iv) 4 veya o, R’nin bulanik sol idealidir.

Ispat:
i) x,y €R i¢in u(x)>1(0) ve o(y)>o(0) oldugunu kabul edelim. O zaman
pxotx,y)=min(x(x),o(y))>min(x(0), o(0))

=uxo(0,0) dir.
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Buda gxo nin RxR nin bir bulanik sol(sag) ideali olmasiyla geligir.

il) 1(x)>o(0) ve o(y)>o(0) olacak sekilde F,y R bulunabilecegini kabul edelim.
O zaman
uxo (0,0)=0o1(0) dir.
pxo (x,y)=min(u(x), o(y))
>o(0)=uxoy0,0) dir.
Bu da pxo nn bulanik sol ideali olmasiyla gelisir.

i) p(0)<u(x) ve p(0)>o(y) olacak sekilde 7x,y eR bulunabilecegini kabul edelim. O zaman
uxo(0,0)=u(0) olur.
pxo (x,y)=min(u(x), o(3))
2u(0)=puxo(0,0) dir.
Bu da pxc nin bulanik sol ideal olmasiyla geligir. Bu yiizden, eger o(x)<ot0) ise
U(x)su(0) veya o(x)<o(0) dir.

iv) i’nin yardimiyla Vx € R igin y(x)<u(0) veya o(x)<ot0) dir. Genelligi bozmadan VxR
igin g(x)<1(0) oldugunu kabul edelim. O zaman, ii yardimiyla Vx € R igin u(x)<o(0)
veya o(x)<o(0).

Ldurum;
H(x)<o(0) VxR igin olsun. O zaman Vx € R i¢in uxo (x,0)=p(x) dir.
x,y €R olsun.
H(x-y) = px o (x-3,0)
2min (uxo (x,0), uxo(y,0)
=min((x), ;u(y)) dir.
Aym zamanda
H(xy)=pxo(xy,0)
=pxo((x,0)(.0))
2uxot(y,0)
=u(y) dir.
Boylece 4 R’nin bir bulanik sol idealidir.
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I1. durum:
Vx € R i¢in o(x)<ot0) olsun, birinci durumun olmadigini kabul edelim. O zaman w(y)>o(0)
olacak sekilde en az bir y € R vardir. Buradan x(0)2u(3)>0o(0) olur.
Sonugta
pxo (0,x)=min(u(0), o(x)) = o(x) dir. Bu, 1. durum da oldugu gibi o'nin R nin bir bulanik sol
(sag) ideali oldugunu gosterir.
Bunlardan dolay1 u veya o; R’nin bir bulanik sol idealidir.

Teorem 3.4

uve o, G° nin bulanik alt kiimeleri olmak tizere, uxo, GxG nin bulanik alt gruplari olsun. O
zaman ,

i) Vxe G igin u(x)<u(e) veya o(x)<otfe) dir.

ii) V& eG igin u(x)<Su(e) ise o zaman u(x)<Sofe) veya o(x)<ofe) dir.

iii) V& eG igin o(x)<o(e) ise 0 zaman o(x)<sp(e) veya p(x)<u(e) dir.

iv) 1 veya o, G’nin bir bulanik alt grubudur.

Ispat:
i)u(x)> u(e) ve o(y)> ofe) oldugunu kabul edelim. O zaman
pxo (x,y)= min(u(x), o(y)
>min(p(e), o(e)
=puxofe,e)
dir. Bu da uxo nn bir bulamk alt grup olmasiyla gelisir.

ii) 1(x)>ote) ve o(y)>ofe) olsun. O zaman
uxo (x,y)=min(u(x), o)
>o(e)
= min(y(e), o(e))
= uxote,e) dir.
Bu da uxo nin bulanik alt grup olmasiyla gelisir.

iii) o1x)>u(e) ve u(x)> p(e) olsun. O zaman
pxo(x,y)= min(u(x), o(y)
>p(e)
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=min((e), ole)
=uxo (ee) dir.
Bu da xxo nin bulanik alt grup olmasiyla geligir.

iv) u(x)<ote) olsun
uxo (x,e)=p(x) olur. O zaman Vx,y €R igin,
p(xy)=pxo(xy,0)
=pxo(x,0)(¥.0))
2uxo(y,0)
=u(y) dir.
p)=pxotse)
=pxotx,e)
=H(%)
dir. Bu yiizden g G nin bir bulamk alt grubudur. o nin bulamk alt grup olmasi aym sekilde

gosterilir.

Yardimci teorem 3.4 :

i)o; R nin bir bulamk sol (sag) ideali ve p=pn _ olsun. O zaman
o,=0 dr.

ii) o, G nin bir bulanik alt grubu ve p=p _ olsun. O zaman
c,=0

dir.

ispat:

) o, (V=HXUE0)
=min(p(x),u(0))
= min(oxo(x,0),6xc(0,0)
=min(c(x),c(0)
=o(x)

dir. Buradan istenen sonug elde edilmis olur.

i) o , (X)=pxp(x.e)
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=min(u(x),u(e))
=min(oxo(X,e),oxo(e,e)
=min(c(x),0(c)
=o(x)

dir. Buradan istenen sonug elde edilmis olur.

Sonug 3.1
i) u ve o, uxo bulanik ideal olacak gekilde R’nin bulanik alt kiimeleri olsunlar. Eger

Vx e R igin u(0)=0c(0),  u(0)2 pu(x)
o(0)2o(x) ise

o zaman u ve o ikisi de R’nin bulanik sol idealleridir.

if) #x o, GxG nin bulanik alt gruplar olacak sekilde uz ve o, G’nin bulanik alt kiimeleri
olsunlar. Eger
Vxe G igin u(e)=o(e), pue)= ux)
o(e) 2 o(x) ise

o zaman u ve o ikisi de G’nin bulanik alt gruplaridir.

Ispat:

i) Bir 6nceki ispatta ii ve iv nin yardimiyla istenen sonug elde edilir.

ii) Ayni sekilde 1 ve o min bulanik alt grup oldugu ispatlanar.

Buna karsilik eger ux o, RxR nin bulanik sol (sag) ideali ise her zaman x ve o nin

bulanik sol (sag) ideal olmasim gerektirmedigine dair 6rnek verecegiz.

Ornek 3.1
R en az iki elemandan olugan bir halka olsun. 0 <# <5 <1 olsun. Vx € R igin
ux)=t, ve o(0)=s,oc(x)=1 olacak sekilde u ve o, R’nin bulanik alt kiimeleri
olsunlar. O zaman Vx, y € R igin

puxo(x,y) =min(u(x),o0(y)) =t
dir. Sonugta ux o, RxR nin bulanik sol (sag) idealidir. Ciinkii u x o sabit fonksiyondur.
M, R nin bir bulanik idealidir fakat o degildir.
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Cinkli 0% xe R i¢in

o(0) <o(x)
dir. Eger s=t ise

a(0) = 1(0)
olduguna dikkat edelim.

Uyart:
G en az iki elemandan olugan bir grupve. 0<t<s<1lolsun. VxeG i¢in
H(x)=t, ve o(e)=s,0(x)=1 olacak sekilde 4 ve o, G’nin bulanik alt kiimeleri
olsunlar. O zaman Vx,y e G igin
pxo(x,y) = min(u(x),o(y)) =t
dir. Sonugta #x o, GxG’ nin bulamk alt grubudur. Fakat o, G’ nin bir bulanik alt grubu
degildir. Bu daha 6nceki teorem 3.3 iin sonucunun tersini gosterir. .
. Eger s=t ise
a(e) = u(e)
olduguna dikkat edin.

Sonug 3.2
i) Eger o, R nin bulanik alt kiimesi olsun xz, = o x o mn , RxR nin bir bulanik sol (sag)

ideali olmas: i¢in gerek ve yeter kosul o min R nin bir bulanik sol (sag) ideali olmasidur.

ii) o , G nin bir bulanik alt kiimesi olsun. z_ = o x o min ,GxG nin bir bulanik alt grup

olmasi igin gerek ve yeter kosul o nin G nin bir bulanik alt grubu olmasidir.

Ispat:

Yukaridaki sonuglarin ispati daha dnceki teoremlerin sonuglarindan kolayca goriiliir..

Teorem 3.5

i) 4, Rx R nin bir bulanik ideali olsun. O zaman Vx,y,z € R i¢in
u(x—y,z)=w0)  veya
H(x = y,2) = p(x,2) = p(y,0)

dir.
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ii) 4,G x G nin bir bulanik alt grubu olsun. O zaman Vx,y,z € G igin
u(xy™,z)= p(y,e) veya
p(xy™,2) = u(x,z) veya

H(x,z) = p(y,e)
dur.

Ispat:
i) t=pu(x-y,2) t, = u(y,0) ve t, = u(x,z) olsun. O zaman
M'niin Rx R nin bir bulanik ideali oldugunu kullanilarak,

t, 2 min(t,,t,), t, Z2min(t,,t,), t; 2min(t,,t,)

elde edilir.
ii) Buteoremin ispat1 i’ ye benzer sekilde yapilabilir.

Sonug¢ 3.3
i) M, Rx R bir bulanik sol ideali olsun. O zaman Vb € R igin

#(b,b) = p(b,0) veya
#(b,b) = u(0,b) veya
#(b,0) = 1(0,5)

dir.

il) 4, Gx G nin bir bulanik alt grubu olsun. O zaman Vb e G igin

1(b,b) = u(d,e) veya
u(b,b) = p(e,b) veya
w(b,e) = u(e,b)

dir.

Ispat:

i)x = y = z=5b aldigimiz zaman bir 6nceki teoremin sonucu olarak ispat tamamlanmis olur.

ii) x = y =z = b alinmasi ispat i¢in yeterlidir.
Simdi ise yukaridaki sonugtaki alinan ii¢ sayinin birbirine esit olmasi gerekmedigine dair

ornek verecegiz.
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Ornek 3.2
R = Z tamsayilar halkas1 ,G = Z toplama islemi altindaki tamsayilar grubu olsun.
o, R(G) nin bir bulanik alt kiimesi olsun ve

o= [o07L o]
seklinde tanimlansin.
H, R(G) lizerinde bir bulanik bagintis1 olup Vx,y € R(G) igin

H(x,y) = o(x)

olarak tanimlansin. tanimlansin. O zaman g niin R x R(G x G) nin bir bulanik ideal(bulamk
alt grup) olup olmadig kontrol edebiliriz. S6yle ki,

b =1 olsun.O zaman
#(b,b) = o(b) =0,
ub,0)=0b)=0
#(0,6)=0(0) =1

olur ve sonug olarak
#(b,b) = p(b,0) < 1(0,b)
dir.
Eger u, Rx R nin bir bulanik sol ideali ise 0 zaman Vx,y € R igin
#(0,0) > u(x, ),
dir.
Biz simdi bir R halkas: igerisinde
H(x,2) > p(0,)

sartin1 saglayan x,y,z gibi elemanlarin var olabilecegini géstermek igin bir 6rnek verecegiz.

Ornek3.3

R bir 6z sol ideal 4 ya sahip olan ve en az dort elemandan olugan bir halka olsun.
o, R nin bir bulanik alt kiimesi olsun ve

o(x)=1 xe A ise}

a(x):{ o(x)=0 xgAd ise

sekilde tammlansin. O zaman g niin R nin bir bulanik sol ideal olup olmadig: kolayca kontrol

edilebilir.

U= u, =0x0c olsun.
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O zaman daha dnce yapmis oldufumuz teorem 3.3 yardimiyla 4 niin Rx R nin bir bulanik
sol ideal oldugu goriiliir.

x,z€ A ve yg A olsun. O zaman
4(y,0) = min(o(y),0(0)) =0 dir. Buna kargin
H(x,z) = min(o(x),0(2)) =1
dir.
Sonugta
u(x,z) > u(y,0) elde edilir. Aym zamanda

#(0,y) = 0= p(y,0)
dir.
Sonug olarak

H(x,z) > u(0,y)
dir.

Bu boliimii eger 4, Rx R nin bir bulanik sol ideali ise o, * niin R nin bir bulanik sol ideali
olmasi gerekmedigini ve eger 1, Gx G nin bir bulanik alt grubu ise 0 zaman o ,' nin G nin

bir bulanik alt grubu olmasi gerekmedigine dair iki érnek vererek bitirecegiz.

Ornek 3.4
R =Z, bir tamsayilar halkas1 ve H = {0,3} ve K= {0,2,4} olsun. O zaman H ve K ,Rnin
idealleri oldugu kolayca goriiliir.

H,={0,0)}, H =HxK ve H,=RxR olsun.
O zaman

V0<i<2igin H,, RxR nin idealleridir.

121, >t >t, 20 ve 4, Rx R nin bir bulanik alt kiimesi olmak {izere

H(Hy) =1, pHNH)=t,  u(H\H )=t
seklinde tanimlansin.
V0<i<2 igin y, = H, dir. Buradan, V¢ € Im(u) igin x,'nin, Rx R nin bir ideali oldugu
goziikiir. Sonug olarak, u, R x R nin bir bulanik idealidir.

VxeR igin (5,x),(x,5)¢ H, oldufundan

c(5)=t,

dir. Aym1 zamanda (3,0) € H, oldugundan
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o, 2 max(u(3,0), 4(0,3)) =t
dir. (0,2)e H, oldugundan
o, (2) 2 max(u(2,0), (0,2)) = ¢,
dir. Bu yiizden
min(o,(2),0,3) 21, >1,=0,05)=0,(2+3)

dir. Sonug olarak o, , R nin bir bulamk ideali degildir.

Ornek 3.5
Klein 4 lii grup G={ e,a,babl a’=b*=¢ ve ab=ba } olsun. H={e,a} ve K ={e,b}
olsun. O zaman H ve K G nin alt gruplandirlar.

Hy={(,e), H =HxK, ve H,=GxG vel>t,>t;>t,20
olsunlar.

W(H,) =1, WH\H)=t,  p(H\H)=t,
seklinde tamimh G x G nin bir bulanik alt kiimesi olsun. O zaman 4, G x G nin bir bulamk
alt grubudur. Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi

o,(ab)=t, <t <min(c,(a),0,(b))

ifadesi kolayca elde edilir. Bu yiizden o,, G nin bir bulamk alt grubu degildir.
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