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OZET

Tez galismasinda 22 [0,0) Hilbert uzayinda
-y"+q(x)y, 0<x<ow
Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve
y(0)cosa + y'(0)sina =0

kosulu ile olusturulan singular simr deger probleminin Weyl-Titchmarsh fonksiyonun
meromorf oldugu durumda spektral oOzellikleri incelenmistir. Bunun yanisira simr deger

probleminin Z* [0, 00) uzayinda esasli kendine es operator olugturdugu gosterilmigtir. Ayrica
bulunan sonuglar 1s1 denkleminin ¢éztimiine uygulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, 6zfonksiyon, meromorf fonksiyon, Green fonksiyonu, esasli
kendine eg operator.



ABSTRACT

In this thesis, in Hilbert space L?[0,) investigated spectral property of boundary value
problem associated with singular Sturm-Liouville differantial expression,

-y"+q(x)y, 0<x<ow
with boundary conditions
y(0)cosa + y'(0)sina =0

in the case that Weyl-Titchmarsh function is meromorphic. Moreover it was showed
inZ2[0,0) space that boundary value problem formed essentially self-adjoint operator. In
addition this, results which obtained were applied to solution of the heat equation.

Keywords:Eigenvalue, eigenfunction, meromorphic function, Green function, essentially
self-adjoint operator.



1. GIRIS

Matematigin gok sayida kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiinde Fourier yontemi
kullanilabilir. Cogu kez bu yontemle problemin incelenmesi Sturm-Liouville denkleminin
spektral ozelliklerinin incelenmesine indirgenir. Diger yandan Sturm-Liouville denkleminin
incelenmesi plr matematigin problemi olarak 6nem tagimaktadir. Sturm-Liouville denklemi

denildiginde ikinci mertebeden,
Iy)=-y"+q(x)y=21y a<x<b , (1.1)

seklinde adi diferansiyel denklem anlagilir. (1.1) ile tammlanan /(y) diferansiyel ifadesine (a,b)
de Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi denir.Burada, g(x) sonlu veya sonsuz aralikta tanimli
reel fonksiyon, A ise kompleks parametredir. Eger[a,b] kapalt araligi sonlu ve
q(x) fonksiyonu [a,b] de stirekli ise o zaman /(y) Sturm-Liouville ifadesine regular, aksi
takdirde ise singular Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi denir. /(y) Sturm-Liouville ifadesi,

regular iken (1.1)denklemi ve

y(a)cosa + y'(a)sina =0, Oas<nm (1.2)
y(b)cos B+ y'(b)sin B =0 0<p<nm (1.3)

simir kogullarina birlikte Sturm-Liouville sistemi denir. A say1 olmak tizere (1.1)-(1.3) Sturm-
Liouville sistemini saglayan sifirdan farkli y(x) fonksiyonu varsa o zaman A ya sistemin
ozdegeri , y(x) e ise A ozdegerine kargilik gelen 6zfonksiyon denir. (1.1)-(1.3) sisteminin
ozdegerleri ve ozfonksiyonlarimin bulunmasina ise regular Sturm-Liouville problemi denir.

Regular Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri kathlig1 bir’e esit olan reel

sonsuz sayilar dizisinden ibarettir (Levitan ve Sargsyan,1991). Bu 6zdegerlere kargilik gelen

(pl(x):(pz(x), ..... ,(pn(x), .......



dzfonksiyonlar ikiser diktirler,yani
b
_[(Pk (x)p,;(x)dx =0, k # jiken

Eger ¢, (x) yerine,

VRt
,/ Jou” (x)aix

alinirsa o zaman,

Y ) (X (%), 000

dizisi  (1.1)-(1.3)  Sturm-Liouville = probleminin  ortonormalize  edilmis, yani

b
Imk (x)¢,;(x)dx =0 ,, kosulunu saglayan &zfonksiyonlar1 olur.Burada &, Kronesker

semboliidiir.

AsAysois Ao saytlarma  (1.1)-(1.3) probleminin spektrumu da denir. Bilindigi gibi
(Levitan ve Sargsyan,1991) ,(1.1)-(1.3) probleminin ozfonksiyonlari, L’*(a,b) Hilbert

uzayinda tam sistem olusturur.Yani f(x) € L*(a,b) iken,

[fw,®=0,  k=12...n..

esitlikleri ancak ve ancak f{x)=0 halinde saglanur.

v, (x)}:’=l sisteminin tam sistem olmasi , asagidaki teoremlerin herbirine denktir.



Teorem 1.1: f(x) € L*(a,b) olsun. O zaman

£09= 3w ) 5

agilim formult dogrudur.

Bu agilim formiiliine (1.1)-(1.3) problemi igin spektral agilim formuli denir.Buradac, ,Fourier

katsayilar1 olmak tizere,
b
¢, = [ fv, (x)a

formulii ile tammlanir.(1.4) esitliginin sag tarafinda seri f(x) fonksiyonuna L’(a,b) nin normu

anlaminda yakinsar yani,

lim

b
N>
a

[f(x)_ick‘//k(x)} dx=0

Teorem 1.2: f(x) e L*(a,b) olsun. O zaman,

e = b (1.5)
[Fr@a=3cl e =[/vi(a

Eger f{x) fonksiyonu siirekli 2.tiireve sahipse ve (1.2),(1.3) sinir kosullarint sagliyorsa ozaman
(1.4) uin sag tarafindaki seri [a,b] araliginda f{x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
Yukarida soz ettigimiz gibi (1.4) spektral agilim formuliini yardimiyla bazi kismi turevli

diferansiyel denklemler igin ,6rnegin

’u(x,1)  0*u(x,i) ¢ (1.6)
atZ i axz q(x)u(x,t)



a<x<bit>0

u(a,t)cosa+ux'(a,t)sinoc =0 (1.7)
u(b,t)cosp + ux' (b,1)sinB=0 (1.8)
u(x,0) = ¢(x) (1.9)
1s1 denklemi igin simir deger problemi veya
azgf:zc, .. 621(;(;,1) et (1.10)
a<x<bit>0
u(a,t)coson+ux'(a,t)sina =0 (1.7)
u(b,f)cosP +u, (b,1)sinp=0 (1.8)
u(x,0) = o(x) (1.9)
u, (50) = w(x) (L11)

telin titresim denklemi igin sinur deger problemleri ¢oziilebilir.

Eger (1.6)-(1.9) wveya (1.10)-(1.11) problemlerinde x degiskeni [0,) veya
(—o,)araliklarinda degisiyor ise o zaman singular Sturm-Liouville problemini incelemek

gerekir. Bu durumda problemin ¢oziilebilmesi igin daha dogrusu Sturm-Liouville probleminin
ozfonksiyonlarinin tam ortonormal sistem olugturmasi igin singular u¢ noktasinda da kosul

vermek gerekir.(Weyl gember durumunda)



Biz bu ¢aligmamizda (1.1) in [o, oo) araliginda verildigini ,sifir noktasinda ise

y(0)cosa + y'(0)sina =0 1.2)

kosulunu saglandigini varsayacagiz.

Boylece biz ,
I)=-y"+q(x)y=A1y O<x<o® (1.1)
y(0)cosa + y'(0)sina =0 (1.2%)

sinir deger probleminin ?(0,0)uzayinda spektral 6zelliklerini incelece@iz. Buna dayanarak

butiin eksende verilmig Sturm-Liouville probleminin baz1 6zellikleri gosterilecektir.

Bu problem farkli yontemlerle incelenebilir:

1. Weyl-Titchmarsh yontemi:Bu yontem kompleks degiskenli fonksiyonlarin kontur integral

teorisine dayanir (Weyl, 1910;Titchmarsh,1962).

2. Kendine es operatorierin spektral teorisi:Bu yontem ilk olarak Koduira ve M.G. Krein
tarafindan kullanilmigtir (Kodaira,1949;Krein, 1950).

3.B.Levitan,N.Levinson,K.Yosida yontemi: Bu yontem [0,6] sonlu araliginda verilmis

regular kendine ey Sturm-Liouville probleminden yola gikarak & — oo iken limite gegmekle

kullamlan yontemdir (Coddington ve Levinson, 1955; Yosida,1960; Levitan ve Sargsyan,1991).

Biz Weyl-Titchmarsh yoéntemini kullanacagiz. Ve (1.1)-(1.2”) probleminin bir dzel hali ile
yetinecegiz .Daha dogrusu ileride tanimlayacagimiz Weyl-Titchmarsh fonksiyonun meromorf

oldugu halde galismaya siirdiirecegiz.



Ayrica Weyl limit noktast halinin saglanmas: igin g(x) fonksiyonu iizerine yeterli bir kogul
gosterecegiz. En sonda da Weyl limit noktasina ait 6rnek verecegiz ve agilim formuliiniin bir

taraftan sonsuz ¢ubuk igin 151 denkleminin ¢oziimiinde uygulanmasini gosterecegiz.



2. WEYL LIMIT -CEMBERI ve WEYL LIMIiT- NOKTASI

Onemli érneklerin birgogunda q(x) fonksiyonu tanim araliginin, bir veya her iki ug noktasinda

tekillige sahiptir. Bazen de tamim aralif1 bir taraftan veya her iki taraftan sonsuza esit olur .
Girigte sdyledigimiz gibi biz [0,00) araliginda verilmis Sturm-Liouville problemin bir 6zel

durumda,daha dogrusu Weyl-Titchmarsh fonksiyonunun meromorf oldugu hali inceleyecegiz.

Sozii edilen [0,0) araliginda tanimli q(x) fonksiyonun herbir sonlu aralikta siirekli oldugunu

varsayacagiz.
Eger F(x) ve G(x) sirastyla,

d*F

2

+{A—g(x)}F =0,

dx (2.1)
d2

G
dx?

+V'—g(x)}G=0

diferansiyel denklemini sagliyorsa,o zaman kismi integrasyon yardimiyla,

(A=) [F(0)G(x)ds = [[F(x){g(x)G(x) - G"(x)} - Geg(x) F(x) - F"(x)}}ix

2.2)

= - [{F)G"(x) - Gx)F"(x)}dx = W, (F,G) W, (F,G)

dir. Burada W (F,G) fonksiyonun Wronski determinantin1 (Wronskiyanini) gosterir.

Eger A=p+iv,A'=A=p—-iv,a=0 veG=F ise ozaman (2.2) den,

ik (2.3)
2 [|F()| dx=iW,(F,F)~iW,(F,F)

elde edilir.



Simdi (2.1) denkleminin ¢(x) =¢(x,A), O(x) =06(x,L) ¢dziimleri,

$(0) =sina, $'(0) =—cosa (2.4)
0(0) =cosa, 0'(0) =sina

kosullarindan tamimlansin. Burada o, [0,n] ye ait reel bir sayidir. O zaman , W, (¢,6)

wronskiyant,

W_(¢,0) =W,(9,0) =sin’ a.+cos’ o =1

olur.

(2.1) in ¢(x) ¢ozlimii hari¢ genel ¢oziimii O(x)+/p(x) seklindedir. x=b noktasinda asagidaki
{0(b) +19(b)}cos B+ {0'(h) +19'(b)}sin p = 0,

sinir kosulunu saglayan bu ¢éztimii gézoniine alalim.Burada B, [0,n] ye ait reel bir sayidir.Bu

denklemden,

_ 0(b)cot B +0'(b) 2.5)

I b eth T 910)

bulunur.

Her b igin cotf degisirken / kompleks diizlemde C, adi verilen bir cember belirtir. cotf3

yerine z kompleks degiskeni konursa,

_0(b)z+0'(h)

l =l =
S By

elde edilir.



Burada /=o iken z=-¢'(b)/$(b) dir.O halde kesir lineer doniigiimiin bilinen 6zelliginden

(Conway, 1978) , C, nin merkezi z ‘nin eglenigine kargilik gelir.
i= —(}7 (b)/ 6 (b), I de yerine konursa;

wga@
W,(,9)

bulunur. Ayrica,

im{_g’gg} {¢<b) ¢(b)} I AR A IR A

0(b) o) oy 2 o) 2 |od)

oldugundan F=¢ iken v ile aym igsarete sahiptir. Burada biz W, (d),aﬁ:O oldugunu

gozoniinde bulundurduk.

Eger v>0 ise C, c¢emberinin digt z dizleminin tst yari dizlemine kargihk gelir.

-0'(b)/¢'(b), C, ¢emberi iizerinde (z=0 i¢in) oldugundan dolay1 C, ’ nin yarigapi r, ,

I O ACE) R UACK) I
¢w)rV b A
% @5l el oo o

(2.6)

dir.Eger imz<0 veya i(z—Zz) > Oise;

Yani,

.{@@me1¢@+mm
16(b)+6(b) 1 (b)+0(b)

W, 0.5) + 17, 0,8) + W, 0,8) + W, 6,8))>0
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yazilir. Buradan,

imm (2.9)

-~ 2
I|9+m¢| dx < -
0

v

dir.

Agikca gorildigi gibi reel degerlerden farkli her A degeri igin (2.1) denklemi asagidaki

¢oziime sahiptir.

y(x,A)=0(x, L) +m(A)d(x, )

ve ¢oziim [’(0,%) uzayna aittir.Limit gember durumunda 7, ,b —> o iken pozitif limite
sahiptir. Buradan ve (2.6)’dan ¢(x) fonksiyonun L?(0,) a ait oldugu goriiliir. Bu durumda

(2.1)’ in her ¢oziimii L?(0,) a aittir.

Goriildigi gibi herhangi bir B igin /=/(A), A’mn analitik fonksiyonudur. Aslinda reel
eksende kutup noktalar harig holomorf fonksiyondur. /(A) nin kutup noktalar1 da

¢(b,A) cosB+ (b, A)sin B
ifadesini sifir yapan degerlerdir.

Aynica, C,(v>0) ¢gemberinde;

b 2 :
[lo+19] o _im
: V. ¥

¥ ind . 7
> L1 i ae- Jif e
0 0

dir.
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Bunu ispatlayalim.

0-+1g" = O +19)@ +19)=|6|" +01§ +0 14 +|1g|’
=|6]" +2Re(@7)+|1g|’

26" -2le 16| +|1g|’

= Jof* -2l +ligf

l 2
o -2 -2

_bel®

2
L

l 2
6 +14|° z%-wr.
Buna gore,

[ 2 112 71402 S
f1o+24]" e =" [|of* a— [lof"
0 2 0 0

dir.

Buradan |/| ¢ézilirse,

J
N -

( b
: 2(|6]" dx ;
MS bt + ’
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elde edilir. Fakat A degeri igin yukandaki tartigma C,¢emberleriyle kaph /duzlem

bolgesinin , b artarken daralacagim gosterir. Boylece /(A), A diizleminin st veya alt yarisina
ait herbir simirh bolgesinde b — o iken limite yakinsar.O halde limit noktasi durumunda ,

limiti olan m(A)her iki bolgede de analitiktir. Limit ¢emberi durumunda, limit g¢emberi
tizerindeki m(A\) noktalart b — coiken /(A,b,B) min limiti seklinde yazilabilir. Burada 3, b

nin uygun bir fonksiyonudur. Limit noktas: durumuna Weyl noktasi,limit ¢gemberi durumuna

ise Weyl gemberi denir. m(A) fonksiyonuna ise Weyl-Titchmarsh fonksiyonu denir.

v — 0 iken yukaridaki ifadenin sag tarafi herhangi sabit b degeri igin O(1/v)mertebesinde

oldugu i¢in m(A)=0(1/v) oldugu gorilmektedir. Asagidaki lemmayi ispatlayalim.
Lemma 2.1:

Reel olmayan herhangi A ve A’ sayilari igin,

lim Wy (x, ), w(x,A")}=0 (2.10)

dir.

ispat:

0(x, A)+/(A)(x, 1) ifadesi x =b ‘de A ’dan bagimsiz olarak siir kogullarini saglar.

W, 8(x, 1)+ 1()(x, 1), 006, 2" )+ 10" Xp(x, 1 ")}=0,

W, [l A)+ 1) - m(0)}oCe, ) wlie &' 8- (A=,

W, by (x, 2), (e, A7)} + {1(2) - m(A)PP, {9 (x, 1),y (e, A} + (2.11)

@)~ m()W, b (v, 2), #lx, 2)}+
+H{1(A)-m@H(3) - m(a ), f9(x, 2), #lx, 2)} = 0
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b — o iken A ve A" sabit tutuldugunda ,

W, lp(x, A)p(x, )} = (l—i’)hfczﬁ(x,l)//(x,i’)dHWo (. ) ylx, 1)}

b K-

=o{ [lp(x. 2) dx} +0(1)
0

dir.Weyl noktasinda ,

|l(?»)— m(?LX <2r, =
& {v floGe, 1) ax } :
dir. Oyle ki ,

lim{1(2)~m(A)7, {p(x, ), y(x, 2')} = 0

b

2

b
esitligi Weyl gemberinde de saglanir. Eger /(L) > m()) ise o zaman j|¢(x,7&) dx ifadesi
0

sinirlidir. Aym sekilde diger terimler de elde edilebilir.

Lemma 2.2:

/, (x) fonksiyonlarinin,

) 2 :
If,&) ax<x  ,m=1,23..)
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olmak iizere her sonlu aralikta orta kuadratik anlamda f(x)fonksiyonuna yakinsadigini

varsayalim. Bu takdirde f(x) fonksiyonu L’(0,%) uzayina aittir ve g(x)e L*(0,») ise o

zaman ,

] o]

lim [ £, (x)g(x)ex = [ £(x)g ()t

n-wo 0

dir. Her sonlu X>0 i¢in ,

2

)jilf(x) |2dx=,1,i_‘}}o ]Ef,,(x) de <K

dir. Buradan f(x)e L?(0, ) oldugu goriiliir.

= +

[(r- £, )gde

|

I

s{flf-fn I dx} +{T £ ] !grdx}’

Burada ikinci terim tiim n degerleri igin X ‘in segimiyle verilen bir € degerinden daha kiigiik

yapilabilir. X sabit tutularak birinci terim » — oo iken sifira gider.

(2.2) den,
b

(A =)y (x, D (x, A) =W, fy (x, A, (x, A0}, (x, A), (x, A1)} dir.
0

Sagdaki ilk terim,

{cosa + m(\)sin o }{sin o —m(A") cos a}-

—{cos o +m(L")sin a}{sin o.—m(A)cos a} =m(A)-m(L")

dir Eger A ve)' reel degillerse, ikinci terim lemma 2.1 den b — oo iken sifira gider. Oyleyse
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m(A)—m(A") (2.12)

Ll S ity o

dir.
Ozel olarak A’ = A alirsak,

T
0 | 4

olur.Bu da (2.9) esitsizligini saglar.

Simdi A, 6zdeger olsun. Ve v —>0iken A'=A, +iv oldugunu kabul edelim. O zaman

herhangi sabit X igin,

2

dx =0

[y, 2) ir,g(x, 4,)

dir.Sol taraf,

X

[ IVOGe 1)+ {vm(\") +ir, Yo, M)~ i, {0(x, M) = d(x, A, )} dix

0

dir. Burada her terimin sifira gittigi agiktir. Ayrica (2.13)’den v — 0 iken,

“vy/(x,,%')] dx <|vm(A")| = 0(1)

dir Ve m(\")’nin A,deki kutuplari basit kutuptur. (2.12) ‘i, iv/r, ile garparak, v — 0

gotiirerek ve Lemma 2.2’ kullanarak ¢(x,A,) nin L?(0,0) ‘a ait oldugunu gériiriiz.
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1 (2.14)
A2

n

firx, e, 2, ) =

olur.Eger A farkli bir A, 6zdegerine sahipse (2.14)’ i iv/r, ile garpip v — 0 a gotiirerek

f 2.15
[0, )0(e, 1, )de =0 (2.15)

elde ederiz.

Eger A aym A,ozdegerine sahipse ;

» z I (2.16)
[} de=—

olarak yazabiliriz.

Buradan,
v.(0)=r,""¢(x,4,) k!

fonksiyonlari normalize edilmig ortogonal kiime geklindedir.

Artik (2.14) @

© 1/2 ; (218)
2 = |
{ Vx5 Ay, () =2

olarak yazabiliriz.

J(y) fonksiyonu Z*(0, ) da olsun ve
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% © (2 19)
O(x, ) =y (x, 1) [ $(0, D))y +$(x, )| w (v, A) £ (¥)dy

olarak tammlasin. Burada ¢ ve y yukanda tammlanmigtir. Her x igin ®(x,A), A’nin

analitik fonksiyonudur. Ve imA >0 veya imA <0 igin regulardir. Ayrica f(y) strekli ise;

O'(x, ) =y'(x, ) 0, S W)edy +'(x, ) [, ) f )y

ve

n ” 1 ” K, (220)
©'(x, ) = y"(x, 1) [ 0, AV S Oy +8"(x, D[ w(y, A)f )y +
Hy ', A)p(x, A) -4 '(x, Ay (x, DY (x)

= {g(x) - 2}®(x, )+ f(x)
dir.

Boylece ®(x, A) fonksiyonu,

D0, 2) = $(0, 1) [ w (3, )/ (),

©'(0,2) = ¢'(0, V) [y (y, A) S (»)dly,
0
baslangi¢ kosullarim ve diferansiyel denklemi saglar. Burada, ®
®(0,A)cosa+D'(0,A)sin o = 0. : (2.21)

simr kosulunu saglar. Eger ®«(x,A) ; y > x igin f{y) = 0 a kars1 gelen fonksiyon ise; o

zaman,
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@, (x, 1) = 005, 1) [ 60, 1) ()ely + (e, 1) [ 00y, 1) £ ()ely +

+mM)Cx, V) [ 60, 1) S ().

dir.

Fonksiyonun ifadesinden agikga gorilir kibu fonksiyon;A=2A_,A,,... noktalar1 hari¢ butiin

A

diizlemde regulardir ve r,,4(x,4,,) I¢( ¥, 4,)f (¥)dy. rezidiileriyle basit kutuplara sahiptir.
0
C; bitin A,lan igermeyen &, <rez<f,, -n<imz<m, dikdortgen formunu belirtsin.

Eger A, C nin igindeyse Caushy’nin integral formuna gore,

D, (x,2)
z-A

dz dir.

@(xygﬂ

4

Eger A reel degilse ®@,(x,4) > ®(x,4) ve eger A dzdeger olmayan bir degerse (2.13) den

v=imA — 0 iken;
1

O, (x,2)= 0{ [v0, ﬂ)f(y)dy} = 0{ [|7Z62 x)lzdy}z =0(v ?) d.

Boylece X — « iken,

P(x, z)

¢(mﬂ_j dz

olur.

Buradan goziikiir ki ®(x,4), C boyunca analitiktir. Yani wist ve alt yar1 diizlemde tanimlanan

fonksiyonlar birbirlerinin analitik devamlandir. Eger C, bir 4, noktasi igeriyorsa, reziidisi
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orada ®(x,A) nmn reziidiisinin limitine esit oldugundan benzer sekilde ®(x,4) nin A,
noktasinda basit kutupa sahip oldugunu bulabiliriz ve @ (x,4) mnin resiidistnin limiti

®(x,A)’ nin restdistine esittir. Yani ,

100 A, [0 A0Sy = v, () [ w, ) f )y =€, v, (x)

dir.
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3.WEYL-TITCHMARCH FONKSIYONUN MEROMORF OLDUGU HALDE
SPEKTRAL ACILIM FORMULU VE PARSEVAL ESITLiGi

Asagidaki teoremler dogrudur.

Teorem 3.1 (i):

£z} ve f(x), [O,oo) araliginin her kapali sonlu alt araliginda mutlak siirekli fonksiyon,

F(x)=q(x)f(x)- f"(x), ifadesi I*(0,c0) a ait olsun,

£(0)cosa + f'(0)sina =0 | G.1)

ve her reel olmayan A sayisi igin,

lim W {y(x,A), f(x)}=0 (3.2)

X—>00

olsun.O zaman,

- (3.3)
f(x)= cht/x,, (x) (0£x<™),

n=0
serisi herhangi sonlu aralikta mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
Teorem 3.1 (ii):
i), LZ(O, o) ‘a ait bir fonksiyon olsun. O zaman,

* £ (3.4)
[irefax=3 2

0 n=0

dir. Bu esitlige Parseval esitligi denir. Teoremlerden herhangi biri digeri ispati olarak
kullantlabilir. Once (3.1) (ii)’yi ispatlayarak (3.1) (i)’yi elde edelim. Sonrada yeni bir

alternatif prosediir verelim. Ve bunun i¢in bazi lemmalari ispatlamamiz gerekiyor.
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Lemma 3.1: Eger f(x) L2(0,00) uzaynin herhangi bir fonksiyonu ise

ﬂ@(x,x)lz dx < V1—2 f f(x)| dx.

dir.
ispat:

Once x> X i¢in f(x)=0 oldugunu varsayarsak, o halde ,
[s 0} o0

[o(x, ) L(x, A1) = [(x, ) La(x, 2)dx

0 0

kendine eslik durumu saglanir.

£
[loex, HLd(x,2) - (x, ) LO(x, A)}dx igin
0

&
=~ [lo(x, )" (x, 1) - D(x, 1) D" (x, A) Jdx
0

= ~[®(x, )P (x, ") - D(x, A)D'(x, V5.

dir. Integralli terim x = 0 ’da ortadan kalkar. Ciinkii,

©(0,) =sin o [y(y. )./ (7)y,

®'(0,1) = —cos ot [w(y, 1) (»)dy

(3.5)

(3.6)
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dir. Integralli terim £—0 iken x = & da 0 dir. Eger x > X ise

X

O(x,2) =y (x,4) [$(,2)f ()dy,
0

X

O'(x,2) =y (x,4) [$(3,2)f(y)dy
0

dir. Ve sonug lemma 2.1’ den goriiliir.

(3.6) ‘da A'= A doniisiimii yapilarak ve (2.20)‘de yerine konularak,

[oe. HAeE.2) - f(j = [0, A0, A) - £ (x))dx,
0 0
yani,

(- X)wﬂcb(x, M) d =°]{cp(x, ) — O(x, M)} f (x)dx

olur.

Eger A=p+iv, v>0, ise

2 [loCx, A dr <2 [J0(x, 4) £ (x)|dx
Do 0

1
o0 o0 _2.
< 2{ floe, ) dx [l 7o dx}

0 0

dir. Buradan istenen sonug,
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ﬂcp(x,x)F dx < —1-2- j| ) dx
0 ¥ 0

elde edilir.

Eger f(x), L.%(0,0) uzay1nn bir fonksiyonu bir X' sabit ise o zaman yukaridaki fonksiyon,
X' 5 x 5
lim Oj @, (x, %) dx = 6[|CD(x, 2| de

seklinde mutlak yakinsakliga sahiptir.

X' ©
@y dcs |0y e dx
0 0

2y 2
SVTJIfX(x)| dx

= 7o de <5 [lroof e
v() vO

Sonuca énce X—o0 ve sonra X’ —co yapilarak gidilir.

Lemma 3.2: Eger f(x) teorem 3.1 (i) in sartlarim sagliyorsa ve ®(x,A) (2.19) ile

tanimlaniyorsa ve ayni zamanda dO(x, A, f) ile belirtiliyorsa, o zaman,

% (3.7
unLn=%&uH®uJJﬁ :

dir.

ispat:
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Iki kez kismi integrasyonu kullanirsak,

40D 1)y = [la ) -4 Y )y
0 0

» %[¢(y)f (CORTACOVACD] R % f{q(y)f ()= ")}y
0

elde edilir. Burada (3.1) den integralli terim alt limiti yok eder. Benzer sekilde,

oDy =1 D -w DD +

+-

[la o) - ooy,

N

(3.2) den de integralli terim iist limiti yok eder. Boylece (2.19) de yerine koyarak sonuca

ulasiriz.

G(x, y, L), Green fonksiyonu x ve y de simetrik olan basit denklemin ¢dziimiidiir ve Green

fonksiyonu her y igin x in siirekli fonksiyonudur.

(0
Ox x=y+0 ox x=y-0 ,

denklemi sinir kosullarini saglar. Yani
G(0, y, M)cosa. + Gy(0, y, A)sina = 0
dir.

Green fonksiyonu,
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G(x, Vs }") = —W(x’ }")d)(y’ >") (y 5 X), S, ¢(x’ A')W(y’ )\‘) (y g X)

olarak tanimlanir. O zaman,

O(x, 4, f) == [G(x,,A) f()dy,
0

O(x, A, f)=— IG(x, M) f(y)dy

ve (3.7) den,
s : (3.8)
f@ =[Gy, N 0) -4 ) .
0
dir.
(3.9)

(A=) [G(x,y,A)G(y,u, A)dy = G(x,u,4) ~ G(x,u, ")
0

Bu ifadeyi ispatlayalim.
h
Bunun igin (1 - ") I F(x).G(x)=W,(F,G)-W,(F,G)esitliginden yararlanalim.

x # u ,x = u hallerini ayr1 ayr1 inceleyelim.

1) x # u,x > uhali;

(4 - /1')°]G(x, P ANG(y,u,2) =(A = A) [G(x, y, A)G (y,u, ) +(A = A") fG(x, ¥, ANG(y,u, )

+(A- l')G]G(x, V,ANG(y,u,A)
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Ug terimi hesaplarsak,

(’1 = 2") J. G(x’ Y, ”)G(J’, u, l)dy = Wo (G(xa Vs A'l)a G(ya u, 2’)) & Wu (G(xa Vs /II)G(ya u, 2’))

=-G(x,u,ANG' (u—-0,u,A)+ G'(x,u, A"YG(u,u, 1)

(4~ l')f G(x, 3, A)G(y,u, M)dy =W, (G(x, y,A),G(y,u,A)) =W (G(x, y, A)G(y,u, 1))

=G(x,u, A"G' (u+0,u,A) - G'(x,u, A"YG(u,u, 1) — G(x,x, A"G'(x,u, A) +

+G'(x, x = 0, 1)G(x, u, 1)

(A- l’)j G(x,y,A)G(y,u, A)dy =W (G(x, y,4),G(y,u, ) =W, (G(x, y, AVG(y,u, 1))

=G(x,x, "G (x,u,A) - G'(x,x + 0, A)G(x,u, 1)

(A=) [G(x, 3, A)G(y.u, ) =(A = ) [G(x, y, )G (4, 2) +(A = ') [G(x, , A)G (7,1, 2)

+(A = A')O]‘G(x, V,ANG(y,u,A)

=G(x,u,A") - G(x,u,A") elde edilir.

2) x = u hali;

(A~ l')?G(x, P ANG (U, 2) =(A = A7) [Gx, y, )G, ) (2 = A1) [G(x, , )G (v, 2)
0 0 x

=G(x,x, A)G'(x + 0,x,4) = G'(x,x + 0,A)G(x,x,A) = G(x,x,A)G"(x = 0,x, 4) +
+G'(x,x-0,A)G(x,x,4)

= G(x,x,A)-G(x,x,4")
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3) x < u hali;

(A=) [G(x, 3, A)G(y,u, ) =(A = A) [G(x, ,A)G(y,u, ) +(A = 2') [G(x, y,A)G(y,u, A)

+(A- l’)?G(x,y,/l')G(y,u, A)

(l_ﬂ*,)j G(x’ y’l,)G(y’ u, ﬂ,)dy=Wo (G(x’yaﬂ“')a G(}”“a ﬂ’))_Wr (G(xa y9/1,)’G(ya u, /1))

=-G(x,x, AG'(x,u, 1)+ G'(x,x-0,1")G(x,u, L)

(A- l’)j G(x,y,ANG(y,u,A)dy =W (G(x,y,4"), G(y,u,A)) =W, (G(x, y,A)VG(y,u, 1))
=G(x,x,A)G'(x,u,A) = G'(x,x + 0,A)G(x,u,A) - G(x,u, A")G'(u — 0,u, A) + G'(x,u, A" )G (u, u; A)
(4- l')_[ G(x,y,ANG(y,u, A)dy =W, (G(x,y,A"),G(y,u,A)) =W, (G(x, », A)G(y,u, 1))

=G(x,x,A"VG' (u+0,u,A) - G'(x,u, A" )G(u,u, 1)
=G(x,u,A) - G(x,u,A")

Boylece ii¢ durumda da,
(2= 2) [GCxt, 3, VG0, ) = G, 1) = G, ')
0

oldugu ispatlanir.

Bu formiil £ (u) ile carpilarak ve integre edilerek ,
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- (3.10)
(= A" [G(x, M) Dy, Wy = D(x, 1) - D(x, 1)
0

elde edilir.

Bu durum; f{u), L? uzayina ait ve u > X i¢in £ (u) = 0 ise dogrulanir. @ , , X—>o0 iken u > Xigin
X

f(u) = 0 oldugu durumu gosteriyorsa, L2(O,oo) 1n, herhangi fonksiyonu f () igin ,
D(x, 1) = D, (x, 1) == [G(x, y,1) f (»)dy >0
X

olur ve

IO, L) - @ (v, M) Jdy

x

0 o ) 2
< { [l .49 dy [|@(y, 2) - @ (3, 2)] dy}

1

{ﬂG(X A dy.— ﬂf(u)| du} 0 dur.

Lemma 3.3: Eger f(x) L%(0,00) in herhangi fonksiyonu ise

— 8

> en< [l
n=0 0

Buna “Bessel esitsizligi” denir.
ispat:

Her N igin ,
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o0 N 2
< I{f(x)— chwn(x)} d

0 n=0

0 N N
[r@Pac+ Yen-23 ¢, [f(xw,(x)dx

0 n=0 n=0...9

L N
= [{feofde-Ycp

0 n=0
dir.

Lemma 3.4: F (L), t < p <rve-r <v<r igin reguler olan A=p+iv nin analitik

fonksiyonu ve bu karede |F(1)| X olsun. O zaman |[F(L)| < ﬂ (n=0,—r<v<r) dir

ispat:

G (A) = (\*- ) F (2) olsun. Karenin alt ve iist tarafinda,
G| < (W ¥ r )M <3rM

r
dir. Sag ve sol tarafinda,

G| <V (A + )— <3rM

dir. Boylece kare boyunca regular fonksiyonlarin modiiliiniin maksimum prensibine

(Conway,1978) gére |G(/1)| <3rM ’dir. Dolayisiyla sanal eksende,
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3rM 3IrM IM
,F(?L)| g 2" 7S
‘ r‘ b o o

dir.

Simdi teorem 3.1 (ii) ‘yi ispatlayalim. Once f(x) in teorem 3.1 (i)’ nin sartlarim sagladigin

varsayalim ve ayni zamanda yeteri kadar biiyiik se¢ilmis x i¢in £ (x) = 0 olsun.

0 (3.11)
()= [£(x)D(x,2)dx,
0

O zaman y(A) rezidiileri,
Cn _[Wn (x)f(x)dx = Cg
0

oldugu yerde A, noktalarinda basit kutuplar hari¢ regulardir.

(3.7)’ den

(3.12)

V) =+ [{(f ()P ds+~ I(D(xlf)f(x)dx
0

=1
2

Son terim lemma 3.1° den 7 ’ye uygulanarak,

1 [ ek 2 % = !
0 mLj|c1>(x,,1, 7 dxoj{f )} dX} -O(W]

elde edilir.



32

C (R) merkezleri + i’den ve R yarigapli yarim dairelerden olusan (R i, R+ i) ve (-R— i, -R+ i)

‘den gegen dogru pargalarini belirtir. O zaman eger A, ’lerin higbiri + R ’ye esit degilse ;

[voar=2mi 3 e

C(R) —R<hn<R

dir. Yarim dairenin iist tarafinda, ilk ¢eyrek dairede,

A=i+Re' (03¢S%ﬂ)

dir.

Boylece (3.12) *deki son terim ¢eyrek dairede integre edilirse ,

; 1/R ;d‘b
K (;[R(1+Rsm¢) 0{ (,jd¢}+0 ,,IRES

olur. Benzer sekilde diger ¢eyrek dairelere uygulanir. Béylece R — o iken her yarim dairede

w(A)’ nin integrali,

mi [{f (o) dx

dir.

Teoremi ispatlamak igin,
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R+i

lim j w(A)dA=0
o R-i

oldugunu ispatlamak yeterlidir ve R yerine — R alinarak da benzer sonug elde edilir.

2

YR uithys= 3 11 et

R-1<), <R+1 A~ }\'n
olsun. x(A), R—1 <A <R+ 1 iken regulardir ve

[,1'(/1)‘<£+L Z c? Sﬂ

n
MV‘ |V| R-1€2, <R+1 |V|

dir. Burada R — « iken €(R) — 0 dir. Boylece lemma 3.4 *den (R - i, R + i) aralifinda
l7(A)| <3&(R) * dir.

Buradan,
R+i
lim : | X()dh =0
dir. Ayrica
R+i
dh
——= (1
R-i )\’ 5 }\'n ( )

integrasyon sinirlar1 A,’e karsit kenar tizerindeki yarim daire ile yer degistirebilir ve bu yarim

dairede integral sinirli oldugundan,

R+i

L am=o{ ¥ c3}=oa)

R-i R-15A,<R+1 A= 7"" R-151, SR+1

yazilabilir.
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Bu da fonksiyonlarin 6zel smifi i¢in teoremi ispatlar. Teorem karesi integrallenebilir tiim
fonksiyonlara genisletilebilir. Burada goziikiiyor ki, eger g(x), fourier katsayisi d olan L ’nin

bagka bir fonksiyonu ise o zaman,

[fgCads = [if @+ g [lr0-g0of e
0 0 0

" | = (3.13)
=—Z(c,, + a’,,)2 ——ZZ(C,, - d,,)2

Bu formiil reel ve sanal boliimlere ayrilan f (x) , g (x) kompleks fonksiyonlar: igin de

dogrudur.

Teorem 3.1(ii) kullanarak teorem 3.1(i)’ yi ispatlayalim.

b
(A = 2) [y (e, D, Ay = W, (e ), 9Cx, 1, ) =T, (e, A), 96, 2, ),
0

formiilii ve (2.14) ten sag taraftaki ikinci terim b — oo iken 0 a gider. (3.8) de f (x) = i (X)

alabilir ve

(3.14)

0

(GG y. Dy, ()dy =

0

v, (x)
A~

esitligini elde edebiliriz.

Ayni zamanda x sonlu aralikta ve A reel olmamak iizere,
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X

floee, v, 207 dy=lp e D [l#, 20 dy +lpe AN [ 2 dy <&
0 .

0 x

oldugunu soyleyebiliriz.
Boylece Lenima 3.3 den,

(3.15)

o

3

n=0

2
V. g

-

olur.

Simdi f (x), teorem 3.1(i) in sartlarin1 saglasin ve g(x)=7(x)—?»f (x) olsun. Eger A reel
degilse,

v 7o) - rortlve by =lrv-rvi
0

= f'(0)cosa — f(0)sinax

ve Ly= Ay dir. A =4, + iv alip, v ile garpip v — 0 yaparsak ve Lemma 2.2°den,

[y Ty = Ay [0Sy = 2
0 0

esitligini elde ederiz. Boylece eger d,, g(x) in fourier katsay1si ise
d = (L - Ac, (3.16)

ve
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S ]
2 =4 en (3.17)

yakinsaktir. (3.8) ve (3.13) den f{y) yerine G(x, y, 1) konarak istenen sonug,

f@)= [G(x,y, A)g(y) dy
0

X
- 3 880, -2y,
n=0

0

4 Z Cn'//n (X),

seklinde elde edilir. Serilerin diizglin ve mutlak yakinsakligi, (3.15) ‘den ve (3.17) ‘nin

yakinsakhigindan goriiliir.

Teorem 3.1(i)’ i dogrudan ispatlamak i¢in asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 3.5: Eger f(x), L? (0,0) uzayinda; x sabit ve v # 0, [ﬂ,l > A>0ise

o 1) =0 ")
dir.

ispat:
4
[E-y) (v - x)o" )y = - x) @) + I(6y 2x - 4E)D(y)dy

formiilii bir kez integrasyon ile dogrulanir. Sol taraf
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£
[E-2) (v - DNgPG) - 10B) + £()dy

x

dir.
1
2

|

yazarak Lemma 3.1’ den,

{feop }

01—58

¢
[€-y)-nap)d

3
<(&-x) [Jo)|dy

£ £ 1/2
< ){ [ floo? dy} <cle-" I

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde,

¢
J€ - 5) - 090 dy| < C(¢ - x)'"* maxlg ()|

< C(§ 2 x)7/2 ,

3
[e-yY-xr)ay

4
lj(éy — 2x — 4E)D(y) dy| < 4C(E - x)"" /]

dir.

Boylece,
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4C

|V|(E_, = x)I/Z

C i 3/2 ’
i E— (- maxigof )

dir. E=x+ |7L|_”2 alarak sonuca gidilir.

Simdi teorem 3.1(i)’yi direkt olarak ispatlayalim.

[ o Mdr=24 Y (), (3.18)
C(R) —R</1" <R

dir. Sol taraftaki C(R)sembolii teorem 3.1(ii) nin ispatinda kullandigimiz konturdur.

(3.7) den ve Lemma 3.5” in @ (x, 4, /)’ e uygulanmasindan,

S (x) 1
D(x, 1) = Xx +O[lxl3/4|v|J (3.19)

olur.
Son terimin yarim dairelerin gevresindeki integrali sifira gider. Bu durumda,

R+i
lim jcb(x,/w di—0

R
—>0 et

oldugunu ispatlamak hala bir sorundur. Ayni gekilde — R igin de durum b&yledir. Simdi

Q) = d(x,0) - L ;")_ NRABL

R-15A, SR+1 x’ 55 A’n

olsun. O zaman R—1< A<R+1 igin Q(A) regulardir ve p—>o0 iken
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1 I o(1)
Q()=0 oA it
[‘7&’/4\’& [IV| R—lSkZ,.SRH P (x)|] M

dir. Boylece Lemma3.4den -1 < v <1 i¢in Q (R +iv)=0(1) dir. Buradan,

R+i
[am)d.—0

R—i
olur. Ayrica

R+i R+i

z Cp¥n(X) di = Z Wy
R

R-i R-15A, <R+l A=A —1<4, <R+1

dxl

=0{ b3 lcnw,,(x)l}»o

R-1<A, <R+l

dir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1 (ii) ‘yi, Teorem 3.1 (i)’den elde edelim

f(x) teorem 3.1 (i)’nin sartlarin1 saglasin ve

N
fN (x) = zcn\un (x)
n=0
olsun. O zaman N — o iken f,, (x) , f(x) ’e herbir sonlu aralikta diizgiin yakinsar. f (x)in

ifadesinden,

e}

j £ Z < [trf

0



40

Boylece lemma 2.2’den,

lim [fy @) f(x)dc= [{f(0)) ax,
N—>o0 0 0

olur. Yani

N e
lim Y cp = [{f(0)} ax.

N> o 0
dir. Bu, 6zel sinif fonksiyonlar i¢in gerekli sonugtur.

Teorem 3.2 : f(x) Lz(O,oo)v uzayina ait ve A sayis1 herhangi bir A, esit olmamak {izere

&S C W, (X)
@ x,)\‘ -— n n
(x,1) ;—7_%
dir.
Ispat:

Seri mutlak yakinsaktir. Lemma 3.3 ve (3.15)’in yakinsakligindan, eger A reel degilse, her A

igin ispatlanan sonug, agik olarak tiim A ‘lar i¢in gegerlidir. $imdi

_[ D(x,z) e

c(R) z—-A

integralini gézoniine alalim. Lemma 3.5 ‘den,

d(x, 2) 1
=0
e [IZF“ jim Zl}
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dir. Dolayisiyla yarim daire gevresinde R — oo iken integral sifira yaklagir.

Simdi teorem 3.1(i) nin yardimiyla agagidaki ifade edecegimiz teorem ispatlanabilir. L [0, oo)
Hilbert uzayinda— y”" + g(x)y Sturm-Lioville ifadesi ile bir L operatériinii olusturalim. Bu

operatoriin tamim kiimesi D(L), teorem3.1(i) de belirtilen f{x) fonksiyonlarindan ibaret olsun.

Yani,

D(L)={ f(x)e L’ [O, oo) : f(x)vef'(x), [0, ) araliginin her kapali sonlu alt araliginda mutlak

siirekli— " + g(x) f € L*[0, ), £(0)cosa + £'(0)sin o = O ve lim w{p(x,A), f(x)}=0)}

olsun ve f(x)eD(L)iken Lf=-f"+q(x)f olsun Burada w(x,A4),teorem 3.1(i) deki
fonksiyondur. Boyle tammlanmig L operatoriiniin simetrik oldugu yani, f(x), g(x) € D(L)

iken (Lf,g)-(f,Lg)= ;l,l_ll}o w, {f : g}: 0 (Coddington ve Levinson, 1955) oldugu

goriilmektedir. Burada (Lf, g), L’ [O, 00) uzayinda i¢ garpimi gosterir.
Dolayisiyla L*[0,)’ da,

(Lf,8)=(f.Lg)

dir. Belirtmek gerekir ki Sturm-Lioville ifadesi Weyl noktasi durumunda D(L) nin
tammindaki  lim W{\u(x, N (x)}=0 kosulu eklenmeyecektir. Burada L simetrik

operatdriinin 6zfonksiyonlarin  L? [O, oo) uzayinda ortonormal baz olusturdugundan dolay:
L operatori esash kendine es (essentially self- adjoint) operatordiir (Davies,1995). Boylece

yukarida sozii edilen teorem asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 3.3: Weyl gemberi ve Weyl noktas: durumunda , L operatorii L’ [0, oo) uzayinda

esasli kendine eg operatordur.

En sonda kullanacagimiz asagidaki teoremleri ifade edelim.
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Teorem 3.4(i):Eger ¢(x)> -’ (7 >0) kosulunu sagliyor ise o zaman L operatorii L? [0, )

uzayinda kendine egtir (Levitan ve Sargsyan,1991).

Teorem 3.4(ii): Eger lim g(x) = ise 0 zaman L operatériiniin spektrumu sadece

B 4 B S 3 e e (lim A, = o) 6zdegerlerinden ibarettir (Levitan ve Sargsyan,1991).

n—w
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4. BUTUN REEL EKSEN HALI

Simdi araligin (-o0, ) ‘a ve q(x)’in -00<x<o igin siirekli oldugunu varsayalim.

(L - M)y =0 “in goziimleri ¢p(x, 1) ve O(x, 1) olsun. Oyle ki;

$(0)=0, ¢'(0)=-1,

6(0) =1, 6'(0)=0,

dir. O zaman W(¢, 0) = 1’dir. Onceki boliimde bulunan sonuglara gore, m;(A) ve my(A)

fonksiyonlari uist yar1 diizlemde regular olmak tizere,

vi(x,A) = 0(x,A) + mi(A) #(x, 1) (4.1)

L*(-, 0) “a aittir ve

Wa(x,A) = O(x,A) + ma(A) #(x, 1) (4.2)

L*(0, ) “a aittir. Baglangi¢ kosullarina gore

W(y1,y2) = mi(}) — ma(R)

dir. Bu taktirde,

0 2, _immy 2 im my (4.3)
[eaf ae==="L [lpaod)] de=-——=.
—00 " 0
dir. Burada v > 0igin imm; >0 ve immy <0 ’dur.
2 A x,,1 s'?' 4.4

my (A)—my(4) s my (1) —my(A)
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O(x,2) =~ [G(x,3,2)f () dy,

—Q0

Burada f, L’ (-w,©) ‘a ait keyfi bir fonksiyondur. Eger m;(A) ve my(A)’nin her ikisi de

meromorf fonksiyon ise agilim seriye dontigir.

0(x,A) + m,(A)p(x, 1)

m,(A) —m,(A) I{Q(y, A)+m(A)P(y, l)}f(y) dy +

-0

D(x, A) =

% O(x, 1) +my(A)p(x,
ny(A)—niy(4)

Ug olasilik vardir:

i) A, 0zdegerinde,

my(An) = myA,) =a #0,
my(A) —mx(2) ~(A - A)b.

O zaman ¢ (X, A),

w

Low,2,)+ g5, 1)} [00:4,) +a60, 20 0) b

reziidiisiine sahiptir
i) m;(A) ve my(A) min her ikisi de basit sifirlara sahiptir. Yani
m;(/l) ~a1(l-l,,), m:(/l) ~a2(/1-/1,,)

dir. O zaman ¢(x, A ),

2 [16(7,2)+my (W), D)} () dy.

(4.5)
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1
a —aj

0(x,2,) [0, 4,)f()dy.

reziiduisiine sahiptir.

iii) my(A) ve my(A) min her ikisi de basit kutuplara sahiptir.

A ny (L)~ %2

my(A)~ ;
1(4) e ok

O zaman @ (x,A),

aa,

$(x,2,) [$(r,4,)f (y)dy

a —a,
reziidistine sahiptir.

Ozel olarak q(x)’in g¢ift fonksiyon oldugunu farzedelim. O zaman ¢ (x,A), x’in tek
fonksiyonudur . @(x,A) ise ¢ift  fonksiyondur. Buradan goralir ki eger
0(x,A) + ma(A)$(x,h) LA0,00) ‘a aitse B(x,A) — myA)d(x,A) , L*(-0,0)" a aittir. Yani
m;(A) = -my (A) dir. Tim 6zdegerler (ii) ve (iii) altinda bulunur ve her 6z fonksiyonu ya tektir

ya da gifttir.

Weyl noktast ve Weyl ¢emberi A’nin 6zel degerlerine uygulanabilir. Fakat gercekten
herhangi A kompleks sayr igin Weyl gemberi olusuyorsa, her kompleks sayr i¢in Weyl
¢emberi olusur. Bunu ispatlamak igin A" ,Weyl gemberi iizerinde kompleks sayi olsun. O

zaman A’ ile esas denklemin her ¢oziimii L?(0,00) dadir.

Bu yizden ¢ (0,4) = sin x ¢ (0,A) = - cos x smr kosullarii saglayan

b (x,17) goziimii L?(0,0) “a aittir.
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O(x,2) =~ [G(x,y, A)p(y, " )dy,
0

Burada A reel degildir ve

%)= ¢ (1) + A -V)D(xH).

O zaman y(x), A ile esas denklemi saglar ve
% (0)cosa. + 7 ‘(0)sina = 0.

Ayrica % (x)’nin lemma 3.1°den L*(0,00) “a ait oldugu goriiliir.

[Gxe,y, A2 () dy = -@(x,2)
0

x(y) aym sekilde ortadan kalkiyorsa ¢ (x,A) da kalkar ve buradan ¢ (x,A")’de kalkar. Bu bir
celiskidir.

Weyl noktast durumunda (3.7)’yi ispatlamak igin (3.2) ve dolayisiyla teoremin hallerini

dikkate almaya gerek yoktur. (2.20) ve f arasindaki uygun iligkiden,

gxiz (e, 4, )+ £(0) - 20(x, 4, )+ {2 - qC0(x, 4, ) + £(x) - A9(x, 2, )}=0

ifadesi her yerde saglanir.

g(x)=D(x, ﬂ,,f)+ f(x)=A®(x,4, f) fonksiyonu sonug olarak esas denklemi her yerde

saglar ve bu yiizden

{gt) - AJgO)(x—0)dt = [g"()x - ) dt =(a-x)g'(a) + g(x) - g(a).

D C—
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dir. Burada A ve B sabitleri vardir. Oyleki,
g(x)-40(x,2) - Bo(x,2)= [{q(t) - A{g(t) - 46(1,2) - BH(1,))(x 1) .

Buyiizden g(x)=A6(x,A)+ B¢(x,A) oldugunu gosterir. f ve f ,L* ¢ ye ait oldugundan
d(x, A, f), d(x,A, f) ve g(x) de L? “dedir. Weyl noktasinda, sadece goziim w(x, 1) dir ve bu
yizden g(x)=Awy(x,A) dir. Ayrica g(x), (3.7) sinir kosullarin1 saglar. Yani

A{t//(O, A)cosa + ' (0,4)sin a}= 0
dir. Simdi

w(0,4) =cosa +m(A)sina,
v'(0,4) =sina —m(A)cosa,

olsun. Boylece,
w(0,A)cosa +y'(0,A)sina =1. (4.6)

dir. Buradan A = 0’ dir. Bu da (4.6)’y1 ispatlar.
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5. WEYL-LiMiT NOKTASINI GEREKTIiREN KOSUL

Gosterilebilir ki x — oo iken (0,%0) da verilen denklem Weyl noktasi halini saglayip

q(x), —oo’a izl bir sekilde gidemez. Bu durum asagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem 5.1: g(x)>-Q(x) olsun, burada Q(x) pozitif, stirekli ve azalmayan fonksiyon ve
[{oe)7 ax
0

iraksak olsun. O zaman denklem Weyl noktasi tipindedir.
ispat:

Bunun tersini farz edelim. Yani Weyl ¢emberin durumu olsun. O zaman standart sinir
kosullarimi saglayan @ (x,A) ve ¢ (x,A) fonksiyonlar: herhangi reel olmayan A igin Sy
(0,0) dadir. W(¢,0) =1 oldugunda

Q0 o0 1
[{o@x)} 2dx= [{o@x)} 2|p(x, 1)0'(x,2) - #'(x, )0 (x, 2)| dx
0 0

1

< WP de [EEA 4l L {Toe af ac >
<{£l¢(x, ) ({ 06 } {Il (A j Q(Zx)
Celiskiyi elde etmek igin asagidaki integrallerin,

wlgv(x l)lz = (5.1
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J.|¢> (x, l)l (5.2)
Q(2x)

0

yakinsak oldugunu ispatlamak yeterlidir.

X

X
I(I—Y] 16'(x, )| dlx = {(1——) #'(x, ))¢'(x, 1) dx

0

X 2 X
= —4(0,4)4'(0,2) - £(1—§) B(x, A)¢"(x, 2) dx + —/2\74(1-—) (x, A)¢' (x, A ) dx
dir. Sagdaki ikinci terim,

X 2
| (1——)";) $(x, P - g(x)p(x, 2) dx,

0

ve reel kisim,
14 T|¢(x, 2| e+ [|p(x, D' O(x) dx

ifadesini agmayacaktir. Ugiincii terimin modiilii de aym sekilde

1

2 fjwsaraf(i-2)war af

ifadesini agmayacaktir. $imdi
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floGx.0)*ax =,

I(l -%) 10 (x| dx =1,

0

j lp(x, 1) O(x) dx =J

olsun. O zaman,

I<1+C+J+2X7'C"? 1",

(P2 x o P erstaciife o (5.3)

N
dir.Eger J, X in bir sinirh fonksiyonu ise I da sirl fonksiyonudur. F(x) = _ﬂ¢'(x,/1)|2 dx de
0

sinirhidir.

5

1 : : : 2
F(EX)<4 I(l—%) 0'Ge 2 dx <41,

0

(5.2)’de aymdir. Benzer sekilde (5.1) igin de ayni ey sdylenebilir. Bu sekilde sonuca gidilir.
Aksi takdirde (5.3)

(Inz _X-lcl/z)2 <2J
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esitsizligini verir fakat eger X yeterince buyik ve X =7 ise
1@ +x7C"*f <3y,

F (% X ) <12J(X) oldugunu soyleyebiliriz.

Boylece

J el ’j F@)
rid Q(Zx) T/2 Q(2x)

“[F® T d{_ I }
[Q(Zx)l,z r'!.z i 0(2x)

,J@X) 1
~120ax) HZIJ( o { Q(2x)}

- 2
=24 J’|¢(2x,,1)| dx.
0

x — oo iken smurl oldugundan sonuca gidilebilir. Ornek olarak a ve b pozitif sabitler olmak

iizere Q(x) =ax’ +b verilebilir.
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Sinur kosullar (0) =0 yada y'(0)=0 ile (0,00) araligi durumu gézéniinde bulundurulursa,

W (5.4)
D)= 20+ a0 r2
0
O zaman,
J ' 2 ! J "
[ f v =@ W)~ [Wn W (x) d
0 0
SR (5.5)
=y, (W, (&) - [yl (a(x) - 4, Jdx.
Eger.é — o iken y,,(&) ve u//,'1 (&) sifira yaklastyorsa, formiil su hale gelir.
(5.6)

D(‘//n)zln _[V’r%(x)d"':’ln'
0

Bu ifade ¢g(x)—> iken de dogrudur. Herhangi bir durumda, (0,X) araliginda ¢ ile iliskili
integralde, asagidaki ifade elde edilir.

X

[0+ g (X - x)de = %y/,f (X)+ 4, [y2 ()X - x).

0
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(0, T) araliginda X’e bagli integral ve bu ifadenin %T . ’ye boliinmesiyle, asagidaki ifade elde

edilir.
!M () +q(x)y, (x)}(l - %) dx = % ! w2 (X)dX + A, ! y? (x)(l - -;-j dx.

Buradan,

: T{V'Z : )2 (5.7
7!1_1?00(]; n (x)"“](x)‘/’n(x)Il_?) dx = Ay.

Eger g(x)=>0 ise, (5.6) (5.7)’dan ¢ikar. Bu durumda eger q(x) alt deger ile simrlandirilirsa,
biz q(x) ve A,ile q(x)-c ve A,-c’yi yer degistirirsek formilin hala aym kaldig1 gorilir.

(c=sabit).

Eger,

- (5.8)
D(f,8) = [{f'(x)g'(®)+q(x) f (x)g(x)}x
0
iki farkli 6zfonksiyon ile uygun formiil,
D, ¥n)=0. (5.9)

dir.
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Simdi teorem 3.1 (i) durumuna uygun herhangi bir f{x) fonksiyonunu alalim. f{x)ve f(x) ’in
fourier katsayilan C, ve C,olarak alaim ve daha sonra, C, =A1,C, ve parseval formiilii

asagidaki ifadeyi verir.

- 5 @ (5.10)
[fefede=3 4,cl.
0 n=0
Ayni zamanda,
b dadonicg S0 :
[£Fax=[(f2q+fPae-[f 1}
0 0
Eger x —» o« iken f(x)f'(x)— 0 ise, asagidaki formiil elde edilir.
(5.11)

D(f)= iﬂncﬁ-

n=0

Simdi g(x) >0 oldugunu ve asagidaki integrallerin
o0 o0 o0 ;
[Frma,  [rr@a@d, [P

0 0 0
yakinsakligini varsayalim.

x : : X - . ke
[ v de=pwnly = [ v de= 10w g A a,
0 ' 0 0
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X X
[(f'vn+afvn) de= fXOW(X)+ Ay [ fur, dle.
0 0

Integraller birbirine yaklasir ve f(X)w!(X), X —>o’a giderken a’ya gider ve f«//,',

fonksiyonu L(0,%) iken limit 0 olmak zorundadir. Boylece,
D(f,wn)=Ancp. (5.12)

Boylece,

N N N
D@>zme=Mﬁ+zﬁwﬁazad

n=0 n=0 n=0
N
= D(f)- Y A,el.
n=0

Boylece,

4 (5.13)
X Anci <D(S).
n=0

0
Eger f yukaridaki durumlarn saglarsa ve I f 2dx =1 ise, 0 zaman,
0

D(f)=2, ic,% = .

n=0
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Bu durumda, bu gibi fonksiyonlar igin D(f)’in minimum degeri A,’dir. Benzer olarak, A;,

¥, gibi tim ortagonal fonksiyonlar igin minimumdur.

[O, oo) araliginda verilmig Sturm-Liouville denkleminin Weyl noktasina ait bir 6rnek verelim.
A reel olmayan sayi olmak iizere,
-y'=\Ny 0<x<w

Sturm-Liouville denkleminin sadece bir lineer bagimsiz goziimiiniin *[0,)uzayina ait

oldugunu gosterelim. L? [O, o) a ait lineer bagimsiz goziimlerin sayisi imi %0 olmak tizere A

dan bagimsiz oldugundan dolayi basitlik igin 1 =i alalim.
-y" =iy 0<x<ow

denkleminin karakteristik denklemi

—r? =—i dir.

r=:{:w/1T

. xX- .. %
i =cos—+isin—
2 2

- TRy ¢
J;z cos— +isin —
4 4

V2

&

(1+1)

Ji cos’r isin”
— l:— —— S—
4 4
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=—g(1+i)

Denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri,

?(Hi)
Rk

—-?(Hi)
y, =8 ir

Il}’nlzdxife?(w)’ 2dx=:":’Ie‘/?"lle‘ﬁ“ldx =;|:Ie'/i’|dx=%o =00
Buradan y, ¢ £°[0,) dir.

: H Seal . 3 s |
!|y1|2dx=!e k= dx=_['e'ﬁ'“e"r"‘ldx=ﬂe“ﬁ'|dx=—eﬁ : =:/%

Yani y, e L*[0,«0)dr.
Boylece
-y'=\ 0<x<wo

denkleminin imA # 0iken L?[0,0)uzaymna ait tek ¢oziime sahip oldugunu gésterdik. Bu ise

tamma gore — y” ifadesinin Weyl noktast durumuna sahip oldugunu gosterir.

Bagka bir 6rnek olarak,

2 5.14
%:%xg—q(x)u, u=u(x,t), 0<x<ow, >0 ( )
it



58

u(0,t)cosa +u'(0,)sina =0 (5.15)

u(x,0) =p(x) (5.16)

problemini gozoniine alalim. Burada lim ¢(x)=w oldugu varsayilmaktadir. (5.14)

X~)tn

denkleminin (5.15) kosulunu saglayan 7(t)y(x) seklinde ¢oziimlerini bulalim. Bu takdirde,

-y +q(x)y=2Ay (5.17)
y(0)cosa + y'(0)sina =0 (5.18)
7'(1) = -AT (1) (5.19)

olur.(5.17)-(5.18), teorem3.4(ii)’ye gore A=A4,,y=y, (x) Ozdeger ve Ozfonksiyonlarinda
saglanir. Boylece (5.14) —(5.15) probleminin y(x)T(t) seklindeki ¢dziimi

v, (OT()

dir.(5.19) de A =4, oldugunu dikkate alalim.

T'(t)=-4,T(0) (5.20)

(5.20) nin genel ¢ozimdi,

T()=a.e™ (5.21)
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dir. Burada a, keyfi bir sabittir. Boylece (5.14)-(5.15) probleminin,

YT () =a,y,(x)e™
seklinde lineer bagimsiz ¢éziimleri vardir.

uy (x,1)= ianwn 7 (5.22)

seklinde fonksiyon (5.14)-(5.15) probleminin ¢ozimiidir. Ama bu fonksiyon (5.16) kosulunu

@(x) ’in Ozel hallerinde saglar. Bundan dolay1 (5.22) yerine formal

u(, )= a,p, (e (5.23)

serisini alalim. Bu serinin a, katsayilarim formal olarak w(x,0)=¢(x)olacak sekilde segelim.

O zaman
p(x)= ay,(x)e ™" =3 a,y,(x)
n=1 n=1

olur.

Bu egitligin her iki tarafinn y,, (x)ile L [O, 00) anlaminda i¢ ¢arpimint alalim. Bu taktirde,

@ ()= a, Oy (D =a, . )y, (D) =a,

n=1
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dir. Boylece a,, = (p(x),y,, (x)) seklinde alinirsa

u(x,0)=) a,p,(x)e™

n=|

serisi (5.14),(5.15) ve(5.16) probleminin formal ¢éziimii olur.

Teorem3.4(i) ye gore g(x)=0oldugundan (5.14)’iin sag tarafindaki diferansiyel ifade ve

(5.15) smir kosuluyla tanimlanan L operatﬁrtiﬁ[O,oo)uzaylnda kendine es pozitif

operatordiir. (5.14) ,(5.15), (5.16)

(5.24)

u(x,0) = p(x) (5.25)

- operator denklemi seklinde yazilabilir. Eger V¢ >0 i¢in u(t,x) =u(t) e D(L) ve
@(x) € D(L)oldugunu varsayarsak ozaman (5.23)de tanimlanan u(x,t) fonksiyonu
(5.23),(5.24) sinur deger probleminin ¢oziimii olur. Bu ¢éziime (5.14)-(5.16) denkleminin

genellestirilmis ¢6ziimii denir. Burada

2

3w
@___ u(x,t+Ar)  ou =Iu(x,t+At)_@_ i
or At o 3l & or
At —0

ve (5.25) sinir kosulunun saglanmasi



e ] g
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6. SONUC

Sonraki ¢aligmamizda sinir kogulunda spektral parametre bulunan singular Sturm-Liouville
problemi igin spektral agilim ve 6zdegerler sayisinin asimtotik ifadelerinin bulunmast
konusunu ele alacagiz.
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