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SIMGE LiSTESI

A Minimum veya infimum

% Bos kiime

I Bos kiimeden farkli indeks kiimesi

€ Elemanidir

3 Elemani degildir

c Alt kiime

) Icerir

A\B A fark B

[O, 1]X X’in bulanik kuvvet kiimesi

n(X) w(X)={u(x) : xeX}, p’niin goriintiisii

Im(u) Im(p)Z{u(x) : xeX}, u niin goruntiisi

u, 1 niin a-seviye alt kiimesi

U Kiimelerin birlesimi

N Kiimelerin kesisimi

f(n) w niin f altindaki goriintiisi

£ (v) v “nin f altindaki ters goriintiisii

pov u ve v ’nin bileskesi

T 1L niin tersi

[0, 1] (G) G grubunun biitiin bulanik alt gruplarinin kiimesi

< u) u ile tiretilen G grubunun bulanik alt grubu

G G ’'nin p bulanik normal alt grubuna goére boliim grubu
n

% Bulanik boliim grubu

L Zay1f homomorfik

L Zayif izomorfik

r Homomorfik

1N
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il



ONSOZ

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen sayin hocam Yrd. Dog. Dr. Bayram Ali
ERSOY’a ve maddi manevi her tiirlii destegini gordiigiim sevgili esim Fatma CELIKER’e
saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

v



OZET

Bu tezde klasik cebirdeki modiil kavrami bulanik cebirde incelenmistir. Oncelikle bu konu ile
ilgili temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Daha sonra bulanik modiiliin tanimi yapilarak
bulanik modiil ile klasik cebirdeki modiil arasindaki baglanti gosterilmistir. Orneklerle
beraber bir bulanik modiil yapisinin nasil olusmasi gerektigi ifade edilmistir. Bundan sonra
ise boliim modiillerinin bulanik alt modiillerinin nasil insa edilecegi gosterildi. Bu kisimda
zaylf homomorfizma ve izomorfizma kavramlarinin bulanik modiillerle ifadesi verilmistir.
Bulanik alt kiime tarafindan tiretilen modiiller gosterildikten sonra serbest modiillerin karsiligi
olarak serbest bulanik modiiller tanmitilmistir. C6zen boliimler verilerek asallanabilir bulanik
alt modiiller sunulmustur. Sonug olarak bu calisma klasik cebirdeki modiil ile bulanik modiil
arasindaki bagintilarla ilgilidir. Bu alanda ¢alisma yapmak isteyenlere temel kaynak teskil
edecek nitelikte bir tezdir. Bundan sonraki c¢alismalarimiz modiillerin diger alanlarinin
bulanik cebirdeki yansimalarinin ne oldugu ve ne olabilecegi ile ilgili olacaktir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik alt grup, Bulanik halkalar, Bulanik idealler, Bulanik modiiller,
Bulanik alt modiiller.



ABSTRACT

In this thesis the concept of module of classical algebra is analyzed within the context of the
fuzzy algebra. Initially, the basic properties and theorems are given about the subject. Then
fuzzy module is defined and the relation between the fuzzy module and the module in
classical algebra is demonstrated. It has been noted that how a fuzzy module structure should
be formed with examples. Following that, we noted that how the fuzzy submodules of
quotient modules are combined. In this section, the expression of the concept of weak
homomorphism and isomorphism with the fuzzy modules takes place. After the modules that
are created by the fuzzy subset is demonstrated, free fuzzy modulesare introduced as a
reflection of free modules. Given the residual quotients, primary fuzzy submodules are
presented. As a result, this thesis is about relations between the concept of modules of
classical algebra and the fuzzy modules. It is also a well-qualified thesis that poses a basic
resource for whom may study in this field. Our following efforts will focus on what the

reflection of other fields of the modules within the fuzzy algebra is and could be.

Keywords: Fuzzy subgroup, Fuzzy rings, Fuzzy ideals, Fuzzy modules, Fuzzy submodules.
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1. GIRIS

Bulanik Mantik’in ilk kez 1965 yilinda L.A. Zadeh tarafindan ortaya konulmasindan kisa bir
siire sonra, bu mantiga olan gereksinim, ona karsi olan ilginin hizla artmasiyla, kendiliginden
kamtlanmistir. Ozellikle 1980°1i yillarin ortalarindan itibaren, gerek bilimde ve gerekse
teknolojide kullanilmaya baslanilmasi ile bu iki alanda da farkli diizeylerde inanilmaz

gelismelerin yaganmasina neden olmustur.

L. A. Zadeh’in 6grencisi C. L. Chang 1968 yilinda “Bulanik Topolojik Uzaylar” adli
makalesinden sonra bir cebirci olan Azriel Rosenfeld, “Eger Chang bunu topolojik uzaylar
icin yapabiliyorsa, ben de bunu cebirsel yapilar i¢in yapabilirim ”, diyerek yola koyuldu ve
1971 yilinda “Bulanik Gruplar” adli makalesini yaymladi. Bu bulanik cebir alaninda
yayinlanan ilk eserdi. Daha sonra bir¢ok bilim adami tarafindan cebirin hemen hemen biitiin

yapilarinda kullanilarak gelistirilmistir.

Bu tezimizde yliksek lisans ve doktora dgrencilerine temel teskil edecek bigcimde bulanik
degismeli cebirdeki bazi yapilar1 inceledik. Ik boliimde bulamik gruplardaki temel yapilar ve
bunlarin klasik degismeli cebirdeki yapilar1 ve bunlar arasindaki iliski incelenmistir.

Orneklerle beraber temel teoremlerin varlig1 gosterilmistir.

Ikinci boliimde ise yeni bir yapr olarak bulamk modiil kavrami verilip bununla ilgili temel
teoremler verilmistir. Daha sonra boliim modiili asallanabilir alt modiil kavramlarinin bulanik

gruplardaki ifadeleri gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bulanik Kiimeler
Tanim 2.1.1: S herhangi bir kiime olmak iizere, pn:S—L seklinde tanimlanan p
fonksiyonuna S nin L-alt kiimesi denir. Eger L [O,l] olarak alinirsa L-alt kiimeye bulanik alt

kiime denir. Tezimizin tamaminda iki kavramda kullanilacak ve esdeger kabul edilecektir. S

nin biitiin bulanik alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye S nin bulanik kuvvet kiimesi denir ve
[0,1]S seklinde gosterilir.
Tamm 2.1.2: pe [O,I]S olmak iizere { u(x): X € S} ile tanimlanan kiimeye U’ niin goriintii

kiimesi denir ve p(S) yadaIm(p) seklinde tammlanir.

Tanm 2.1.3: pe [0,1]S olmak iizere p ={x:p(x)>0,xeS} kiimesine p’niin
destekleyicisi denir. Eger p’ sonlu bir kiime ise p’ye sonlu bulanmk kiime, p’sonsuz bir
kiime ise p’ye de sonsuz bulanik kiime denir. Ayrica 1€ p(S) ise p’ye S’nin birimli bulanik

alt kiimesi denir.
Tanmm 2.1.4: YcS ve ae [0,1] olmak iizere a, € [O,I]S asagidaki sekilde tanimlanir:

a, xeyY
ay(x):{ 0: xeY (2.1)
Ozel olarak; eger Y = { x} ise a, kiimesi a, seklinde ifade edilir ve [0,1]-nokta (point)
veya [0,1] singleton ad1 verilir.

Eger a=1 ise

L (x) 1 ; xeY 22)
X)= .
Y 0; xelS\Y

fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir.

Tamm 2.1.5: u,ve[O,l]s olmak iizere Vx €S i¢in pu(x)<v(x) isev bulanik kiimesi,p

bulanik kiimesini kapsar denir ve p < v seklinde gosterilir.



Tanim 2.1.6: p,ve [0,1]S olmak iizere pNv,puUve [0,1]S kiimeleri su sekilde tanimlanir:

VX e igin

(HAV)(x) = p(x) A v(x) (2.3)
(rUV)) =px) v v(x) (2.4)
dir

Tanim 2.1.6°da verilen iki bulanik fonksiyon arasindaki kesisim ve birlesim islemleri her

hangi bir bulanik fonksiyon ailesi i¢in de genellestirilebilir.

Tamm 2.1.7: pe [O,I]S olmak iizere ae[0,1] i¢in p, ={ x: xe§, p(x)= a} kiimesine

1 niin seviye alt kiimesi denir.

Teorem 2.1.8: p,ve [0,1]S olmak iizere, asagidaki ifadeler dogrudur.
Dpcv, ae[0l]=p, cv,

ii) a<b, a,be[O,l]:n,tb cu,

iii) p=veopu, =v, , Vae[O,l]

Tamm 2.1.9: X, Y herhangi iki kiime ve pe [O,I]X , Ve [O,l]Y ayrica f: X > Y bir tasvir

olsun. f(p)e [0,1]Y ve f7'(v)e [O,l]X bulanik kiimeler olmak iizere

VyeY igin,

F)(y) = {v (px): xeX, f(x)=y}; f-1 ()2 03
0 ; T (y)=9

VX € X i¢in,

£ (v)(x) = vE(x) (2.6)

seklindeki fonksiyonlara sirastyla f’nin p altindaki goriintiisii ve f’nin V altindaki ters

goriintiisii denir.



2.2 Bulanik Alt Gruplar

Tamm 2.2.1: G bir grup veV p,ve [O,I]G bulanik kiimeleri olmak iizere, VxeG icin
(pov)(x) = v{u(y) /\v(z) 1y, zeQG,yz= x} dir.

T (x) = u(x‘l) olarak p bulanik kiimesinin tersi tanimlanir.

Tanim 2.2.2: G bir grup ve ue[O,l]G olsun. Eger p asagidaki kosullart sagliyorsa p’ye
G’nin bulanik (fuzzy) alt grubu denir.

(G1) Vx,yeG igin, p(xy)=p(x)Ap(y)

(G2) Vx eG ig¢in, u(x"1 ) > ;,t(x)

Tamm 2.2.3: G bir grup, p, G’nin bulanik alt grubu ve e, G’nin etkisiz eleman1 olmak iizere

W, = {x eG :p(x)= u(e)} seklinde tanimlanur.
Ayrica n €l] olmak iizere Vx € G i¢in (G1) kosulundan u(x“ ) > u(x) elde edilir.
2.3. Bulanik Halkalar ve Idealler

Tamm 2.3.1: R bir halka p,v R halkasinin bulanik alt kiimeleri olsun. p+v,—p,u—v,uov

bulanik alt kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir: Vx e R,

(p+v)(x)=v{u(y)/\v(z) y,zeR,y+Z:x}, (2.7)

(=)(x) = 1(=x), (2.8)

(u-v)X) =v{u(y)Av(z)|y.zeR,y-z=x}, (2.9)

(pov)(x):v{u(y)/\v(z) y,zeR,yz:x}. (2.10)

p+v,u—v ve pov sirastyla p vev ’nin toplami, farki ve ¢arpimi olarak adlandirilir. —p,

u’niin negatifi olarak tanimlanir. Tanimdan R bir halka; p,v, R halkasinin bulanik alt

kiimeleri p+v=v+pu, p—v=pn+(—v)’dir. R halkasi degismeli oldugundan pov =vop ’dir.

Tanim 2.3.2: R bir halka ve p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda eger;
(R1) },L(x —y) > ;,L(X)/\ u(y) vx,yeR

(R2) ;,L(xy)z;,l(x)/\u(y) Vx,yeR



saglanirsa p’ye R halkasinin bulanik alt halkasi denir.

Tamim 2.3.3: R bir halka ve p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun ve p, (R1) sartini

saglasin. Eger p,

(R3) ;,L(xy)z;,l(x)vu(y) vx,y € R

sartin1 sagliyorsa R halkasinin bulanik ideali olarak adlandirilir. Eger R bir halka; p, R’nin

bulanik ideali ise, bu durumda;
u. = {x eRJu(x)=p(0)} 2.11)

R bir halka ve p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. R halkasi degigsmeli oldugundan

u’niin (R3)’1 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

n(xy)=u(x) vx,yeR (2.12)

olmasidir.
2.4 Modiiller

Tammm 2.4.1: R bir halka ve A toplamsal degismeli bir grup olsun. A iizerinde bir

RxA — A, (r,a) > ra sol dis skaler carpimu verilsin. Eger her a,be A ve her r,s € R i¢in
i) r(a+b)=ra+r1b
ii) (r+s)a=ra+sa

iii) (rs)a =r(sa)

ise A ya bir sol R-modiilii denir.

Burada ra elemanina a’nin r ile skaler ¢arpimi denir. Eger R birimli ise ve her a€ A igin

l,a=a ise A ya bir birimsel sol R-modiilii denir.

R bir bolenler halkasi ise bir birimsel sol R-modiiliine R tizerinde bir sol vektor uzayi denir.

Eger R degismeli halka ve bir sol R-modiilii ise A tizerinde her a€ A ve reR i¢in ar=ra
esitligiyle bir sag dis ¢arpim tanimlanir. Bu dis ¢carpimin biitiin modiil sartlarin1 sagladigi

asikardir. Bundan dolay1 R degismeli ise A’ya hem sol ve hem de sag R modiilii olarak

bakilabilir.



Tamm 2.4.2: R bir halka ve A bir R-modiilii ve A nin bos olmayan bir B alt kiimesi olsun.

Eger

i) B, A nin bir alt grubu

ii) Her be B ve reR i¢in rb e B ise B’ye A’nin bir alt modiilii denir. R bélenler halkasi ise

B’ye A’nin bir alt uzay1 denir.

Teorem 2.4.3: R bir halka olsun. R kendi iizerine halka carpimina gore bir sol R-modiiliidiir.

Bundan dolay1 R’nin alt modiilleri ile R’ nin sol idealleri ¢akisir.



3. BULANIK ALT MODULLER

Bu béliimde, bulanik alt modiillerle ilgili bazi fikirler ortaya koyacagiz. ilk olarak modiiller
icin L-alt kiimelerinde toplama ve skaler carpmanin igslemlerini inceleyecegiz. Daha sonra da

bu islemlerle beraber L-alt modiil tanimin1 verecegiz.

Birimli ve degismeli R halkasi {izerinde bir M sol modiil ya da modiil i¢in, M toplamsal grup

olmak lizere RxM — M ’ye tanimlanan bir ‘-’ islemi V r,seR, X,yeM i¢in asagidaki

sartlar1 saglar:

(1) (r+s)-x=r-x+s-x
) r-(x+y)=r-x+1Yy

(3) r-(s-x)=(rs)-x
@ 1-x=x

r-x ifadesi i¢in rx yazacagiz. Eger R bir cisim ve M bir R-modiil ise M’ye R {izerinde bir

lineer uzay ya da bir vektor uzay1 denir.

Bu boliimde aksi sdylenmedikce R’yi degismeli ve birimi 1 olan (1 0) birimli bir halka; M

bir R-modiil, 6, M’nin sifir elemanin1 ve I da bos olmayan bir indis kiimesini gosterecektir.

Tamm 3.1: p, vel" olsun. p+v, —pue " asagidaki gibi tanimlanacaktir: Her x e M igin,
(H+V)®) =v{ ) AV(@) | y,zeM, y+z=x], (3.1)

(1) () =p(=x). (3.2)
1+ v, u ve v’nin “toplam1”; —u de p’niin negatifi olarak adlandirilacaktir.

wel”, 1<i<n ve nell olsun. “+” isleminde birlesme ve degisme 6zelligi oldugundan

W, + W, +...+ 1, toplamini diisiinebiliriz ve bu toplami1 zin:l u, olarak yazilir.

|I| >1 olmak iizere her i e igin p. € L olsun. Zid u. € LM islemi her x e M igin

(Zui)(x)=v{/\idui(x)‘ x;eM,i€el, 2xi=x} (3.3)

iel



seklinde tanimlansin. Oyle ki ZXi = Zidxi ve en fazla sonlu tane x; 0 ’ya esit olmasin.
Wi » W "lerin “zayif toplami” olarak adlandirilir.

Aciktir ki, I={ L,2,...,n } ve n>2 igin Zie[“i = ;Hi *dir.

Tamm 3.2: reR ve pe L™ olmak iizere rp e L™ s6yle tanimlansm. Vx e M,

() =v{ny|yeM, ry=x |. (3.4)

Burada rp, rile p’niin “carpimi” olarak adlandirilir.

Teorem 3.3: r,seR ve p,v,&, 1, € LM ,iel olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
@) Ip=p, Dp=-p;

(@) rlgy =1y

G ucv=orucrv g

@) r(sp)=(rs)u ;

) r(u+v)=ru+rv ;

© r(U ) =Um

) (m)(x) 2 p(x) VxeM ;

®) &(rx)2pu(x) VxeM < mucé ;

9) (ru+sv)(rx+sy) 2 p(x) AV(y) VX,yeM ;

(10) &(rx+8y) > u(x)Av(y) VX, yeM S 1u+svc .
ispat: (1)°den (6)’ya kadar asikardir.

(@ () (rx)=v{n(y)| yeM, ry=rx} > u(x) VxeM .
(8) Eger &(rx) > p(x) Vx e M ise,

() () =v{uy) | yeM, ry=x}<v{g(ry)|yeM,ry=x}=§(x) VxeM, ruc&.



Eger ruc € ise, (7)’den &(rx)>rp(rx)>p(x) vxeM olur.
(9) (7) ve ‘+’ isleminin tanimindan

(ru+sv)(rx+sy) = (rp)(1x) A (sv)(sy) = p(x) Av(y) Vx,yeM
olur.

(10) Farz edelim ki, &(rx +sy)>pu(x) Av(y) Vx,y € M olsun. VzeM igin,

(ru+sv)(x) = v{ (r) (W) A(sv)(V)

u,veM, u+v=z}

:v{(v{u(x)|xeM, rx:u})/\(v{v(y)|yeM, sy:V}) u,VEM,u+V=Z}

:v{ w(x)AV(Y) | X,yeM, rx+sy=z}
<&(2)
olur. Buradan rpu+sv c & elde edilir.
Tersinden rp+sv < & oldugunu varsayalim. Vx,y e M igin

E(rx+sy) > (ru+sv)(rx+sy)

> (rp)(rx) A(sv)(sy)
2ux)Av(y)  ((7)’den)

olur.

Teorem 3.4: r,seR ve pel olsun.

() ucpep(x)>px) vxeM,

() ru+spcp o p(rx+sy)>p(x)Ap(y) Vx,yeM.

Ispat: Teorem 3.3’iin (8), (9) ve (10). maddelerinden elde edilir.

Teorem 3.5: Varsayalim ki, N bir R-modiill ve f, f:N—>M seklinde tanimli bir

homomorfizma olsun. r,seR ve p,vel" icin,

(1) £ (n+v) =) +£(v).
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() f(rn)=rf(w),
(3) f(rp+sv)=rf(p)+sf(v).

Ispat: (1) Kolaylikla gosterilebilir.

) V yeN igin,

f(r) @ =v{(m)®) [ xeM, f(x) =y
=v{v{pW|ueM ru=x}|xeM, f(x)=y|
=v{p() | ueM, fu)=y|

:v{p(u)‘ ueM, r(f(u))=y}

=rf(u)(y).
Buradan f(rp)=rf(u) elde edilir.

(3) Bu ifade (1) ve (2)’nin sonucu olarak hemen ¢ikar.

Tanm 3.6: (cL® ve pel" olsun. VxeM icgin {-u, {0 pel" asagidaki sekilde

tanimlanir.
() =v{COAny) [ reR, yeM, ry=x, (3.5)
(CD u)(x) =\/{ /\FZI(C(ri)/\u(xi)) ‘ reR,x, eM,1<i<n,nell ,Z:in:lrixi =x} . (3.6)

Teorem 3.7: pe L™ olsun.
(1) Tim reR igin, l{r} ‘U=TU,

(2) Tim reR ve x e M igin,

(l{r} U l‘J‘)(X) = V{ A?:l u(x;)

n
xieM,ISiSn,neD,eri:X}.

i=1
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Tanim 3.8: M nin bir L-alt modiilii, p € L™ olmak iizere,
(M1) u(e) =1

(M2) p(rx)z;,t(x) VreR ve xeM,

M3) p(x+y)>px)Apy) vx,yeM
seklinde tanimlanir.

L=[0,1] alindiginda L-alt modiilii bir “bulanik alt modiilii” adin1 alir. Bundan sonraki kisim da

L ile [0,1] araligin1 kabul edecegiz.
Biz M’nin L-alt modiillerinin tiim kiimelerini L(M) ile gdsterecegiz.

R kendi iizerinde bir modiil, bir dnceki tanimdan p’niin R modiiliiniin bir L-alt modiilii

olmasi icin gerek ve yeter kosul p’niin R halkasinin bir L-ideali olmasidir.

VxeM i¢in —-1x=-x oldugundan (M2) kosulu V xeM icin p(—x)=>pn(x)’i saglar.
Buradan da p e L(M) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p’niin M’nin toplamsal grubunun bir

L-alt grubu ve (M2) sartin1 saglamasidir.

Teorem 3.9: nel" olsun. neL(M) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul p’niin (M1) ve

asagidaki sart1 saglamasidir:

(M4) u(rx+sy)2u(x)/\p(y) Vr,seR ve x,yeM.

Ispat: Farzedelim peL(M) olsun. Tamimdan dolay1 p (M1) kosulunu saglar. p aym

zamanda (M2) ve(M3) sartlarini da saglar. Buradanda V r,se R ve x,yeM igin

p(rx + sy) > u(rx) A u(sy) 2 ux)Auy) -
Boylece u (M4) kosulunu da saglamis olur.

Aksini varsayalim, p (M1) ve (M4) sartlarini saglasin. VreR ve xeM igin
p(rx) = p(rx +18) > p(x) A u(8) = p(x)
ve V x,yeM igin,

p(x+y)=p(Ix+1y)>ux) Ap(y).
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Boylece u (M2) ve (M3) kosullarini saglar. Buradan da p e L(M) elde edilir.

Teorem 3.10: pel" olsun. ueL(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul p’niin M toplamsal

grubunun bir L-alt grubu olmas1 ve asagidaki sart1 saglamasidir:
(M2), rmcpuVreR. (3.7)

Teorem 3.11: pel" olsun. peL(M) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul p’niin asagidaki

sartlar1 saglamasidir:
(M1) L, cp;
(MZ)’ rncpuVrekR,

(M3)' L+pucp.

Teorem 3.12: pel™ olsun. peL(M) olmasi igin gerek ve yeter kosul p ’niin asagidaki

sartlar1 saglamasidir:
(Ml) 1{9} c U,
(M4)' ru+spcp Vr,sekR.

Biz simdi L-alt modiilleri ile ilgili baz1 temel 6zelliklerden bahsedecegiz. Eger p,ve L™

ise,V x e M i¢in (u+v)(x)=v{u(y)/\v(z) | V,ZEM, X=y+2Z }’dir.

Teorem 3.13: p,ve ™ olsun. p+veL(M) dir.

Ispat: p, M toplamsal grubunun L-alt grubu olmak iizere Teorem 3.3(5) ve Teorem 3.10’dan

V reR igin

r(u+v) =TU+IvVC U+Vv

olur. Buradan da p+v e L(M) elde edilir.

Teorem3.14: r R ve p eL(M), 1<i<n, nell olsun. Z;riui e L(M) ’dir..

Teorem 3.15: |I| >1’de her bir i1 i¢in p, € L(M) olsun. ziel p, € L(M) *dir.
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Teorem 3.16: L € LI(R) ve peL(M) olsun. £[J pe L(M) dir.

Ispat: (¢ p)(0)=1 oldugu agiktir. Simdi VreR, xeM i

(&0 () =v{ AL (6(s)AR(2)) | s.eR z eM I<innel, T sz, x|
ZV{AH (Q(rri)/\u(xi))‘ [ eR, xieM,léiSn,neD,Z?_l(rri)xi:rx}
Zv{/\“ (C;(ri)/\u(xi))‘ r eR, xieM,ISiSn,neD,Z?_lrixi:rx}

(€0 w)(x)-
A isleminin v islemi iizerine dagilma 6zelliginden, V x,y € M igin,
(65 W) (x+y) 2 (G0 w)(x)A(EE p)(y)

olur. Buradan da ] pe L(M) bulunur.

M=R alinirsa bir 6nceki teoremden, eger C,p € LI(R) ise {1 pe LI(R) *dir.
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4. BOLUM MODULLERININ L-ALT MODULLERI

Biz bu bolimde bir boliim modiliiniin L-alt modiillerinin yapisinin iki metodundan

bahsedecegiz.

Teorem 4.1: A, M’nin bir alt modiili ve veL(M) olsun. VxeM igin, &§eL™* y1

asagidaki sekilde tanimlayalim:
g([x])=v{ve | ue[x]] (4.1)

M/A, M’nin A’ya gére boliim modiilinii, x+A’da [x]’in kosetini ifade etmektedir. O zaman

EeL(M/A) dir.

Ispat: & M/A béliim modiiliiniin toplamsal grubunun bir L-alt grubudur. Simdi V reR ve

x € M icin,

olur. Buradan da & e L(M/A) elde edilir.

Biz simdi Teorem 4.1’in 6zel bir durumunu goéz Oniine alacagiz. L bir zincir ve ve L(M);

aeLl ve A=v, olsun. O zaman A M’nin bir alt modiiliidiir. Boylece Teorem 4.1’den (4.1)

esitligi ile tanimlanan &, & e L(M/ A) olur. x e M olsun ve &([X]) ’1 gz Oniine alalim. Eger
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[x]=A ise, &([X])=1’dir. Eger [x];éA ise, x¢ A ve buradan v(x)<a olur. Boylece

herhangi bir y € [x] icin ze A vardir 6yle ki y = x +z’dir. Buradan,
v(y)=v(x+2)=Vv(x) Av(z) = v(x) 4.2)

olur. Benzer bigimde v(x):v(y+(—z))Zv(y)/\v(—z)zv(y)’dir. Sonug  olarak

v(x)=v(y) elde edilir. O halde ¥ x € M igin &([x]),

i([x])={1 V=2 (3)

v(x) diger durumlarda
seklinde verilebilir. A = Via] olmasi durumu benzer sekilde elde edilir.

Biz simdi Teorem 4.1°de tanimlanan & L-alt modiiliiniin 6zelliklerini inceleyecegiz.

u,veL(M) olsun Oyle ki pcv ve L’yi regiiler(diizenli) kabul edelim. p* ve v*’in her
ikisinin de M’nin altmodiilii oldugu biliniyor. p* < v* oldugu agiktir. Béylece u*, v ’in bir

alt modiiliidiir. Dahas1 agiktir ki v‘v, € L(v*) ’dir. Buradan Teorem 4.1°den eger biz
e LM v xev! icin,

g([x)=viv(2) | z[x]} (4.4)
seklinde tamimlarsak [x], koset olarak x +v™’1 ifade eder, o zaman & e L(v*/ p*) “dir. L-alt
modiil &, v nin p’ye gére “boliim modiilii ” olarak adlandirilir ve v/p ile gosterilir.

p e L(M); N bir R-modiil ve f:M — N bir homomorfizma alirsak, f(p)eL(N) olur.

Tanim 4.2: M, N bir R-modiil, p € L(M) ve v e L(N) olsun.

(1) Bir f:M — N homomorfizmasi; f (u) cv ise W, v igine zayif homomorfizma olarak

adlandirilir. Eger u, v icine f homomorfizmasi zayif homomorfizma ise p, v’ye zayifca

f
homomorfiktir denir ve pulJv ya da basitce nll v seklinde yazilir.
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(2) Bir f:M —> N izomorfizmasi; f (u)gv ise W, v icine zayif izomorfizma olarak

adlandirilir. Eger p, v igine f izomorfizmasi zayif izomorfizma ise u, v’ye zayifca
f
izomorfiktir denir ve pllv ya da basit¢e pll v seklinde yazilir.

(3) Bir f:M —> N homomorfizmasi; f (p) =v ise p’den v’ye bir homomorfizma olarak

f
adlandirilir. Eger f, pu’den v ’ye bir homomorfizma ise p, v ’ye homorfiktir denir ve p=v ya

da basitge pu~ v seklinde yazilir.

4) Bir f:M— N izomorfizmasi; f (p)=v ise p’den v’ye bir izomorfizma olarak

f
adlandirilir. Eger f, p’den v ’ye bir izomorfizma ise p, v’ye izomorfiktir denir ve p=v ya

da basitge p=v seklinde yazilir.
Teorem 4.3: pc v, pu,velL(M) olsun. L regiiler alinirsa v‘v‘ ~v/u olur.

Teorem 4.4: veL(M) olsun. N bir R-modiil ve e L(N) varsayalim oyle kiv =& olsun.

L’yi de regiiler alirsak birp € L(M) vardir 6yle ki pcv ve v/ pn= é;‘ o olur.

Teorem 4.5: u,v e L(M) olsun. L regiiler ise v/(pnv)0 (n+v)/p olur.

Teorem 4.6: , ,v,& € L(M) olsun. L regiiler ise (&/p)/(v/n)=&/v olur.

Bir sonraki teorem bir boliim modiiliiniin L-alt modiillerinin yapisiyla ilgili diger bir metodu

gosterecek.

Teorem 4.7: R bir tamhk bolgesi; M bolinebilir bir R-modiill (reR\{0} ve

xeM=3yeM vardir dyle ki ry=x ); A, M’nin bir asal alt modiili ( A bir M’nin alt
modiilii, rxeA, reR ve xeM= yar=0 yadaxeA'dr.) kabul edelim. veL(M)
olsun. V x e M i¢in ne LA asagidaki sekilde tanimlanir:

1 =A
[X] 4.5)

n([x]) ={

/\ue[x]v(u) diger durumda

neL(M/A) dur.
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Ispat: n(A)=1 oldugu agiktir. reR, xeM olsun ve n(r[x]) ’1 gbz Oniine alalim. Eger
r[x]:A ise, n(r[x])=12n([x]) “dir. Eger r[x];tA ise 10 ve [x]?&A’dlr. M’nin
boliinebilir bir modiil ve A’nin da M’nin bir asal alt modiilii olusundan A = { V4 | zZe A}

olur. Buradan
n(r[x]) = n([rx]) = Ave[rx]v(v) = /\yeAv(rx + y) = /\ZEAV(I‘X + rz) = AzeAv(r(x + z))

2AzeAv(x+z):/\ue[x]v(u):n([x]) (4.6)
olur.

Simdi x,y € M olsun ve n([x]+[y]) ’yi goz Oniine alalim. Eger [X] =A veya [y] =A yada

[x] + [y] = A ise, agiktir ki,

n([x]+[y]) zn([x])an([¥])
olur. [x]# A ve [y]#A ve [x]+[y]# A kabul edelim.
N([x]+[y]) = A VW)
= Avver V((x+0)+(y+v)
> Ay vr (V(x ) AV(y+V))
> (Avaav(x+W))A(Ava vy +V))
= (Auv (@) A (A gy v ()
=n([x])an(l¥])

olur. Buradan da ne L(M/A) elde edilir.

Teorem 4.7’den asagidaki sonuglar1 elde ettik:

Teorem 4.8: veL(M) ve A, M’nin bir alt modiilii olsun. R’yi bir cisim alalim. (4.5)

esitligiyle tanimlanan 1 L-alt modiilii bir M/A bdliim modiiliiniin bir L-alt modiiliidiir.
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Teorem 4.9: velL(M) olsun. Varsayalim ki, R bir tamlik bdlgesi, M boliinebilir bir

R-modiil ve A da M’nin  burulma (torsion) alt  modili olsun
(A =Tor(M) :{ X ‘ xeM, IreR\{0} dyle ki rx =6 }) . (4.5) esitligiyle tammlanan n L-
alt modiilii bir M/A béliim modiiliiniin bir L-alt modiilidiir.

Ispat: Varsayimimizdan dolay1 biliyoruz ki A M’nin bir asal alt modiiliidiir. Sonug olarak

istenilen Teorem 4.7 den elde edilmis oldu.
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5. L-ALT KUMELERI TARAFINDAN URETILEN L-ALT MODULLER

Teorem 5.1: |I| >1°de her bir i eI i¢in p, € L(M) olsun. ﬂiel p. € L(M) olur.

pnel™ olsun. Teorem 5.1°den, ﬂ{ \% | LSV, Ve L(M)} M’nin bir L-alt modiiliidiir, L-alt
kiime p tarafindan iretilmis L-alt modiil olarak adlandirihir. Biz L-alt modiil <u> “yi
asagidaki sekilde gosterecegiz:

<u>=ﬂ{v|ugv,veL(M)} (5.1

EeL(M) olsun. Eger bazi pel" igin E_,=<p> ise &, p’niin L-alt kiimesi tarafindan

tiretilmis olarak adlandirilir.

w,ve M olsun. Asagidakiler kolayca saglanir:
(M) peLM) < (u)=p

@) nev=(n)c(v)

3) (u|x) = (W) xve L)

Burada N, M’nin alt modiili ve u|N VG<|J>|N sirastyla p ve <u> ‘niin N’ye kisitlanisidir.
Dahasi, A, M’nin bos olmayan bir alt kiimesi ve <A>, A tarafindan {iretilen bir alt modiil

olmak tizere <1 A> =l “dir.

Teorem 5.2: |I| >1°de her bir i eI i¢in p, € L(M) olsun. <Uiel ui> = w, dir.

iel
Ispat: Simdi Ziel L, , M’nin toplamsal grubunun en kiigiik L-alt grubudur. Biitiin p, ’leri

icine alir. Boylece Ziel u, € L(M) *dir. Buradan <Uiel ui> = 2161 u, olur.

Teorem 5.3: peL" olsun. £ e L™ yi asagidaki sekilde tanimlayalim:

1 x=0

&(x)= (5.2)

V{ A H(Xi)‘ reR,x,eMI<i<nnell )’ rx zx} diger durumda

VxeM, §=1{e} u(lR 0 u). O zaman <u>=§’dir.
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Ispat: puc & oldugu agiktir. Tanimdan &(6) =1’dir. re R ve x e M olsun. Eger rx =0 ise,

E(rx)=1=&(x) olur. rx # 6 kabul edelim. x # 6 ve

n

/\i“:lu(xi)| reR,x, eM, 1<i<n, nell ,z r.xi=rx}

=11

{/\i“:]u(xi)| reR,x,eM, I<i<n, nell ,Z;rrixi:rx}
:v{/\?_lp(xi” reR,x,eM, 1<i<n, nell ,r(z r.xi)zrx}

AL R(x)| teR, x;eM, 1<i<n, nell ,Zn r.xi=x}

olur.

Buradan VreR ve xeM igin §(rx)>&(x) olur. x, y €M olsun. Eger x, y, x+y’lerden bir
tanesi 0 ’a esitise §(x+y)=E(x)AE(y) olur. Eger x, y, x+y’lerden higbiri 6 ’a esit degilse
v isleminin A islemi iizerine dagilma ozelliginden &(x+y)=&(x)A&(y) oldugunu
kolaylikla gosterebiliriz. Boylece Vx,yeM igin &(x+y)>&(x)AE(y) olur. Buradan da
& e L(M) bulunur.

Son olarak n e L(M), pcn olsun. Teorem 3.9°dan & < n bulunur. Buradan da <u> =§ elde
edilir.

Teorem 5.4: xeM ve aeL olsun.

<Xa>=1{e}u(u{(rx)a |reR}) (5.3)
Ozellikle, x =0 ya da a =0 alindiginda <xa> = 1{9} olur.

Ispat: (4.2) esitliginden elde edilir.

Teorem 5.5: pel" olsun ve nell *de p"\{0}={x,,x,,...x, } oldugunu kabul edelim.

1<i<n igin a, =pu(x;) ve p, =(x;) olsun.
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=1

V:u{zl}juij‘l‘ij eR,lSjSm,1£i1<i2<...<im£n} (54

icin <u> = l{e} v dir.

Ispat: Teorem 5.3’iin bir sonucu olarak kolaylikla gosterilebilir.
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6. SERBEST L-ALT MODULLER

Tammm 6.1: M, f:B — M .fonksiyonu ile belirli bir R-serbest modiil olsun. [, B’nin

L-alt kiimesi ve &, M’nin bir L-alt modiilii olsun. & ’ye B ile belirli “serbest" dir denir, eger
f(B)’de f(B)=¢ ve her Y R-modiilii, Y nin n L-alt modiilii ile birlikte g:B — Y ve g(B)’de
g(B) =1 olmak iizere M’den Y nin i¢ine tek bir h homomorfizmas1 vardir 6yle ki, g=hof
ve h(&) cn kosullar saglanir.

Teorem 6.2: 3, bir B kiimesinin bir L-alt kiimesi olsun. Bir M R-serbest modiiliinde bir

€ serbset L-alt modiilii vardir 6yle ki asagidaki 6zellikler saglanir:

(1) Eger ‘B(B)‘ sonsuz ise ‘&(M)‘ =‘B(B) dir.

(2) Eger ‘B(B)‘ sonlu ise ‘&(M)‘ < 2Pl i,
(3) Eger L bir zincir ise ‘&(M)‘ < ‘B(B)‘ +1 dir.

Ispat: M, bir f : B— M fonksiyonu ile belirli B kiimesi iizerinde bir R-serbest modiilii olsun.
f’yi i¢ine fonfsiyon ve f(B)’yi M i¢in bir taban olarak varsayabiliriz. V xe M x # 0, x tek bir

temsile sahiptir.
x=Yr1f(z), (6.1)

0#reR,zeB, i=1,2,.k; f(z)#f(z) egeri#j. M’'nin & L-altkiimesini asagidaki

sekilde tanimlayalim:

1 eger x =0
Sx)= Ao B(z)  eger x:z:llrif(zi);tﬁ (6.2)

&, M’nin L-alt modiiltidiir.

Simdi VxeM, f(B)(x)= v{ B(z) ‘ f(z)=x } olsun. Béylece (6.2) denkleminden,

0 eger x ¢f(B)

f(B)(X):{ i(x) eger x ef(B) (6.3)
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Boylece f(B) < & olur. Gergekte, f(B)'de f(B)=¢ dir.

Y bir R-modiil, g:B—Y bir fonksiyon ve n bir Y’nin L-alt modiili 6yle ki g(B)’de
g(B) =mn’dir. M serbest oldugundan bir h:M —Y homomorfizmas:1 vardir oyle ki
hof =g’dir. Biz simdi h(&) cn oldugunu gosterelim. yeY olsun. Eger y=0 ise veya
eger h™'(y)=9 ise h(§)(y)<n(y) oldugu agiktir. Varsayahm ki y#6 ve h™'(y)=J
olsun. h(x) =y olacak sekilde x e M olsun. x, (6.1) esitliginde tek bir temsile sahiptir.
hof=g’den y=h(x)= z;rig(zi) esitligini elde ederiz. g(B)c=mn’den neogof dir.
Boylece n(y) > AL, (n og)(zi ) > /\:‘:1[3(2i ) = F,(x)

olur. Buradan da n o h(&) elde edilir.
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7. COZEN BOLUMLER

X, M’nin bir alt kiimesi ve <X> , M’nin X tarafindan iiretilen alt modiilii olsun. Herhangi bir

xeM igin (x), M’nin {x} tarafindan iiretilen alt modiiliidii. M’nin herhangi bir N alt

modiili i¢in

N:M={r|reR, tMc N} (7.1)
ve
«/N:M:{r‘reR, Imel] 6ylekirmMgN} (7.2)

esitliklerine sahibiz.

Tanm 7.1: p,vel™ ve {eL® igin ¢dzen boliimler p:vel® ve p:{ el icin asagidaki

sekilde tanimlanir:
pv=u{n|nel’, nvep | (73)
mig=ulg| el Cicp | (74)
Teorem 7.2: p,vel" ve L eL® olsun.

(M) p:v=u{r, |reR, ael,r,-vep |

@) p:¢=u{x, | xeM,acL, {-x,cp |

olur.
Ispat:
(1) Tanim 7.1°den,

u{ra reR,ael,r,-vcyp }gu:v

oldugu agiktir. neL®, n-vcp ve reR, n(r)za olsun. V x e M igin,
(r,-v)(x)=v{r(s)av(y)| seR, yeM, s=x]
=vi{n()A(y)| yeM, ry=x}

<(m-v)(x)
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Su(x)

Béylece r, -v < p ve bundan dolay1

u:vgu{ra reR,ael,,-vcyp }
olur. Boylelikle,

u:v:u{ra | reR,ael,r,-vcyp }
elde edilir.

(2) (1)’e benzer sekilde yapilir.

Teorem 7.3: p,ve " ve {eL® olsun.
M (n:v)-ven,

@) C-(n:8)cu,

Bl vocpeslcu:vevau: g
dir.

Ispat:

(1) Tanim 7.1°’den, V x € M igin,

[(u:v)-v](x):v{(u:v)(r)/\v(y)| reR, yeM, ry:x}

(v{n(r)‘ neLR,n.vgu})/\v(yﬂ reR,yeM, ry:x}

=\/{n(r)/\v(y)‘ nel®,reR, yeM, n-vcp, ry=x }
{(n-v)(ry)‘ nel®,reR,yeM,n-vep, ry=x }
{

=n(x)
elde edilir.

(2) (1)’in ispatina benzer sekilde yapilir.

(3) (1) ve (2)’nin sonucu olarak ¢ikar.



26

Teorem 7.4: Eger p, (iel), veL” ve eL" ise,
M (M) v =N (1 2v);

@) (M ):6=Niai (w;:6)

olur.

Ispat:

(1) Tanim 7.1°den,
(M) :v=U{n| nel’, n-ve N, |

=U n‘ nel ., n-veu Viel}

{
U{n‘ nel®,ncu:v ‘v’iel}
{

U{n| nel®, neNu (u:v)}

gﬂiel(“i :V)

olur. Teorem 7.3’den, V x € M igin,

((ﬂid(ui :v))-v)(x):v{(ﬂiel(ui v))(r)av(y)| reR, yeM, ry:x}
S\/{/\iel ((;:v))(r)Av(y)| reR, yeM, ry=x}
Sv{/\iel((ui :v)-v)(ry)| reR, yeM, ry:x}

<v{ran(ry)|reR, yeM, ry=x|

=(Niar)(x)
dir. Béylece
(N (5 :v)) - ve Ny
ve
Nia (1 :v) = (Nigpy) v

elde edilir. Buradan da
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Nia (Hi :V) = (ﬂielui ) BV
bulunur.
(2) (1)’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 7.5: p,vel™ ve {eL® olsun.

(1) Eger neL(M) ise, p:v=U{n|neLl(R),n-vcp | dir.
(2) Eger {eLIR) ise, p:5=U{&| EeLM), §-Ecp | dir.
Ispat:

1) U{n|neLI(R),n-vgu}gu:v oldugu agiktir. reR,ael, r,-vcp ve n=<ra>

olsun. V x e M igin,

Loy vy
Loy Vg
(2 -v)(x)=v{a, (s)av(y)| seR, ye M, sy=x]

=v{aav(y) ), yeM, sy =x|
<v{(r,-v)(ry)| teR, yeM, t(ry) =x}
<v{u(ry)| teR, yeM, t(ry)=x}
<v{u(t(ry))| teR, yeM, t(ry)=x}
=n(x)

olur. Boylece a<r>-vg1{e}uu:u ve
U{n| neLI(R),n-vgp};U{ra| reR,ael, ra-vgu}
=p:v

olur. Buradan p:v= U{ n | nelLl(R),n-vcpu } c u:v elde edilir.
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2) U{&|§eL(M),C~§gu}gu:C oldugu agiktir. xeM,ael,{-x, cp ve <‘§=<Xa>

olsun. Teorem 5.4’den, VreR ve yeM igin,
()= -1 (of (), | re R})
=1y ({6 (), | reRr})
=1y 9(0{ & (), [ reR}).
(6-(m),)(¥)=v{E(s) (), (2)] se R, ze M, sz =y}
o{e)nal seR, -]
<v{¢(t)ra| teR, x=y}
=(&x,)(y)
olur. Béylece ¥ reR igin {-(rx). € &-x, ve buradan
U{¢-(x),| reR}c¢-x, o,

C(x,)cn
elde edilir.

(x,) e L(M) ve Teorem 7.2’den

U{g| eLM), §-Ecpfou:g

buradan da

n:g=U{g|geLM), {-Ecp)

bulunur.

Teorem 7.6: peL(M), vel" ve { e LI(R) olsun. p:veLI(R) ve p:{ eL(M) olur.

ispat: 1{0} VT 1{9} c u’den 1{0} c u:v olur. Teorem 7.5’den, V 1,1, € R i¢in,
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() (5) A (ev)(5) =(v o (1) m, < LIR), m, v )

( n, (1, |anLI(R) M- VCH})

=v{n, (1), ()| n>m, eLIR), n,-vep, n,-veu)
v{(n +m)(5)A(n,+m,)(5,)|nm, €LIR), n,-vep,n,-vep |
<v{(m, +n,) (5 -1,)|n,m, e LIR),
(n,+my)-ven -v+n,-vep+pcp)
<v{n(r-r)| neLlR),n-vcp|

~(uv)(5 )
oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Simdi V r,s € R igin,

(p : v)(sr) = \/{ n(sr)| nelLl(R), n-vc u}
>v{n(r)) neLIR), n-vcu}
=(w:v)(r)

olur. Buradan p:v e LI(R) elde edilir.

p:geLI(M) oldugu benzer sekilde gosterebilir.

p,veL(M) ve £ LI(R) olsun. p:&, p ve & ’nin ¢ozen boliim L-alt modiilii; p:v’ye de p

ve v ’nin ¢6zen boliim L-ideali olarak adlandirilir.
Teorem 7.7: pe L™ olsun.

(D) Bger v, e LM, ielise, u: (U, v;) =Ny (1:v;) dir.
(2) Eger ¢, e, ielise, p:(U, ) =Ny (1r:¢;) dur.

Ispat:

(1) Tanim 7.1°den, V i€l igin,
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p: (Uielvi)

Ufn[met®.n(U.v) = u)
~Ufn| mel’.Uu (n-v) <]
cU{n|nel"m-v,cu}

dir. Buradan p: (U, v;) <N, (r:v,) olur. Teorem 7.3°den,
(ﬂiel(H:Vi))'(ujelvj):Ujel((niel(H:Vi))'vj)

Ui ((“:VJ‘)'VJ‘)

ngelM

IN

=p

bulunur. Béylece, (ﬂieI (nov, )) cp:(U,,v;) olur. Buradan da p:(U,_v;)= (ﬂid (n:v, ))
elde edilir.

(2) (1)’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 7.8: N, M’nin bir alt modiilii ve ¢ € L olsun.

(IyUey )1y =lgy Ycy (7.5)
dir.

ispat: Eger rg N:M ise, tM Z N ve yeM vardir dyle ki ry ¢ N *dir. Boylece
[(Iy ey )1y J(r)=v{n(r)] neLIR), n-1, =1y Uc,,}

=v{n(r)aly(y)] neLIR), -1, cly Uey

<v{(Iy vey)(ry)| neLIR), n-1,, c 1, ey, |

=C

olur. Buradan (1, Ucy, ):1,, < 1y, Uc, dir. Eger x ¢ N ise,
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[(IN:M UCR)-IM](X)=V{ (IN ucM)(r)/\lM (z)| reR,zeM, rz=x}
=c
olur. Béylece (1, Ucy) 1y clyuc, ve bdylece 1y, Uc, = (1 Ucy):1,, dir. Buradan

(IyUey )1y =1y Ucy elde edilir.
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8. ASALLANABILIR L-ALTMODULLER

Tammm 8.1: M’nin L-alt modiilii p, eger asagidaki sarti saglarsa asallanabilir olarak

adlandirilir:
-vep LeLllR), veL(M) = {cR(p:ly) yada vep. (8.1)

Teorem 8.2: Varsayalim ki, M=R olsun. Bir L-alt modiiliiniin asallanabilir L-alt modiilii

olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin asallanabilir L-ideali olmasidir.

Ispat: p, M’nin L-alt modiilii olsun. Teorem 7.5’den,
R(u:ly)=R(u:1)
=®(v{n| nellR), n'l, cp})
=R(v{n|nellR). ncp})

=R ().
Tanim 8.1’den istenilen sonug elde edilir.

Bir asallanabilir L-alt modiil M=R oldugunda °R - asallanabilir L-idealdir, ‘R - asallanabilir L-

idealleri i¢in gegerli 6zdeslikler ayn1 zamanda asallanabilir L-idealleri i¢in de saglanir.
Teorem 8.3: pel" olsun. p’niin M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olmasi icin gerek ve
yeter kosul, p, = { x‘ xeM, u(x) =1 } M’nin asallanabilir alt modiilii ve L’nin asal elemant
¢ icin

u=1uvcy (8.2)
olmasidir.

Ispat: p, M’nin asallanabilir L-alt modiilii olsun. Simdi p, M’nin alt modiiliidiir. Boylece
lep(M) ve ‘p(M)‘ >2 olur. x,yeM\u, ve p(x)=c olsun. VreR igin

u(rx)2p(x)=c’den V reR igin (rx) g p dir. Boylece Teorem 5.4’den,

<Xc>:1{e} U(U{(rx)c| reR})gu
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olur. $imdi v=1,, ve (;:I{O}UCR olsun. {eLI(R) ve veL(M) olur. I, -1,=1, ve

10}

Cy -1<X> =Cpy oldugu aciktir. Buradan,

(Lo Uew )-v =1 -1y U -1

bulunur. Fakat p, M’nin asallanabilir L-alt modili ve 1<x> é p  oldugundan,

C=1yUcy R(n:1y) olur. Boylece ¥ r e R\{0} icin,

Q(r)zc

= Ve (H:IM)(I‘H)
= Vaen (V{ n(r“)

:v{iR(n)(r)| neLI(R), n-1, gu}

neLl(R), n-1 gu})

ve ozellikle,

Sv{iR(n)(e)| neLI(R), -1, gu}
=v{n(e)| neLIR),n1y, cp|
=v{n(e)aly(y)| neLIR), n-1, cp}

<v{(n-1y)(y)| neLIR), n-1, cp |
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<n(y)

olur. Benzer sekilde w(y)<p(x)’dir. Buradan p(x)=p(y)=c bulunur. Boylece
‘M(M)‘ =2 ve buradan p=1,Uc, olur. Sonra p,’m M’nin asallanabilir alt modiili

oldugunu gosterelim. re R, x e M ve rx e u, olsun. 1<x> e L(M), 1<r> e LI(R), <r><x> C U, ve
b iy =log Sl S0

olur. Bdylece ya 1<r> c iR( w: IM) ya da 1<x> cu olur. 1<X> cpu oldugu gbéz Oniine alinirsa
(x)cp, ve buradan x e p, ’dir. Eger Ly < R(p:1,) ise Teorem 7.8’den,

Ly € R (1 U ) =15 Uey

elde ederiz. Buradan <r>g‘/u*:M olur ve rmep,:M icin mell vardir oyle ki

r"M c u, ’dir. Buradan p,’mm M’nin asallanabilir alt modiilii oldugu sonucu ¢ikar. Simdi

c’nin L’nin bir asal eleman1 oldugunu gosterelim. Varsayalim ki ¢ L’nin asal eleman1 olmasin.

aftc, bfc ve anb<c olacak sekilde a,b e L vardir. Boylece 1{9} Ub, ¢ p ve

(15 Uay )(1)=a £e =9 (u:1,)(1)

ve buradan 1, Ua, ¢ R(u:1,) olur. Fakat

(10U ) (1) Uba ) =1 1 Ul by U 1 Uy by
<1y Uew

cu

dir. p, M’nin asallanabilir L-alt modiilii oldugundan bu bir ¢eliskidir. Buradan, ¢ L’de bir asal
elemandir.
Bunun tersine, p, M’nin asallanabilir alt modiili ve ¢ L’de asal eleman olmak {iizere

u=1, Ucy oldugunu varsayalim. e LI(R),veL(M) ve {-vcp olsun. Varsayalim ki

vVZu  ve ngiR(u:lM)zlmLJcR olsun. 3reR ve xeM vardr oyle ki
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Q(r)ﬁ(lmUcR)(r) ve v(x)g;u(x)’dir. Boylece re . u,:M ve xgpu, olur. u,’m

M’nin asallanabilir alt modiilii oldugundan r ¢ \/u, :M ve x ¢ p,olur ve rx ¢ n, saglanir ve

bdylece u(rx) =c olur. Buradan

C(r)av(x)<(C-v)(rx)<p(rx)=c

elde edilir. Bu ¢’nin L’de asal eleman olmasiyla gelisir. Boylece ya (< R(p:1,) ya da
v c 1 olur. Buradan da p, M’nin asallanabilir bir L-alt modiiliidiir.

Teorem 8.4: 1 e L(M) olsun. p’niin M’nin asallanabilir | bir L-alt modiilii olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul asagidaki sartlar1 saglamasidir:

(1) p, M’nin asallanabilir bir alt modiilii,

(2) (p:1y)(1), L’de asal bir eleman,

B3 r,-x,cpreR,xeMveabeL=r1 cR(n:l,) yada x, cp.

Ispat: 1, M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olsun Teorem 8.3 ve Teorem 7.8’den p (1) ve
(2) kosulunu saglar ve n=1, Uc,, ’dir. Simdi r,-x, < p olacak sekilde 3reR,xeM ve
a,beL kabul edelim, fakat r, ¢ R(p:1,,)= lm Ucy ve x, ¢ p’dir. O zaman r ¢ \/m
ve x ¢, dir. u,’m M’nin asallanabilir bir alt modiilii oldugundan rx ¢ u, olur. Bunun
sonucu olarak bir taraftan r -x, cp ve rx¢p,’den aAb< u(rx) =c’ye ve diger taraftan
r, ¢ R(p:ly,) ve x, gp’den ax (iR(u 1y ))(r) =c ve b p(x)=c’ye sahibiz. Bu durum
(2) kosuluyla ¢elisir. Buradan p, (3) kosulunu saglamak zorundadir.

p niin (1), (2) ve (3) kosullarmi sagladigim kabul edelim. ¢ =(p:1,,)(1) L’de asal bir eleman

ve a=1 olsun. xeM\p, ve b=p(x) olsun. O zaman 1, -x, =x, < p olur. x, ¢ p oldugu

aciktir. Buradan (3) kosulu geregi 1, < R (u : lM) ve bdylece
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=c
=v{n(1)| neLIR), n-1, cu}
=v{n(1)al,(x)| neLIR), n-1, < p}

<u (X)

=b
olur. Bunun sonucunda p(x)=(u:ly)(1)=c ve p=1, Uc,, 'dir. Buradan Teorem 8.3
geregince L M’nin asallanabilir bir L-alt modiilidiir.
Teorem 8.4’{in (3) kosulu asagidaki sekilde de ifade edilebilir:
(B) C-vep el vel = (cR(p:ly) yadavep
Lemma 8.5: Eger N, M’nin asallanabilir bir alt modiilii ise N : M asallanabilir bir idealdir ve
buradan +/N:M R’nin asallanabilir bir ideali olur.

Ispat: Farzedelim ki N M’nin asallanabilir bir alt modiilii olsun. ste N:M olacak sekilde

s, teR olsun. stM < N olur. Eger t¢ N: M ise s(tx) € N olacak sekilde bir x e M vardir

fakat tx ¢ N ’dir. Bunun sonucu olarak bir mel] vardir dyle ki s™ € N:M *dir. Buradan

N:M asallanabilir bir idealdir ve bdylece vYN:M R’nin asallanabilir bir idealidir sonucu
cikar.

Teorem 8.6: Eger p M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii ise p:1,, de R’nin asallanabilir bir
L-ideali olur ve buradan da R(p:1,;) R’nin asallanabilir bir L-idealidir.

Ispat: Farzedelim ki p M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olsun. Teorem 8.3 geregi, p,
M’nin asallanabilir bir alt modiilii ve ¢ de L’de asal bir eleman olmak lizere p=1, Uc,, olur.

Lemma 8.5’den p, : M asallanabilir bir ideal ve buradan /u, :M de R’nin asallanabilir bir
ideali olur. Boylece u:1y, =1 ,, Uc, R’nin asallanabilir bir L-ideali olur ve buradan
R(p:ly)=1 i Uc, R’nin asallanabilir bir L-idealidir.

Teorem 8.7: ve " ve p M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olsun.

M vecu=piv=1;;
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@) vep=>R(p:v)=R(u:ly)

dir.

Ispat:

(1) Eger vcp ise V nell(R) i¢cin n-vcl, -vcl, -p=p dir. Buradan
pev=U{n|nell®), n-vepf=1,

(2) v p oldugunu kabul edelim. Eger bazi n € LI(R) i¢in n-v < n oluyorsa Tanim 8.1’den
nc ER(u:lM) olur. Bunun sonucunda p:v= U{ n | nell(R), n-vc u} c ﬂf{(u : IM) ayni
zamanda p:ly, cp:v’dir ve boylece R(p:ly)cR(p:v) olur ve buradan da
R(p:v)= ‘R(‘R(M:IM )) =R(p:v) elde edilir.

Teorem 8.8: peL(M), { € LI(R) ve p M’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olsun.

M CgR(u:ly)=n:C=p;

@ Cepily, =p:g=l,

dir.

Ispat:

(1) £z R(p:1ly) oldugunu kabul edelim. Eger bazi veL(M) i¢in {-vcp oluyorsa o

zaman Tanim 8.1°den v < p olur. Béylece Teorem 7.5’den,

nig=U{v|velIR), C-vopjcn

dir. {-pc 1, -p=p oldugu agiktir ve boylece pc p: ¢ olur ve buradanda p:C=p.

(2) Varsayallm ki {cp:l,, olsun. Teorem 7.3’den C-1,, = (u iy ) 1y € p olur. Bunun
sonucunda V ve L(M) i¢in {-vc (-1, c p’dir. Buradan da p: € =1,, elde edilir.

Teorem 8.9: N bir R-modiil ve fde f: M — N olmak iizere bir epimorfizma olsun.
(1) Eger p bir M’nin asallanabilir L-alt modiilii ve f-invaryant dyle ki V x,yeM ig¢in

f(x)=f(y)=pn(x)=p(y) ise f(p) N’nin asallanabilir bir L-alt modiiliidiir.

(2) Eger v N’nin asallanabilir bir L-alt modiilii ise f™'(v) de M’nin asallanabilir bir L-alt

modiludir.
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Ispat:
(1) Varsayalim ki, pu bir M’nin asallanabilir L-alt modiilii ve f-invaryant olsun. Teorem 8.3
geregi W, M’nin asallanabilir bir alt modiili ve ¢ L’de asal bir eleman

oldugundanp =1 Uc,, dir.

f(l’l) = 1f(ug) UCN

oldugu kolaylikla gosterilir. Biz simdi f ( u*) ’in N’nin asallanabilir bir alt modiilii oldugunu
gosterelim. Baz1 x eM igin x eM ve ry=rf(x)ef(p,) olsun. f(rx)=rf(x)ef(u,) dr.
p f-invaryant oldugundan rx € p, ’dir. Ayn1 zamanda p, M’nin asallanabilir bir alt modiili
oldugundan ya xepn, ya da Imell vardr o6yle ki r" ep,:M’dir. Buradan
y=f(x)ef(p,) ya da Imel igin r"N=r"f(M)= f(rmM) ef(p,)’ dir. Bunun
sonucunda f(p,) N’nin asallanabilir bir alt modiilii olur. Buradan Teorem 8.3 geregi f(p)
N’nin asallanabilir bir L-alt modiiliidiir.

(2) Varsayalim ki v N’nin asallanabilir bir L-alt modiilii olsun. Teorem 8.3’den v, M’nin

asallanabilir bir alt modiilii ve ¢ L’de asal bir eleman oldugundan v =1, Ucy olur.

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Biz simdi f~' (v* ) ’in M’nin asallanabilir bir alt modiilii
oldugunu gosterelim. reR, xeM ve rxef™(v,) olsun. rf(x)=f(rx)ev,dir. v, N’nin
asallanabilir bir alt modiilii oldugundan ya f (x)ev* ya da 3mell i¢in r"Ncv, dir.
Buradan xef™(v,) ya da 3mel igin r"N=r"f(M)= f(rmM) c v, dir ve boylece
"M c 7' (v,) olur. Boylelikle f'(v,) M’nin asallanabilir bir alt modiilii olur. Buradan da

Teorem 8.3 geregi £~ (v) M’nin asallanabilir bir L-alt modiiliidiir.
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9. SONUCLAR

Bu tezimizde klasik cebirde Onemli bir yere sahip modiil teorisinin bulanik degismeli
cebirdeki karsiliginin ne oldugunu gosterdik. Modiiller i¢in bulanik alanda arastirma yapmak

isteyenler i¢in yardimci kaynak teskil edecek niteliktedir.
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