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OzET

AG CEBIRSEL KODLARI VE UYGULAMALARI

Aysegiil Bayram

Matematik Mihendisligi Anabilim Dah

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. irfan SIAP

Bilgi ¢aginda yasadigimiz bu gilinlerde bilginin depolanmasi ve transferi sirasinda
meydana gelebilecek bilgi kayiplarini korumak ya da yanlis iletilmesini diizeltmek igin
kodlama kullanilmaktadir. Bilgi paylasiminin yapildigi araglarin basinda bilgisayarlar ve
donatilari gelmektedir. Bilgisayar araciligi ile bilgi paylasimi yapabilmek icin bilgisayar
agina sahip olmak gerekir. Bilginin paylasimi kurulan aglarda kodlama ile
gerceklestirilir.

Bu tezde oncelikli olarak ag baglantisi ve ag baglanti kodlamasinin tanimi ve tarihi
hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra ag baglantilari, cizge teorisi ve ag baglanti
kodlamasi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ag baglanti kodlamasinin nasil
gerceklestigini anlayabilmek icin ag baglanti kodlamasinin nasil gerceklestigi ile ilgili
ifadelere ve orneklere yer verilmistir. Ozellikle lineer ag baglanti kodlari ve déniisim
matrisleri tanitilmistir. Hangi sartlar altinda ag kodlama isleminin gerceklesecegi ve
istenilen baglantilarin saglanacagi belirtilmistir. Ayrica ag baglanti kodlarinda hata
tespit etme ve dizeltme ile ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilmistir. Son olarak
sonug ve oneriler kismi olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Ag baglantisi, ag baglanti kodlamasi, graf teorisi, lineer kodlar, hata
dizelteme, hata belirleme.
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ABSTRACT

NETWORK ALGEBRAIC CODES AND APPLICATIONS

Aysegll BAYRAM

Department of Mathematics Engineering

MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. irfan SIAP

Nowadays, it is an important issue to store or transmit information from one point to
another without any loss or error. Therefore, some efficient coding algorithms have
been used to reduce the error or loss. Primarily, information can be shared by
computers and there must be a computer network. In these networks, information is
shared by using some different coding algorithms.

In the first part of this thesis, an introduction will be given about the definition and
history of the network connection and its coding algorithm which is studied in this
work. Then, some basic definitions and theorems which are related to networks, graph
theory and network coding are explained. To understand how network coding is
implemented, some explanations and examples are used. Especially, linear network
codes and transformation matrices are introduced. It is specified under which
conditions network coding processing and connections which is determined, is
occured. In addition, there are also some basic definitions and theorems about error
detection and correction in network connection coding algorithms.

Consequently, there are some results and suggestions about network coding.

Key words: Network, network coding, graph theory, lineer codes, error correction,
error detection.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1969 yilinda Amerika’ da ARPANET adinda ilk bilgisayar ag hazirlanmigtir. Ag
baglantilarinda veriler, sayisal verilerin kodlanmis bilgi veya verinin sistemler arasinda
aktarilmasini kapsar. Veri haberlesme yolu lizerinden yonlendirilmeli cihazlar arasinda
elektrik isaretleri ya da bit katarlari ile aktarilir. Verinin bu sayisal tanimlamalan

sirasinda pek cok protokol imzalanmistir.

Ag baglanti kodlamasi ilk olarak 1999’ da R.W Yueng ve N.Cai tarafindan “Distributed
Source Coding For Satellite Communication” [1] adli makalede tanitilmis daha sonra da
2000 de Ahlswedw. Cai, Li ve Yueng tarafindan “ Network Information Flow” [2] de
detayh olarak tanimlanmistir. Ag baglanti kodlamasindaki pek c¢ok c¢alisma, ag
baglantisindaki 6zel durumlar igin gergeklestirilmistir: Rastgele lineer ag baglanti
kodlari; T. Ho, R. Koetter, M. Medard, D. R. Karger ve M. Effros tarafindan “The
Benefits Of Coding Over Routing in Randomized Setting” [3] adli makalede rastgele
kodlama metotlari ile her diigiimde giincellenen kaynak islemlerinin katsayilarini bir

vektor olarak tanimlamiglardir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez kodlama teorisi alaninda calisan veya yeni calismaya baslayan herkesin
yararlanabilmesi amaciyla hazirlanmistir. Bu ¢alismada graf (cizge) teorisi ve lineer

kodlar anlasilir sekilde anlatilmis ve ¢ok sayida ornek verilmis. Ayrica son zamanlarda



Uzerinde durulan ag baglanti kodlarina dikkat ¢ekmek ve bu konu ile ilgilenenlerin tek

kaynakta gerekli tim temel bilgileri bulabilmeleri amaglanmstir.

1.3 Hipotez

Ag baglanti kodlari, insa sekilleri ve ag baglantisinda bilgi iletiminin nasil oldugu
incelenmistir. Ag baglanti kodlarina cebirsel bir yaklasimda bulunulmustur. Ayrica ag
baglanti kodlama probleminin ¢6zimu igin sonlu cisimler Ulzerinde gerekli sartlar

verilmis ve 6rnekler ile ¢gdziime sahip olmayan ag baglantilari verilmistir.

Ag baglantilarinda meydana gelebilecek hata ve veri kayiplarina karsi hata belirleme ve

hata diizeltme igin gerekli tanim ve teoremler ifade edilmistir.



BOLUM 2

GRAF KAVRAMI ve LINEER KODLAR

Bu alt bolimde, ag baglantilarinin geometrik yapisini temsil eden ve 6nemli rol
oynayan gizge (graf) kavramina ilaveten kodlama teorisinin 6nemli bir ailesi olan lineer
kodlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. Buradaki temel kavramlar ve
sonuclar icin ana kaynak olarak Graphs An Introductory Approach, 1990 [4], Coding
Theory First Course 2004 [5] ve Network Coding Theory [6] kitabi kullaniimistir.

2.1 Graf Kavrami (Cizge Teorisi)

Tanim 2.1 Graf; digim diye adlandirilan noktalarin ve noktalar arasindaki ayrit diye
adlandirilan c¢izgilerden olusan koleksiyona denir. Daha belirgin tanimi; J nin
elemanlari diigiim ve E nin elemanlari ayrit olarak adlandirilmak Gzere graf; V' digim

kiimesi ve V'’ nin iki elemanli alt kiimelerinden olusan E kimesinden olusur.

G =(V,E) ile gosterilir.

Ornek 2.1

Sekil 2. 1 Graf



Yukarida sekilde gosterilen digim ve ayritlarin kimelerini kontrol edersek

V ={a,b,c,d,e, f,g} ve E={ab,ac,bc,bd,bg,cd,ce,de,df ,dg,ef ,eg, fg} olur.

Ornek 2.2

Sekil 2. 2 Basit graf
Yukaridaki sekilde diigiim ve ayritlarin kiimesini kontrol edersek;
V ={a,b,c,d} ve E ={ab,bc,bd} oldugu gorulir.
Tanim 2.2 G:(V,E) grafinda bir digimden kendisine bir ayrit ciziliyor ise buna

dongi denir. Dongli icermeyen graflara basit graf denir.

Ornek 2.3

Sekil 2. 3 Devirli graf

Yukaridaki sekildeki grafta digumlerin kiimesi V ={1,2,3,4} ve ayritlarin kimesi
E =1{12,13,24,34,44} dir. 44 € E oldugu icin bu graf bir dongu igerir.

Tanim 2.3 Bir graftaki tim diagimler en az bir ayrit ile birbirine bagli ise bu grafa bagl

graf, en az bir digiim digerleri ile bagli degil ise bu grafa baglantisiz graf denir.



Ornek 2.4

a b a bO
C C
g —O 4

(a) (b)

Sekil 2. 4 (a) bagh graf, (b) baglantisiz graf
Tanm 2.4 G = (V,E) bir graf olmak lzere tim digiumleri V'’ ye ve tim ayritlarn £’ ye

ait olan graflara G’ nin alt grafi denir.

Ornek 2.5
b d
b O d
a C
a O c

(a) (b)
Sekil 2. 5 (a) Graf, (b) Alt graf

(@) da G=(V,E) grafin da digim kiimesi V={a,b,c,d} ve aynt kimesi
E = {ab,ac,ad,bc,bd} olmak uzere (b) de G'=(V',E') alt grafinin digim kimesi
V'={a,b,c,d} ve ayrit kiimesi E = {ab,bd} dir.

Tanim 2.5 G dongisiliz bir graf ve v, G de bir digim olsun. v ile iliskilendirilen

ayritlarin sayisina v’ nin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir.

Tanim 2.6 G grafinda k& uzunlugundaki bir ylriyis diye k& tane ayritin bir dizisine

denir. G grafindaki bir yirlyls wvwx...yzu formundaysa yani baslangic ve bitis

diugimi ayni ise bu ylrtylse kapali yurayis denir.



Ornek 2.6

Sekil 2. 6 Yol

uv,yw,wx, xy, yz formundaki ayritlar icin u’ dan v’ ye bir yol uvwxyz bigiminde
gosterilir.

Tanim 2.7 Bir yurlyUsteki tim ayritlar (digumlerin olmasi gerekli degil ) farkh ise bu
yuriylse iz denir. Ayrica tim digimler de farkl ise iz’ e yol denir. Eger kapali bir

ylrlyusteki ayritlar farkh ise kapali bir iz, digtmlerde farkli ise bir devir olur.

Ornek 2.7

Sekil 2. 7 Kapali yol
Tanim 2.8 G, = (V|, E)) grafindan G, = (V,,E,) grafinaizomorfizma V,’ den V,’ ye bire
bir f fonksiyondur dyle ki E, deki her bir {a,b} ayntiicin {f(a), f(b)} de E,’ nin bir
ayritidir. izomorfik graflarin ayrit ve diigiim sayilari esittir. Ayrica birbirine karsilik gelen

dugiimlerin dereceleri esittir.
Teorem 2. 1 izomorfizma bagintisi bir denklik bagintisidir.

Tanim 2.9 Bir graf kenarlari birbirini kesmeyecek sekilde cizilebiliyorsa bu grafa

dizlemsel graf denir.

Tanim 2.10 Devir icermeyen baglantili graflara aga¢ denir.

6



Teorem 2.2 n dUgumli bir agacin n—1 ayriti vardir.

Ispat: ispati n Uzerinden tiimevarim ile yapalim. n=1 icin agacin herhangi bir ayriti
yoktur. n=2 igin agacin bir ayriti vardir. n =k igin hipotez dogru olsun. n=k+1 igin

G de x ve y dugumler ve {x,y} ayrit olsun. Eger {x,y} ayritini silersek G grafi iki
farkli bagh G, ve G, grafina ayiririz. Béylece G, ve G, graflar ¢evirim icermeyen bagl
iki agac¢ olur ve sirasi ile dugiim sayilar k, ve k,, k dan kiglktir. Kabulden G,’ in
k-1 ve G,” nin k,—1 aynti vardir. Sonu¢ olarak G’ nin ayrt sayisi

k,=1+k,-1+1=k +k,-1=k+1-1=k olur.

Tanim 2.11 G bir dizlemsel graf olsun. G’ nin ayritlari ile sinirlandiriimis bolgelere

ylz denir. Her yliz en az 3 ayrita sahiptir.

Teorem 2.3 (Euler Formiilii) Diizleme cizilmis bir G grafi icin; v diglimlerin sayisi, e

ayritlarin sayisi ve £’ de yizlerin sayisi olmak lizere diizlemsel graf icin
v—e+ f =2 dir.

Ispat: ispati e icin tiimevarimla yapalim. Kabul edelim ki e=0 olsun. Béylece sadece

bir tane digim ve sadece bir tane yiiz vardir. Buradan v—e+ f =1-0+1=2 elde
edilir. e=1 ise iki olasilik vardirya v=1e=1, f =2 yada v=2,e=1, f =1 dir. Her iki
durumda da v—e+ f =2 dir. Simdi teoremin n ayrittan daha az graflar i¢in dogru
oldugunu kabul edelim. Eger G bir agag ise digim sayisi v=e+1 ve f =1 dir. O
halde v—e+ f=e+1—e+1=2 elde edilir. E§er G bir aga¢ degil ise G de en azindan

bir devir vardir. G ’de ki herhangi bir devri secelim ve bir ayritini silelim. Olusan yeni

grafin n—1 tane ayriti vardir. Kabulden teorem saglanir. Ayrica f —1 ylzu vardir.
Boylece v—(e—-1)+(f +1)=v—e+1=2 dir.

Teorem 2.4 ¢ ayritlarin ve v digumlerin sayisini gostermek Ulizere 3 veya daha fazla

digiimi olan bagli diizlemsel graf icin
e<3v—06 dir.
ispat: Kabul edelim ki G en fazla e ayrita sahip ve f tane yiizii olsun. f yiiziini

sinirlayan ayritlar e olmak Gzere (e, /) ikililerini dugtinelim. Her bir e ayriti i¢in e’ nin

sinirladig yiiz vardir ve bu yiiz ayrit ikililerinin toplam sayisi 2e’ den daha azdir. Ote
7



yandan G basit graf oldugu icin her yiz en fazla 3 ayrit ile sinirlandirilir. Boylece yiiz

ayrit ciftlerinin toplam sayisi en az 3/’ ye esit ya da 3/’ den fazladir. Dolayisiyla
3f<2e olur. Ote yandan f=2+e—v dir. Buradan 3f <2e, 6+3e—-3v<2e ve
e<3v—-6 olur.

Tanim 2.12 G=(V,E) grafiicin eger V'’ nin diglimleri u ve v ise uv ye u’ dan v’ ye
yonlendirilmis ayrit denir. G:(V,E) grafi digimler ve yonlendirilmis ayritlardan
olusuyor ise yonla graf denir.

Ornek 2.8

Sekil 2. 8 Yonlendirilmig graf
G=(V,E) olmak uzere V ={u,v,w,z} ve E ={uz,vz,wz,zz} dir.

Tanim 2.13 G, ve G, iki farkl yonlendirilmis graf olsun. Eger G,” in ayritlari ve G,’ nin

ayritlari arasinda birebir esleme var yani; herhangi bir diigiime giren ayritlar ile diger

graftaki uygun digimlere giren ayritlar arasinda birebir bir egsleme var ise G, ve G,’ ye

izomorf yonlendirilmis graflar denir.



Ornek 2.9

Sekil 2. 9 Yonlendirilmis izomorf graflar
G u % w z
G, 2 3 4 1

Tanim 2.14 G grafi bagli bir graf olsun. Eger bir e ayritinin G grafindan atilmasi ile

vwz w

u
G, 2341 44

graf baglantisiz oluyor ise e ayritina kdpri denir.

Ornek 2.10

Sekil 2. 10 Graftaki kopri

G=(,E) grafinda ¥V ={1,2,3,4,5,6,7} ve E ={13,14,21,23,24,34,35,56,57,67}
olmak lzere e =35 ayritinin silinmesi ile graf iki farkli grafa ayrilir. O halde e ayritina
kopri denir.

Tanim 2.15 u ve v bir G grafinin diglimleri olsun. Eger u ve v dUglimleri bir e ayriti
ile birbirlerine baglanmis ise u ve v ye bitisiktirler denir. Eger e ayriti, u’ dan v dogru

yonlendirilmisse e’ ye u’dan v’ ye bitisiktir denir.



Ornek 2.11

u e \%

O——0O

Sekil 2. 11 e, u’ dan v’ ye bitisik
Tanim 2.16 G yonlendirilmis, cevrimsiz n digimla grafve 1,2,...,n; G’ nin digtmleri
olsun. Bir M, nxn boyutlu matrisinin 7. satin ve j. sttunu i digiminden j
diglimine olan ayritlarin kiimesinin eleman sayisini gosteriyor olsun. M , matrisine G

grafinin bitisiklik matrisi denir.

Ornek 2.12

Sekil 2. 12 Bitisiklik matrisi verilen graf

Yukaridaki grafin bitisiklik matrisi; M = dir.

o o o o
- o o o
—_ O =
= e

Tanim 2.17 G yonlendirilmis, dongisiz » dugimlu graf, 1,2,...,n; G’ nin digtmleri
ve a,,a,,...,a,, G’ nin ayritlari olmak lzere; nxm boyutlu /(G) matrisi su sekilde

tanimlasin.

I, j,idiigiimiine giriyor ise
1G,j)=1 -1, j,idiigimiinden ¢ikiyor ise
07 dl'gvel’

1(G) matrisine G grafinin gakisim matrisi denir.

10



Ornek 2.13

Sekil 2. 13 Cakisim matrisi verilen graf

G grafi yukaridaki sekildeki gibi verilsin. G’ nin gakisim matrisi / olmak lzere;

-1 -1 0 0 0
0 0 0 -1 1
= dir.
1 -1 1 0 1
| 0 1 0o -1 -1

Tanim 2.18 G =(V,E) bir graf olsun. G =(V,E) grafindaki ayritlara bir pozitif tam
sayl degeri atanarak olusturulan grafa agirlikli graf denir. Ayritlara atanan sayilar
ayritlarin tagidiklari yiklerin agirliklari olarak distinilebilir.

Tanim 2.19 G = (V,E) bir graf olsun. § ve R, E ayrit kimesinin iki alt kimesi olsun.

R’ den S’ iayiran kesim (cut); R’ den S’ yiayiran ayritlarin kiimesidir. Baska bir ifade

ile; R ve S arasindaki kesim (cut);

E.={ecE:ecout(i)nint(j);ieS,j¢ R} kimesidir. Burada out(i) ile i
digiminden g¢ikan ayritlarin kiimesi ve int(;) ile j digimune giren ayritlarin kiimesi

gosterilir.

Tanim 2.20 G = (V,E) bir agirlikh graf olsun. S ve R, E ayrit kiimesinin iki alt kimesi
olsun. R’ den S’ yi ayiran kesimin agirligi kesimdeki ayritlarin agirliklari toplamina

esittir.

Bir G=(V,FE) grafiigin kesim tek degildir pek ¢ok kesim olabilir.
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Tanim 2.21 G = (V,E) bir agirlikh graf olsun. S ve R, E ayrit kiimesinin iki alt kimesi

olsun. R’ den S’ yi ayiran kesimin minimum agirligina grafin mincut’ 1 denir ve

min cut(G) ile gosterilir.

Ornek 2.14

Sekil 2. 14 Mincut’ 1 hesaplanan graf

Yukaridaki graf icin a ve A dugumlerini ayiran kesimler icinde minimum agirhik 30 dur.

Dolayisiyla min cut(G) =30 olur.

2.2 Lineer Kodlar

Tanim 2.22 F, ={0,1,...,q—1} g elemanli sonlu bir cisim olsun. F, Uzerinde uzunlugu

’

n, eleman sayisit M olan bir C kodu, Fq" uzayinin bir alt kiimesidir. Kodun herhangi

bir elemanina kod s6z denir. Boyle bir kod (n,M)q — kod seklinde gosterilir.

Tanim 2.23 (Lineer Kod) F, Uzerinde uzunlugu n, boyutu & olan bir C lineer kodu,
F;’ uzayinin bir alt uzayidir. Boyle bir kod [n,k]q —kod seklinde gosterilir. Ozel olarak,
g =2 icin, F, lzerinde bir koda ikili kod, g =3 icin, F, uzerinde bir koda Ug¢li kod

denir.

Ornek 2.15 ¢ =2 igin C ={0000,0001,0010,0011} = F;" kodu bir ikili lineer koddur.

Ornek 2.16 ¢ =3 icin C={000,110,011,220,022,201,212,121,102,}  F’ kodu bir tiglii

lineer koddur.
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Tanm2.24 C, F, Uzerinde bir lineer kod olsun.
eC’ nindual kodu C*; C* = {x eF':(x,c)=0,Vce C} seklinde tanimlanir.
e C kodunun boyutu, C nin vektdr uzayi olarak boyutudur, boy(C) ile gosterilir.

Teorem 2.5 C, F, uzerinde n uzunlugunda boyutu & olan bir lineer kod olsun.

(i) [cl=g"™" (M =4"),

(if) C* bir lineer koddur ve boy(C)+b0y(CL)=n,

(iii) (c*) =c.

ispat:(i) C kodunun, vektér uzay olarak bir bazi {c,c,,...,c,} olsun. O halde,

C={Alc1+/12c2+...+/1kck:ﬂq,lz,...,ﬂkqu} yazilir. ‘Fq‘=q oldugundan her bir A,

icin g secenek vardir. O halde C’ nin ¢* elemani vardir.
(if) C* = {x eF':(x,c)=0,Vce C} , F" vektor uzayinin bir alt uzayidir:

1) x,y€C* olsun. Yani, (x,c)=0, VceC ve (y,c)=0, VceC.

VeeC; (x+y,c)=(x,c)+(y,c)=0, VeeC=>x+yeC".

2) xeC* olsun. Yani, (x,c>:0, VeeC.

VeeC, aeF,; (ax,c)=a(x,c)=0=axeC".

1) ve 2) den C*, F" vektdr uzayinin bir alt uzayidir, yani bir lineer koddur.

boy(C)+b0y(Cl):n; C={0} ise F deki tim vektorler C~ ye diktir. Dolayisiyla
F'=C". boy(C)=k=1 olsun. C- nin bir baz {¢,c,...,c,} olsun.

xeC o (c,x)=(c,,x)=...=(¢,,x)=0. Yani, {¢,c,,...,c,} bazinin elemanlarini
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satir kabul eden matris A4 olsun. A=| ’ |= 4Ax" =0. Burada k lineer bagimsiz
C
denklem ve n bilinmeyen var. Boyle bir sistemin n—k tane ¢d6zimu vardir. Dolayisiyla

C* uzayinin boyutu n—k dir.

(iii) ¢ eC olsun. Budurumda (c,d)=cd =0, Vd e C* :><d,c>:a’.c:O:ce(Ci)L

Ote yandan C bir [n,k]—kod oldugundan C* [n,n—k]—koddur.

(c)]=a=lc]

Buradan, (Cl )L =C elde edilir.

Ornek 217 C= {000000,00000 1,000010,000011,000100,000101,000110,00011 1}

kodu igin M =8=2" =k =3 tiir.
Cc* ={xe Fy:(x,c)=0,Yce C} s x=(X,X,,%;,X,, X5, % ) € C:

(x,000000) = 0,(x,000001) = 0,(x,000010) = 0,(x,000011) = 0,(x,000100) = 0,
(x,000101) = 0,(x,000110) = 0,(x,000111) = 0.

xs=0, x,=0, x;+x,=0, x,=0, x, +x,=0, x, +x, =0, x, +x, +x, =0.

C* ={(r,5,0,0,0,0):r,5,t € F,} =

C'= {000000,100000, 010000,110000,001000,101000,011000,11 1000} .

2.2.1 Self Dual ve Self Ortogonal (Kendine Dual ve Kendine Dik) Kodlar

Tanim 2.25 C, F, uzerinde bir lineer kod olsun. Eger CcC* ise C’ ye kendine

ortogonal (dik) kod, eger C = C* ise C’ ye kendine dual kod denir.

e Kendine dual bir kodun uzunlugu gifttir ve & =g dir.

-c:ci:skzn—kzszk:n:k:go|ur.
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o (C, F;" uzerinde bir [n,k]q —kod olsun. C nin kendine dual olmasi igin gerek

ve vyeter sart C’ nin kendine dik ve k:g olmasidir.C c C*, k:%,

|c|=\ci\:>czc%

2.2.2 Ureteg ve Kontrol Matrisleri
Tanim 2.26 (Urete¢ Matris) Bir C [n,k]q—kodu, F! uzayinin bir alt uzayidir.

Dolayisiyla bir bazi vardir. C nin bir baz {cl,cz,...,ck} olsun. Bazdaki vektorleri satir

kabul eden G matrisine, C kodunun Urete¢ matrisi denir.

C deki her kods6z G ' nin satirlarinin bir £ lineer kombinezonu olarak yazilabilir.

e 1 0 01
Ornek 2.18 G =
01 11

] matrisinin F, (zerinde drettigi C kodu 2°=4
2x4

elemanhdir. C bir [4,2] —koddur.
C={ac, +fc, a. f  F,} ={0000,1001,0111,1110}

1 01 21

Ornek 2.19 G=
11 0 2 0

j matrisinin F, Uzerinde drettigi C kodu 3°=9
2x5

elemanlidir. C bir [5,2]3 —koddur.
C={ (10121)+,(11020): @, ct, € F} } .
C = {00000,10121.01020,11111,20212,02010,22222,12101,21202} olur.

oBir C lineer kodunun kendine ortogonal oldugunu ispat etmek igin, C’ nin Ureteg
matrisindeki satirlarin ikiserli dik oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten; C den
¢,d keyfi kodsézlerini alalim. Bu durumda; ¢,c,,...,c,, G Urete¢ matrisinin satirlari

olmak Gzere,
15



c=a +a,c,+...+ae,, d=pec + Be,+...+ B¢, seklinde yazilir. Buradan,

(c,d>=Za,ﬂj <ci’cj>' Eger her bir <cl.,cj>:O ise 0 zaman (c,d)=0 dr.
L]

Ornek 2.20 Varsa uzunlugu 4 olan kendine dual bir kod insa ediniz.

0 1 1

ozim: G =
¢ [1 00

0
lj matrisi ile elde edilen C ={0000,0110,1001,1111}

kodu 4 uzunlugunda kendine dual bir koddur.

eHerhangi n € N igin 2n uzunlugunda kendine dual bir ikili kod vardir.
G=(I,1,) ureteg matrisine sahip bir kod [2n,1], —koddur. (e, | e)(ej |ej) =0,i # J,
i=j= (e |e)(ej\ej)=ei.ej+e,..ej =1+1=0.
C ayni zamanda self dualdir.

e Yukaridaki durum ¢ # 2 icin dogru degildir.
Ornek 2.21 F, {zerinde uzunlugu 2 olan kendine dual bir kod var midir?
Cozim: MUmkiin olan tim Urete¢ matrisleri:
[10], [11], [12] dir. (1,0).(1,0)=1=0,(1,1).(1,1)=2=0,(1,2).(1,2) =2 # 0. Dolayisiyla
F, uzerinde kendine dual olan 2 uzunlugunda kod yoktur. Ancak F; lGzerinde 6rnegin

[12]" nin trettigi kod kendine dualdir.

Ornek 2.22 ¢=3 icin S={12101,20110,01122,11010} ve <S>=C ise C kodunu

yaziniz.

Cozum: S:{12101,20110,01122911010}’ nin elemanlarini satir kabul eden G

matrisini yazalim.

1
1
1

Q

Il
_— O N =
—_— O N
—_— N = O
[\ R

0 0

C = {00000,12100,01120,00001,21200,02210,00002,10220,12101,
01121,20110,21202,02212,10221,20112,11010,12102, 22020,
21201,01122,02211,01121,20112,20111,11012,22021,10222,}
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bir [5,3], — koddur.

Tanim 2.27 (Parite Kontrol Matrisi) Bir C lineer kodunun parite kontrol matrisi

dualinin Ureteg¢ matrisidir.

Cz{xqu":erzo}.

I 011
Ornek 2.23 H=|0 1 0 1 matrisinin parite kontrol matrisi oldugu ikili C
0 0 11

3x4

kodunu bulalim.

C= (xl,xz,x3,x4)eF24:H =

S O O

X +x,+x,=0
x,+x,=0,x=0,x,=x,=r, x,=—1r= C:{(Orrr):rer}:{0000,1111}.

x+x,=0
Tanim 2.28 C iy lrete¢ matrisi G=[/,| 4], olan bir [n.k], —kod olsun. Bu
durumda G nin standart formda oldugu sdylenir. Burada, /,, kxk boyutunda birim
matris; A ise kx(n—k) boyutlu bir matristir.
Teorem 2.6 Bir C [n,k]q—kodunun Urete¢ matrisi standart formda verilmisse

H :[—AT |[k] matrisi, C icin bir kontrol matrisidir.

Ornek 2.24 Bir C [4,2], —kodu

1022
o1 2 1

} Uretec matris ile verilsin.

Bu durumda C kodunun farkli bir Girete¢ matrisini H kontrol matrisi ile belirleyiniz.

Cozim:

1 0 2 2 . (2 2 (11 1 110
G= —> A = —> -4 = —>H = dir. Buradan
01 2 1 2 1 1 2 1 2 0 1



X, + X, + X, =0
C:{(x17x23x37x4)€F34 - Hx” :O} =
X +2x,+x,=0

=X, =F, X, =8, X,=r+S, X, =r—=s.

, (12 01 o
:>C:{(,f+s,r+2sjr,s);rjse}?3}_ G = 0 matrisi C igin baska bir Greteg

1 11
matristir.
21 1 0 0 2
" 001212 o
Ornek 2.25 G = matrisini standart hale getirip Uclld bir C kodu
200 210
1 01 0 0 2
icin kontrol matrisi bulalim.
Cozim:
21100 2y(1 1 12121 00120
1 001 2 0
0 01 21 2 001 212 001 21 2
G= - - - 1121 2
2 0 0 210 20021011121 2
0 01 21 2
1 01 0 0 2 001 212 001 21 2
1y, (1) 11y, (1) le’ﬂ[%} iy, (2). 1155 (2)
1 001 20 120 2 11 211100
101 021 0|=4={210|=-A"=|122|=H=[{122010
001 21 2 12 00 2 002001
1 001101
Ornek2.26 H={0 1 0 1 0 1 1 kontrol matrisi ile verilen ikili kodu bulunuz.
001 0111

3x7
Coziim: C bir [7,4]2—koddur. C={XEF27 : Hx" :0}, x:(xl,xz,x3,x4,x5,x6)eC
X +x,+x;+x,=0
X, +x,+x,+x,=0rx,=a,x;,=b,x, =s,x, =r,x, =a+b+r,x,=a+s+r,x;=r+s+b
X, +x,+x,+x,=0

C:{(a+b+r,a+S+r,r+s+b,a,b,s,r):a,b,s,rer}.

a(1101000)+5(1010100)+5(0110010)+(1110001)
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1 101 0 00
1 01 01 0O
G= matrisi C igin bir Urete¢ matrisidir. C ikili Hamming
01 1.0 010
1 11 0 0 0 1

koddur: [7,4,3],.

Tanim 2.29 (Tekrarli Kod) »n uzunlugunda tekrarli ikili kod bir [n,l]z—koddur:

{00...0,11....1}.
1 0 ... 0
10 1 0 .
G=|1 L.1| =H=|, : = C={(xx,,.x, ) B =0} =
Ul 4 Ixn ’ ’
1 00 ... 1
x+x,=0
.xl+x3:0 Cz{(rr...r):rer}
x+x,=0

2.2.3 Hamming Uzaklik- Hamming Agirlik

Tamim 2.30 (Hamming Uzaklik) x =(x,,x,,....x, ),y =(¥,»,,....,) € F, igin x ile y
arasindaki Hamming uzakik d,, (x,y)=d, (x,»)+d, (%, ,)+...+d, (x,,»,) dir.

Burada,

1 . ,
d, (xi,y,.):{o’ Z;:); bigiminde tanimlanir. Yani; d,, (x,y):‘{i:xl. ¢yl.}‘ dir.

Ornek 2.27 F, izerinde x=(10011111), y=(10110001)= d,, (x,y)=4.
F, iizerinde x =(00222101), y=(11212210)=d,, (x,7)=6.

Teorem 2.7 d,,, F." iizerinde bir metriktir. Yani Vx,y,z € F/":

(1) d, (x.x)=0,

(it) dy(x,y)>0 ve d, (x,y)=0=x=y,
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(iii) d, (x,y) =d, (y,x),
(v) dy(x.2)<dy, (x,y)+d, (.2).
Tanim 2.31 F, lzerinde n uzunlugunda bir C kodunun minimum uzaklgi,

di (C)= min{dH (x,y):x#y,x,pye C} seklinde tanimlanir. Minimum uzakhg d olan

bir [n,k]q —kod, [n,k,d]q —kod ile gosterilir.

Tanim 2.32 (Hamming Agirhig1) Bir x e F vektoriinin Hamming agirhigi, w,, (x), x’in

sifirdan farkl koordinatlarinin sayisidir. Yani, w, (x)=d,, (x,0) dur.
Ornek 2.28 F, iizerinde x=(10011101) = w,, (x)=5.

F, tzerinde x =(10221101) = w, (x) =6.

Teorem 2.8 x,y € F" icin d,, (x,y)=w, (x—y) dir.

ispat: x,y € F" olsun.d, (x,y)=d, (x.01)+d, (x,3,)+...+dy (x,,,)

=d, (xl—y1,0)+dH (xz—y2,0)+...+dH (xn—yn,O)
=w, (xl—yl)+wH (xz—y2)+...+wH (xn—yn)

=Wy (x_J’)
Teorem 2.9 Eger C | F, Uzerinde bir lineer kodsa d,, (C)=w,n (C).
ispat:

d._. (C)=min{dH (x,y):x,yeC,x;ty}
=min{wH (x—y):x,yeC,x;ty}
=min{w (c):ceC,c;tO}

H
=W (C)

Teorem 2.10 x,y € F,' olsun. Bu durumda,
wy (x+y)=wH (x)+wH (y)—2wH (x*y),

x*y: bilesensel (componentwise) carpim.
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Ornek 2.29 xz(lllOlOll),y:(10100010):x*yz(lOlOOOlO)
x*x=x, x*y=ypy*x, x*1l=x, x*0=0.

Teorem 2.11 Eger C kendine dik ikili bir kodsa C deki her kods6z cift agirliklidir ve
(11...1) C*+inigindedir.

ispat: w, (x)=(x,x)=xx (mod2). C kendine dik oldugundan,

wy (x)=(x,x)=xx=0 (mod2) Bdylelikle her kodsdz cift agirlikiidir. Her kods®z cift

agirlikli oldugundan, Vee C, Lc=w, (c)=0(mod2). Dolayisiyla 1 C*.
Not: Teoremin tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.30 C, asagidaki irete¢ matrisi ile tretilen bir kod olsun. C deki tim kodsézler

1

1
ift agirlikhdir: G =
¢ g [O 1

0
J, C={110,011,101,000} . Fakat C kendine dik degildir.

(110)(011)=1¢0.
Not: Eger G ’ nin satirlari gift agirlikli ise C’ nin tiim elemanlari gift agirhklidir.

G
. c,
Ispat: G=| |, C:{cl,cz,...,ck,cl+c2,...,cl+cz+...+ck}
C
wH(cl.+cj)=wH(cl.)+wH(cj)—2wH(ci*cj)
=w, (¢,)+w, (cj) (mod2)
=0 (mod2).
Teorem 2.12 Eger C kendine dik Ugli bir kodsa, her bir kod sozinln agirhg 3 ile

bolunur.

Teorem 2.13 Eger bir C Ugli kodundaki kodsozlerin agirligi 3 ile bolinebiliyorsa, C

kendine diktir.

Teorem 2.14 C bir ikili lineer kod olsun.
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i C kendine dik ve C nin Urete¢ matrisinin satirlarinin agirliklari 4 ile

bélinebiliyorsa C deki tim kod sozlerin agirligi 4 ile bolundr.
ii. Eger C dekiher kodsoziin agirhgr 4 ile boliinebiliyorsa, C kendine diktir.

ispat:

i. G= wH(xl.)EO(mod4), x,.x; =0 (F2 de)

Tumevarimdan, w, (xl. +x; ) “yiincelemek yeterlidir:
Wy (x,. +xj) =wy, (x,)+wy, (xj)—2wH (x,. *xj) =0(mod4)
i. x,yeC;

0=w, (x+y)=w, (x)+w, (¥)-2w, (x*y)= 2w, (x*y)=0(mod4)
= w, (x*y)=0(mod2)
=>xy= 0(m0d2)

Boylece C kendine diktir.

Teorem 2.15 C kodunun minimum uzakhginin d olmasi igin gerek ve yeter kosul

kontrol matrisinin d lineer bagimh siitunu olmasi fakat d —1 lineer bagimli sitununun

olmamasidir.
1 01 0O

Ornek 2.31 C bir [5,2] ,—kodunun kontrol matrisi H={0 1 0 1 0] olsun.
01 0 0 1

H +H,=0, yani 1. ve 3. sutunlar lineer bagimlidir, ancak herhangi 1 situn

aldigimizda lineer bagimsiz gikar. O halde, d(C)=2 dir.

Ornek 2.32 H =

o o =
—_— = O

0 0
1 0] olsun. 2., 3., 4. situnlarin toplami sifirdir. Ancak 2
0 1

siitun aldigimizda lineer bagimsizdir. O halde, d(C) =3 tiir.
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Ornek 2.32 H = . H +H,+H,=0.0 halde, d(C)=3 tir.

O =
=)
o o =
o = o
- o o

2.2.4 Lineer Kodlarin Denkligi
Tanim 2.33 C, ve C, iki (n,M)q — kod olsun. Eger asagida verilen yollardan herhangi

biri veya ikisiyle bu iki koddan birinden digeri elde ediliyorsa C, ve C,‘ye denk kodlar

denir:

i. Kod sozlerin n bileseninin permiitasyonu,

ii. Belli yerdeki bilesenlerin sifirdan farkh bir skalerle ¢arpimi.
Ornek 234 ={0000,0011,0110,0101} , G, ={OOO0,0011,1001,1010} kodlar
(2,1,4,3) permiitasyonuna gére denktir.

Teorem 2.16 Herhangi bir C lineer kodu standart formda olan lrete¢ matrisi ile C’

lineer koduna denktir.

111 0 0 1
Omek 235 G=(01 0 1 0 IJ matrisinde  siitunlara  (1,4,5,2,3,6)
011 010
0
0
1

1 0 1 11
permutasyonu uygulanirsa G'=|0 1 1 0 1| denk kodunun lirete¢c matrisi
0 0 1 10

elde edilir.

2.3 Ag Baglanti Kodlari ve Tanimlar

Cagimizda bilgi cok hizli Uretilen ve en yenisine sahip olan kurum ve kuruluslara
bilimsel ve teknolojik agidan Ustlinlikler saglayan bir unsur haline gelmistir. Bilgi ayni
zamanda hizli bir sekilde tiketilmektedir. Bunun icin eldeki verilerin en hizli ve glivenli
bir bicimde kullanilmasi gerekmektedir. Bilgi Uretimi ve islemesinin en verimli olarak
gerceklestirildigi bilgisayar sistemlerinin baglanarak bilginin iletildigi ve paylasildig

yapilara bilgisayar aglari denilmektedir. iki ya da daha fazla bilgisayarin birbiriyle
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kaynaklarini paylagmasi bilgisayar aglari ile gergeklesir. Bilgisayar aglari; veri paylasimi,
haberlesme, bilgisayar kaynaklarinin paylasimi, yaziimin paylasimi, yiksek iletim
hizinin saglanmasi, bilgisayar aginin ekonomik olarak genisletilmesi, merkezi yonetim,

organizasyon yapisinin gelistirilmesi gibi avantajlar saglar.

Ag kodlamasi en basit tanimiyla bir bilisim kurami ve kodlama teorisi alanidir. Ag
kodlama bir ag icinde en fazla bilgi akisinin saglandigi bir yontemdir. Ag baglanti
kodlamasinin birgok tanimi vardir. “Network Information Flow” adli makalelerinde
Ahlswedw. N. Cai, S. R. Li ve R. W. Yueng” ag baglanti kodlamasini ag baglantilarindaki
digimlerde yapilan kodlama” olarak tanimlamistir. Burada kodlama girdilerden
ciktilara yapilan keyfi donistimler olarak ifade edilir. Bu, ag baglanti kodlamasinin en
genel tanimidir. Ag baglanti kodlamasinin diger bir tanimi; hatasiz ag baglantilarindaki
digiimlerde yapilan kodlamadir. Bu, ag baglanti kodlamasini giraltili kanallardaki
kodlamadan ayirir. Uglincii olarak ag baglanti kodlamasi paket kodlamasindaki
digimlerde yapilan kodlamadir. (Burada veriler paketlere bolinir ve kodlama

paketlerin icerisine uygulanir.)

Bir iletisim ag baglantisi olarak sonlu bir yonlendirilmis graftan bahsedebiliriz. Burada
bir diglimden digerine coklu ayritlar gondermek serbesttir. Gelen ayriti olmayan
digimlere kaynak diglimler, herhangi diger digiimlere de kaynak olmayan digiimler
denir. Herhangi bir ayrit, kanal olarak adlandirilir ve birim zamandaki veri aktarimi icin
iletisim baglantisini temsil eder. Bir X digimiinden Y digimiine yonlendirilmis kanal

XY ile gosterilir.

Tanim 2.34 (iletisim ag baglantisi) Coklu ayritlarin bir diigimden digerlerine
ulagmasina izin veren yonlendirilmis bir grafa ag baglantisi denir. Graftaki her bir ayrit;

birim zamandaki bir verinin kapasitesi ile iletisim kanali sunar.
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Ornek 2.36

Sekil 2. 15 Devirsiz ag baglantisi

Bir ag baglantisinda ne kadar mesajin iletilebilecegi ve ne kadar hizl iletilebilecegi ile

ilgilenilir.

Sekil 2. 16 Ag baglantisinda xOR kodlamasi

Yukaridaki § kaynagindan b, ve b, bitleri Y ve Z diGgumlerine iletilirken W digimu

alinan b, ve b, bitlerini exclusive—OR bit, b, ®b, olarak ¢ikarir ve W dugimi X
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dugumine b, @b, bitini aktarir. Ote yandan X dugimi Y ve Z dugumlerine b, @b,
aktarir. O halde Y dugumu b, ve b, @b, bitleri alarak b,” yi benzer sekilde Z dugimi

b, ve b, ® b, bitlerini alarak b, bitini dekodlar.

e exclusive —OR bitinin olusmasi basit bir kodlamadir.

Tanim 2.36 (Kaynak diigiim) Ag baglantisindaki girdi ayriti olmayan diugimlere kaynak

digiim denir. Her bir ag baglantisinda en az bir kaynak digiim vardir.

Her bir T dugimd icin, T dugimdiine giren tim girdi kanallarinin kiimesini in(T) ile,
T duguminden gikan tim ¢ikti kanallarinin kiimesini out(T') ile gosterelim. Genelligi
bozmaksizin kaynak digumi S ile gosterecegiz. Boylelikle in(S) hayali kanallarin

kiimesidir 6yle ki bu kanallari treten dugim yoktur. Bu kanallar daima bagimsiz ve

sayisi w dir.

2.4 Ag Baglanti Kodlamasinin Faydalari

Ag baglanti kodlanmasinda bilgi tek bir kaynaktan ayni anda pek c¢ok aliciya
gonderilebilir (multicast). Ag baglanti kodlamasinin pek cok avantaji vardir. Bunlar; is
ctkarim orani: Ag baglanti kodlamasina ilgiyi arttiran asil neden bir agin kapasitesini
coklu akiglarla arttirabilmesidir. “Network Information Flow” [2] adli makalelerinde
Ahlswedw. Cai, Li ve Yueng ¢ok UnlU bir is ¢ikarim 6rnegi olan kelebek ag baglantisi
ornegini vermiglerdir. Bu 6rnekte tek bir kaynak digim ve iki alici dGgiim vardir ve alici
diugiimlerin ikisi de kaynaktaki mesaji bilmek isterler. Ornekte uygun génderim
islemleri (xoR) ile saglanir. Dayaniklilik; ag baglanti kodlamasi geleneksel yonteme
benzer sekilde bilgi paketlerini alir ve kodlanmis paketlere dondistirir. Bu noktada
kodlanmis her bir paket esit 6neme sahiptir. Yeterli sayida kodlamis paket alindigi
takdirde dekodlama islemi de basariyla gerceklestirilebilir. Ag baglanti kodlamasi paket
kayiplarina karsi dayaniklihgr saglar. Karmasiklik; karmasik bir ag baglantisi yapisi icinde
alt ag baglantilarinda optimal ¢6ziim saglanir. Gizlilik; ag baglanti kodlamasinda alicilar
tarafindan alinan paketlerin tam olarak nerden gonderildigi her zaman bilinmeyebilir.

Bu durum ag baglantisinin insasina baglidir.
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BOLUM 3

AG BAGLANTILARI

Bu alt bélimde ag baglantilari ile ilgili tanim ve teoremler, ag baglantilari Gzerinde
kodlama ve ag kodlamasina cebirsel bir yaklasim sunulmustur. Bu bo6lim
olusturulurken Network Coding Theory, 2005 [6] kitabindan, An Algebraic to Network

Coding [7] adli makaleden yararlanilimistir.

3.1 Devirsiz Ag Baglantilan

3.1.1 Devirsiz Ag Baglantilari ve Lineer Ag Baglanti Kodlari

Tanim 3.1 iletisim ag baglantisi; coklu ayritlarin bir digiimden digerine ulasmasina izin
veren yonlendirilmis bir graftir. Graftaki her bir ayrit birim zamandaki bir verinin
kapasitesi ile iletisim kanali sunar. Bir 7" dUgimu igin in(T) ile T diuglimine giren
ayritlarin kiimesi, out(T') ile T digumunden ¢ikan ayritlarin kimesini gosterir. Boylece
in(S) hayali kanallarin kiimesidir dyle ki bu kanallari Greten kiime yoktur. Eger iletisim

ag baglantisinda hig bir yonlendirilmis devir yoksa bu ag baglantisi devirsiz ag baglantisi

olarak adlandirilir. Bundan sonra kanal ve ayrit ifadelerini ayni anlamda kullanacagiz.

. Bir veri birimi bazi /' sonlu cisimlerin elemanlari olarak temsil edilebilir.

Bir veri birimi bit ise F' = GF(2) dir. Bir mesaj w veri biriminden olusur. Bu ylizden w

boyutlu situn vektdr x e F" dir. S kaynak diguimi bir x mesajini Uretir ve her bir
kanalda bir sembol aktararak onu gonderir. Ag baglantisindaki mesaj; ag
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baglantisindaki her bir e kanalindaki ?e(x)eF sembollerinin aktarilmasiyla basarilr.

Bu mesajin kodlama fonksiyonu alinan sembollerin, tiim girdi kanallarindan her bir gikti

kanallarina dénidsumudr.

Tanim 3.2 (Devirsiz Bir Ag Baglantisindaki Ag Kodunun Yerel Tanimi) F bir sonlu
cisim ve w pozitif bir tamsayi olsun. Devirsiz bir ag baglantisindaki F degerli w

boyutlu bir ag baglanti kodu; ag baglantisindaki her bir 7 digimi ve e € out(T) kanah
icin k.: F™™ — F yerel kodlama déniisimiinden olusur.

Tanim 3.3 (Devirsiz Bir Ag Baglantisindaki Ag Kodunun Global Tanimi) F bir sonlu
cisim ve w pozitif bir tamsayi olsun. Devirsiz bir ag baglantisindaki F degerli w

boyutlu bir ag baglanti kodu; ag baglantisindaki her bir 7" dugimi ve e € out(T') kanah
icin; k.:F"" > F vyerel kodlama déniisimii ve f :F”—F global kodlama
donlstimiinden olusur dyle ki; her bir 7" digimi ve e € out(T) igin ;’e tek tarli olarak

(f ., (x),d € in(T)) déniisiminden olusur ve k. :(f,(x),d € in(T)) — f.(x) dir. (3.1)
w hayali kanali igin 76; F" uzayindan w farkl koordinatlara bir izdisimuddr.

Ornek 3.1 [6]

Sekil 3. 1 Kelebek ag baglantisi
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Yukaridaki sekilde x = (b,,b,), [GF(2)]’ de bir vektdr olsun. Asagidaki global
kodlama déniisiimleriile 2 boyutlu ikili kodu temsil eder. Burada OS,0S" sekildeki
hayali kanali temsil eder. e=OS,ST,TW ,TY igin, ;’e(x) =b; e= OS',SU,UW ,UZ igin

?e(x) =b, e=WX,XY,XZ icin j‘e(x) =b, @b, dir. Uygun yerel kodlama dénlsimleri;

kst (by,b,) = b, ksu(b,b,) =b,, krw (b)) =k (b) =b,
keow (by) = kuz (by) = by, kwx (b, b,) = b, ®b,

dir.

Global kodlama dénlsimu 73 lineer oldugu zaman; ]Nfe(x):xfe ile temsil edilir.
Burada f,, w boyutlu siitun vektérii ve x, S tarafindan lretilen w boyutlu situn
mesajl temsil eder. Benzer sekilde ee€out(T) igin l;e(y) lineer oldugu zaman

k.(y)=yk, ile temsil edilir. Burada ye F"™, T digiimi tarafindan in(7) boyutlu

alinan situn vektordir; w boyutlu F degerli bir devirsiz iletisim ag baglantisinda tim
yerel kodlama dontslimleri lineer ise tim global kodlama dontsiimleride lineerdir.
Clinku; global kodlama donlisimleri yerel kodlama dontsimlerinin fonksiyonel

kompozisyonlaridir. Bunun tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 3.4 (Devirsiz Ag Baglantisindaki Lineer Ag Kodunun Yerel Tanimi) F' bir

sonlu cisim ve w pozitif bir tamsayi olsun. Devirsiz bir ag baglantisindaki F' degerli w
boyutlu bir ag baglanti kodu; her bir (d,e) bitisik ikilisi i¢in yerel kodlama g¢ekirdegi

olarak adlandirilan k,, skalerlerinden olusur. Yani; T dGgumundeki yerel kodlama

cekirdegi |in(T)|><|out(T)| boyutlu K, = [kd’e] matrisidir.

dein(T),ecout(T)
Tanim 3.5 (Devirsiz Ag Baglantisindaki Lineer Ag Kodunun Global Tanimi) F
bir sonlu cisim ve w pozitif bir tamsayi olsun. Devirsiz bir ag baglantisindaki F degerli

w boyutlu bir lineer ag baglanti kodu; her bir (d,e) bitigik ikilisi i¢in k, , yerel kodlama

cekirdeginden ve e kanaliigin f, sutun vektoriinden olusur dyle ki;
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e f,= > k,..f, burada e out(T) (3.2)

dein(T)

e ecin(S) w hayali kanallariigin f, vektori F" vektor uzayini olusturur. (3.3)

S, vektori e kanali igin global kodlama ¢ekirdegi olarak adlandirilir. Kabul edelim ki

kaynak w boyutlu sGtun vektori formunda bir mesaj Uretsin. 7 diUglimi mesaji

d €in(T) kanallarindan xf, formunda alir ve xf, hesaplayarak her bir e < out(T)

kanalinailetir. xf, = x. Z kyof,= z k, .-(xf,) olur.

dein(T) dein(T)

e  Bir devirsiz lineer ag baglantisi igin tim yerel kodlama cekirdekleri verilmis ise

global kodlama cekirdekleri hesaplanabilir.

Ornek 3.2 [6]

Juz

Sekil 3. 2 Yerel kodlama cekirdekleri verilen ag baglantisi

Yukaridaki yerel kodlama gekirdekleri ile verilen 2 boyutu lineer ag baglantisinin global

kodlama c¢ekirdekleri;

30



ez e (a p(
o gt o B

1
fTY= Z kd,e-fd fsr 1,1 ( jkll

dein(T)

Z kdcfd (jklzz -lz(ljr fUW: Z kdefd (Oj 11:(0)1:(0),

dein(T) O O dein(U) 1 1
fUZ: kdefd (0 k12: ° -1=(0j,

dein(U) 1 1 1

= 2k : Nk =] ]!
fWX_dem(W) defd of 1 Ky, = ol L — N
1 1 1 1 1 1
fo= ¥ ketis [Jk (J (l] fu= T huhi= (J U=(J.1=®

seklinde hesaplanir.

Ornek 3.3

Sekil 3. 3 Ag kodlamasi
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Yukaridaki yerel kodlama gekirdekleri ile verilen 2 boyutlu F=GF(2) degerli lineer
ag baglantisinin global kodlama gekirdekleri;

po et (o)) ()
e (B G-

W I R D I MR ]
oo {al=()

[ ]k( j :(Zjﬂ[;}l:(g:g] sekiinde elde edilir.

Ornek 3.4 [6] Sekil 3.2 deki ag baglantisi (izerinde 2 boyutlu genel bir lineer ag baglanti

Jor = k

dem(S)

dein(X)

fYT: k

dein(Y)

aea =
fa= 2 keefi=
aeta =
fu= 2 keefu=

dein(Z2)

kodu igin yerel kodlama g¢ekirdekleri; n, p,q,...,z degiskenler olmak Uzere;

("4 _ _ (v _
KS_[p rj’KT_(S 1) Ky =(u v)’KW_[xj’KX_(y ) gibi verilmis ise

1 0
fos:( j,fos. :[J ile baslayarak global kodlama cekirdekleri yukaridan asagiya

0
dogru;
n q ns nt qu qv nsw+ qux
fST:( ]:fSU:( j:fTW:( j:fTX:( j:fUW:( ]:fUzz( jafWX:( ja
p r ps pt ru rv pSw+rux
nswy + quxy nSwz + quxz .
= Sy = seklinde hesaplanir.
DPSWY + ruxy DPSWz +ruxz

e Lineer Ag Baglanti Kodlarinin Arzulanan Ozellikleri: Bilgi korunmasi kanunlari
ile ara digtimlerdeki herhangi bir kodlama plani ile veri akisi su sekilde olur: Herhangi
bir kaynak olmayan diigimden gonderilen bilginin icerigi disaridaki herhangi bir dGgim
grubunda birikilen bilgiden alinir. Ozellikle kaynak olmayan bir diigimde meydana

gelen herhangi bir bilginin igerigi, o digim tarafindan alinan bilgilerin birikiminden
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elde edilir. S, kaynak digiim ve T alici digiim olmak lGzere S’ den T’ ye maksimum

akis max flow(T') ile gosterilir. Max flow-Min cut teoreminden dolaylr 7 tarafindan
alinan bilgi max flow(T) yi asamaz. Benzer sekilde, S kaynak diigliminden kaynak
olmayan digimlerin @ koleksiyonuna olan maksimum akista max flow(g)’ yi asamaz.

Bu Ust sinir ne ag baglantisinin yapisina ne de kodlama planina baglh degildir.

Tanim 3.6 £, devirsiz bir ag baglantisindaki F degerli w boyutlu bir lineer ag baglanti
kodundaki global kodlama ¢ekirdegi olsun. V, =<{f, :e<in(T)} > kimesi tanimlansin.

Sirasi ile asagidakiler saglandiginda;

emax flow(T) = w olan her T ara digimu igin dim(V;) =w ise;
e Her ara dugiim 7 i¢in dim(V, ) = min{w, max flow(T)} ise;

e Ara dugiumlerin her g Koleksiyonu igin dim(< UTE@VT >) = min{w, max flow()}
ise;
lineer ¢oga gonderim, lineer yayilim, lineer sagilma tanimlanir.

Tanimlarindan da anlasilabilecegi gibi her lineer sagilma bir lineer yayilm ve her lineer

yayilim bir lineer ¢oga gonderimdir. Bunun tersi her zaman dogru degildir.

Bir S kaynak duUgimi ag baglantisi lzerindeki w boyutlu veri mesajlarini
gonderdiginde 7' alici diguimi mesaji dekodlayabilmesi igin yeterli bilgiyi ancak ve

ancak dim(V;)=w oldugunda alir. Boylece w boyutlu lineer ¢oga goénderim, w

boyutlu veri mesajini tim 7" ara digimlere gondermede kullanighdir.

Lemma 3.1 [7] F' cismi Uzerindeki katsayilar ile tanimh sifirdan farkh g(z,,z,,...,z,)

polinomu olsun. Eger |F, her bir z, igin g nin derecesinden blyuk ise

g(a,,a,,...,a,)# 0 olacak sekilde a,,a,,...,a, € F' vardir.

ispat: ispat n (zerinden tiimevarim ile yapilir. =0 icin istenilen saglanir. Kabul

edelim ki n>1 iken n-1 icin istenilen saglansin. g(z,,z,,...,z,) vYyi katsayilari
Flz,z,,...,z,] polinomlar halkasindan alinan z, nin polinomu olarak ifade edelim.

Yani; g(z,,2,,...,2,) = h(2,,2,,...,2, ).+ +... olsun. Burada k, g’ de z,’ nin derecesi ve
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h(z,z,,....2,,), Flz,,2,,....,z,,] polinom halkasinda sifirdan farkli bir polinomdur.
Tumevarim hipotezinden; h(a,,a,,...,a, ;) #0 olacak sekilde a,,a,,...,a, , € F' vardir.

> n-1

Boylece g(a,,a,,...,a,,z) derecesi k<|F| olan sifirdan farkli bir polinomdur. Bu

polinom F de k dan fazla koke sahip olamayacagl ve k<|F| oldugu icin
g(a,,a,,...,a, ,,a,)#0 olacak sekilde a, € F vardir.

o w boyutlu F' degerli devirli bir ag baglantisi Gizerinde lineer ag baglanti kodunun.
lineer ¢oga gonderim, lineer yayilim, lineer sagilma olmasi asagidaki lg¢ faktorden

bagimsizdir:

e W degeri,

e F cisminin segimi,

e Ag baglanti topolojisi.

Ornek 3.5 [6] Sekil 3.2 deki ag baglantisi (izerinde 2 boyutlu bir lineer ag baglanti

kodu icin yerel kodlama g¢ekirdekleri; n, p,q,...,z degiskenler olmak Uzere;

[ nq _ _ _|v -
KS_(p ,,j’KT_(S ) Ky = (u V)’KW_(xJ’KX_(y 2) ile verilmig ise f,,

ns qu
ve f,, Vi 2x2 boyutlu L matrisinde yan yana yazalm: L, :( . 1 j, Juz Ve [y
pt ru

nt  nswy+ quxy

yi 2x2 boyutlu L, matrisinde yan yana yazalim: L, :[ j ve f,, ve

pt  pSwWy +ruxy

) . nswz +quxz  qv
fyx, Y 2x2 boyutlu L, matrisinde yan yana yazalim: L. :( j olur.

PSWZ+ruwz 1y

Aciktir ki; F[n,p,q,...,z] de det(L,).det(L,).det(L,)# 0 dir. F' cismi yeterince buyik
oldugunda Fln,p,q,...,z] ye yukaridaki lemmayi uygulayarak
det(Lw).det(Ly).det(Lz);t0 olsun diye 12 degisken icin uygun degerler bulunabilir.
Gergekten; her max flow(T)>w vyi saglatan T ler icin dim(V,)=w dir ve

p=9g=0n=r=s=t=..=z=1 oldugunda det(L,).det(L ).det(L,)=1 elde edilir.
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Boylece Sekil 3.2 deki ag baglantisi Gzerinde 2 boyutlu lineer ag baglantisi kodu, lineer

¢oga gonderimdir ve bu durum £ cisminin se¢ciminden bagimsizdir.

Tanim 3.7 (Jenerik Ag Baglanti Kodu) F bir sonlu cisim ve w pozitif bir tamsayi olsun.
Devirsiz bir ag baglantisindaki F degerli w boyutlu bir lineer ag baglanti kodu;
e; €out(T;) olacak sekilde {e,e,,...,e,} kanallarin keyfi bir kimesi i¢in f,, f, ,....f,
vektorleri lineer bagimsiz yani 1<j<m icin <{f,:dein(T)}>z<{f, 1k+j}>
sartini saghyor ise bu koda jenerik denir.

Burada f,,f, ... f, arasindakilineer bagimsizlik tim j lericin f, &<{f, :k# j}>
olmasina esittir. O halde jenerik ag baglanti kodlarinda global kodlama ¢ekirdekleri

lineer bagimsizdir.

e in(S) de w hayali kanali olan bir ag baglantisi kodu disinelim. Ag
baglantisindaki digumlerin ¢ kumesi igin cut(¢p) ile g kumesindeki diglimlerde
biten fakat bu diigiimlerde baslamayan kanallar gésterilir. Ozellikle; S € g ise, cut(p)
tim hayali kanallari igerir.

Ornek 3.6 Sekil 3.2 deki ag baglantisi icin cut({U,X})={SU,WX} ve
cut({S,U, X,Y,Z})={0S,08 ,WX,TY} dir. Burada OS ve OS hayali kanallari temsil
eder.

Teorem 3.1 [6] Devirsiz bir ag baglantisi lizerinde w boyutlu lineer ag baglantisi kodu
icin f,, e kanali Uzerindeki global kodlama cekirdegini gostersin. O halde ara

digimlerin her bir ¢ kimesi igin; <{fe:eecut(go)}>c<UTanT> dir. Burada

V, =<{f,:ecin(T)} > dir.

ispat: < UTep V. >=<{f, :e, ¢ deki diigiimlerde biter} > dir. GOstermemiz gereken;
Y={c:f ¢<f :eecut(p)>vec,p dekidigiimlerde biter} kiimesinin bos
oldugudur.

Aksine kabul edelim ki; ¥ kimesi bostan farkh olsun. ¢, ¥’ de bir kanal olsun. Yani;

c, W’ de ki herhangi farkli kanalin asagi akisi olmasin. ¢ € out(U) olsun. Lineer ag

baglantisi  tanimindan;  f,, f, lerin lineer kombinasyonudur. O halde,
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f. &< f. :eccut(p)> oldugu icin f, e< f reccut(p)> olacak sekilde d ein(U)
vardir. d, c’nin yukari olan akisi oldugu icin d, W’ de biten diglimlerin icinde
olamaz. Boylece, d, ¢ dugumleri disinda sonlanir. d’ nin son olarak bittigi U noktasi

¢’ yi dUretir. Bu ise ¢’ yi cut(p)’ nin bir elemani yapar. Sonug¢ olarak;

f. <{f,:eecut(p)} > olmasi ile gelisir.

eBu teorem bize UTepVT yerine sadece eecut(g) olacak sekildeki f, leri
bulmamizin yeterli oldugunu gosterir.

eHer jenerik ag baglantisi kodu bir lineer sagilma dolayisiyla bir lineer yayilim ve

bir lineer coga gonderimdir.
3.2 Devirli Ag Baglantilari

3.2.1 Devirli Ag Baglantilari ve Lineer Ag Baglanti Kodlari

Tanim 3.8 Bir iletisim ag baglantisinda en az bir tane yonlendirilmis devir varsa bu ag

baglantisina devirli ag baglantisi denir.

lletisim kanali devirli oldugu zaman tiim dugiimlerdeki islemler her bir mesaji tek
basina kodlayabilir ve yukaridan asagiya dogru aktarabilir. Yani; her bir mesajin islemi

ayrittaki mesaj dizisinden bagimsizdir.

Devirsiz ag baglantisinda yerel ve global kodlarin tanimi aynidir. Clink, yerel kodlama
cekirdekleri verildiginde global kodlama cekirdekleri hesaplanabilir. Diger bir ifade ile
(3.2) esitliginin ¢cozimiindeki yerel kodlama c¢ekirdeklerinin terimleri ile global kodlama
cekirdeklerinin terimleri esitlenir. Eger ayni tanimlamalar devirli ag baglantisi iginde
yapilirsa bazi problemler meydana gelir. ilk olarak devirsiz ag baglantilarinda bir d

kanaliicin f, global kodlama gekirdegini géstersin. Daha sonra ara duglimlerin her bir
¢ koleksiyonu igin; <{f,:d €in(T),T € o} >=<{f, :e € cut(¢)} > dir. Fakat bu devirli

ag baglantilar icin saglanmaz. Ayrica devirsiz ag baglantilarinda tiim yerel kodlama
cekirdekleri verildiklerinde global kodlama ¢ekirdekleri hesaplanabiliyordu. Bu devirli
ag baglantilari icin her zaman dogru degildir. Yerel kodlama cekirdekleri verildiginde

global kodlama cekirdekleri bir veya birden fazla olabilir ya da hi¢ olmayabilir.
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Ornek 3.7 [6] Asagidaki 2 boyutlu devirli ag baglantisi icin baslangicta yerel kodlama

. . 1 0 1 1 .
cekirdekleri; K. = K. = Ko = LK, =(1 1),K,=(1 1 seklinde
S O 1 T O U 1 Vv Y

verilsin.

O halde; global kodlama g¢ekirdeklerini;

1 0 1 0 1
for = de,-z,,(:mkd’”f”’ = Lo}km + m.km = (Oju[l].o = [oj ,

1 0 1 0
foy = de,-Zn(:S) ky.-f, {O}ku +(lj.k2,2 = (Oj.o{lj.

Sekil 3. 4 Devirli ag baglantisinda kodlama

0 0
Jw = z kd,e'fd :fSY'kl,l + oy ky, = 1 'k1,1 + foy 1= | ‘k1,1 + for

dein(Y)

Jor = Z kd,e'fd :fUV'kl,Z = for-1= fow
dein(V)

Jor = z kd,e'fd :fTU'kl,l +fYT-kz,l = fro 1+ for 1= fou + fors
dein(U)

fVT = Z kd,e'fd :fUV'kl,l :fUV'lszVr

dein(V)

Jrv = z kd,e'fd =fST'k1,1 +fVT'k2,l = for- 1+ f17.0= for,

dein(T)
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0
Matris denklem sistemlerinin ¢6zimu ile global kodlama gekirdekleri; fw:[l]'

1 1 1 1
oy :(J, Jor =(J, for =[J,fw :(Oj seklinde elde edilir. Bu sekilde inga edilen

ag baglantisinda global kodlama cekirdekleri icin tek ¢6ziim vardir.

.. 1 0 1 1
Ornek 3.8 [6] Yerel kodlama ¢ekirdekleri K :[O lj,KX =[J,KY :[J, K, =(1),

biciminde verilen Sekil 3.5 deki ag baglantisi icin global kodlama g¢ekirdeklerini

hesaplayalim:

Sekil 3. 5 Cozlimslz devirli ag baglantisi

1 1 0 1
= 3 bt =g oo =(o J14(7o=( o)
1 0 0
fo= 3 keti={o oo U-O*U-h@'
Yk T 1 : *)
fXY_dem(X) dcfd 0 1,1 fWX 21 +fWX O +fWX’

0
S = 2 ki = Ukl,mfxy-kz,l Uwﬁ [l}fn,(**)

dein(Y)

fWX = z kd,e-fd :fYW.kl,l :fyw-l :fYWdir' (***)

dein(W)

(*), (**) ve (***) esitliginden;
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(1 (1 (1 0 (1 \de edil
fXY_ 0 +fWX_ 0 +fYW_ 0 + 1 +fXY_ 1 +fXYe e eallir.

O halde uygun global kodlama ¢ekirdekleri yoktur. Bu durumu mesaj aktarimi igin soyle
yorumlayabiliriz: Uygun global kodlama cekirdeklerinin olmamasi S nin Urettigi

x =(a,b) € F? mesajinin iletiimesinde XY kanali iizerinde aktarilan mesaj p = x.f,,,

YW kanali (zerinde aktarilan mesaj g = x.f,,, ve WX kanali Gzerinde aktarilan mesaj
r=x.f,, olmak Uzere; p=a+r,gq=b+p,r=q oldugu icin a+b=0 elde edilir.

Dolayisiyla a ve b lineer bagimli olur. Bu ise geliskidir. Yani bu ag baglantisinda mesaj

iletilemez.

Ornek 3.9 [6] F, GF(2) nin cisim genislemesi olsun. Sekil 3.5 deki ag baglantisinin

1 1
yerel kodlama gekirdekleri verilsin. Fakat K =[0 Oj olsun. Bu durumda

e g O (o)
o)

j
fXY: defd [ jkl + fux k 2,1 [ j“’fwx ( j+fWX'

dein(X)

Sor =

dem(S)

fYW: (jkllJerY 2 (éj.ljtfn.l:((l)}rfn,eldeedilir.

dein(Y)

Dolayisiyla f,y = fy ki = fyow-1= fyw = fyw = Sy §62UmU igin Gg durum vardir.

e (! (0 1
fSX_fSY_ 0 ’fXY_ 0 0

J= et
 fow =S =[(1J,fxy =[(1J:>fwx =Jw Z(gj

oo (! (0 L
fS’X_fSY_ 0 ’fXY_ 1 :fWX_fYW_

icin Ui¢ farkh durum elde edilir.

= fox =S =

—

J yani, global kodlama cekirdekleri
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3.3 Ag Baglanti Kodlamasina Cebirsel Bir Yaklasim

Bir ag baglantisi; gdnderici, anahtar, yonlendirici ve alicilari ilisiklendiren yonlendirilmis
baglantilarin bir koleksiyonudur. Bu boélimdeki amag¢ ag baglantilari kodlamasina

cebirsel bir yaklasim sunmaktir. Bir ag baglantiss G=(V,E), V digimlerin ve E
ayritlarin kiimesi olmak lizere yonlendirilmis graflar ile temsil edilir. Ag baglantilarinda
coklu aynitlarin diugumler arasinda olmasina izin verilebilir. Béylece E =V xV xZ,
olarak sunulabilir. Burada sonuncu ifade iki digim arasindaki ayritlari sayar. O halde
onceki bélimlerdeki ifadelere ek olarak; bir ayriti e = (v, v,i) olarak ifade edebiliriz. Bu
arada v = giris(e) ve v =cikis(e) olarak gésterilir. Bir T diiglimiinin girdi ve cikti
kanallari sirasi ile su sekilde tanimlanabilir: in(T)={ee E:giris(e)=T} ve
out(T)={eec E :¢ikis(e)=T}; O halde ¢, = |in(T)| ve 0, = |0ut(T)| ile de sirasi ile girdi
ve ciktilarin derecesi gosterilsin. Bir ag baglantisinda her bir e kanali bir tamsayi ile
iliskilendirilmistir. Bu sayiya kanalin kapasitesi denir ve C(e) ile gosterilir. Ag
baglantisinda gozlenen islemler baslangicta v kaynak digimde hayali kanallardan
kaynaklanan u(v) tane islem; y(v)={X(1),X(,2),...X(v,u(v))} olsun. Bir ag
baglantisinda secilmis duglmler arasinda iletisim saglanmak istenir yani; bazi X (v)
islemlerini ag baglantisindaki farkl v diigiimlerine de iletmek istenir. Bir ¢ baglantisi
c=v,y(v,v)) eV xV x¢ ., ile gosterilir. Burada ¢, ile y(v) kimesinin eleman
sayisi gosterilir. Bir ¢ =(v,v, y(v,v)) baglantisi verildiginde v digimi kaynak ve v
digimi alcr digiim olarak adlandirilir ve v = kaynak(c) ve v =alici(c) ile gosterilir.
Tanim geregi kaynak(c) # alici(c) dir. Bir v dUgimi birim zamanda e=(v,u)
kanalindan v tarafindan Uretilen mesaji en fazla C(e) oraninda gonderebilir. e kanah

Uzerinde gonderilen rastgele islemler Y(e) ile gosterilsin. X (v) islemlerine ilaveten v
digimi v ein(v) kanallariigin Y(e') islemlerinide gdzlemleyebilir. Genel olarak Y(e),
e=(v,u) € out(v) kanal lzerindeki rastgele islemi hem X(v) hem de tim e ein(v)
ler igcin Y(e') nin fonksiyonlaridir. Eger v herhangi bir ¢ baglantisinin alicisi ise

Zv)={ZW,1),Z(v,2),....Z(v,v(v))} v(v) tane rastgele islemlerinin kolleksiyonu
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v = giris(c) nin ciktilarini gésterir. Eger X (v,v) nin bir kopyasi Z(v) niin bir alt

kiimesiise ¢ =(v,v, y(v,v)) baglantisina basariyla kurulmustur denir.
¢ baglantilarindan olusan G agina bakalim. Bazi varsayimlar:

eG’deki herhangi bir baglantinin kapasitesi sabittir. Ornegin bir zaman
birimindeki (sn, dk, sa) bit. Bu gelisi glizel bir kesinlik derecesiyle belirlenebilecek bir
varsayimdir. Kapasite zaman birimindeki bit’i gectigi takdirde bunu birim kapasiteli
paralel kenarlar olarak modellendiririz. Onemsenmeyecek kadar kiiciik kapasiteler icin,
zaman birimi blyutilerek bir yaklasik deger bulunabilir.

eAgdaki her bir baglanti ayni gecikmeye sahiptir. Bu durum igin gecikmeyi sifir
kabul ederek agi, gecikmesiz ag olarak dislinecegiz. Gecikmesiz aglarin istikrar
sorununun olusmamasi i¢in her zaman dongusuz kabul edilir.
Degisik v’ler igin X (v,/)’ler bagimsizdir. Bu varsayim agin dogasini yansitir.
Ozelliklerde farkli yerlerde aga girilen bilgilerin bagimsiz oldugu varsayilir.
Yukaridaki kabullere ek olarak ag baglantisindaki iletisimin bitlerin vektorlere
aktarilmasi ile gerceklestirilecegini kabul edilecektir. Bu aktarmalardaki vektoérlerin
uzunluklari esittir.

m uzunlugundaki ikili vektoriin F, nin elemani oldugunu kabul edecegiz. F,, 2"
elemanli  sonlu cisimdir. Boylece  X(v,[),Y(e),Z(v,l) rastgele islemleri
XW,D)={X,(v,]),X,(v,2),...}, Y(e)={Y,(e),Y,(e),...} ve Z(v,l)={Z,(v,]),Z,(v,]),...}
Fzm deki sembollerin dizilerinden olusur.

Tanim 3.9 G=(V,E) gecikmesiz ag baglantisi olsun. Eger herhangi bir baglanti
Uzerindeki bir e =(v,u,i) € E ayritindaki Y (e) rastgele islemi;

Y(e)z%a,’e.X(v,l)+ > B X(e)

e :giris (ev )=¢ikis(e)

biciminde tanimlanir ve Q, ve ﬂee,, F , nin elemanlari ise G ye Fzm Uzerinde lineer
ag baglanti kodu denir. v digimindeki Z(v,l) ciktilari eein(v) igin Y(e) rastgele

islemlerinden olusur. Yani; Z(v,j)= z ge,jY(e') dir. Burada Eg F2 nin
e"girig(e')=v

elemanidir. m ve F, vi a,,, B,

e.e

, &, Yiicerecek sekilde buyik secebiliriz.
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Z(u,l)=¢, 1Y(e") +e, 1Y(em)

Sekil 3. 6 Cebirsel ag kodlamasi

eBir G=(V,E) ag baglantisi ve 3 baglanti kimesi verildiginde (G,3) ikilisi
olarak ag baglanti kodlama problemini tanimlayabiliriz. Bu problemin hangi cebirsel
sartlar altinda c¢o6zulebilir oldugu incelenmesi gereken bir problemdir. Yani; tim

istenilen baglantilarin olmasi igin F, de uygun ¢, ﬂe,,e, &, elemanlarinin

bulunabilmesi ag baglantisi icin ag baglanti kodlama problemdir. Bu ¢, ﬂe,e, &y

elemanlarinin kiimesine ag baglanti kodlama probleminin ¢d6zimu denir. Eger bdyle bir

¢6zUm varsa ag baglanti problemine ¢ozllebilirdir denir. Eger ¢, , ﬂe’,e' &, zamandan

bagimsiz (bagimli) ise zaman- degismez (zaman degismeli ) denir. Baglanti hatasi
gerceklesen ag ornekleri de g6z 6nline alinmaktadir. Baglanti hatalari ergodik siregler
olarak kabul edilmezler ve bir baglantinin ya dizgiin bir sekilde calisacagi ya da agdan

gereken bigimde kaldirilacagi disinulur. Bir baglanti hata modeli | E| uzunlukta z ikili

vektorleri ile tanimlanabilir ve bu sekilde z’ de ki her konum G ’de bir kenarla
iliskilendirilir. Eger bir baglanti hata verirse z’ de karsilik gelen konum 1’e esittir, aksi
halde z’ de ki girdinin baglantidaki karsihgi sifira esittir. Bir agda z’ nin karsilig olan
baglantilar kaldirildiginda ag ¢ozilebilir ise bu agin, baglanti hata 6rneklerine gore
¢ozulebilir oldugu soylenebilir. Belirli bir hata 6rneginin ¢ozilebilirligini arastirmak basit
olsa da hata 6rnegi siniflari icin ortak ¢céziimler bulmak cok daha ilgi ¢ekici bir gérevdir.
Eger ag icin herhangi bir hata o6rnegi durumunda ayni elemanlarla ¢6zim
bulunabiliyorsa bu ag c¢oziminin baglanti hata ornegi dizisinde statik oldugu

sOylenebilir. Statik coziimler 6zellikle tercih edilir. Clink:

1) Eger z € F ise yeni bir ¢c6zim bulunmasi ve agda dagitiimasi gerekmez.
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2) i¢ agdaki bireysel diigiimler hata drneginde dnemsiz olabilir. Yani agdaki bir

digiimde gerceklesen basit bir uygulama belirli hata 6rneklerinden bagimsizdir.

X, 1)
Xm,2)

X(v,3)

(b)

Sekil 3. 7 Girdi ve giktilari verilen ag baglantisi

3.3.1 Cebirsel Modelleme

v digimainin agdaki tek kaynak oldugunu varsayalim.
x=(XMW1),X(,2),..., X(v,u(v))) v’ de gozlemlenen girdi verilerinin vektori olarak

!

belirtilir. Ayni sekilde v tek alici digim olsun.

z=(Z(,1),Z(V,2),...Z(V',v(V"))) da gkt verilerinin vektéri olur. F,, lineer

2”!
agini ele almanin en 6nemli sonucu, bir x girdi vektori ve bir z ¢ikti vektoru arasindaki

iliskiyi tanimlayan transfer matrisini ortaya koyabilmektir. M, x girdili ve y ciktil bir

agin sistem transfer matrisi olsun. Yani y =xM olur. Sabit bir a,’e,ﬂev,e ve &y ;

¢arpan dizisi icin M , elemanlari F2 sonlu cisminden olan bir matristir. Bu durumu bir
adim daha ilerletirsek, carpanlari belirsiz degiskenler olarak kabul ederiz. Bu sekilde M

matrisinin =~ @, B,. ve &, elemanlarnin  E[..q ... B s0n€ ]

e’j b} el’j,oo-
halkasindaki cok terimliler oldugunu distinebiliriz.
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Sekil 3.7’deki agi ele alalim. Asagidaki esitlik dizisi &, ﬂe',eve &y ; parametrelerini

ve agdaki verileri yonetir.

Y(e)=a XWV.D+a, X(v,.2)+a,, X (v,3)

Y(e)=a,, X(v.D)+a, X(v,2)+a;, X(v,3)
Y(e)=a, , X(v,)+a,, X(v,2)+a;, X(v,3)
Y(e)=p,.Y()+p,.Y(e)

Y(e)=p, . Y(e)+p, . Y(e)

Y(e)=p., . Y(e)+ P, . Y(e)

Y(e;)=p., . Y(e)+ 5, . Y(e,)

Z(V,’ 1) = ges,lY(eS)+826,1Y(66)+€e7,1Y(e7)
Z(V,’ 2) = 885,2Y(65) + ‘C"eé,ZY(e(a) + 867,2Y(e7)

x ve y arasindaki iliskiyi tanimlayan transfer matrisini hesaplamak kolaydir. Ozellikle

A ve B matrisleri su sekilde tanimlanabilir.

al,el al,ez al,e3 865 1 ges ,2 865 3
A=\la,, @, a,, |B= €l Co2 o . -
4 €2 4, olmak Uzere M sistem
a3,el 3.6, a3,e3 86‘7 1 86‘7 2 887 3

matrisinin asagidakine esit oldugu bulunur.

ﬁel ,€5 ﬂq e 1364 6 ﬂel ,ey ﬂe4 ,e7

M=A4 8. B..B. B B_|B

4,66 ee4’ eqer

O 1863 ,€ ﬂe3 R
det(M) = det(A)B, . B, = Boe B o) By oy = Buy B det(B)

M determinantinin F, “de sifirdan farkli olmasi igin parametreler £} den secilebilir.
Boylece genel matris M ’yi de dénisim matrisi olarak kurabilmek icin A ’yi birim
matris ve B'yi seceriz. Boyle bir ¢ozim ,Be',e tipinin butln diger parametreleri sifira
esit secilirken g =4, =05, .=P.,. =1 olacaktr. F  cisminin tim

genislemelerinin icerildigi F ile F’ nin kapanisi gosterilmek lGzere F’ nin cebirsel
kapanisi Gzerinde, ortaya cikan ag kodlama problemi icin sonsuz sayida ¢6ziim bulunur.
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Bunlar, M transfer matrisinde sifirdan farkli bir determinanti olusturan ,Be',e icin tim
secimleridir denilebilir. Ornege bakacak olursak agin en ©6nemli 6zelligi,
(ﬁ’el ,esﬂem —ﬂEZ’ESﬂELES )(ﬂe‘h_%ﬂw7 —ﬂ%%ﬂe}%) esitliginin sifira  esit olmasin diye

degiskenler arasindan se¢im yapabilmesidir.

Teorem 3.2 (Max-Flow Min-Cut) [7] Tek kaynakli ve alicili bir G =(V,E) ag baglantisi
verilsin. Yani istenen tek baglanti ¢ = (v,V', X(v,v")) olsun. Ag kodlama problemi ancak
ve ancak R(c) baglanti hizi v ve V' arasindaki tim kesitlerin minimum esit degerine
esit ya da daha az oldugu takdirde ¢oziilebilirdir.

Asagida gecikmesiz F, lineer iletisim ag baglantisinin tanimini verecegiz.

Teorem 3.3 [7] Bir lineer agin v kaynak digium, v' alici digiim ve R(c) hizinda istenen

bir ¢ =(v,v', X(v,v")) baglantisi ile verildigini varsayalim. Asagidaki 3 durum esittir.
1) Noktadan noktaya (p2p) bir baglanti ¢ = (v,V', X (v,V")) olasidr.

2) R(c) hiziigin v ve v' arasinda Min-Cut Max-Flow kosulu (Teorem 3.2 ) karsilanir.

3)R(c)x R(c) boyutlu ve M transfer matrisinin determinanti

Fyleos @) s B pseens &, j»--] halkasi tizerinde sifirdan farklidir.

ISPAT: Teoremin biiyiik bir kismi Min-Cut Max-Flow Teoreminin dogrudan sonucudur.
Ozellikle, 1 ve 2 maddeler Teorem 3.2’ e denktir. Aslina bakilirsa, bu teorem, tam sayili
akisa sahip aglar icin yalnizca tek kaynakli tek alicili olarak isler. Ford—Fulkerson
algoritmasi [8] boylece kaynak ve alici digim noktalari arasinda R(c) hizlari farkli
yollari verir. 1. ve 3. Maddelerin esitligini gosterelim. Bu, bu sekilde 2 ve 3 {n esitligini
de gosterecektir. Ford—Fulkerson algoritmasi lineer ag kodlama problemi igin bir
¢O6zUmin var oldugunu ortaya koyar. Lineer ag kodlama probleminin parametreleri i¢in

bu ¢6zimi  se¢cmek, M ’nin  tanim  matrisi  oldugunu ve bdylece

Fg[---,a;,e,---sﬂegea---,Ser,j,---] de determinantinin benzer sekilde sifirlanmadig

sonucuna gotlrur. Aksine M ’nin determinanti Fz[--.,al’e,...,ﬂev,e,-..,Eer’j,...]'n|n

Uzerinde sifirdan farkli ise benzer sekilde parametreler secerek ters matrisi

olusturabiliriz. Lemma 1’'de gosterildigi gibi bu determinanti sifirdan farkl yapmak icin
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parametreler istenen sekilde secilebilir. Boylece 3. madde 1. maddeyi dogrular ve
esitlik gosterilmis olur.

Tanim 3.10 (Doniisiim Matrisi) Lineer iletisim ag baglantisindaki herhangi bir v,
diglimunin ¢ikan ayritlarinin Gzerindeki islemler giren ayritlarinin Gzerindeki islemlerin
lineer kombinasyonudur. Lineer iletisim ag baglantisi Gzerindeki ayritlarin arasindaki bu
iliski dnemli bir problemdir. Eger giris(e) = ¢ikis(e’) ise herhangi bir e=(u,v) ayriti
e =(v,u') ayritinin igine beslenir denir. G =(V,E) grafinin “yénlendirilmis isaretli ¢izgi
grafi”” N(v,g) olarak gosterilir. Burada v=F digimlerin kimesini ve
& ={(e,e): giris(e) = ¢cikis(e )} ayritlarin kiimesini gdsterir. Tim (e,e) ayritlari B, ile

isaretlensin. Sekil 3.7 (a) daki ag baglantisini isaretlenmis ¢izgi grafi;

Sekil 3. 8 isaretlenmis cizgi grafi

Ust (icgensel matrislerin kiimesi bir gruptur. Bu gruplara Borel alt gruplari denir. Bu
matrislerin terslenebilir olmasi demek kosegen (zerinde hic sifir olmamasi demektir.
Bir ag baglantisinin ¢ok sayida kaynak ve alicilara sahip oldugu durumu disunirsek
)_c:(xl,xz,...,x#):{X(vl,1),X(vl,2),...,X(vl,,u(vl)),X(vz,1),...,X(V‘U‘,y(v‘v‘))}, V- deki
tim girdi islemlerinin vektori olsun. Eger bir ag baglantisinda v kaynak diugim degil

ise uygun u(v) parametresi sifira esit olur. x=(x,x,,..,X,), ,u:Z,u(vi)

uzunlugunda  bir vektordir. A4  matrisi ,u><|E| boyutunda elemanlari,

L x = X(cikis(e,).l
4 = %p A (gf $(e,.0) seklindedir. Benzer bicimde
! 0, diger
2=(223,-52,) =AZ (.1, Z(%,2),., Z(v, SO Z(v,5 D), Z (3, (0 )} cikti
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islemlerinin vektérd olsun. Eger ag baglantisindaki v, dGgumu bir cikis degil ise 3(v;)
sifira esit alinir. z, 192219|Vl.| uzunlugunda bir vektorddr. |9|><|E| boyutundaki bir B

matrisi; B, . =

L

& » z;=2(giris(e)),l)
J—{ 7 777, biciminde tanimlanir. Eger bu kosullar

0, diger
saglanabilirse ag kodlama yontemiyle veri iletimi saglanabilir denir.

Asagidaki teoremi vermeden 6nce cizge teori ve bitisiklik matrisi ile ilgili bazi 6zellikleri

ifade edelim.

Ornek 3.10 [7]

Z(u,2)

Sekil 3. 9 Graf ve grafa ait isaretlenmis cizgi grafi

Sekil 3.9 daki ag baglantisi ve ag baglantisina uygun isaretlenmis cizgi grafi verilmis
olsun. Sekildeki ag baglantisi iki ¢, = (u,u,{Xu,1),X(u,2)}) ve c,=v,{X(v,1)})
baglantilarini igersin ve ayritlan e, e,,e;,e,,e;,¢,¢e,,6, seklinde siralansin. Bu ayritlar

icin isaretlenmis ¢izgi grafiicin ((b) den ) F bitisiklik matrisi yazilirsa;
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00 0 0 O 0 0
0000 £, Boe P,
cooo o B, 0 0
F= 0000 0 0 0 0 ayrica A ve B matrisleri;
cooo o B, 0 0
00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0

a,,, 0

£ 00 0 0 0 &
B=l¢,, 00 0 0 O 0 ¢.,| dir. F, 4 ve B matrislerinin

0 00 ¢, 0¢, ¢, 0

tanimindan tiim ag baglantisinin dénisiim matrisi kolayca verilebilir.

oG =(V,E) ag baglantisinda kaynak digiimi ve alici diigiimi gosteren bitisiklik
matrisi F olmak lzere F* F°,F*... kuvvetleri ag baglantisindaki tiim iletisimi analiz

etmeyi saglar. F', matrisinde £, nin i dugiminden kdugimine ve F, , nin k
duguminden j dugimune direk yol sayisini verdigine dikkat edilirse F,.F, = i

digiminden j dugimine 2 uzunlugundaki yollarin sayisini vermelidir. Sonug olarak

F*=F.F deki (i,j) bilesen (F). =) F,.F,, i digiminden j digimine 2
T k=l

uzunlugundaki yollarin sayisini, (F)ijZE,k-ﬂ,j i dugiminden j dugimine 3
T k=l

n
v . . t
uzunlugundaki vyollarin sayisini, genellenirse; (F)ij = ZEkl Fy B
= ‘

digiminden j digumine ¢ uzunlugundaki yollarin sayisini verir. Boylece i

digiminden j diglimuine ¢ uzunlugundan fazla olmayan yollarin sayisi;

(F),, +(F), +(F),, et (F), = (F+ F* + F 44 F')_dir.

i
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Ornek 3.11

Sekil 3. 10 Ag baglantilarinda n uzunlugundaki yollarin sayisi

A dan B ye gitmek istenirse en az 2 yoldan gegilmelidir. (4 —> H ve H — B). Bu en
kisa yoldur. Eger en az 3 vyol kullanilarak gidilmek istenirse matris yardimiyla bu

yollarin sayisini bulunabilir.

1, egeriden j ye ayritvarise ) e .
= olacak gekilde F =[f, ] bitigiklik matrisi

0, diger durumlarda

tanimlansin. Sirasi ile A4,B,C,H digumleri satir ve siitun olmak lUzere F matrisi

0 01 01
1 0 0 01
F={0 0 0 1 1| dir. Boylece A4 dugiminden B digimine en fazla 4
01 0 01
1 1.1 10

uzunlugundaki yoldan gecerek kac yolla gidilebilir sorusuna cevap: (Fz)l,2 =1 oldugu
icin 4 digiminden B digimine 2 uzunlugundaki yol sayisi 1, (F3)1,2 =3 oldugu
icin 4 digiiminden B dugimine 3 uzunlugundaki yol sayisi 3, (F4)1,2 =7 oldugu

icin 4 daguimiinden B digimine 4 uzunlugundaki yol sayisi 7, boylece

(F+F2+F3+F4) ,=0+1+3+7=11 dir. 4 diguminden B dugimine en fazla 4

L,

uzunlugundaki yoldan gecerek 11 yolla gidilebilir

F matrisi kare matris olsun. Eger lim F" =0 ise I — F terslenebilir ve

n—>0

(I—F)_1 =[+F+F? +...:iFk dir. Gergekten;
=0
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(I-F)(U+F+.+F)=II+F+.+F")-F(U+F+..+F")=1-F"" oldugu icin
her iki taraf (/ — F) nin tersiile carpilirsa
(I+F+.F=(U-F)y'(I-F"Y=U-F)'I-(I-F)"'.F""

(I+F+..F'Y—(I-F)"'==(I-F)".F"" elde edilir. Buradan lim F" =0 oldugu igin

n—>0

(I-F)' =1+F+F*+.=Y F* d.
k=0

Teorem 3.4 [7] Bir ag baglantisi 4,B ve F matrisleri ile verilsin. Ag baglantisinin

déniisim matrisi M = A(I - F)"'B" dir. Burada I,

E|x|E| boyutlu birim matristir.

ispat: 4 ve B matrisleri aslinda déniisim matrisine pek katkida bulunmazlar. Ciinkii

girdi ve cikti rastgele islemlerinin lineer olarak isleme katilmasina yardimci olurlar.
X(v,i) girdi islemleri ve Z(v,j) cikti islemlerinin arasindaki baglantinin “iletisim
cevabini” bulabilmek icin X (v,i) rastgele islemlerinin Z(v,j) ye katkida
bulunabilecegi tim kazanimlari tim yollar boyunca eklemeliyiz. Ag baglantisindaki
digiimler arasindaki tiim yollarin etkisi yukarida bahsedildigi gibi I + F + F* +... serisi

ile izah edilir. F nilpotent oldugu icin F" =0 olacak sekilde bir N tamsayisi vardir.

Boylece, (I—F)f1 =]+ F+F?+... olur. Sonug olarak istenilen saglanir.

M donldsim matrisi [Fz(...,a,,e,...,ﬂe,...,ge,j)] polinom halkasi lzerinde bir matris

e )

olarak disunalar.

Ornek 3.12: Ornek 3.8 deki devirli ag baglanti kodu igin bitisiklik matrisi;

001 00 1 01 00
000 10 01 010
K=/0 0 0 0 1|,I-K={0 0 1 O 1| olupI-K matrisinin satirlari lineer
0 0 0 01 0 0 0 1 1
001 00 0 01 01

bagimh oldugu igin (/ —K)™" yoktur. Ciinkii; det(/ —K) =0 dir. O halde bu ag baglanti

kodu icin dontisiim matrisi tanimlanamaz ve ¢6ziim yoktur.
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Ornek 3.13

Sekil 3.11 D6nlsUm matrisi verilen ag baglantisi

Sekil 3.11 da verilen ag baglantisi icin donlisim matrisini inceleyip. x =(1,1) mesaji
gonderilsin. Ag baglantisi igin

b
Il
7\
O =
O =
o
o O
(e
oS O
S
(e
o O
o O
o O
N—
<
D

7 N\
)
o
o
o
o o
o
o
o
o
—_
N7
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1 0001 0O0O0O0O0OTO1
0101 00O0O0OO0OO0OUO0ODO
001 0O0T1T1T1TUO0OO0O0ODO0
0001 00O0OO0OT1O0T1O0
000 0T1TO0OO0OO0OT1O0T1O0
FZOOOOOIOOIOIO
000 0O0OOT1TTUO0OT1O0TO0
000 0O0OO0OT1TTUO0OO0OUO0ODO
000 0O0OO0OO0OT1O0OT1TFPO
00 00O0OO0OTO0OO0OTIO0OTPO
00 00O0O0OO0OTO0OO0OO0OT1O
0000 O0OOO0OO0OTUO0OTO0TGO0O'1
bitisiklik matrisidir. O halde
1 0001 00O0T1O0O01
0101 00O0O0OT1UO0TUO0OO0
001 0O0T1T1T1TUO0OO0OO0ODO
0001 0O0O0OO0OT1TO0O0TFO0
000 0T1TO0OO0OO0OT1TUO0TO0FO0
(I_F)_IZOOOOOIOOIOOO
000 O0O0OOT1TTUO0OT1TO0O0ODO
000 0O0OO0OT1TTUO0OO0OUO0OO
000 0O0OOO0OT1TO0OT1TFO
000 0O0OO0OTO0ODOTUOO
000 0O0OO0OTO0OO0OOT1O
000 0O0OO0OTO0OOUO0OO0OTO 0O 1

olur. Burada [, 12x12 boyutlu birim matristir. O halde M donlisim matrisi

0 1
M = A(I - F)"'B' olmak iizere M:(1 Oj dir.Sonu¢ olarak  x=(I,1)  mesaji

0 1
(1,1).(1 0jz(l,l) olarak ahnir.

3.3.2 Genel Ag Baglanti Kodlama Problemi

~

Bir G ag baglantisi ve I baglantilarin keyfi kiimesi verildiginde tim baglantilarin

saglanabilmesi icin ag baglantisina ¢6zim bulma problemi tek kaynakl ve tek alici
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diugimli ag baglantilari icin ¢6zim bulmaktan daha zordur. Bu kisimda o6zellikle ag
baglantisinin her bir baglanti i¢cin Min-Cut Max-Flow sinirini saglamasi ve baglantilarin
birbirini rahatsiz etmemesi arzulanmaktir. Ayrica dontisim matrisinin 6zellikle istenilen
baglantilar icin ifade edilmesinin yeterli olacagl gosterilmektedir. Asagidaki teorem

genel ag baglantisi kodlama problemi icin gerekenleri ifade etmek icin verilmistir.
Teorem 3.5 [7] G gecikmesiz bir ag baglantisi olsun ve

I={(v,u;, X(v)),(v,u,, X(v)),...,(v,u,,X(v))} istenilen baglanti olsun. (G,3) ag

baglanti problemi c¢ozilebilirdir ancak ve ancak Min-Cut Max-Flow siniri tim 3

baglantilari igin saglanmahdir.

Ornek 3.14 [7]

(a) (b)
Sekil 3. 12 iki kaynakli iki alict digiimlii ag baglantisi, uygun isaretlenmis cizgi graf

Bu ag baglantisi tizerindeki iki farkl

3= {0 u, X (0,1, X (v, 2)1), (v, 1, {1 X (v, 1), X (v,,2) 1) }
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baglantilari insa edilmek istensin. Burada x={X(v,,1),X(v,2),X(v,,1),X(v,,2)} ve

z={Z(u,,1),Z(u,,2),Z(u,,1),Z(u,,2)} vektorleri kaynak ve alici dugiimlerdeki islemleri

temsil eden vektorler olsun. Boylece sistem matrisi M ;

0 <. £,
i S &3 0 0 1 il 5155259 §1§§4§§1 “l(¢& 2w $» 00
_ Su S5 G 0 0 0 0 } ’ } v Sy &y 0 0
1o 0 0 S Sis . 0 & §§7§ f/;f 0 0 & &y
0 0 0 ¢, &, 0 0 ¢ £ 0 0 & &y

Ml,l M1,2 .
seklinde blok

seklinde oldugu kolayca gorilebilir.
M2,1 M2,2

Bu matris M=(

matrisler olarak ifade edilebilir. Burada M|, (X(v,1),X(v,2)) ve ((Z(u,1),Z(u,,2))
arasindaki M ,,(X(v,1),X(v,2)) ve (Z(u,,1),Z(u,,2)), M,;,(X(v,,1),X(v,,2)) ve

(Z(u,,1),Z(u,,2)) son olarak M,,, (X(v,,1),X(v,,2)) ve (Z(u,,l),Z(u,,2)) arasindaki

2,27
donusimu temsil eder. Bu ag baglanti kodlamasinin ¢6zimu olabilmesi igin det(M) # 0
olmahdir. Ozellikle ag baglantisinda verilen baglantilarin

saglanabilmesi igin

det(M,,)#0 ve det(M,,)#0 olmaldir. Ote yandan baglantilarin birbirine rahatsiz

etmemesi i¢in M,, ve M,, nun tim elemanlarinin sifir secilmesi gerekir. Gergcekten

det(Mu) = (511515 _512514)51 (521@4 - §22§23)

ve det(Mz,z) = 5254(517520 _518§19)(§9§6 _554:10)(525528 _§Z6§27) dir. Ote yandan Mz,l in
sifir olmasi icin & =0 olmalidir bu ise det(M,,)=0 olmasini gerektirir. O halde bu
sekilde istenilen baglantilar icin ¢6zim bulunamaz. Yani istenilen ag baglantisi (G,J)

ag baglanti kodlama problemi igin bir ¢6ziim sunmaz.

Teorem 3.6 [7] (G, 3) devirsiz, gecikmesiz bir lineer ag baglanti kodlama problemi ve
M =(M,,) girdi digumlerinin kimesi ile alici dugumlerinin kimesi arasindaki

donidsim matrisi olsun. Ag baglanti problemi ¢ozilebilirdir ancak ve ancak

Fz(...,al,e,...,ﬂe‘ TS i) Gzerindeki degiskenler su iki sarti saglamalidir:

1.(v,v;, X (v;,v,)) € 3 olan tim (v,,v;) digum ikilileriicin M, , =0 dir.
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2Eger I kimesi  {((,,v,, X (5,7 (05,0, X (7)o (059, X 3, v, )}

baglantilarini igeriyor ise [M', M’ ,.M' ] alt matrisi 9(v,)x3(v;) boyutlu

J

terslenebilir matris olmalidir.

ispat: Kabul edelim ki ag baglanti problemi ¢éziilebilir olsun. 1. Sart baglantilarin
birbirini rahatsiz etmemesini ve degiskenlere atanan degerler baglantilara engel
olmamasini garanti eder. Ayrica 2. sart herhangi bir dUgliimun bilgiyi dogru tanimasini
garanti eder. Aksine kabul edelim ki iki sartta saglanmasin. Eger 1. sart saglanmazsa
rastgele islemleri alici diigiimlerde (ist Gste aktarilir ve bilgi dogru aktarilamaz. Ote

yandan 2. sart Min-Cut Max-Flow sartini saglatir. Dogru olmazsa ¢6ziim olamaz.
Ornek 3.15 Sekil 3.7 deki ag baglantisi igin;

FS=FZ[W3 ={aa’ +ba+c: a,b,ceF,, a+a+1=0}=
<X +x+1>

0+ <X +x+1> 1+ <X +x+1>x+ <X +x+1> x+1+<x’ +x+1>,

X<+ x> X + 1< +x+1> X +x+ <X+ x+H1> X0+ x+1+ <X+ x+1>)

sonlu cismi Gizerinde bir ¢6ziim bulalim. x° + x+1, o’ y1 kék kabul etsin. Bu sonlu cisim

Uzerinde

o 1 0 ﬁq,c@ ﬁqu ﬂ%% ﬂel ey ﬁe4,e7 1
M = 0 A ﬂez,es ﬂezy‘-ﬁﬂe @ ﬂe @ ﬂe a | 0
a+l 0 0 0 B B . 0

S = O

0
0| biciminde A4 ve B
1

matrislerine degerler verildiginde ve bitisiklik matrisinin elemanlari sira ile

2 _ _ 2
ﬂel,e4 = aﬂel,es =a, e,e, _a+1>ﬂe2,e5 =a tao

5 , diger degerler 0 olacak
B.=a +ra+Lp , =a,p, =a+lLp , =a +a,

bicimde secildiginde

=’ (d*+a)=a'+a’ =a’ +1,

e,esl ey e

BB =d(a+)=a’+a’=a’+a+l, B, p

B..B. =(a+).(a+)=a’+1, BB i =(a+).(a*+a)=a+a+1=1,

a 1 0 a a’+a+l a*+1)(1 0 0 a 0 0
M= 0 1 allad+a a*+1 1 [0 1 ol=] O 0 a*+1
a+l 0 0 0 at+a+l  a 0 0 1 at+a a o
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ve det(M)=a#0 oldugu icin M donlsim matrisi ile iletisim saglanir ve alici

digimler hangi mesajin gonderilmis oldugu belirleyebilir.

Bir ag baglantisinin her zaman lineer ¢6zimi olmak zorunda degildir. Bir ag
baglantisinda alicilar almak istedikleri verileri karsilayabiliyor ise ag baglantisi islevini
yerine getirmis olur. Kurulan ag baglantisi alicilar talep ettikleri verileri alacak sekilde

¢Ozlime sahip oldugunda ¢ozilebilirdir denir.

Asagida verilen ag baglantisinin GF(4) = Fz[)y ={0,La,a’ =a+1} cismi

<X +x+1>
Uzerinde bir ¢oziime sahip olup olmadigini inceleyelim. Bu ag baglantisinda iki kaynak
ve dort alici digum vardir. Kaynak diagimler sekilde gosterildigi gibi 1 ve 2 olmak

uzere sirasi ile X,, X, mesajlarini génderirken alici digimler sekilde gosterildigi gibi

7,8,9 ve 10 digumleridir ve siraile X, X,, X, ve X, mesajlarini talep ederler.

Ornek 3.16

X +
A a7(alX1+a2X2) (ale+0(2X2]
o (X #0uX))| ag(a, X, + o, X)) +a, X,

X, X

Sekil 3. 13 Cozime sahip ag baglantisi

Eger ag baglantisi lineer ise ayritlar UGzerindeki islemler sekilde gosterildigi gibi
tanimlanmahdir. «,,a,,0;,a, € GF(4) olacak sekilde bu elemanlarn belirlemeye
calisalim. Sirasi ile ayritlar Gzerindeki islemlerden 57 ayriti Gzerindeki islemden 7
digimi X, mesajini talep ettigi icin o, +a,a, =1 ve a,a, =0 dir. Benzer sekilde

sirasi ile 8,9 ve 10 dugumlerindeki taleplerden dolayi o.+aa, =0, a,a,=1,

56



a,o,+a =0, a,a,=1, a0,=0, a,+a,a,=1 olur. GF(4) cismi Uzerinde

vada o, =a,=a,=a,=a,=a,=l,a,=a,a,=a+1,a, =1,a, =0, bu ag baglantis

icin bir ¢6zimdur ve bu sekilde pek ¢ok ¢6ziim bulunabilir.
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BOLUM 4

HATA DUZELTEBILEN AG BAGLANTI KODLARI

Asagidaki kissimda ag baglanti kodlari Gzerinde hata belirleme ve dizeltme ile ilgili
genel tanim ve teoremleri verecegiz. Bu bolimdeki genel tanim ve teoremleri ifade

etmek icin “Weight Properties of Network Codes” [9] isimli makaleden faydalaniimistir.

4.1 Genel Hata Diizeltebilen Ag Baglantilari

Tanim 4.1 Genelligi bozmaksizin ag baglantilarinda S kaynak digimi icin in(S) =Y
dir. ng=lour(S)| olsun. S  kaynak dugimi rastgele girdi iglemlerini
x=[x,;ecout(S)]e F™ i satir vektorlerine enkodlar. Bu satir vektérlerine kodsozler

denir. Tim kodsozlerin kiimesine kod denir ve C ile gosterilir. S kaynak digimi

kodsézlerin ng bilesenini out(S) deki ayritlar ile dénisturilerek iletir.

Tanim 4.2 Bir z hata vektori F cismi Gzerindeki |E| boyutlu satir vektordir oyle ki i.
bileseni E ayrit kiimesindeki i. ayrit tGzerindeki hatayl temsil eder. Bir ag baglantisi
Uzerindeki tim hata vektorlerinin kiimesi 2. ile gosterilsin.

Tanim 4.3 Bir hata sekli; £ ayrit kiimesin herhangi alt kiimesidir ve p ile gosterilir.
Tanim 4.4 Eger tUm hatalar bir hata seklindeki ayritlar Gzerinde oluyorsa hata
vektorline hata sekli ile eslesir denir. Bir p hata sekli ile eslesen tim hata vektorlerinin
kiimesi p ile gosterilir. p, ile bir z hata vektérinun sifirdan farkli bilesen yerleri
gosterilsin.

x kodsozleri ve z hata vektorleri distnilsin. Herhangi x € C kodsozii ve z € 2. hata

vektoru igin F(x,z) alinan vektordir. Burada F:Cx> — ® donisimine transfer
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donltsimi denir. F' iletisim kanallarini modeller. Ayrica bir hata vektori igin agirhik
olclisti; w:Y, —Z doénustimi ile tanimlanir. Burada Z~ kiimesi negatif olmayan
tamsayilarin kiimesidir. F;, ve E sirasi ile e ayritinin girdi ve c¢ikti islemleri ve ayrit
uzerindeki hata vektéri z, olmak Uzere; E:Fe+ze esitligi saglanir. Herhangi p
ayritlarinin kimesi igin iki satir vektorini £, =[F, :e € p] ve Fp=[ﬁg ;e e p] seklinde
tanimlayalim. Diger bir ifade ile bir ag baglanti kodu; G ag baglantisi lzerindeki
Cc F™ kodu ve {Z:eeE/out(S)} yerel enkodlama fonksiyonlarinin bir kiimesidir.
Burada Fe=/3,(Fy o) Olacak sekildeki g, :F"“* 5 F dir. A baglantis

Gzerindeki iletisim ayritlarin belli kismi sirali kiimesi lGzerinde yukaridan asagiya dogru
gerceklestirilir. Bir x kodsozli ve z hata vektorl icin bir ag baglanti kodu bir kez
EzFeJrze ve F. =Z(En(am(e») déniisiimleri saglanirsa tim ayritlar igin  F.

Foues)y = x sinirini saglayacak sekilde sirasi ile hesaplanabilir.

4.2 Lineer Ag Baglanti Kodlarinin Hata Diizeltme Kapasitesi

Bolim 3 te lineer ag baglanti kodlarinin tanimini vermistik. Bu bélimde alfabe F sonlu

cismidir. Eger Fe tim e e E —out(S) igin lineer fonksiyon ise yani F.= Zﬂe, . ise
ek '

'y

ag baglanti koduna lineerdir denir. Burada ﬂe,,e, e’ den e’ ye yerel kodlama
donisimini ifade eder. Sadece e ein(cikis(e)) ise ,Be,’e yerel kodlama cekirdegi
sifirdan farkl olur. Bolim 3 deki bir bitisiklik matrisini K =[K, ;] notasyonu ile ifade
edelim. Buradaki tanimdan K, =/, ve F=I1+K+K’+...ag baglantisi devirsiz
oldugunda bir pozitif N tamsayisi icin K" =0 oldugu igcin F=(—-K)" oldugunu
biliyoruz. Ayritlarin herhangi bir p kiimesi icin |p|xE boyutlu A4, =[4, ] matrisi

1, e, pdekii.ayrit ise . , . ,
4, = olacak sekilde tanimlansin. E’ de ki sirayi p’ ye

0, diger
uygulayinca Ap' nin |p| sUtunu birim matrisi olusturur. Notasyonu basitlestirmek igin

Fpp.:ApFA/’J. olarak alindiginda x kodsoOzleri ve z hata vektorleri icin cikti
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F(x,2) = (x.4,,, +2)FA, = xF,

wucs,p T ZFA, olarak hesaplanir. Herhangi bir T

dugumdi icin F, , = F, yazarak F,(x,z)=xF;,+zF, dir. Burada F;, =F,, ¢ o V€
dir. Bu matrisler sirasi ile mesaj ve hata transfer matrisleridir.

FT = FA;';(T)

Tanim 4.5 w agirlikh x kods6zi ve ¢ tamsayisi igin;

d (x,¢c)={F(x,z): zeX, w(z)<c} kimesini tanimlayalim. Bu kiime ¢ ya da az

hata ile olusabilecek hatalar icin alinan vektorlerin kiimesini ifade eder.

Ornek 4.1
Sekil 4. 1 Hatal ag baglantisinda kodlama
1 00 1 00 0 00 1 00
Apisy=|0 1 0|, 4,,,=/0 1 O|ve K=/0 0 0] olduguicin F=0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 00 0 0 1
elde edilir. Buradan x=(x,%,%),2=(2,2,,2,) € F,’ olmak uzere
F(x,z)= (XAout(S) + Z)FAin(T)
1 00 1 0 0)1 O O
=((x,%,,x)| 0 1 0[+(z,2,,z)(0 1 040 1 0
0 0 1 0 0 1){0 0 1
1 00
=((x1,x2,x3)+(zl,zz,z3)) 0 10 =(xl,x2,x3)+(zl,zz,z3)
0 0 1

olarak elde edilir. Boylece ag baglanti kodlama problemi klasik kodlama problemine
donisir. Sonuc olarak klasik hata diizeltme problemi lineer ag baglantisi hata diizeltme

probleminin 6zel bir halidir. Mesela C = {(0,0,0),(1,1,1)} kodu ve z={(0,1,0)} olmak

Uzeren alinan vektorler

1 00 1 0 0)1 0 0
F((0,0,0),(0,1,0)=((0,0,0) 0 1 0 |+(0,,0)|0 1 0[]0 1 0[=(0,1,0)
00 1 00 1)lo 0 1
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1 00 1 0 0)1 0 0
F.((1,1,1),(0,1,0))=((LLD)[ 0 1 0[+(0,L,0)|0 1 0] 0 1 0|=(10,1) olur. Bir
00 1 00 1)lo 0 1

ag baglantisi lzerindeki kodun bir kodsozi segilir ve ag baglantisi Gzerindeki

kanallardan iletilir.

Tanim 4.6 Bir koddaki kodsoz icin @’ nin bir alt kiimesi kods6z icin dekodlama bdlgesi
olarak adlandirilir. Bir ag baglanti kodunun dekodlanabilmesi i¢in tim kodsdzleri igin
dekodlama bdlgelerinin ayrik olmasi gerekir. Eger alinan bir vektor bir kodsoziin
dekodlama bdlgesinde ise o vektdr dekodlanabilir yani; hata duzeltilebilir. Eger alinan
vektor hicbir kodsoziin dekodlama bolgesinde degil ise alinan vektdriin hangi mesajdan
elde edildigi belirlenemez yani; hata diizeltilemez. Ayrica eger alinan herhangi vektor

herhangi bir kodsozle ayni degil ise hata belirlenmis olur.

Tanim 4.7 w ile ilgili minimum dekodlayici 7, MWDi ile gosterilir ve alinan bir y
vektoriini su sekilde dekodlar: 6ncelikle F(x,z)=y olacak bigimdeki tim xe C ve
z €, degiskenleri belirlenir. Eger (x,z) ikilisine F(x,z)=y esitligini saglyorsa x’ e
mesaj kismi ve z’ ye hata kismi olmak lGzere ¢6zim denir. Ayrica w(z) tim ¢ézlimleri

saglayacak sekildeki minimum agirhkli hata ise bu ¢6ziime minimum agirhkli ¢6zim
denir. Eger tim minimum agirlikh ¢dziimlerin mesaj kisimlari ayni ise alinan mesajlar
dekodlanabilir. Aksi olursa hata belirlenir ama diizeltilemez. Yukarida bahsedildigi gibi

{®, (x,c): xeC} ayrik ise minimum dekodlayici bélgesi olarak adlandirilir. Ayrica

@ (x,c) dekodlama yuvari olarak da adlandirilabilir.

Tanim 4.8 Tim x € C igin, ®  (x,c) kiimeleri bos degil ve ayrik ise w ile ilgili minimum
agirhkli dekodlayici 17, MWDfVI ile gosterilir ve alinan bir y vektérinu su sekilde
dekodlar; F(x,z)=y olacak bigimdeki tim x € C degiskenleri  belirlenir ve bu
degiskenlere dekodlanan mesajlar denir. Eger y herhangi bir yuvarin icinde degil ise

dekodlanamaz denir. Eger bir kods6zl bos bir kodlama bdlgesi ile iletilmisse alinan

vektor hicbir zaman dekodlanamaz.
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Sekil 4. 2 ¢ agirlikh hata yuvarlari

Tanim 4.9 Herhangi x,x,eC kodsézi i¢cin x, ve x, arasindaki uzaklik
DY (x,,x,) =min{c, +c, :|c1 —c2| <L O(x,c,)ND(x,,c,) # I} olarak ifade edilir. Her
zaman iyi tanimlidir. Dikkat edilirse bu uzaklik metrik degil fakat simetriktir.

Tanim 4.10 Herhangi x,,x, € C kodsozi icin x, ve x, arasindaki minimum uzaklik

0
dmin, w

=min{D)(x,,x,): x, #x, €C} dir ve minimum uzaklik olarak adlandirilir.

Tanim 4.11 Bir kodda w(z)<c olacak sekildeki tim z hata vektérleri MWD! ile

dizeltilebilir ise bu koda ¢ hata dizeltebilir denir.

Lemma 4.1 [9] Bir kod ¢ hata dizeltebilir ancak ve ancak MWD (c) vardir.

Ispat: Kabul edelim ki herhangi bir kod icin MWDf(c) var olsun. Yani; @ (x,c) = ve
ayrik olsunlar. x gonderilen mesaj, z hata vektori icin w(z)<c ve alinan vektor
y=F(x,z) olsun. y=F(x,z) igin minimum agrrhkli ¢ézim (x',z') olsun.
d (x,c) =D oldugu icin bdyle bir ¢dziim vardir. MWDf(c) yuvarlari ayrik oldugu icin
herhangi iki x#x kodsozii ve w(z)<c icin F(x,z)#y dir. w(z)<w(z)<c ve
F(x',z )=y, x =x olur. Sonug olarak y = F(x,z) nin minimum agirlkl ¢6ziimiiniin
mesaj kismi x dir. Bu ise MWDi(c) nin tim dogru mesajlarini sunar. Sonuc olarak tam
¢ hata dizeltilebilir. Aksine MWD!(c) var olmasin. O halde bazi x, icin ya
®, (x,,¢)=D yada {® (x,c):xeC} ayrik degildir. Birinci durumda MWD!(c) x," 1
dogru dekodlayamaz. ikinci durumda ise x, #x, €C ve w(z,)<c¢, w(z,)<c olacak

sekilde z ~ ve z, bulunabilir oyle ki F(x,z)=F(x,,z,) olur. Eger
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F(x,,z)=F(x,,z,)=y ise MWD!(c) her zaman dogru dekodlama yapamaz yani; c
hata diizeltilemez. Bu ise kabul ile gelisir.

Ornek 4.2

Sekil 4. 3 [7,4,3], Hamming kod igin ag baglantisi

C ={0000000,1000110,0100101,1100011,0010011,1010101,0110110,1110000,
0001111,1001001,01010101,1101100,0011100,1011010,0111001,1111111}

[7,4,3] Hamming kod olsun. Tiim kodsézler icin MDW " (1) var ve ayriktir.
Gercgekten; gonderilen mesajlar icin 1 hata agirligi ile olusan yuvarlarda;

7 ..
X =(x,X,),X;5,X4, X5, % X,) €C ve z=(z,,2,,25,2,,25,2 Z,) € Z," olmak Uzere

A

out(a) =

A

in(b) —

S O O O O o =
S O O O O = O
S O O O = O O
S O O = O O O
S O = O O O O
S = O O O O O
- o O O O O O
S O O O O o =
S O O O O = O
S O O O = O O
S O O = O O O
S O = O O O O
S = O O O O O
- o O O O O O
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000 0 O0O0TU O 1 000 00O
000 0 O0O0TU O 01 00 00O
000 0 O0O0TU O 001 00 0O
K=/0 00000 O|lveF=(U-K)'=[{0 0 0 I 0 0 0]sistem
000 0 O0O0TU O 00001 00O
000 0O0O0TP O 0000 01O
000 0O0O0TP O 00 0 0 0 01
doénisim matrisi icin alinan sozler;
Fo(x,2) =(x4,,,5) + 2)FA,
1 000 0O0O
01 00 00O
0 01 00 0O
= ((x, %5, X3, X4, X5, %, x,)[0 0 0 1 0 0 O+
0 0001 00O
0 000 01O
0 00 0 0 01
1 000 0O0O)1 OO0OUOUO0OTO
0O 1 000 0O O 1 O0O0OO0OO0OO
0O 01 00 0 OO O0OT1TTUO0OO0OUO0OO
(215255235 24525:242,)){0 0 0 1 0 0 O0fj0O 0 0 1 0 0 O
0 0001 O0O0f0O0OO0OO0OT1TTO0OO
0 000 O0OT1TTGO)OOOO0OOT1O
0 000 0O T1T/X0O O0OOUOOO01
1 0000 0O
01 000 0O
0 01 00 0O
= (065 %55 X35 Xy, X5, X X;,) (2,525,235 24,25, 242,))| 0 0 0 1 0 0 O
0 0001 0O
0 000 01O
0 00 0 0 01

= (X}, Xy, X3, Xy, X5, X X7 ) + (2, 25, 23, 24, 25, 25 Z;) $€Klinde hesaplanir ve yuvarlar ayrik
olur.

®(0000000,1) = {0000000,1000000,0100000,0010000,0001000,0000100,0000010,0000001}
®(1000110,1) ={1000110,0000110,1100110,1010110,1001110,1000010,1000100,1000111}
®(0100101,1)={0100101,1100101,0000101,0110101,0101101,0100001,0100111,0100100}
®(0010011,1)={0010011,1010011,01100110000011,0011011,0010111,0010001,0010010}
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®(0001111,1)={0001111,1001111,0101111,0011111,0000111,0001011,0001101,0001110}
®(1100011,1)={1100011,0100011,1000011,1110011,1101011,1100111,1100001,1100010}
®(1010101,1)={1010101,0010101,1110101,1000101,1011101,1010001,1010111,1010100}
®(1001001,1)={1001001,0010101,1110101,1000101,1011101,1010001,1010111,1010100}
®(0110110,1)={0110110,1110110,0010110,0100110,0111110,0110010,0110100,0110111}
®(0101010,1)={0101010,1101010,0001010,0111010,0100010,0101110,0101000,0101011}
®(0011100,1)={0011100,1011100,0111100,0001100,0010100,0011000,0011110,0011101}
®(1110101,1)={1110101,0110101,1010101,1100101,1111101,1110001,1110111,1110100}
@(1101100,1)={1101100,0101100,1001100,1111100,1100100,1101000,1101110,1101101}
®(1011010,1)={1011010,0011010,1111010,1001010,1010010,1011110,1011000,1011011}
®(0111001,1)={0111001,1111001,0011001,0101001,0110001,0111101,,0111011,0111000}
odririLy={411111,011111,1011111,1101111,1110111,1111011,1111101,1111110}

olmak lizere her x,x € C igin ®(x,1)N®(x,1) = dir. Ornegin; x =1100011 ve

x=1000110 kodsozleri ve 1 agirhkli hatalar igin yuvarlar;

1100110

1010110

1000100
0000110

1001110
1000110 | 1010110

1000111 110011

0000110

1100011 1000111

1001110 1000100
1000010

1000010

®_((1000110),1) @, ((1100011),1)

Sekil 4. 4 Ayrik yuvarlar

seklinde elde edilir. Kabul edelim ki alinan vektér F'(x,z)=0111000 olsun. O halde bu
kodsozu dekodlayabilmek igin F'(x,z) = x+z sisteminin tim ¢ézimlerini bulmaliyiz.
MDW"(1)# & ve ayrik oldugu (x,z) ikilisi icin tek ¢dziim vardir. x=0111001 ve
z=0000001 dir. Yani hata e, ayritinda yapilmistir. Dolayisiyla; 0111000 alinan vektdr
0111001 olarak dekodlanabilir.

Teorem 4.1 [9] Bir kod ¢ hata diizeltebilir ancak ve ancak d°. >2c¢+1 dir.

min,w
ispat: Teoremin ispatini asagida verilen ifadelerin esitligini gdstererek yapacag)z.

1. MWD/ (c) var olsun. Yani; x, # x, € C igin ®(x,,c,)"D(x,,c,)= dir.

65



2. Herhangi x, # x, € C icin ve ®(x,,¢,)ND(x,,c,)# D olacak bicimdeki ¢, ve ¢, igin

ya ¢, >c yada c, >c dir.

3. Herhangi x, #x, €C i¢in eger ¢, ve c, |c1—c2|S1 ve O(x,c)ND(x,,c,)# D

sartlarini sagliyor ise max(c,,c,) > c dir.
4. Herhangi x, # x, € C igin eger ¢, ®(x,,c)ND(x,,c) =D ise ¢ >c dir.

5. d°

min,w

>2c+1 dir.

ispat su siraile yapilir: 1) < 2) = 3) = 4) = 2) ve 3) <> 5).1) = 2) oldugunu olmayan
ergi ile ispatlayacagiz. Eger 2) dogru degilse x, # x, € Cigin ®(x,,¢,)ND(x,,c,)# D
olacak bicimde ¢, <c ve ¢, <c var olsun. O halde 1) yanlig olur. Tersi de benzer
sekilde celigki ile elde edilir. 3), 2)nin 0zel bir halidir sadece |c1—c2|sl sart
eklenmelidir. Ayrica 4), 3) un ¢, =c, oldugu halidir. Boylece 2)=>3)=>4) olur.
4) = 2) oldugunu olmayana ergi ile ispatlayacagiz. Kabul edelim ki 2) saglanmasin.
Yani; x, #x, eCigin ®(x,c)ND(x,,c,)#< olacak bicimde ¢, <c ve c¢,<c var

olsun. O halde ¢ =max{c,,c,} <c vardir yle ki ®(x,,c)ND(x,,c) =D olur. Yani 4)

0
min,w

saglanmaz. (Celiski!) Son olarak 3) < 5) oldugu d nin tanimindan elde edilir.

Teorem 4.1 d°

min,w

nin C kodunun tim hata diizeltme kapasitesini karakterize ettigini

0

min,w

ispat eder. d 0zel durumunda klasik kodlama teorisindeki minimum uzakliga esittir.

Fakat ag baglanti kodlarinin minimum uzakhgini belirlemek klasik kodlamadaki
minimum uzaklik kavramini belirlemekten daha karmasiktir.

Ornek 4.3 Ornek 4.2 deki ag baglantisi icin her x,x € C farkh kodsodzleri igin
O(x,1)ND(x,1)= oldugunu incelemistik. O halde ®(x,0)ND(x,0)=T ve
D(x,0)"D(x,1)= dir. Ote yandan miimkiin tim kodsézler ve farkli agirliktaki
hatalar icin yuvarlar incelendiginde bazi x #x kodsézleri icin ®(x,1) "D (x,2) =D

dir. Mesela; @ (0000000,1)n® (1000110,2)={0000010,100000,1000100} # < ya da
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@, (0000000,2) " ®_(0010011,1) = {0000011,0010010,0001001} =  olur.  Yani;
DY (x,,x,) =min{l+2:[2=1| <1, ®(x,,1) " D(x,,2) =D} olacak bicimde minimum

=3 olur. Sonug olarak d° =3>2c¢+1

min,w

uzaklik degeri elde edilir. Buradan d°

min,w

oldugu icin bu kod tam 1 hata diizeltebilir. (Ornek 4.2 de gésterildigi gibi.)

4.3 Lineer Ag Baglanti Kodlarinin Hata Belirleme Kapasitesi

Herhangi x,,x, € C kod so6zii icin farkli bir uzaklik kavrami tanimlayalim.

Tanim 4.12 Herhangi x,,x,€C kod soézi i¢cin x, ve x, arasindaki uzaklik
D! (x,,x,)=min{c:® (x,,0)ND (x,,c)= D} olarak ifade edilir. Bu uzaklik her zaman

simetrik degildir.

D! (x,,x,) ile irtibath olmak lizere minimum uzakig

1
dmin,w

=min{D, (x,,x,): X, #x, €C} olarak tanimlanir.

Tanim 4.13 Bir C kodu igin MWD (0) var ve 0 <w(z) <c olacak sekildeki tim z hata

vektdrleri MWD (0) ile belirlenebiliyor ise bu koda ¢ hata belirleyebilir denir.

Teorem 4.2 [9] Bir kod ¢ hata belirleyebilir ancak ve ancak d'. >c+1 dir.

Ispat: ispat asagidaki ifadelerin esit oldugunun gésterilmesi yapilir.

1. Herhangi x, # x, € C igin @ (x,,0)n® (x,,c)= dir.
2. Herhangi x, # x, € Cigin eger @ (x,,0)Nn® (x,,c )= ise ¢ >c dir.

> c+1dir. d

min,w

3.d!

min,w

nin tanimindan 1) < 2) < 3) oldugu agiktir. Simdiye kadar

hata diizelten ve hata belirleyen ag baglantisi kodlari igin dj;m,w ve d. olmak lizere

iki farkli uzaklik ifadesi tanimladik. Bunlar her zaman esit olmak zorunda degildir.
Ornek 4.4 Ornek 4.2 deki ag baglanti kodunu ele alalim. Ornek 4.2 den
D(x,1)ND(x,1) =D oldugunu biliyoruz. Dolayisi ile ®(x,0)ND(x,1)= dir. Ote
yandan tim kod sozler istenilen hata agirliga gore iletildiginde daima

D(x,0)ND(x,2) = dir. Fakat;
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®(0000000,0) N ®(1000110,3) = {0000000},

olacak bicimde kod sézler bulunur.
®(1000110,0)"d(1011010,3) ={1000110},

Buradan ¢ =3 olur. Tanim geregi d.. (C)=3 oluptam d'.  (C)-1=3-1=2 hata

min,w min,w

tespit edilebilir.

Ornek 4.5 [9]

Sekil 4. 5 Lineer olmayan ag baglantisi

Yukaridaki ag baglanti kodu F;={0,1,2} cismi Uzerinde tanimlansin ve
C=1{x,=(0,0,0),x, =(L,L,1)} olsun. Ag baglantisi lineer olmasin ve yerel kodlama

f(a,b) =F

(s,a)>

fonksiyonlari: F(a,t) =F

(s,a)>

Fen=F,.,Feas=F,,,ve ﬂ(b,d) ve ﬂ(d’t)

sirasi ile asagidaki gibi verilsin.

F, 000111222

F, 012012012

Feay 000021000

F,000111222

fc,d)012012012

Fory 000110010

gl

Tablo 4. 1 Yerel kodlama dontsiimleri
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Bu ag baglantisi igin Z:F39 ve uzaklik Hamming uzaklik olarak tanimlasin. O halde
lineer olmayan ag baglantisi icin verilen tablolardan ®(x,,1) ve ®(x,,1) yuvarlarini

belirleyelim. Yukaridaki ag baglantisi icin x, mesaji gonderildiginde

(s,a),(s,b),(s,c),(b,d),(c,d),(a,t),(c,t) ayntlari Gzerinde sirasiile agirhgi 1 den kuglik
ya da esit olan hatalar yapilirsa alinan vektoérlerin kiimesi;

d(x,,1)=1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)} ve x,  mesaji
gonderildiginde alinabilecek tim vektorlerin kiimesi
®(x,,1)=1{(0,L1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1),(1,0,2),(2,0,1),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} olur.
Sonug olarak @(x,,1)Nd(x,,1)= dir. Buradan ® (x,z) kimesinin tanimindan
D(x,,0) c D(x,,1) ve O(x,,0)c D(x,,1) oldugu icin agiktir ki D(x,,0)ND(x,,1)=L
ve @O(x,,1)NP(x,,0) = dir. Kabul edelim ki z hata vektéri z, ,, =z, =2 ve diger
tim bilesenleri igin 0 olsun. Yani, z=(0,2,2,0,0,0,0,0,0) olsun. O halde

F(x,,z)=F(x,,0)=(0,0,0) dir. Sonug olarak ®(x,,0)"®d(x,,2)#J, d’. =3 ve

min,w

dfninw =2 dir. Yani bu C kodu bir hata 1 hata belirleyebilir ve 1 hata dizeltebilir. Yani;
drgin,widrlnin,w olur. Bu ornek iki uzaklk ifadesinin esit olmadigini gosteren lineer

olmayan bir ag baglanti kodu sunar.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tezde ag baglanti kodlari, insa sekilleri ve ag baglantisinda bilgi iletiminin nasil
oldugu incelenmistir. Ag baglanti kodlarina cebirsel bir yaklasimda bulunulmustur.
Ayrica ag baglanti kodlama probleminin ¢ézimu igin sonlu cisimler Gzerinde gerekli

sartlar verilmis ve 6rnekler ile ¢6ziime sahip olmayan ag baglantilari verilmistir.

Ag baglantilarinda meydana gelebilecek hata ve veri kayiplarina karsi hata belirleme ve
hata dizeltme icin gerekli tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ag baglanti
kodlamasinin yapisi klasik kodlama teorisine gére daha karmasiktir. Klasik kodlama

teorisinin ag baglanti kodlamasinin 6zel bir hali oldugu 6rneklerle gosterilmistir.

Ag baglanti kodlamasi yeni bir g¢alisma alani oldugundan bu konuda pek c¢ok
cevaplanmayi bekleyen soru vardir. Bu kodlamanin halkalar, modiller ve degisik
cebirsel yapilar lzerinde nasil uygulanacagi, hata tespiti ve dizeltilmesi arastirilabilir.
Ayrica “Application of Automata Theory in Coding” [10] isimli makalede hiicresel
dontgtmler tanimlanmistir. Daha sonra ”"Cellular Neural Network: Theory” [11] isimli
makalede hiicresel sinir ag baglantilar ifade edilmistir. 1988 ‘de "Fractals, Neural
Networks, Cellular Automata, Formal Language and Coding Theory” [12] isimli
makalede farktallar, veri iletimi ve sinir ag baglantilari arasindaki iliskiden
bahsedilmistir. Ag baglanti kodlamasi ve hicresel dontsliimler arasindaki iliski

calisilmasi gereken ve merak uyandiran bir konudur.
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