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OZET

ADOMIAN AYRISTIRMA (DECOMPOSITION) METODU iLE MODELLEME
ORNEKLERI

Hacer AKYOL

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiuksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM
Es Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Bu arastirmanin amaci, diger sayisal yontemlerin aksine Adomian Ayristirma Metodu (AAM)
kullanilarak denklemlerin donisiim uygulamadan daha kolay ve dogru bir sekilde
¢cOzildiiklerini belirtmektir. Dahasi, denklemlerin kapali ve analitik ¢ozliimlerinde veya
yaklasik ¢éziimlerinde gicli bir metot olan AAM 6rneklerle anlatiimistir. Ayrica bu durum
cok hizli yakinsakliga sahip olan 6rneklerin ¢éziimlerinde yadsinamaz bir avantaj olarak
gorulmustdr.

ilk Blimde, G. Adomian hakkinda bilgi verilmis ve metodun literatiir taramasi yapilmistir.
Hipotez ve amaclar kapsaminda diger boliimlere gecilmistir.

ikinci bélimde ilk olarak, metot analiz edilerek bir érnekle ¢éziim ifade edilmistir. Daha
sonra, yakinsakligiyla ilgili teoremler verilmis ve Adomian Polinomlari Taylor Serisi Metodu,
Neumann Serisi Metodu, Parametrizasyon gibi ¢ degisik yontemle ornekler Uzerinde
hesaplanmistir. Buna ek olarak, Modifiye ayristirma metodu analiz edilerek standart AAM ile
karsilastirma yapilmistir. Son olarak, ayni 6rnekler Picard Metodu ile Adomian Ayristirma
Metodu kullanilarak ¢éziimler hakkinda yorumlar yapiimistir.

Uclincti Bolim birinci kisimda, adi diferensiyel denklemler icin uygulamalar mevcuttur. Ayni
bolimun ikinci kisimda, kismi diferensiyel denklemler icin 1si ve dalga denklemleriyle ilgili
farkll ornekler verilmistir. Uclincii bolim Uclinci kisimda, denklem sistemleri hakkinda

viii



bilgiler verilmistir. Uclincii bdlim dérdiincii kisimda, integral denklemlerin AAM ile ¢dzimii
ve son kisimda ise integro-diferensiyel denklemlerle ilgili aciklamalar yapiimistir.

Sonug olarak, bu arastirmada metodun faydalarindan yararlanarak bircok denklem tiiriinde
Adomian Ayristirma Metodu ile hassas sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayristirma Metodu, Modifiye Adomian Ayristirma Metodu,
Picard Metot, Adi Diferensiyel Denklemler, Kismi Diferensiyel Denklemler, integral
Denklemler, integro-Diferensiyel Denklemler.

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESiI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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EXAMPLES OF MODELLING WITH ADOMIAN DECOMPOSITION METHOD
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This article is a report on, unlike any other numerical methods, using Adomian
Decomposition Method (ADM) is pointed out to solve more easily and accurately without
transforming the equation. Moreover, the ADM which is a powerful method to investigate
approximate solutions or even analytical solutions of nonlinear equations, is explained with
examples. This situation is also seem that is an undeniable advantage for samples resolved
with ADM which have very rapidly convergent.

In chapter one, it has given knowledge about G. Adomian and reviewed literature of
method. Within hypothesis and purposes is started other sections.

In chapter two, firstly, analysis of method is expressed an example. Afterwards, the
theorems are given interested in convergence and Adomian Polynomials are calculated with
samples of three different methods such as Taylor Series Method, Neumann Series Method
and Parametrization. In addition, Modified Decomposition Method is analyzed and is
compared with standard Adomian Decomposition Method. Finally, using Picard Method and
AAM have been commented about the solutions of same examples.

In the first part of section three, applications are available for ordinary differential
equations. In the second part of the same section, the various examples for the partial
differential equations are given interested in heat and wave equations. In the third part of
the section three, the information is provided about systems of equations. In the fourth part
of the section three, solving the integral equations with the Adomian Decomposition



method and in the finally part, it is made the disclosure about of integro-differential
equations.

In conclusion, in this research, the utilizing from the opportunity of the method are obtained
more efficiency and elegantly results in several types of equations with ADM.

Key words: Adomian Decomposition Method, Modified Adomian Decomposition Method,
Picard Method, Ordinary Differential Equations, Partial Differential Equations, Integral
Equations, Integro-Differential Equations.
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BOLUM 1

GiRIiS
1.1 Literatiir Ozeti

Adi ve kismi diferensiyel denklemler, integral ve integro-diferensiyel denklemler ve tim
bunlari iceren denklem sistemleri bircok temel bilim ve mihendislik dallarinda dogada var
olan pek c¢ok problemin matematiksel modellemeleridir. Yapilan modellemelerle bir
degiskenin diger bir degiskene olan durumu ifade edilir. Dolayisiyla modelin elde edilmesi
problem hakkinda yeterli bilgi sahibi olmayi, probleme ait olan degiskeni belirlemeyi, uygun

basitlestirmeler ve varsayimlar yapabilmeyi gerektirir.

Modellerin ¢oziimiinde” bircok farkl teknik kullanilir. Adomian ayristirma metodu (AAM) bu
tekniklerden biridir. AAM ilk olarak 1980’lerin basinda George Adomian tarafindan
tanitilmistir. Adi, kismi, lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢6zimi icin Adomian
ayristirma metodunu gelistiren G. Adomian (1922-1996) Amerikali bir matematikgidir. Ayrica
“Solving Frontier Problems in Physics” kitabinin da yazari olan Adomian [1], bu kitabinda

metodunu anlatmistir.

Adomian, bu metodu problemlerin yaklasik, uygun c¢ozimlerini gézlemlemek ve ¢6zmek
amaciyla uygulamistir. Bunlar sinir ve baslangic sartlari olan ve temel bilimlerde ortaya cikan
deterministik, stokastik, lineer ve lineer olmayan problemlerdir. Lineer ve lineer olmayan
problemler icin Adomian’ in yaklasimi gercek sonuca ¢ok hizli yakinsakhgi, yiksek dogrulugu,
hesaplamalari en aza indirmesi ve lineerlestirmeye ihtiya¢ duyulmamasi, pertiirbasyon teori
uygulamasi, gercek disi fiziksel kabullerden kacginilmasi ile gercek yada yaklasik analitik

¢Oziimi gozlemlemek icin 6nemli sonuclar aciklar. Her terim Adomian polinomu adi verilen



polinomla genellestirilir. Adomian, lineer olmayan denklemlerin bitiin cesitleri icin bu
polinomlari genellestirerek ifade etmistir. Bu metot ile ¢6zim, terimleri kolayca

hesaplanabilen yakinsak kuvvet serileri formunda elde edilir [2].

Bircok arastirmaci [3], AAM’nin pek ¢cok karmasik problem icin baska yontemleri kullanmaya
gerek kalmadan ¢6ziime ¢ok hizli yakinsadigini gostermistir. Cherruault [4],[5], AAM’nin
yakinsakhgini integral denklemlere uygulamistir. Daha sonra, Cherruault ve Adomian [6],
metodun yakinsakligini yeni bir ispatla ortaya koymustur. Buna ek olarak, Abbaoui [7],
genellikle diferensiyel denklemlerin uygulamasinda AAM’nin yakinsakhgini ispatlamistir.
Fakat kapali form elde edilemeyen problemlerde seri bilesenleri kesilerek ¢oziime ulasilir ki
bu diger sayisal tekniklere oranla terimlerin yiiksek dogrulukta yakinsadigini gosterir [8], [9],

[10].

Adomian calismalarinda metodun bircok deterministik ve stokastik probleme uygulamasini
tanitmaktadir [11], [12], [13]. TanittigI bu metodu fiziki problemleri ¢c6zmek icin uygulamistir.
Sonuglarin umut verici ve dikkate deger olmasi Adomian’ in basarisidir. N. Bellomo ve R.
Monaco, ayristirma metodu ve pertlisbasyon teknigi arasinda karsilastirma yaparak
ayristirma metodunun pertiirbasyon metoduna goére daha kullanisl oldugunu gostermislerdir
[14]. R. Rach, ayristirma metodunun Picard metoduna goére daha avantajli oldugunu
vurgulamistir [9]. Wazwaz, Adomian metodu ve Taylor serisi metodunu karsilastirarak
AAM’nin daha az hesaplama gerektirdigini 6ne slirmistir [10]. Sonlu fark metodu gibi diger

metotlarla karsilastirmasi da literatlirde mevcuttur.

Datta [15], [16], ayristirma serilerinin yiiksek derecede dogru sayisal ¢6zim sagladigini
gostermistir. Rach [17], AAM’nin Legendre denklemleri, Bessel ve Hermit denklemleri gibi
tekil katsayilarla diferensiyel denklemleri ¢6zd(iglinii gostermistir. N. T. Shawagfeh [18],
operatoriin uygun bir tanimini Lane-Emden denkleminin tekil noktasini bulmadaki zorlugun
Ustesinden gelmede kullanmistir. Dahasi, A. M. Wazwaz'da bu konuyu desteklemistir [19]. L.
Casasus ve W. Al-Hayani [20], ayristirma metodunun siirekli olmayan diferensiyel

denklemlere uygulandigini ortaya koymustur [3].

Abdul Majid Wazwaz [21], “reaction-diffusion Brusselator Modeli” ve kismi diferensiyel
denklem sistemleri icin ayristirma metodunu kullanmistir. Calismasinda metodun iki

avantajindan bahsetmektedir. Bunlardan ilki hesaplamay! azaltmasi, ikincisi ise var olan



teknikle karsilastirildiginda dogru ve hizli yakinsamasidir. Boylece analitik ve sayisal sonuglara

daha kisa siirede ulasilmistir.

David J. Evans, M. Erglit ve Hasan Bulut [22], cok boyutlu diferensiyel denklemleri nimerik
ayristirma metodu ile c¢ozmdislerdir. Calismalarinda (¢ boyutlu lineer Helmholtz
denklemlerinden bahsetmislerdir. Bu denklemi ¢6zerken sonlu elemanlar metodu ile AAM’yi
karsilastirmislardir. Buna gére, AAM’nin bircok problem icin etkili ve hizli bir yéntem oldugu

sonucuna varmislardir [23].

M. Inc ve D. J. Evans [24], iki tekil noktaya sahip sinir deger problemlerine AAM'yi
uygulamislardir. Sonug¢ olarak, standart tekniklerdeki gibi problemi lineer duruma
getirmeden veya pertlirbasyon uygulamaya gerek kalmadan AAM ile ¢6zimi
gerceklestirmislerdir. Metodun givenilirligi ve yliksek mertebeden sinir deger problemlerine

uygulanabilir oldugunu gosterilmislerdir.

Dogan Kaya, Salah M.EI-Sayed [25], Kadomtsev-Petviashvili denklemine ayristirma metodunu
uygulamistir. NUmerik c¢ozimleri bilinen analitik c¢ozimlerle karsilastirmis ve vyaklasik
¢Ozlimleri dontisiim tekniklerine gerek kalmadan bulunmuslardir. Birkag terimle dahi ¢6ziime
ulasildigini ifade etmislerdir. Ayrica Zhenya Yan’da Modifiye KdV denklemleriyle ilgili
calismistir [26].

D. Kaya, iki boyutlu KdV-Burgers denklemlerine Adomian ayristirma metodunu uygulamistir
[27]. Bu calismada baslangic sartlari verilen Korteweg-de-Vries Burgers denklemlerin sayisal
ve acitk ¢ozimlerini elde etmek icin yeni bir ayristirma metodu kullanmistir. Sonug olarak,
¢Ozlimlerin AAM ile ¢ok hizli yakinsadigini ve hesaplamalarin azaltilarak zamandan tasarruf

saglandigini belirtmistir.

Abdul Majid Wazwaz [28], Bratu tipi denklemlerin sonuglarina ulasmak icin ayristirma
metodunu kullanmistir. Bratu denklemlerinin termal tipi denklemler oldugu hakkinda bilgi
vermis ve farkli 6rneklerde Adomian polinomlarini hesaplayarak grafiklerle bu calismalarini
desteklemistir. Problemler incelendiginde birinci tip denklemin ¢6ziiminiin tanimin ortasi
hari¢ diger bolgelerde sinirli oldugu, fakat ikinci Bratu tipi denklemde ise ¢dzimiin bitin

bolgelerde sinirli oldugunu ifade etmistir.

Kamel Al-Khaled ,[29], nimerik yaklasim elde etmek icin popllasyon bliyime modellerine

AAM’yi uygulamistir. Bliyime modellerini ele alarak (Volterra integral denklem ile ifade



ettigi) Sinc-Galerkin metodu ile ayristirma metodunu karsilastirmistir. Sonug olarak, AAM’nin

daha kullanish ve etkili oldugunu, ayrica daha az hesaplama gerektigini géstermistir.

Abdul-Majid Wazwaz [30], zamana bagl Emden-Fowler tipi denklemlerin analitik ¢ozimuni
AAM ile bulmustur. Cesitli tirden Emden-Fowler denklemlerini, [31] ¢6zerek metodun lineer
ve lineer olmayan denklemler icin analitik ¢ozimlerini bulmada uygun oldugunu ifade
etmistir [32]. Denklemin x=0’da tekil noktasinin var olmasindan kaynaklanan zorluga

ragmen ¢o6zimun Ustesinden gelmistir.

Qi Wang [33], (N—l—l) boyutlu Sine-Gordon AAM denklemleri icin modifiye ayristirma

metodunu kullanmistir. Bu metodu baslangic sartlari verilen Sine-Gordon denklemlerinin
Jacobi eliptik yaklasimini elde etmek icin uygulanmistir. Sayisal sonuglar dogru ¢6ziime ne
kadar yakinsadigini ve bircok problemin tam ¢oziminl vermistir. Degiskenlerine ayirmaya

veya pertiirbasyona, dahasi lineerlestirmeye gerek kalmadan sonuca ulasmistir.

Necat Polat, Dogan Kaya ve H.ilhan Tutalar [34], modifiye Kawahara denklemlerinin sayisal
¢Ozlimleri ve metodun analiziyle ilgili arastirma yapmislardir ve bilinen analitik ¢éziimlerle
karsilastirmislardir. AAM’nin yakinsakhgini modifiye Kawahara denkleminin uygulanmasinda
ispatlamislardir [35]. Sonucg olarak, AAM algoritmasinin lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemler icin ayristirmaya gerek kalmadan yliksek dogrulukta sayisal ¢coziimler saglandigini

ifade etmislerdir [36].

Huifeng Gu, Zhi-bin Li [37], lineer olmayan diferensiyel denklem sistemlerine modifiye
Adomian metodunu uygulamislardir. Bu calismalarinda, Babolian ve Javadi’ nin Adomian
hesaplamalari icin “BJ metodu” olarak ifade edilen ¢ok basit bir tiirev operatoriinden
bahsetmislerdir. Dahasi, BJ metodunun polinomlari hesaplamada daha avantajli oldugunu

sayisal sonuclarla ifade etmislerdir [38].

Mladen Mestrovis, [39], sekizinci mertebeden sinir deger problemlerine MAAM'yi
uygulamistir. Bu ¢6zimi yaparken altinci mertebeden denklem ¢éziimiinden yararlanmistir
ve MAAM’'nin lineer ya da lineer olmayan problemler icin daha az islem yuki gerektirdigini

[40], glvenilir sonuglar verdigini yaptigi hesaplamalarla gostermistir [41].

M.T. Darvishi ve A.Barati, [42]'te lineer olmayan denklem sistemleri icin kullanilan siiper

kiibik iteratif metotlari tanitmislardir. Burada sliper kibik metotlardan biri Adomian



ayristirma metodu, digeri ise Jacobian matrislerinin tersini elde etmek icin kullanilan

n

“gquadrature formulate” ’ tir. Her iki metotla da yakinsaklk ifade edilmistir.

S. Abbasbandy, Y. Tan ve S.J. Liao, [43], lineer olmayan denklemler icin Newton-Homotopy
analizinden bahsetmistirlerdir. Burada Adomian metodu ile, homotopy analiz metodunu
homotopi permiitasyon metotla karsilastirmislardir [44]. Boylece, bu iki metodun homotopy

analiz metodu ile birlesik oldugunu ifade etmislerdir.

Mehdi Dehghan, Asgar Hamidi ve Muhammad Shakourifar [45], Adomian-Pade teknigi
kullarak cift Burger denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmeye ¢alismislardir. iki boyutlu parabolik
denklemlerin ¢6zimi icin AAM ve Pade yaklasim metodunu bir arada kullanmislardir [46].
AAM-Pade teknigiyle standart AAM’yi karsilastirmislardir. AAM-Pade metodunun AAM’ye
gore daha hizli yakinsadigini ve dogruluk derecesinin daha fazla oldugunu sayisal sonuglarla

goOstermislerdir [47].

Muhammed Ali Hajji ve Kamel Al-Khaled [48], dordiincii mertebeden lineer olmayan sinir
deger problemleri Gzerinde bazi niimerik metotlarla calismislardir. Bu metotlar Sinc-Galerkin
metot (SGM), Laplace donlsim metodu ve AAM’dir [49]. Problemlere bu i¢ metot
uygulanmis ve Sinc-Galerkin metodunun [50] daha glivenilir ve dogru oldugunu grafikler ve

hesaplamalariyla belirtmislerdir.

O. P. Layeni [51], Modifiye Adomian Ayristirma Metodunu Chebyshev polinomlariyla ifade
etmistir. Ayni zamanda metodun givenilirligi hakkinda bilgi vermistir [52]. inceledigi
problemleri grafiklerle ifade ederek Modifiye metodunun dogru sonuclar verdigini

aciklamistir.

Alice Gorguis ve Wai Kit Benny Chan [53], isi denklemleri Uzerinde calismislardir.
Degiskenlerine ayristirma metodu ve AAM ile problemleri ¢ozerek AAM’nin etkili ve givenilir

sonuglar Urettigini yaptiklari hassas hesaplamalarla ifade etmislerdir.

Tim bu arastirmalar 1siginda ayristirma metodunun baslica oOzellikleri asagidaki sekilde

verilebilir; denklem operator formda ifade edilir. Daha sonra, denklemin her iki tarafina ters

operator (integral operatori) uygulanarak operatér formda yazilabilir. u(x,y) bilinmeyen

fonksiyon ayristirma serisi ile,

u(xy)=Yu, (x.)

n=0



olarak yazilir ve bilesenler belirlenerek bu form denklemde yerine konur. f(x,y) teriminin
integralinden sifirinci bilesen olan uo(x,y) sifir bileseni tanimlanir ve verilen sartlardan bu
terim ortaya ¢ikar. Boylece, 6zyineleme (recursive) iliskisi tanimlanarak k£ >1 iken u, seri

¢6ziimlerinin bilesenleri belirlenir. Burada u,” nin her bilegseni 6nceki u, , bileseni

kullanilarak ¢6ziim tamamlanir. Bircok denklemde kapal formda ¢6zim varsa tam ¢6zim
kolayca elde edilir. Adomian ayristirma metodu homojen veya homojen olmayan, lineer veya
lineer olmayan denklemlerde ¢6ziime tanimlayiciya ihtiyac olmadan dogrudan yaklasir. Bu
metotta diger tekniklere nazaran, homojen olmayan sartlari homojen sartlara donistirmeye

gerek olmamasidir.
1.2 Tezin Amaci

Bu arastirmanin amaci, Adomian Ayrisim Metodunun hangi siireclerden gectigi, ¢6zimu icin
hangi islem basamaklari uygulanmasi gerektigi, lineer ve lineer olmayan adi, kismi
diferensiyel denklemler, diferensiyel denklem sistemleri, integral ve integro-diferensiyel
denklemler gibi modelleme yapilirken karsilasilan cesitli tirdeki denklemler hakkinda bilgi

vermektir.
1.3 Hipotez

1980°li yillarin basinda bulunan Adomian Ayristirma Metodunun glinimiize kadar olan
gelisim silirecini ve uygulama alanlarini anlatmak, buna ek olarak, metodun diger nimerik

yontemlere UstlinlGgl olup olmadigini arastirmaktir.



BOLUM 2

ADOMIAN AYRISTIRMA (DECOMPOSITION) METODU

1980’lerin basinda cesitli tlirde lineer olmayan denklemleri ¢6zmek icin Adomian
tarafindan yeni bir metot gelistirilmistir. Bu metoda; Adomian ayristirma
(Decomposition) metodu (AAM) adi verilmistir. Adomian bu metodu; fizik, kimya,
biyoloji ve mihendislikte ortaya cikan, sinir ve baslangic sartlari olan deterministik,
stokastik, lineer ve lineer olmayan problemlere vyaklasik ve uygun c¢oziimleri

gozlemlemek amaciyla uygulamistir [54].

Adomian ayristirma metodu deterministik, stokastik, lineer ve lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin yani sira adi diferensiyel denklemlerin de ¢6ziimiinde énemli
rol oynar. Lineer olmayan denklemlerin ¢ozimlerini goézlemlemek icin literatiirde
birkac metot tanimlanmistir. Bu metotlardan bazilari degiskenlerine ayristirma
metodu, tanh metot, sine—cosine metot, Painleve metot, Darboux donlsimd, ters
sacilma donidstmleridir. AAM; lineer ve lineer olmayan problemler icin, gercek sonuca
cok hizhi yakinsakligi, glvenilirligi, perturbasyon teori uygulamasi, gercekdisi fiziksel
kabullerden kacinmasi ile gercek veya yaklasik analitik ¢6ziimi gozlemlemede 6nemli
sonuglari aciklamistir. Adomian’in uyguladigi bu teknik, lineer olmayan denklemlerin
ayrnistiriilmasindaki gibi seri fonksiyonlar seklinde kullaniimistir. Her terim Adomian

polinomu adi verilen polinomlarla genellestirilmistir [1], [12].



2.1 Metodun Avantajlari

Lineer ve lineer olmayan problemler icin AAM’nin avantajlari bircok arastirmaci
tarafindan vurgulanmistir. Sayisal metotlar; sadece zaman ve uzaklik degiskenlerinin
bazi degerleri icin yaklasik ¢oziimleri hesaplama tabanina dayanan tekniklerdendir.
AAM; degiskenlerine ayristirmayi, dogrusallastirmayi ve perturbasyonu gerekli kilan bir
metot degildir. Birkac arastirmaci AAM’ yi diger metotlarla karsilastirmistir. Bellomo ve
Monaco, Adomian metodunu peturbasyon teknikleriyle karsilastiran
arastirmacilardandir. Ayristirma metodu Picard iterasyon metoduyla
karsilastirildiginda; Picard metodunun AAM’ye gore cok fazla hesaplama gerektiren bir
yontem oldugunu gdéstermistir. integro—diferensiyel denklemlerin ¢dziiminiin
Wavelet-Galerkin Metot (WGM) ile karsilastirildiginda Adomian ayristirma metodunun
verimli, kolay kullanilabilir oldugu, dahasi o hesaplama slrecini azaltan ve acik formda
gozlemlenen glvenilir sonuglara sahip oldugu gozlemlenmistir. Wazwaz; Taylor serileri
metodunu AAM ile karsilastirmistir. Bu karsilastirmada; ayristirma metodunun verimli
oldugunu, birkac yinelemeyle glivenilir sonuclar Urettigini, zorluklari en aza indirerek
kolayca kullanilmasini ve lineer olmayan problemlerin lineer problemler gibi basit
usulde ele alindigi gozlemlemistir. Boylece metodun lineerlestirme ve perturbasyon
yetersizliklerinin Ustesinden geldigini 6ne strmiustiir. Shawagfeh ve Kaya da, adi
diferensiyel denklemlerin ¢6ziim sistemi icin Adomian Ayristirma Metodu ve dordinci
mertebeden Runge-Kutta metodu arasinda sayisal bir karsilastirma sunmuslardir. Bu
karsilastirmanin sonucunda; Adomian tekniginin ¢ok gticlli, tamamen dogru, uygulama
kolayligi olan ve sayisal ¢oziimlerin yani sira analitik ¢éziimlerin bulunmasinda da etkili
oldugunu ifade etmisleridir. Vadasiz ve Olek; Adomian metodunun Runge-Kutta
metodundan daha kesin oldugunun sonucuna varan ayni denklemi daha kapsamli

calhismislardir [2].



2.2 Metodun Tanimi

Adomian ayristirma metodu, lineer olmayan Fu=g diferensiyel denklemi igin
uygulanan yontem olarak ifade edilir. Burada F' . lineer olmayan diferensiyel

operatorti temsil eder. Bu teknik F'’nin L+ R’de lineer kisminin ayristiriimasiyla
olusur. L kolayca tersi alinabilen bir operator ve R ise kalan kisimdir. Lineer olmayan

kisimise N ile temsil edilerek denklem uygun formda yazilirsa,

Lu+Ru+Nu=g (2.1)

elde edilir. L operatoriinin tersi L' olarak tanimlanir ve denkleme L' islemi

uygulanirsa
L'Lu=L"'"g—L"'"Ru—L 'Nu (2.2)

seklinde yazilir. (2.2) denklemindeki L operatori n. mertebeden tirev operatoridur,

L' ise n—Kkatli integrali ifade eder. (2.2)’ nin sol tarafi integral sabitiyle birlikte

L'Lu=u+a (2.3)

o0
olarak yazilabilir. Denklem u=Zun seri ¢ozlimii ile ifade edilir ve uy; L 'g—a
n=0

seklinde tanimlanir. Boylece (2.2)’'deki esitlik saglanarak,
u:uO—L_lRu—L_]Nu (2.4)

elde edilir. u, , n>0 terimi yerine konularak 6zyinelemeli (recursive) iligkisi

belirlenebilir. Metodun ¢6ziimii, denklemde lineer olmayan Nu terimlerinin

o0
ayrnistiriimasiyla olusturulur. NuzZA77 seklinde tanimlanir. Burada A4, , Adomian
n=0

polinomlaridir. Her A4, polinomu »n>0 igin 1wy, U, Uy,......... ,u bagimsiz
degiskenlerine baglidir. Adomian, lineer olmayan buitin denklemler icin bu polinomlar
elde etmek amaciyla formil gelistirmistir [12], [55], [56]. Adomian polinomlarinin

toplamlari bir u, fonksiyonunun komsulugunda Taylor serileriyle genellestirilmistir. Bu

baglamda,



N“:iAn:il!(“_uo)n N () (2.5)

oldugu gorildar. Sifir icin serilerin genel terimine bakilirsa, ilk terim L’ nin n. mertebe

ve m terimleri igcin uygun se¢ciminden dolayi seklinde yazilir [56], [57]. Boylece,

(mn)!

u:iun , Nu:iAn (2.6)
n=0 n=0

(2.6) ayristirma serisi formu (2.4) denkleminde yerine yazilarak
> u,=ug—L'RY u,—L "> 4, (2.7)
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Burada un(x,t) , n=0,1,2,.... bilesenlerini tanimlamak icin asagidaki

ozyineleme (recursive) iliskisi kullanilir;

u, =—L '"Ruy— L "4,

u,=—L"Ru, — L' 4,

~1 ~1
U, : —L Run —L An (28)
Genellestirilen Adomian polinomlari ise,
1 dn o0 ;
An(uo,ul,uz, ............ U, ) =— N Z)\ul- (2.9)
nlld\" 'S 0

seklinde ifade edilir [7], [12], [55], [58]. Bu formiil, uygun A\ parametresi icin sunularak,

u()\) = i)\”un (2.10)
n=0
N(u(X))= i)\”An (2.11)
n=0

10



(2.12) seklinde elde edilir. (2.5) denklemi, X =0 komsulugunda Taylor serilerine

genisletilerek,

© 11 d" .

M) =S V)]
:i_ d N ix’u. \ (2.13)

—onld\t i \—0

yazilabilir. Boylece, ayristirma serileri (2.12) ile kolayca bulunabilir [7], [59], [60], [61].

Ornek 2.1
uy+ux:2xy2—|—2x2y, u(x,O)zO, u(O,y)zO (2.14)

denkleminin ¢6zimini Adomian ayristirma metodu ile x ve y'ye gore analiz ediniz

[62].
Coziim:
L. =— e Ly=— operatorleri tanimlansin. Bu operatorlerin tersi,
Ox Oy
-1_ [F -1_ [
L'=[C()de, L'=["()dv (2.15)

olur. (2.13) denklemine L, ve L, operatorleri uygulanarak,

o 2 2

Lu=2xy"+2x"y—Lu (2.16)
ifadesine ulasilir. Bu denklem x ve y olmak lizere iki sekilde ¢dziimlenebilir;

e Xx-¢oziimii;

(2.15) denklemine (2.14) uygulanir ve

L7'Lu=L" (20" +2Xy)— L, (L)

0’dan x’e integrali alinan denklem,

11



x y

3
u(x,y):x2y2+2)cTy—L_] (L u) (2.17)

olur.

o0

u(x, )= u,(xy)

n=0
seri ¢6ziimu (2.16)’ da yerine konuldugunda,

$hu(on)=e 2y

n=0

oldugu gorulir ve seri aynistirilarak,

seklinde elde edilir. Bu baglamda 6zyineleme (recursive) algoritmasi,
2.2 2 3
Uy (x,)=x"y 53X
e, (x.9)=L"(L, (), k>0 (2.18)

olarak elde edilir. (2.17)’ deki algoritma 1si1ginda,

w, (x,y)=—L"(L, (u))=—L," [Ly [x2 s —{—§x3 y]]

2 x 2
:_L7] 2 2 “ 3 — 2 2 “~ 3
. xy—i—3x] j; xy—i—3x]dx
=—|zXy+t—x
3 4 6 ]
2 1
U, :—§x3y—gx4

12



:_[_%_lx4]:lx4
347 ) 6

terimleri hesaplanir ve ¢oziime
U, +u, +u, + = x 24—%x3 —gx —lx —|—lx =X
o U U, y 3 y 3 y p PRl y
olarak acik ve kapali sekilde ulasilir.
o y—¢OHzimii;
(2.13) denkleminden ve y’ ye bagli tiirev operatériinden,
2 2
Lu=2xy"+2x"y—Lu (2.19)
elde edilir ve (2.14)" teki y’ye bagh integral operatériinden,
Ly_lLyu = Ly_' (2xy2 +2x2y) —Ly_] (Lxu)

yaziir. 0’dan y’ye integrali alinan denklem,

u(x,l)zfoy(flxy2 +2x2y) a’y—Ly_] (Lxu)

u (x,l) = %xy3 +x7y? —Ly’l (Lxu) (2.20)

olur.

u(x,y):Zun (x,y) (2.21)
n=0

(2.20)" deki seri ¢6ziimi (2.19)’a uygulanirsa,

o0

Zun (x,y) = %xy3 +x7y? —Ly"

n=0

(2.22)

elde edilir. Buradan,
2
Uy +uy +u, +....... =Xx"y +§xy3—L},_](Lx(uo—|—u]+u2+ ....... ))

olur ve bilesenler,

13



uy (x, ) =§xy3 +x*y?

U, (x,y):Ly’l (Lx (uk)), k>0 (2.23)

seklinde yazilir. (2.22) 6zyineleme (recursive) iliskisiyle terimler,

1 2
:—f [—y3—|—2xy2]dy: [gy4—|—§xy3]
1 2
U, (X,J/) = —EJ’4 —Exf

__71_%3__y_23 _14
—Ly[3y—fo 37 dy—6y
seklinde hesaplanir. Bu terimler,

Uy +u, +u, +..... :§xy +XY ==y —=xy +—=y +.... =Xy
olarak acik ve kapali sekilde yazilabilir.
2.3 Adomian Metodunun Yakinsakhgi

Adomian Metodunun yakinsakhgi bircok bilim adaminin dikkatini cekmis ve arastirma
konusu olmustur. Adomian, Cherruault’ dan sonra N , H’' dan H’ a Hilbert uzayinda

lineer olmayan bir operator ve f H'’da verilen bir fonksiyon olmak uzere

u=f~+N(u) fonksiyonel denklemine uygulamistir. Esitlik
(S, )n = (uy +u, +us +....+un)n dizisini  tanimlamak  i¢cin  tekrar  eden
S, =N(uy+5S,) , Sy =0 dizenini kullanmistir. Bu dizenleme Adomian teknigiyle

¢cOzililmeye elverisli S = N(u0 —|—S) fonksiyonel denklemi ile iliskilendirilebilir.

14



Abbaoui ve Cherrault, Adomian metodunu kullanarak Adomian polinomlarini

hesaplamak igin yeni bir forml ile u :f+N(u) fonksiyonel denklemi icin Adomian

ayristirma tekniginin uygulamasinin ispatini yapmislardir. Abbaoui ve Cherrault su

sonuglara ulasmislardir:
Teorem: Eger N €C™ , u,’in komsulugundaise ve Vnc N igin HN(”) (e )H <M’ ise
( N’in tlrevi u, "in komsulugunda normda sinirlandirilir) ve eger H Hilbert uzayinda

o0
|-|norm iken |lu|<M, i=12,.. ise, ZAn mutlak yakinsaktir ve dahasi,
n=0

/2
T En] esitsizligi yazilabilir [54].

Teorem: Eger N C™ , uy’'in komsulugunda ve Vne N igin,

|4, <MD" exp

N (g )| < M <1 ise,

Z“n ayristirma serileri mutlak yakinsaktir ve ayrica,

| =A< M7 p[g

Benzer sonuglar Cherruault ve Mavoungou tarafindan tekrar ele alinmistir.

olur [54].

H :Lz((a,ﬂ)x[O,T]) ile tanimlanan Hilbert A uzayi diistiniilsiin.

u :(a,ﬁ)x[O,T] — IR
f uldsdT < 0o (2.24)
(e, 3)x[0,T]

ve skaler carpan,

(u,v)Hzf uvdsdt < oo
(c,3)x[0,T]
olarak tanimlanir. (2.23) esitligi normla birlestirilirse,

||u||2H = f uldsdT < 0o
(. 8)x[0,T]

seklinde ifade edilir.

15



Lu+Ru+Nu=g

ayristirma denklemi,

Tu = Ru+ Nu

ile birlikte alinarak asagidaki hipotezlerden bahsedilebilir:

(H)) (T(u)—T(v),u—v)zk”u—v” esitsizligi her u, vE€ H iken sabit bir k>0 ile
saglanir.

(H,)Herhangi M >0 icin, C(M)>0sabiti vardir 6yle ki her u, vEH igin

|u| <, |v|< M, ileher we H igin
(T () =T (v).w) < C(M)[jue ][]

olarak yazilabilir [54].

Eger yukaridaki hipotezler saglanirsa, Adomian metodu yakinsaktir [63], [64]. Bu
teoremin ispati [59], [65]'te mevcuttur. Yakinsakligin diger sonuclari literatirde
tanimlanmistir. Adomian metodunun yakinsakligini elde etmek icin uygun kosullar
sunulmustur [66], [67]. R. Z. Quedraogo, Y. Cherruault ve K. Abbaoui calismalarinda
[68], cebirsel denklemleri Adomian metodunun yakinsakhgini ifade etmek icin uygun
kosullarla 6nermislerdir. N.Ngarhasta, B. Some, K. Abbaoui ve Y. Cherruault, Adomian
metodunun vyakinsakligini lineer ve lineer olmayan difiizyon denklemleri icin

ispatlanmislardir [69].
2.4 Adomian Polinomlarinin Elde Edilmesi

Adomian polinomlarinin algoritmasi; lineer olmayan operatorlere, (stel fonksiyonlara,
trigonometrik fonksiyonlara, logaritmik fonksiyonlara ve bileske fonksiyonlara
uygulanarak hesaplamalarin daha kolay elde edilmesini saglar. Bu polinomlari elde
etmek icin; Taylor seri aciimi, Neumann seri yardimi ve Parametrizasyon yontemleri

kullanilabilir [70 ], [71].
2.4.1 Taylor Seri Yontemi
Adomian ayristirma metodunun genel algoritmasi Taylor Serisi yardimiyla

olusturulmustur. Lineer olmayan f(y) terimi y,’da Taylor serisine agilirsa,
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f(y)=f(yo)+f’(yo)(y—yo)+2i!f”(yo)(y—yo)2 +%f’”(yo)(y—yo)3 +.. (2.25)

serisi elde edilir. Burada,
y:y0+y1+y2+y3+ ..... ve y_y02y1+y2+y3+ .....

esitlikleri (2.24) denkleminde yerine yazilirsa f ()

1
A SO0 2 b

olarak bulunur. Dahasi, ikinci ve tc¢lincl kuvvetler
2
2+ +) =200, + 97 + 200+ 37 20,05+ 200, +

3
D+ +rs ) =y 4300, +305s + 05 600y +30 05 + s

seklinde alinarak f(y) denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler tamamlanirsa

FO)= £ £ )4 £ () 4 £ ()34 o 7 ()7 4 £ (30) 7

1 1 1
A )R 0 )9 S ()3

31
denklemi elde edilir. Bu denklemde, A4, polinomu indis toplami 0 olan terimlerden, 4,
polinomu indis toplami 1 olan terimlerden, A, polinomu ise indis toplami 2 olan

terimlerden olusur. Buna ek olarak 4, polinomu da indis toplami 7 olan terimler ile

ifade edilir. Bu algoritma gruplandirilirsa,

4= 1 ()

4, = y1f/(y0),

4, =yzf’(yo)+%yff”(yo),

1
4y = ysf’(yo)+y]yzf”(yo)+§yff”’(yo),

17



1 Vi yz]f///(yo)+[4l_'y1 ]f(4) (yo)

.%+YJJf%%)+&,

@th@d[;

seklinde Adomian polinomlari ifade edilebilir.

A € IR parametre olmak Uzere y = Zyn ¢6zim serisi y = Z)\"yn ve lineer olmayan

n=0 n=0

:Z)\"An terimi parametrik olarak vyazilabilir. A € IR noktasinda f(x)

n=0

fonksiyonu analitik olmak sartiyla Adomian polinomlari

i 52

formilinden elde edilebilir. Bununla birlikte, f(yl,yz,y3,...,yn) seklindeki lineer

, n>0

n

nl
n =0

olmayan Adomian polinomlari

n

T [Z)\ yh,Z)\ yzl,Z)\ly3l ................ Z)\iym.]

n'
esitliginden kolayca hesaplanabilir.

2.4.2 Neumann Seri Yontemi

Bu yontem lineer denklemlerin yani sira lineer olmayan denklemler icin de kullanilir.

Neumann seri yontemi asagidaki sekilde tanimlanabilir.

A bir parametre ve
Y, :Zyi)\i =Y+ +)‘2Y2 +)‘3y3 oAy,
i=0

seklinde olsun.

f fonksiyonunda Y, esitligi yerine yazilarak A parametresinin katsayilari cinsinden
Adomian polinomlari belirlenebilir. Bu fonksiyon agiiminda 4, sabit terim, 4, A

parametresinin katsayilarive 4, A" parametresinin katsayisidir.
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2.4.3 Parametrizasyon Yontemi

Adomian polinomlari Taylor ve Neumann serilerinin yani sira parametrizasyon

n
yontemiyle de elde edilebilir. Bu yontemde oncelikle y(A)zZyk)\k ve
k=0

f(y)=Z>\"Ak tanimlanir. Bu iki esitlikten, Zyk)\k:Z)\kAk oldugu kabul
k=0 k=0

k=0
edilirek
an n an ) 3
Va| o = A AN, + Ay e A
Y kz_; k]H 4 (o0 + 0+ A%p, + A%y il

denkleminden polinomlar elde edilebilir.

Ornek 2.2

f(y)=’ fonksiyonuigin 4,, 4, 4,, 4, A, Adomian polinomlarini bulunuz.
e Taylor serisi yardimiyla

A =f ()=

4, :y1f/<y0):3y§y1 >

1
4, = yzf’(yo)+5yff”(yo) =3yoy, +3V)i

1
A=/ (vo)+ v S" (») +§yff "(¥0)=3Vsys 6y, 33, + i,

4, = y4f’(y0)+[2l!y§ +y1y3]f”(yo)+[2l!yfyz]f’”(yo)+[4i!yf‘]f(‘” ()

=3Y0ys 3911, +3¥3 9, + 63,15
e Neumann serisi yardimiyla

ilk olarak

Y, :Zyi)\i =Y+ —1—)\2)/2 +)‘3y3 oA,
i=0

tanimlanir ve fonksiyonda yerine yazilirsa
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3
f(yA):(yo+)\yl+)\2y2 +)\3y3+...+)\nyn)
£ () =0+ 23050 )+ X (3383, + 33007 )+ X (33835 + 630310, + 77

+ M (3054 43577, + 31330 + 63001 )+ -

elde edilir. Butin polinomlar

A= s,

A =3y7,

A4, =3y0, 3,00,

A, =390y, + 6y, + 7,

A, =3Y04 3009, + 3930, + 63,035
seklinde ayristirilabilir.

e Parametrizasyon yontemiyle

ilk olarak y(A)zZyk)\k ve f(y):Z)\kAk fonksiyonlari
k=0 k=0

3
3
= (30 A+ AT, F Xy N,

Z J’k>‘k

k=0

y(A)=

Z)\kAk = (Ao FA AN A, N 4, ~|—---~|—)\”An) seklinde tanimlanir. Buradan,
k=0

n=0 icin,
A=
n=1 igin,
a(A0+)‘A1)| :6(3’0 +)\J’1)3| — 4 =32y
ox |, ox | Lo
= A=0
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n=2 icin,

3
0’ (Ao +)‘A1+)‘2A2)‘ o (J’o +)‘yl+)‘2y2) ‘
= =
AN ‘ %
A=0 A=0
Ay =3y5y, +3yor1
n=73 icin,
3
&’ (Ao + A4, +)‘2A2 +)‘3A3)‘ & (J’o + Ay, +)‘2y2 +)‘3y3) ‘
= =
N ‘ N
A=0 A=0
A =390+ 6y, 0,3, + 1
n=4% igin,
3
O (Ay + 24+ X2y + X 4, +A4A4)‘ 0* (o + A+ 270, + X0y + 2%y, )
= =
N ‘ N
A=0 A=0

A, =3Y03, 3900, + 39,0 + 63005
Ornek 2.3
f(y)=e" fonksiyonu icin 4, 4, 4,, 4, A, Adomian polinomlarini bulunuz.
e Taylor serisi yardimiyla
A=1f(n)=e",

4 :y1f/(y0): —ye ",

1 1 _
A=t () 432" ()= -0 4t fe

1 1)
A, :ysf'(yo)+y1yzf”(yo)+§yff”’(yo):[—y3+y1yz—§yf]e %

4, = y4f’(y0)+[2l!y§ +y1y3]f”(yo)+[2l!yfyz]f’”(yo)+[4l!yf‘]f(‘” ()
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==V +y1y3 +2_!y2 _Z_!yl 2 +4_!y1 e

e Neumann serisi yardimiyla

o0

Y, :Zyi)\l =Y+ +)‘2Y2 +)‘3y3 oAy,
i=0

tanimlanir ve fonksiyonda yerine yazilirsa

(3o A X2 X sy, )

f(y,\):e

) ) 1o, 1 5)
f)=e +A(-ne %)‘*Az[f—yz%—ajyf]e'%]+—A3[L—y34—yu@-—§;}f]e %]

4 1, 1 5 14—0
44[PM+M%+EM—E%M+ZMey'f~

elde edilir. Butin polinomlar
Ao —e 0,

— —)o
A =—ye”,

1 B
$=Pn+aﬁkh,

1 B
z%={<%+yyf—§yﬂe”,

1 1 ] .
$=L%+M%+aﬁ—aﬁn+ZﬁF”

seklinde ayristirilabilir.

e Parametrizasyon yontemiyle

n

ilk olarak y(A)zZyk)\k ve f(y):Z)\kAk fonksiyonlari
k=0 k=0

_i: k)\k
y()\):e[ =8 =e

(oA AN AN N, )

22



n

Z)\kAk = (Ao FA AN A, N 4, ~|—---~|—)\”An) seklinde tanimlanir. Buradan,

n =20 igin,
dy=en
n=1 icin,

O\ h:o O\ \kﬁ
n=2 icin,
82(A0+nx4-+A2A2N __8zé{%+xn+vn) R
N2 ‘ B N ‘
=0 A=0
A, =|— —|—l Cle
2 =" 2!)’1 ,
n=73 icin,
O (A + A4+ N4+ X04)| gl
3 = 3 =
O\ ‘ A\ ‘
=0 A=0
13
A3: _y3+y1y2_§y1 € )
n=4 igin,
O* (g + A4y + 224, + N A+ X4, )‘ o AN )
4 = 2 =
O\ ‘ O\ ‘
=0 =0

1 1 ] .
@=L%+%%+Eﬁ—aﬁh+mﬁ%”
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Ornek 2.4

f(y)=ycoshy fonksiyonuicin 4, 4, 4,, 4, A, Adomian polinomlarini bulunuz.

e Taylor serisi yardimiyla
4,= f(yo) =y, coshy, ,

4= ylf/<y0) =y, sinh y, +y,coshy, ,

1 . 1 1, .
4, =1 (») +5yff "(¥o) = Yo, sinh y, + Eyoyf cosh y, +5;vf sinh y, + y, cosh y, ,

1
A= ysf’(yo)+y]y2f”(yo)+§yff’”(yo)

. 1 .
=VoVs sinh Yo + YoV, cosh Yo + gyoyf sinh Yo

. 1
+2y,y, sinh y, +5yf’ cosh y, + y, cosh y, ,

4, = y4f’(y0)+[2l!y§ +y1y3]f”(yo)+[2l!yfyz]f’”(yo)+[4i!yf‘]f(‘” ()

. 1 .
= y,, sinh y, + y, cosh y, + Eyi ¥, cosh y, + y; sinh y, + ,,y, cosh y,
. 3, 1, . 1, . 1 .,
+2y,y,sinh y, + YL cosh y, + 571712 sinh y, + pd sinh y, + EYRAEC cosh y,
e Neumann serisi yardimiyla

Y, :Zyi)\i =Y+ +)‘2Y2 +)‘3y3 oAy,
i=0

f(yA)Z(yo +A + X%y, + A%y, —l-'-'—l—)\”yn)cosh(yo F A+ A2, + Ay, +'“+X’yn)

f(¥y)=yocosh yy + (o, sinh y, + y, cosh y;)

) 1 1 )
+)\? [y0y2 sinh y, —|—5y0y12 cosh y, —i—Ey]z sinh y, + y, cosh yo]
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. 1 .
+)\3 [y0y3 sinh Vo + Yo Vs cosh Yo —|—gy0yl3 sinh yo]
. 1
403 [+2y1y2 sinh y, —1—5)/13 cosh y, + y; cosh J’o]

; 1
+\* [y4yo sinh y, + y, cosh y, +5y§y0 cosh J’o]
+ 2 ( y3 sinh y, + 3, cosh y, + 2,y sinh yo)

3 1 . 1, 1
+A* [5 iy, cosh y, + Eyf ¥2¥osinh y, + gﬁ sinh y, + 5%4 Yo cosh v,

elde edilir. Butin polinomlar
4, = y, cosh y,,

A, = y,y, sinh y, + y, cosh y,,
. 1 5 1, .
Ay = Yoy, sinh y, 4=y cosh y, 4y sinh y, 4y, cosh y,,
: 1 .
A; = y,y;sinh y, 4,31y, cosh y, o sinh y,
. 1
+2y,y,sinh y, + Ey, cosh y, + y, cosh y,,
1 1 2 7 .
A, = y,y,sinh y, + v, cosh y, ~|—§y2yo cosh y, + y; sinh y, + y,y,¥, cosh y,

. 3 1 . 1, . 1
+2y,y, sinh y, + 5)}? ¥, cosh y, + 5yf Y,Y,sinh y; + gyf‘ sinh y, + gyf‘ y,cosh y,

e Parametrizasyon yontemiyle

ilk olarak y(A)zZyk)\k ve f(y):Z)\kAk fonksiyonlari
k=0 k=0

y(A)= cosh

Z J’k)‘k
k=0

Z yk)‘k
k=0

= (3o A0+ X3 A X0y e A, Joosh (g + Ay + A2y, + Xy N, )
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En:/\kAk = (4 + 24 + X4, + X Ay 4+ N4, )
k=0

seklinde tanimlanir. Buradan,

n =20 igin,
Ay =y, coshy, ,
n=1 icin,
6(A0+/\A])| :8(y0—|—/\yl)cosh(y0—|—)\yl)|
oA ‘A:O O ‘)\:0
4, = yoy;sinh y, 4 y; cosh y ,
n=2 icin,
ik (Ao + A4 +)\2A2)‘ 82(y0+)\y1 +)\2y2)cosh(yo+)\yl +)\2y2)‘
ON? N N2

. u

. 1 1,
A, = y,y,sinh y, + Eyoyf cosh y, +§ y; sinh y, +y, cosh y, ,

n =73 igin,

O (dy+ A4 + 72 4y + X043
N

s

_ o (J’O + Ay + A%, +)‘3y3)COSh(yO o+ Xy, +)\3y3)‘
= N

-

. 1 .
A; = y,y;sinh y, + 3,3y, cosh y, + Pl y? sinh y,

. 1
+2y,, sinh y, + Eyf cosh y, 4 v, cosh y, ,

n=4 igin,

0" (A + 24 + X2y + XA+ X4, )
oA

‘)\:0
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O [0+ A+ A2 0 4 X Joosh (3 + A0 220, + Ay A )|
B N

s

. ] .
A, = y,,sinh y, + y, cosh y, + Eyi ¥, cosh y, + y3 sinh y; + ,,y, cosh y,

. 3 1 . 1, . 1
+2y,y, sinh y, + 5)}? ¥, cosh y, + 5yf Y,Y,sinh y; + gyf‘ sinh y, + ny‘ y,cosh y,

Ornek 2.5
f(y)=In(14+y), —-1<y<1 fonksiyonu icin A4, 4, 4, 4, A, Adomian
polinomlarini bulunuz.

e Taylor serisi yardimiyla

4, :f(YO):ln(1+YO) 5

4, Zylf’(yo)zlfy :
0

1 y, 1 ¥
4 — ' NI _ , 1 ) ,
,=0f (yo) 2!y1f (yo) 1+, 2(1+y0)2

1 y V. 1y
4 = / + " Ly _ 3 Y2 4 2 1 ’
s =0f (yo) wnf (yo) 3!y1f (yo) (1+y0) (1+y0)2 3(1+y0)3
1 1 1
A4=y4f’(y0)+[5y§+y1y3]f”(y0)+[5yfyz]f’”(yo)+[myf‘]f(‘”(yo)
/S SR S 1) S o U W

(1+ ) 2(1+y0)2 (1+J’o)3 (1+y0)3 4(1"‘3’0)4

e Neumann serisi yardimiyla

Y, :Zyz')‘i =Y+ +)‘2Y2 +)‘3y3 oA,
i=0

S () =1+ (3o + A0 + X0, + X% -+ A7, )
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1 y2
Fn) =14y +A| 2|4 22| L2~
( )\) ( 0) 1+y0 1+y0 2<1+y0)2
] IS ¥ PR S
(I420) (14+y) 3(1+y,)

2 2 4
Ya _l Yo N + Y12 _l N

+A*
(14 o) 2(1"‘)’0)2 (1+y0)3 (1+y0)3 4(1—|—y0)4

+...

elde edilir. Butin polinomlar

4, = ln<1+J’0),

A]: yl ,
1+ y,

A2: y2 _l yl2
I+y, 2 (1+y0)2

)3 Y1) 1 yl3
A4, = — +—= ,
o) (14w) 3(1+y,)

S R U SR S | R S

(1+,) 2(1+y0)2 (1+J’o)3 (1+J’0)3 4(1"‘3’0)4

e  Parametrizasyon yontemiyle

ilk olarak y(A)zZyk)\k ve f(y):Z)\kAk fonksiyonlari
k=0 k=0

y(\)=Mn|1+ :1n[1+(y0+>\y1 +)\2y2+)\3y3+---+)\”yn)}

Z J’k)‘k
k=0

Z)\kAk = (Ao FAA AN A, N4, ~|—---~|—)\”An) seklinde tanimlanir. Buradan,
k=0

n =0 icin,

A4, :ln(l—i—yo) ,
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n=1 icin,

04y +24)| 914 (5 sl

N
o | O ATy
A=0 ‘A:O Yo
n=2 icin,
O (A + 0+ N4 )| 9P Il + Ay + Xy )
= =
O\ ‘ % ‘
A=0 A=0
__ N _l yl2
Ty 2(14y,)
n=73 icin,
83(A0+)\A1+)\2A2+>\3A3)‘ 33ln[l—|—(yo+)\yl+)\2y2+)\3y3)}
= =
N ‘ N ‘
A=0 A=0
Y3 Y1) 1 yl3
A: - +_ )
() (4x) 3(4w,)
n=4% igin,
4 2 3 4 4 2 3 4
O (Ay + A4, + X2y + X4y + ) A4)‘ 0% In| L+ (3o + A0 + 270, + 27+ 20, )
D% ‘ B N ‘
A=0 A=0
g =2 L S /0 S ' PSS B

(1+,) 2(14‘}b)2 (1*‘Jb)3 (1*‘YOY 4(1%-y0y

polinomlari elde edilir.

29



2.5 Modifiye Adomian Ayristirma Metodu

Diferensiyel denklem operator formda ele alinsin:

Lu+Ru=g. (2.26)
Burada L yliksek mertebeden bir tiirev, R, L’nin mertebesine esit veya daha kicuk

bir lineer diferensiyel operatér, g ise kaynak terimi olsun [72]. (2.25) denklemin her iki

tarafina L' integral operatérii uygulanirsa,
u=f—L"(Ru) (2.27)

denklemi elde edilir. Burada f ; sinir kosullari ile g kaynak teriminin integralinden

ortaya cikan terimleri ifade eder. u ¢6zimu bilesenlerinin sonsuz seri toplamlari

seklinde tanimlansin. Buna gore seri toplami,
u= Zun (2.28)

olarak ifade edilebilir. Ayristirma metodunun amaci n>0 iken u, bilesenlerini

belirlemektir. Bu amaca ulasmak icin, ayristirma metodunda

uy=f,

g, =—L"(Ru), k>0 (2.29)
ozyineleme (recursive) iligkisi kullanilir. Bu esitliklerden n > 0 iken u, bilesenleri kolayca elde

edilebilir.

Modifiye ayristirma metodu (2.28)" de verilen recursive denklemiyle terimleri hassas

bir sekilde belirler. Bu da u’ nun bilesenlerinin tanimlanmasinda hiz ve kolaylik saglar.

Ozel durumlar igin f fonksiyonu f, ve f, olmak tizere iki kismi fonksiyonun toplami

seklinde tanimlansin. Boylece,

S =h+1 (2.30)
olur. Buradan (2.29), (2.28) o0Ozyineleme (recursive) denklemine uyarlanir.
Hesaplamalar azaltmak icin f° fonksiyonun bir parcasi u, olarak tanimlanir. f’in
diger bileseni u, bilesenine eklenir. Bagka bir ifadeyle modifiye ayristirma metodu

asagidaki gibi tanimlanir:
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Uy = fy »

u, = f,—L " (Ru,),

up, =—L(Ru,), k>1.

Burada 6nemli bir nokta da ilk iki bilesen olan u, ve u, bilesenlerinde degisiklik

yapilabilmesidir. u#, ve u, degerleri 6nemsiz olmasina ragmen, ¢6zime hizh

yakinsaklikta ve ¢Oziimin basamaklarini azaltmada onemli rol oynarlar. Modifiye

metodu kullanmayla ilgili iki 6nemli nokta vardir. Bunlardan ilki, f, ve f,

fonksiyonlarini dogru segcmektir. Bu secim dogru yapilirsa birkag iterasyonla u 'nun tam
¢O6ziimine kolayca ulasilabilir. Hatta bazen sadece iki bilesenle bile sonug¢ elde

edilebilir. Modifiyenin bu basarisi f; ve f, fonksiyonlarinin se¢imine baglidir. ikincisi

ise, eger f sadece bir terimden olusuyorsa bu durumda standart ayristirma metodu

kullanilmalidir [2].

Ornek 2.6
u,tu, = 2xy" +2x%y, (2.31)
u(x,O)zO, u(O,y): 0

Ornek 2.1’de standart ayristirma metoduyla c¢ozilen kismi diferensiyel denklemi

modifiye ayristirma metodunu kullanarak ¢6zliniiz ve sonucu yorumlayiniz.
Coziim:
Verilen sart kullanilarak (2.30) denklemi operator formda

Lu=2xy’ —|—2x2y—Lyu (2.32)

seklinde yazilir. (2.31) denkleminin her iki tarafina L' integral operatérii uygulanarak

sinir sartlari yerine koyulursa denklem,
2.2 2 3 -1
u(x,y)=x"y ~|—§x y—1L, (u})

olur. f(x,y) fonksiyonu modifiye ayristirma metoduna gore f, + f, olarak yazilirsa

burada f, ve f,
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2

fi(xy)=x",
2,
fz(x,y)=§xy

seklinde secilebilir. Boylece u(x,y) bilesenleri tanimlanarak

2.2

uO(x7y):xy ]

u,(x,y) = %fy—L;‘ ((xzyz)y) = §x3y—§x3y =0,

U, (x,y):—L_] ((uk)y), k>1.
ozyineleme (recursive) iliskisi belirlenir. Buradan tam ¢6ziim,
u(x,y) =x’y’

olur. Bu ¢6ziim gosteriyor ki, standart ayristirma metodu kullanilarak sonuca ulasmak
daha fazla bilesen bulmayi gerektirirken modifiye ayristirma metoduyla ayni sonug
daha az hesaplamayla kolayca elde edilebilir. Bu da modifiye ayristirma metodunun

standart ayristirma metoduna olan Ustlinligint ifade eder.
2.6 AAM ile Picard Metodunun Karsilastirilmasi

Adomian ayristirma metodu Picard yaklasim metoduna benzerdir. Adomian ayristirma

methodu

u(x)=b+ [ f (xu)ds (2.33)
integral denklemin u(x) ¢O6zimiyle ifade edilebilir. Seri form tanimindan,

u(x)=> u,(x) (2.34)

(2.32) denklemi (2.33) ayristirma denkleminin her iki tarafinda yerine yazilirsa,

ni_oun(x):b—l—j;xf

x,iun (x)] dx (2.35)

olur. u(x) bilinmeyen fonksiyonunun u(x),u, (x),u, ()0 (X)) bilesenleri

Ozyineleme (recursive) ifadesiyle tanimlanir ve
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u, (x) = (x,ul)dx ,
uy (x)= ' (x,u, )dx
(2.34) denkleminin u(x) ¢dziiminin u,(x), u, (x), u, (x), t; (x),ccceenc bilesenlerini

belirlemek icin yukarida ifade edilen ayristirma Ozyineleme (recursive) formunda

yazilabilir:
u, (x) =b,
u,. (x) = fxf(x, un)dx. (2.36)

Oncelikle bu bilesenler belirlenir. (2.32) denkleminin u(x) ¢O6zimi (2.33) ayristirma
denklemi kullanilarak seri formda belirlenir. u(x) ¢06zUm{ igin belirlenen seriler kapah

formda tam ¢O0zUm saglar. Fakat kesin c¢ozimler icin (2.33) denklemi

k
degerlendirilemeyebilir, eger sayisal ¢oziimler istenilirse Zun (x) serileri genellikle
n=0

u(x) ¢Oziimine yaklasimda kullanilir. Fakat bu ayristirma metodunda bazi engeller

bulunabilir. Bu nedenle, Picard metoduna benzemeyen basit bir ayristirma metodunu

amac edinilebilir.

Yeni ayristirma slirecinde, acik bir sonsuz seride ¢Ozim asagidaki sekilde

genisletilebilir:
u(x) =1y, (x)+u, (x)+ 1y (X)+ e, 11, (X)F s => u,(x)

u(x) ¢Ozlim fonksiyonunu iceren f(x,u) fonksiyonu Taylor serilerine genisletilirse,

(“_”0)2

21 f;:u (X’MO)

f(xu) = f (xoug)+(u—uy) £, (x,u) +
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C _370) £ (o) _47") e (a1t ) o (2.37)

+

olur. Verilen tanimda Taylor serileri mutlak ve diizgiin yakinsaktir. (2.36) denkleminde

(2.35) denklemini kullanarak ,

o0

f(X,M) :f(x’u0)+zun (x)fu (x’”o)

2

+ 205w ()} ()

3

IS () S (oot

3!
o iu (x)} S (5:10) (2.38)

seklinde yazilir. Alt dizi
f(xu)= Ay (x)+ A4 (x)+ 4, (X) + oo, + A, (X)+ s => " 4,(x) (2.39)
olarak ifade edilir ve 4, (x,u) ’in farkli terimleri tanimlanirsa,

A= f(xu),

A =uf, (xu,),

Ay =, (v 430 (xm)

1 1
A =u,f,, (x,u0)+5(2u1u2)fw (x,uo)—i—guf’fuuu (x,u,) (2.40)

olur ve boylece integral denklem

u(x) :b—l—j;xf(x,u)dx, (2.41)

iun (x):b—l—fxiun (x) dx (2.42)

n=0
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elde edilir veya basitce

o (x) 414, ()4 1ty (X) + oo =b+ OX[AO (x)+ 4, (x)+ 4, (x) +.... ] ax (2.43)
o ()1, (X) 1ty (X)), bilesenleri recurrence ifadesi kullanilarak belirlenirse,
uy(x)=b,

u (x)= [ Ay (x)dx= ["4,(c)ar
uy(x)= [ (x)ax= [ 4 (t)dr,
u(x)= [ A (x)dx= [ 4 (t)d,
ug(x)= [ A (x)ax= [ a,(0)ar

o (x)= [ "4, (x)dx= [ 4,(5)dt, n=1 (2.44)

Sonug olarak, seri formdaki (2.43) denkleminin ¢ozimleri belirlenir. Yukarida belirtilen

serilerle kapal formda ¢6ziim elde edilebilir veya sayisal yaklasim arzu ediliyorsa

k
Zun (x) sonlu serisi kullanilabilir. Picard yaklasim metodu belirlenerek ayristirma
n=I

metodu orneklendirilebilir [12], [73], [74], [75], [76], [77], [78], [79].
Ornek 2.7

Picard metoduyla asagidaki baslangic deger problemini ¢6ziin ve sonucu ayristirma

metodu ile saglama yapin.

ﬂzx—i—u, u(0)=0.
dx

Coziim:
e Picard Metodu:

x’e gore denklemin integrali alinir ve baslangi¢ kosulu kullanilirsa,
u(x):fox(x+u)dx
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elde edilir. ilk yaklasim,

2

u, (x):j;xxdx:%

ikinci yaklasim,

X+—|dx=—+—
2 PARNEK]

uz(x):j;x(x—ku,)dx:j;x

XZ] X2 X3

olur. Bu sekilde islem yapilarak, n. yaklasim yazilir:

2 3 n+l

X X X
un(x)_7+§+...+m+...

Boylece, istenen ¢ozim,

2 3 1
X x x"t

u, (x):7+§+"'+(n+l)!

seklinde hesaplanmis olur.
e Adomian Ayristirma Metodu:

Verilen integral denklem,

w(9)= [ (e ru)ac=2 [Cu(ya

seklinde yazilarak u(x) serisi ayristirilabilir.

u(x)=u, (x)+u (x)+u, (x)+..+u,(x)+..= iun (x)

n=0

Yukaridaki integral denklemde bu seriler yerine yazilirsa,
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3

X xt X
%@:ﬁ%@m:ﬁjmza’

4

X xl‘ x
%M:L%@m:fam =

olur. Boylece ¢oziim,

2 3
X n

X X x
u(x) = 2_!+§+'"+;+'"_e (1+x).

seklinde bulunur. Bu iki metotla ¢oziimler tanimlanir ve baslangi¢c deger probleminin

analitik c6zim{i

u(x):ex—(l—l—x)

olur.

Ornek 2.8

@ Xu, u(O):l
dx

Baslangi¢ deger probleminin ¢éziimini bulunuz.
e Picard Metot:

Baslangic deger problemi integral denklem formuna

x) =1+ [Cu(r)dr

seklinde getirilebilir ve ilk yaklasim,
2

_1+f dt_1+—

ikinci yaklasim,

N 2 2 (2 2
x)=1+f i Dfar =142 4| =
0 2! 2 212
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olarak elde edilir. Bu sekilde islem yapilirsa, n. yaklasim

1 (x) 1(x?)
un(x):1+7+57 F e +—|=

seklinde tiiretilebilir. Boylece, n — oo iken
u (x) =limu, (x) —e?

yazilabilir.

e Adomian Ayristirma Metodu:

o0

Zun (x) serilerine ayristiralim. Bu seriler integral denklemde yerine
n=0

Cozimi u(x)

konularak

x)=1+j;x{t§;An (t)}dt

elde edilir. Bu serilerin terimlerinin farkh mertebeden denkleminde integral

n=0

denklemlerin kiimesi yapilandirilabilir;

uo(x):l,
:j;xtuo (t)dt:j;xt(l)dt:%,

fm t)dt f [ ]dt %:%[%2)2

=]

n!

Boylece ¢cozim,

u(x)= Zu (x)—l+2+21'[22] + e =e

olarak hesaplanir ve analitik ¢6ziim u(x) =e? olur.
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BOLUM 3

AAM UYGULAMALARI ve ORNEKLER

3.1 Adi Diferensiyel Denklemlerin AAM ile Coziimii

Adomian ayristirma metodunda diferensiyel denklemlerin ¢6ziimi, kapali formda veya
uygun sayida terimler iceren seri formda aranir. Tam ¢6ziimde elde edilen ilk denklem
ve ikinci denklem icin tanimlanan seri yaklasimindaki iki adi diferensiyel denklem
Adomian ayristirma metodu kullanilarak kolayca elde edilebilir [3]. Adi diferensiyel

denklemler icin ayristirma metodunu iki denklemle ifade etmek gerekirse;

ilk denklem:;

u'(x)=u(x), u(0)=4 (3.1)
seklinde tanimlansin. (3.1) denklemi operator formda,

Lu=u (3.2)
olur. Burada L diferensiyel operatori

d

L=2
dx

verilsin. Boylece L' integral operator(,

£'()= [ ()ax

olur. L™ integral operatoérii (3.2) denkleminin her iki tarafina uygulanir ve baslangic

kosullari kullanilirsa,

L' (Lu)=L"(u),

39



u(x)—u(0)=_L" (u)
elde edilir. Buradan, (3.3) denklemi baslangic sarti yerine yazilarak;
u(x)=A+L"(u)

olarak ifade edilebilir.

o0
u:E u,

n=0

(3.5)" te verilen ayristirma serisi (3.4) denkleminde yerine yazilir ve denklem

S u, (x)=A+L" [iu (x)]

n=0

olur. (3.6) denkleminden yineleme iliskisi,

u,, (x)=L" (uk (x)) , k>0

olarak ifade edilir. Sonuc olarak (3.7) algoritmasindan,

seklinde devam eden bilesenler bulunur. Buradan seri formdaki ¢6ziim,

2 3
X

X
u(x)=A4 1+x—|—2—!+§+....

seklinde belirlenir. Kapali formda ise,
u(x) = Ade*

olarak yazilabilir. ikinci denklem ise
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u”(x)=xu(x), u(0)=4, u'(0)=B (3.8)
Airy denklemi olsun. (3.8) operator formda

Lu = xu (3.9)
seklinde yazilir. Burada L,

d2

L=
dx*

diferensiyel operatérdiir. Dolayisiyla L',

L()= [ [ ()arax (3.10)

integral operatori olur. (3.10) integral operatori (3.9) denkleminin her iki tarafina

uygulanir ve

L' (Lu)=L"(xu)

elde edilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra,

u(x)—xu'(0)—u(0)=L"(xu)

denklemi yazilir. Verilen baslangic sartlari yerine koyularak denklem,

u(x) =A+Bx+L" (xu) (3.11)

haline gelir. Ayristirma serisi (3.11)’e uygulanir ve

00

Zun (x):A—l—Bx—l—L_]

n=0

)

n=0

olur. Ayristirma serisi ile 6zyineleme (recursive) iliskisi;
u, (x) = A+ Bx,
g, (x)=L" (xuk (x)) , k>0

belirlenir. Sonug olarak,

uo(x):A—l—Bx ,
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3 4

u, (x) =L (xuo (x)) = A%—{—Bic—z ,
-1 x6 x7
uz(x):L (xu] (x)):A@—i—Bﬁ,

bilesenlerine ulasilir ve ¢6ziim,

3 6 4 7
u(x)=A| 1+t =t |+ B| x+ .
6 180 12 504
elde edilir. Yaklasimin dogrulugunu artirmak icin diger bilesenler de kolayca hesaplanip

¢Ozliime eklenebilir [64].

3.1.1 Adi Diferensiyel Denklem

Y'+yi=4, y(0)=0

Adi diferensiyel denklemini AAM ile ¢6zinliz [3].
Coziim:

Her iki tarafa L' operatérii uygulanarak
—1 2
y=4x—L (y)
elde edilir. y(x) ¢Ozimu icin ayristirma serisi kullanilarak

OO0

>y, (x)=d4x—L" [nZZA"]

n=0
esitligine ulasilir. Buradan,

Yo =4x,

Vi =—L" (Ak) , k=0
yineleme iliskisi kolayca yazilabilir.

y2 icin lineer olmayan Adomian polinomlari kullanilir ve ¢6ziim,

Vo=4x,
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= L4, =-L"(y )-IW@@ﬂ:__i:_4§3

3 4 5
J@z—EAZ—L”@Mm)Z—E{— “?]:L“F%x]:ﬁziu

4352x7 L 17x7

=L =L (0= =4
J’(X)=4x—421x3 —{—433x5 —441—7x7 T
3 15 315

seklinde seri formda elde edilir. Bu seri kapali formda;

y(x)= tanh(4x) olarak ifade edilebilir.

3.1.2 Lineer Olmayan Sarka¢ Denklemi

=sinu (3.12)

lineer olmayan adi diferensiyel sarka¢ denklemini

du
u(0)=m, ;?m)_—a (3.13)

baslangic kosullarini kullanarak ¢6ziintiz [79].
Coziim:

Ayristirma metodu kullanilarak (3.12) ve (3.13) denklemlerinin tam ¢oziimlerine denk

sonuglarin nasil elde edilebilecegi gosterilebilir.
. u
sin = sec(ht)

d’u

Burada, lineer olmayan fonksiyon N(u)=sinu fonksiyonudur. Eger L, (u)z;

olarak alinirsa, (3.12) denklemi operator formda ifade edilebilir. 0’dan ¢’ye, ¢ 'ye gore

iki kere integral alinirsa,

u(t)=m—2t+L'N(u)=m— 2t—|—ffN ))dt dt (3.14)

elde edilir.
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Boylece,

u(t) =3 u,(0),

n=0

N(u)=sinu=>"4,(1) (3.15)
yazilabilir. Cesitli 6zyinelemeler (recursive) asagidaki sekilde verilir;

U, (t):fotfotAn (t)dtdt , n>0 (3.16)
uy (1) =m—2t

N(u)=sinu igin,

A, =sinu, ,

A =u, cosu, ,

2
— ul 5
A, = u, cosu, —Esmuo ,

Y o
L = U, Cosu, —u,u, sinu, —;cosu0

Bu yuzden, u, bilindigi icin, (3.14) ve (3.15) denklemleri Zun seri ¢cozlimlerini saglar.

n=0

Buradan,

u,=m—2t,

w=[ [ 4aar,
%zﬁﬁqmm,
%3ﬁ£4mm,

wo= [ [ 4,dr
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(3.16) denklemi kullanilarak gesitli yinelemeler verilebilir;
t 1.

u, =——-—sin2t,
2 4

1. 1 .
u, :35—t——s1n2t~|—écos2t—as1n2tcos2t.

Burada cos(m—2¢)=—cos2¢ ve sin(r—2¢)=sin2s 6zellikleri kullanilir. Daha fazla

yineleme basitce belirlenir. ilk alti yineleme birlestirilir ve =0 etrafinda Taylor

Serisine acilirsa,

2, 105 61, 2770 , 103058 ,,
Uu=m—2t+—t ———t +—t' — r+ t+...
3! 5! 7! 9! 11!

. u
Taylor seri acilimi smE = sec(ht) ile denk gelmistir.

3.1.3 Lineer Olmayan Adi Diferensiyel Denklem

"

y +(y’)2+y2:1—cosx (3.17)

Gurdlta terim (noise term) olgusunu kullanarak ikinci mertebeden lineer olmayan adi

diferensiyel denklemi ¢6zliniiz [3].
Coziim:

L' cift kat integral operatorii (3.17) denkleminin her iki tarafina uygulanarak,
_ 1, -1 1?2 2
y(x)—cosx+5x —L'(y') +y (3.18)

elde edilir. Ayristirma metodu serisi (3.18) denkleminde yerine yazilarak

>, (x) = ot 2 L [iA]

n=0 n=0

esitliginden yineleme iliskisi kolayca gorulebilir.

x2
Yo :cosx+? >
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Vi1 = ~L" (Ak)’ k>0

Bu iliskiden hareketle,

x2
Yo :cosx+? >

2

y,=—L" ((y’)2 ~|—y2) = —;—!4—....

Sifirinci bilesen trigonometrik cosx fonksiyonunu icerdigi icin burada glrilti terim

2 2
X X
olgusu kullanilir. cosx terimi disindaki terimler 7 ve —7 seklinde birbirlerini

goturirler. Bu islem diger bilesenlerde de devam eder. Bbylece y,’in iptal edilmeyen

terimi diferensiyel denklemin tam ¢6zimiini saglar. Buradan ¢6ziim,
y(x)=rcosx
olarak bulunur.

3.2 Kismi Diferensiyel Denklemlerin AAM ile Coziimii

Bolim 3.1’de adi diferensiyel denklemler icin Adomian ayrisim metodunun
problemlere nasil uygulandigi anlatilmisti. Bu bolimde de kismi bir diferensiyel

denklem konu edilecektir.

ux—l—uy:f(x,y) , u(O,y):g(y), u(x,O):h(x) (3.19)
Homojen olmayan kismi diferensiyel denklemi ele alinsin. (3.19) operat6r formda,
Lu+Lu= f(x,y)

seklinde yazilir. Burada

tersi alinabilir operatorler ve

L()= [ ()ax
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integral operatorleridir.

L'Lu(x,y)=u(x,y)—u(0,y) (3.20)
oldugu géz éniine alinarak, (3.20) denkleminin her iki tarafina L' uygulanirsa;
L'Lu(x,y)=Lf (xy) =L (Lu)

elde edilir. Verilen sartlar yerine koyulur ve denklem;

u(xy)=g(v)+ L] (f (x.) - L' (Lu)

olur. Ayristirma serisi yardimiyla,

o0

> ou, (e y)=g(»)+ L' (f(xy)-L

n=0

esitligi yazilir. Bu seri,

seklinde yeniden ifade edilir. Burada sifirinci bilesen daima verilen baslangic kosulu

olarak alinir. Diger terimler ise L' (f(x,y))' den elde edilir. Buna gore,

uy (x,)=g(y)+ L' (/ (%))
o (%,9)=—L'L,(u,), k>0

yazilir ve sonug olarak, diger bilesenler u,_, , k>0 iliskisiyle belirlenir. Boylece,
y(x.9) =g (¥)+ L' (f (x.y)).
w, (x,y)=—L"(Lu,(x.)) ,
w, (x,)=—L' (L (x))

u, (x,y) : —L;] (Lyu2 (x,y))
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daha fazla bilesen bulunarak dogru bir yaklasim elde edilir ve tam ¢6zime ulasilir.

u(x,y)'ye y ¢6zimi ile de ulasmak muimkiindir. Diger numerik yontemlerle

karsilastirildiginda bu metodun yiiksek derecede dogrulugu ve glicli yakinsakhgi bircok

bilim adami tarafindan ispatlanmistir [3], [64].

3.2.1 MAAM ile Kismi Diferensiyel Denklem Coziimii

u,4u, =2x+cosy,  u(0,y)=1+siny (3.21)
Modifiye ayristirma metodunu kullanarak kismi diferensiyel denklemi ¢oziiniiz [3].
Coziim:

Verilen sart kullanilarak (3.21) denklemi operator formda;

Lxu:2x—|—cosy—uy (3.22)

seklinde yazilir. (3.22) denkleminin her iki tarafina L' integral operatérii uygulanarak

sinir sartlari yerine koyulursa denklem;
u(x,y) =1+siny+x*+xcosy—L' (uy)

olur. f(x,y) fonksiyonu Modifiye ayristirma metoduna gore f, + f, olarak yazilirsa

burada f, ve f,
f,(x,y)zl—l—xz—l—siny ,

/o (x,y)=xcosy

seklinde secilebilir. Boylece u(x,y) bilesenleri tanimlanarak;
uy(x,y)=14x"+siny,

u, (x,y) =xcosy—L' ((H—x2 —i—siny)y) =xcosy—xcosy=0,
U, (x,y) =L ((uk )y), k>1

ozyineleme (recursive) iliskisi belirlenir. Buradan tam ¢6ziim,

u(x,y)=1+x"+siny
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olur.
3.2.2 Homojen Olmayan Adveksiyon (Advection) Denklemi
u,+uu, =x+xt>, u(x,0)=0 (3.23)

Homojen olmayan Adveksiyon kismi diferensiyel denklemini Adomian ve Modifiye

Adomian ayristirma metoduyla ¢6ziiniiz [64].
Coziim:
e Standart Adomian Metodu ile C6ziim:

(3.23) denkleminin her iki tarafina L' integral operatérii uygulanirsa;

dri)=stapee 52 ()

X

elde edilir. Ozyineleme (recursive) iliskisi tanimlanarak;
1
u, = xt —{—Ext ,

1
u, = ——xt’ ——=xt’ ——xt.....
3 15 63

1
seri yoluyla diger bilesenler elde edilebilir. Ayrica u, ve u, bilesenlerindeki —xt’ ve

1
—gxt3 glrllth terimleri gibi diger terimlerde birbirlerini yok ederek tam ¢ozim;
u=xt olarak bulunur.

e Modifiye Ayristirma Metoduyla Céziim:

ilk olarak f fonksiyonu

fi=xt,
1
f2=§xt3

seklinde iki pargaya boliinur. Ozyineleme (recursive) iliskisi icin u, = f; olarak segilir.

U, = Xxt,
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Buradan tam ¢6ziim,
u = xt seklinde elde edilir.

3.2.3 Homojen Kismi Diferensiyel Denklem
2

xu, +u, =3u, M(X,O):x , u(O,y)zO

Homojen kismi diferensiyel denklemini AAM ile ¢6ziinliz [3].

Coziim:

Denklem operatér formda tanimlansin

Lou (x,y) = 3u (x,y)— xL u (x,y).

Esitligin her iki tarafina Ly" uygulanir ve verilen u(x,O):x2 sarti saglanir.

u (x,y) =x"+ Ly_l (3u — xLxu)

Denklemde u(x,y)= iun (x,y) yerine yazilarak;

n=0

o0

u(x,y) = Zun (x,y) =x° —i—Ly_]

n=0

3[?) (x,y)] — L, [iu (xa;v)]

n=0

u(x, y)’nin birkag terimi:
Uy +u, +uy +....... :x2+Ly_](3(uo+ul—|—u2—|— ....... )—xLx(u0+u1+u2+ .......

seklinde ifade edilir. islemden &nce 6zyineleme (recursive) denklemi yazilr:

u(x,O) =x’
Upyy (x’y):Ly_](3(uk)_XLx (”k))’ k=0
Boylece u,, u,, u,,......... bilesenlerinden birkaci asagidaki gibi tanimlanabilir:
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u, (x,y) = Ly_' (3u0 — xLxuO) =x’y,
x2y2
-1
u, (x,y) = Ly (3u] —xLu, ) = 7 ,
Buradan u, (x,y) =0, k >2 oldugu gbzlemlenir. Sonug olarak, ¢cdziim
y2
u(x,y):u0~|—u]+ ...... :xz[l—l—y—l—;—l— ..... J:xzey
olmak lizere belirlenir.
3.2.4 Cok Boyutlu Isi Denklemi
u =u, +u, , O0<x, y<m, t>0

Siirsartlar  u(0,y,¢)=u(m,y,t)=0, u(x,0,t)=u(x,7,¢)=0
Baslangig sarti  u(x,,0)=sinxsiny

denklemini ADM ile ¢6zliniz [3].
Coziim:

Denklem operator formda;

Lu=Lu+Lu
olarak ifade edilir. L,’1 integral operatori uygulanarak baslangic sarti kullanilirsa;
u (x, y,t) =sinxsin y + Lt_] (Lxu + Lyu) (3.24)

olur. Ayrisma metodu u(x,y,t) serilerinin ¢oziimleri seklinde asagidaki gibi tanimlanir;

u(x,y,t):Zun (x,y,t) (3.25)
n=0

Yineleme algoritmasi kullanarak u, (x,y,t), n>0 bilesenleri belirlenir. (3.25) esitligi

seri formu (3.24) denkleminde yerine yazilirsa;

o0
o . -1
Zun =sinxsiny+L,

n=0

s[e)es (5]
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esitligine ulasilir,
u, (x,y,t), n >0 bilesenleri yineleme algoritmasi ile asagidaki gibi tanimlanabilir:
u, (x,y,t) =sinxsiny,
U (v, 0,8) =L (Lxuk —i—Lyuk) , k=0
ilk birkag terim verilerek,
u, (x,y,t) =sinxsiny,

u, (x,y,t) = L,_] (Lxuo +Lyu0) = —2¢sinxsiny ,

2
u, (x,y,0)=L," (Lxu] —l—Lyu]) = <22t') sinxsiny,

()

u, (x, y,t) = L,_] (Lxu2 + Lyuz) = sin x sin y

¢Ozlim seri formda,

L (2e)  (2¢)
u(x,y,t)=sinxsiny 1—2t-|-2—!_T

olarak ifade edilir. Bu ¢6ziim kapali formda;
u(x, y,t) —e “sinxsiny
elde edilir.

3.2.5 Cok Boyutlu Homojen Olmayan Isi Denklemi

Asagidaki sinir ve baslangic deger problemini Adomian ayristirma metodunu kullanarak

¢Ozlinliz [3].

u,=u,+tu,+siny, O<x, y<m, t>0
Sinir sartlari u(0,y,0)=u(my,t)=siny, u(x,0,t)=u(x,m,1)=0

Baslangi¢ sarti  u(x,y,0)=sinxsiny+siny
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Coziim:

Homojen olmayan denklemlerin ¢o6zimi icin degiskenlerine Ayristirma Metoduna
benzer ayristirma metodu uygulanarak, donitstime ihtiyac duyulmadan ¢oziime

ulagilabilir. Operatér formda yazilan denkleme L' integral operatérii uygulanir ve
u(x,y,t)=sinxsiny+siny+rsiny+ L~ (Lx” +Lyu)

elde edilir. u(x,y,t) icin ayristirma serileri kullanilarak;

> u, =sinxsiny+siny+¢siny+ L~

n=0

AN

=0
Yineleme iliskisi:

U, (x,y,t) =sinxsiny+siny+#siny ,

u,, (x,3,0)=L"" (Lxuk +Lyuk), k>0

seklinde yazilir. ilk birkag terim,

U, (x,y,t) =sinxsiny+siny+siny ,

2

u, (x,y,t) =L (Lxuo +Lyu0) = —2tsinxsiny—tsiny—§siny ,

() +t2. +t3,
5y Sinxsiny +-siny + - sin y

u, (x,y,0)=L"" (Lxu] + Lyul) —

olarak yazilabilir. Coziim seri formda:

2 3
“(xay,l‘):Siny—{—Sinxsiny l—2t+@_<2t) + J

2' T .....

: : £ £
—l—[tsmy—tsmy—z—!smy—l—z—!smy— ...... J
kapal formda,
u(x,y,t)=siny-+e *sinxsiny

olarak ifade edilir.
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3.2.6 Cok Boyutlu Homojen Isi Denklemi
u, :3(um+uw) ve O0<x, y<m, t>0
Sinir sartlart:
u (0, y,t) =—u (W,y,t) =—e ”siny
u(x,0,¢)=—u(x,mt)=—e *sinx
Baslangic sartlart:
u(x,,0)=sin(x—y)
Ayristirma metodunu kullanarak homojen baslangic-sinir deger problemini ¢ozliniz [3].
Coziim:
Denklem operator formda yazilarak L,’1 integral operatori uygulanir.
u(x,y,t)=sin(x—y)+3L" (Lxu +Lyu) (3.26)

Ayristirma seri formu olan,

u(x,y,t) = iun (x, y,t)

n=0

(3.26) denkleminde yerine konularak;

[Zu ]+L [Zu ]

denklemi elde edilir ve buradan 6zyineleme (recursive) iliskisi;
uy (x,y,t)=sin(x—y),
u, ., (X, y,t) =L (Lxuk —i—Lyuk) , k>0

olarak belirlenir. Birkag terim;
uy (x,y,t)=sin(x—y),

u, (x,y,t)=3L" (—sin(x—y)—sin(x—y)) =3L" (—2sin(x—y)) ,
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u, (x,y,t)=—6tsin(x—y),

u, (x, y,z‘) =3L" (Lxu1 —|—Lyul) ,

u, (x,y,t) = 3L,_] (2sin(x—y) +Zsin(x—y)) = 3L,_] (4sin(x—y)) s

(60)
o s1n(x—y),

u, (x,y,t) =
u, (x, y,z‘) =3L" (Lx”z —i—Lyuz) ,

Loy o

uy (x,y,¢)=3L" 5 sin(x— y)

olarak belirlenir. Boylece ¢o6ziim seri ve kapali formda;

1—(6t)+@—@+

u(x,y,t)=sin(x—y) > 3

u(x,y,t)=e *sin(x—y)
seklinde yazilir.

3.2.7 Homojen Olmayan Cok Boyutlu Isi Denklemi
u, =u, +u,+2cos(x+y) , 0<x, y<m, t>0
Sinir sartlart:

u(O,y,t) = (e’z’ siny—i—cosy) ,
u(my,t)= —(efz’ sin y +cos y) ,
u(x,0,¢)= (efz’ sinx—i—cosx) ,

u(x,m,t)= —(efz’ sinx—i—cosx).
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Baslangig sarti:

u(x,y,O):sin(x—l—y)—l—cos(x—l—y)

Ayristirma metodunu kullanarak homojen baslangic-sinir deger problemini ¢6zliniz [3].
Coziim:

Operator formda yazilan (3.27) denklemine L,’1 ters operatori uygulanir.

u(x,y,t)=sin(x+y)+cos(x+y)+2cos(x+y)+ L (Lxu +Lyu) (3.28)

u(x,y,t) = iun (x, y,t)

n=0

olan ayristirma seri formu (3.28) denkleminde yerine koyularak;

Qoadliat

i =sin(x+ y)+cos(x+y)+2¢cos(x+y)+ L'
=0
elde edilir. Buradan;
uy (x,y,t)=sin(x+y)+cos(x+ y)+2tcos(x+y),
u, (X, y,0)=L" (Lxuk —|—Lyuk) , k>0
yineleme iliskisi belirlenir. Gerekli islemler yapilarak;
Lu, =—sin(x+y)—cos(x+y)—2tcos(x+y),

Luy, =—sin(x+y)—cos(x+y)—2rcos(x+y),

u, (x,y,t)=L (—2sin(x+y) —2cos(x+y)—2¢ cos(x+y))

s

= —2¢sin(x+y)—2tcos(x+y 5 cos(x+y),
u, (x,y,t) =L (Lxu1 —i—Lyul) ,
L, =2tsin(x+ y)+2tcos(x+ )—i—%cos(x—l— )
x71 y y 2' y s

56



(20)

Lyu]:2tsin(x—l—y)+2tcos(x+y)-|— ' Cos(x—i—y),
— 1| 4¢si 4 2(21)°

u, (x,y,t)=L," |4tsin(x+ y)+4tcos(x+ y)+ 5 cos(x+)|,
(21) (2¢) (21)

u, (x,y,t):2—!sin(x+y)+2—!cos(x+y)+Tcos(x+y)

bilesenleri hesaplanir. Buradan ¢6zlim;

u(x,y,t)=sin(x+y) l—(2t)+%—%+.... +cos(x+ y)
olur ve kapali formda
u(x,y,t)=e*sin(x+y)+cos(x+y)
seklinde ifade edilir.
3.2.8 Tek Boyutlu Dalga Denklemi
u, =cu,, 0O<x<L, t>0
Sinir sartlar u(0,7)=0 u(L,t):O, t>0

Baslangig sartlari  u(0,7)= f(x), u, (x,0)=g(x)
Coziim:

u(x,t) teldeki titresimi ifade etmek lizere x telin yer degistirme noktasini, ¢ zamani

ve c¢ telin elastikiyet sabitini gosterir. Verilen sinir sartlari metalin titresiminin sinir
noktalarindaki degerlerine isaret eder. Baslangic sartlari ilk yer degistirme ve =10

baslangic zamaninda ilk hiz olarak nitelendirilir [3]. Denklem operator formda;
Lu (x,t) = chxu (x,t)

olarak ifade edilir.
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L' ve L' integral operatérleri sirasiyla

17 ()= [ [ (e

L ()= [ [ ()drdx

H? 0?
L=— ve L =—r
T T ox?

seklinde tanimlansin. Bu gosteriyor ki;
L;]Ltu (x,t) =u (x,t)— tu, (x,O)— u (x,O) ,
L;]Lxu (x,t) =u (x,t)— Xu, (O,Z)— u (O,Z)

baslangic sartlari kullanilarak esitligin her iki tarafina L,’1 integral operatori

uygulanirsa
u(x,t)= f(x)+1g(x)+c’L™" (Lxu (x,t)) (3.29)

oldugu gozlemlenir. Adomian ayristirma metodu sonsuz seriler tarafindan, sonsuz tane

bilesenin toplanmasiyla ifade edilir.

u(x,t)=> u,(x,1) (3.30)

un(x,y), n>0 bilesenleri kolayca hesaplanabilir. (3.30) seri toplami (3.29)
denkleminde yerine koyulursa,

>ty (%.3)= 1 (x)+1g (x)+c’L,

n=0

L, [iu (x,t)]] (3.31)

n=0
buradan u, (x,t)’ nin birka¢ bileseni tanimlanabilir.
(1) = 1 (x) +1g(+

Ozyineleme (recursive) algoritmasi,

u,, (x,y)=c’L" (Lxuk (x,t)) , k>0
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olur. (3.31) deki denklemden u,(x,?), u,(x,1), u,(x,?),...... bilesenleri ayri ayn

tanimlanirsa;

U, (x,t) = f(x) —I—tg(x),

2 3

w, (x,6)=cL, 'L (uy)=¢" [;—!f”(x) +%g”(x)] ,

4 5
uz(x,t):cht_]Lx(u]):c4[%f(IV)(x)-l‘%g(m(x)],

6 7
(1) =L 'L () = [%f“” () +58" <x>]

oldugu gorilir. Kismi diferensiyel denklemin ¢6ziim:

2n 2n-+1
t

G e )

u (x,t) = f:cz"
n=0

seklinde elde genellestirilebilir.
3.2.9 Homojen Dalga Denklemi

Asagidaki baslangic ve sinir deger problemini Adomian ayristirma metodu yardimiyla

¢Ozlinliz [3]:

u,=u_, 0<x<m >0

i
Sinir sartlar ux(O,t)zl, ux(w,t):l
Baslangig sartlari u(x,0)=x, u, (x,0) =cosx
Coziim:

Verilen Neumann Sinir Sartlar u, (O,t) ve U (7r,t) olmakla birlikte homojen degildir.

L' islemi denklemin her iki tarafina
u(x,t)=x+tcosx+L ' (Lu(x,t)) (3.32)

seklinde uygulanir. Adomian Ayristirma Metodu Seri Formu (3.32) denkleminde yerine

yazilir:
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o0

> u, (x,t)=x+tcosx+L "

n=0

L[S e

n=0
u, (x,t) , n>0 bilesenleri asagidaki gibi tanimlanabilir;

u, (x,t) =Xx-47rCcosx,
u (x,0)=L""(L, (u,)) = —%ﬁ cos X ,

uy (x,0)=L" (L, (u))= %ts COS X .

Bilesenlerden yararlanarak;

u(x,) 'nin seri formu

u(x,t) =u, (x,t) +u, (x,t) +u, (x,t)—l— .....

seklinde yazilir. Kapali formu ise
u(x,t)=x+cosxsint

olur.
3.2.10 Homojen Olmayan Dalga Denklemi

Asagidaki homojen olmayan kismi diferensiyel denklemi Adomian ayristirma metodunu

kullanarak ¢oziniiz [3].

u, =u_—2, O<x<m t>0
Simirsartlart u(0,¢)=0,  u(mt)=7", t>0
Baslangic sartlari u(x,O):x2 , U (x,O):sinx

Coziim:

Lu(x,t)=Lu(x,t)—2
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1

esitligin her iki tarafina L, integral operatériini uygularsak

u(x,t)=x>+tsinx—£+ L' (Lu(x,1))

olur. Bu denklem seri formda;

iun (x,t):x2 +isinx—¢* +Lt_]

n=0

5]

seklindedir. Ozyineleme (recursive) iliskisi,

u, (x,t): x> +tsinx—1*,
)= (L) k30
u(x,) 'nin bilesenlerinden birkagi tanimlanirsa,

u, (x,t):xz—l—tsinx—t2 ,

w (x,t)=1L" (Lx (uo)) =t —%f sinx,

elde edilir ki kapal formda da
u(x,t) = x” +sinxsint

seklinde yazilir.
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3.2.11 Cok Boyutlu Homojen Olmayan Dalga Denklemi
U, =u, +u,—4, O<x, y<m, t>0

Sinir sartlart:
u(O,y,t) =y,

u(w,y,t) =7 —|—y2 R

u(x,O,t) = x* +sinxsint,

u(x,w,t) =7° +x* +sin xsint

Baslangig sarti:

u(x,y,O) =x* 4y’

Homojen olmayan ¢ok boyutlu dalga denklemini AAM ile ¢6ziiniiz [3].

Coziim:

Denklem operatér formda yazildiktan sonra L,’1 integral operatori uygulanirsa
Lu(x,y,t)=x"+y" +tsinx—2¢* + L' (Lxu ~|—Lyu)

esitligi elde edilir. Adomian Ayristirma Metodunun seri toplami

> u,=x*+y’ +tsinx—20 + L

n=0

L [Zun]—i—Ly [Zun)]
n=0 n=0
olarak denklemde yerine konur. Ozyineleme (recursive) algoritmasi;
u, (x,y,t): x> 4 y* +tsinx— 217,
u,, (X, 3.t)=L" (Lxuk —Lyuk) , k>0

seklinde yazilir. Birkac bilesen icin gerekli hesaplamalar

u, (x,y,t):x2 +y* +tsinx— 2t
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3
u, (x,y,t) = Lt_' (Lxuo —{—Lyuo) =2 —%sinx ,

5

u, (x, y,t) =L (Lxu] + Lyu]) = %sinx

olarak yazildiktan sonra

: £ £
u(x,y,t)=x2+y2—{—tsmx—2t2+2t2—§smx~|—§smx,

: £ £ . N
u(x,y,t)=x"+y* +sinx —;smx—l—;smx... = x>+ +sinxsint

¢Ozlimune ulasilir.
3.2.12 Laplace Denklemi

Asagidaki sinir ve baslangic sartlari verilen Laplace denklemini ayristirma metoduyla

¢Ozlinliz [3].

u,+u,=0 , 0<x, y<m
u,(0,7)=0,

u(my)=0,

u(x,0)=cosx,

u(x,m) = coshcos x

Coziim:

Bu denklemde karma sinir sartlari kullanilmistir. Co6zim u(x,y)’nin ve x’e gobre

turevinin iki kenarinda belirtilmistir. Denklemin her iki tarafina integral operatori

uygulanir ve denklem sinir sartlariyla
u(x,y)=cosx+yg(x)—L 'Lu(x,y)
haline donUslir. Burada;

g(x)=u,(x,0) "dir. Aynistirma serisinin tanimindan;
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o0

Zun (x,y)= cosx—l—yg(x)—L;]

n=0

yazilabilir. Birkacg terim yazilarak ¢6zim,
uy(x,y)=cosx+yg(x),

1 1
(3 9)=—L,'L (1, (x,y)) = ¥ cosx = v (),

. 1 1 iv
s (3 7) = =L L (5 )) = oy cos v+ 5 37¢ " (),

1 1 v
u(x,y)=cosx 1+2_!y2 +4_!y4+ ......... +yg(x)——=rg"(x)+ =g (x)—..

seklinde elde edilir. Bunun yani sira ¢6ziim,

1 l iv
u(x,y)= COSXCOShy+yg(X)—§y3g”(x)~l—§y5g( >(x)—...

olarak da ifade edilebilir. g(x) fonksiyonunu tanimlamak igin u(x,7)= coshmcosx
sinir sarti kullanilsin. Buradan g(x) = 0 oldugu acikca gorilir ve ¢oziim kapali formda,
u(x,y)=cosxcoshy

olur.
3.2.13 Poisson Denklemi
U, +u, =xy (3.33)

iki boyutlu Poisson denklemini

u(O,y):O ,

u(m,y) ="
» Y 6

u(x,O)zO,

1 ) )
u (x,7r) = gmr3 +sin xsinh 7
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sinir sartlarini kullanarak ¢6zlintiz [80].
Coziim:
(3.33) denklemi operator formda;

Lu+Lu= L(xy)

olur. Burada
2 2
0
L =— ve L =—"dr
X Oy

Denklemin her iki tarafina L;' integral operatori uygulanarak

u(x,y)=0(x,y)~ L' (Lu(xy)+ L' (f (x.))

elde edilir. Ayristirma serisi, denklemde yerine yazilir ve

o0

>, () =6 (ey) + L (1 (59) - L

n=0

L, [iu (x,y)]

n=0

olur. Buradan yineleme iliskisi,

Uy (x,y):¢(x,y)—i—L;] (f(x,y)) >

(X, y)= ~L (Lx (uk (x,y))), k>0

seklinde belirlenir. Bilesenlerin birkac! icin gerekli islemler yapilinca,

| R .

uy (x,) = + ysinx,
|

u, (x,y):gy sinx ,

u, (x y):Lyssinx

2120 ’
sonugclarina ulasilir. Boylece ¢6ziim seri formda,
u(x y):lxy3 —{—ysinx—{—ly3 sinx—{—Ly5 sin x +
’ 6 6 120
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ve kapali formda
| .
u(x,y) = gxy +sin xsinh y

olur.

3.2.14 Klein-Gordon Denklemi

u, —u_—2u=-—2sinxsint, (3.34)
u(x,0)=0, u, (x,0) =sinx

Klein-Gordon kismi integral denklemin ¢6zimiini bulunuz [79].

Coziim:

2sinxsint teriminin glrltl terimi oldugu gosterilebilir. Bu problemi ¢6zmek igin ilk

olarak lineer operatorler tanimlanir.

L) =2
0’u
L=

(3.34) denklemine 0’dan t¢'ye, t’ ye gore iki kez kismi integrasyon uygulanir ve

baslangic kosullari kullanilarak,

u(x,t)=tsinx+ L (L)c (u) +2u) +L;' (—2sinxsinz)

Eger u(x,t) = Zun (x,t) yazilirsa, gesitli yinelemeler belirlenebilir;
n=0

uy(x,t)=tsinx+ L' (—2sinxsinz)

=tsint + t t—2sinxsint dt dt
INIX )

= 2sinxsin¢—¢sin x
=sinx(2sint—1¢)

u, (x,t) terimi elde edilebilir,
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u (x,t)=1L, [L ~|—2u0 ff —|—2uO dtdt

:ftft[2sinxsint—tsinx]dtdt
0 0

3
= —2sinxsint—{—2tsinx—;sinx

3
= sinx[—2sint+2t—%]

Benzer ifadeden,

u, (x,0)=L" [ u, —{—2u] f f (u, —|—2u] dtdt

L . £, >
:2smxsmt—2ts1nx~|—;s1nx—§s1nx

3 5
:sinx[2sint—2t—t——t—]
3! 5!

u3(x,t):Lt [L u, —1—2u2 ff —|—2u2 dl‘dt

. . £ 28 . T
=-2sinxsint -+ 2¢sin x ——sin x +—sin x ——sin x
3! 5! 7!

) ) 7
:smx[ 2smt+2t—t——|—i—t—]
3157

yukaridaki terimler toplamindan,

b (5= (xt)—smx[t—i—l-i—iJ

P 3t 517!
Bu 2sinxsint’nin kendini iptal eden gurulti terimi oldugunu agikliyor. Buradan,
u(x,t)=sinxsin¢

dahasi, timevarimla (3.34) denkleminin tam ¢6zim giriltd terim (noise term) ile elde

edilir.
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3.2.15 D’Alembert Dalga Denklemi

u, =cu, (3.35)
u(x,O) = ¢(x) ,
,(x,0)=1(x)

Verilen baslangi¢c kosullariyla D’Alembert’s dalga denklemini ayristirma metodu ile

¢Ozlinliz [79].
Coziim:

D’Alembert dalga denklemi baslangic sartlari kullanilarak integral denkleme

doénusturdlebilir.

() =6(x)+¢* [, di

u(x,t):¢(x)+t¢(x)+c2 j:fotum dt dt

Sonsuz seriler disundlirse,

Ayristirma serileri olarak bilinir. (3.35) denkleminde seri ¢ozliimleri kullanilarak,

u(x,t):iun(x,t):gb(x)—i—tw(x)—i—czj;tj;tnzoj;(un)xxdtdt

n=0

Cesitli yinelemeler,

uy (x,)=p(x) +19)(x)

u, :czfotfot(uo)m didt ,
U, :czfotfot(u,)xx didt ,
u, =c’ fotfot(uz)xx dtdt ,
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u,=c’ folfol(uS)m dedt ,
ty = [ f ). e

seklinde bulunur. Belirtilen integrasyonlardan ¢6zim o6zyinelemelerle (recursive)

yazilabilir;

2

u, (x,t) =c’ L

2!

¢”<X) +%¢”(X) ,

() = () |50 (1) 450 ()]

uy(x.r) = () |50 (1)+ 50 ()

Z‘2n

2n!

2n+1
t

(2n+1)!

u, (x,t)= (cz)n ¢ (x)+

W%%

Boylece ¢oziim,

u(x,t):uo—i—ul—{—uz—{—....—l—un
B 0 (ct)Zn
B p— (2n)!
x+ct

Lol rotees L [ wis)e

2¢ J x—ct

[i (e <ﬂ

" c 2n—|—1

seklinde olur.
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3.3 Sistemlerin AAM ile Coziimii

3.3.1 Lineer Kismi Diferensiyel Denklem Sistemleri

Kismi diferensiyel denklem sistemleri operator formda;

Lu+Lv=g

Lv+Lu=g, (3.36)
seklinde dislinilebilir [3], [64]. Baslangi¢ sartlari,

u(x,0)= f;(x)

v(x,O):fz(x) (3.37)

olsun. Burada L_, L kismi diferensiyel operatorler, g,, g, homojen olmayan

terimlerdir. L,’1 ters operatoriini (3.36) sistemine uygular, (3.37) deki baslangic

degerlerini kullanirsak denklem:
u(x,t) =f (x)—l—L,_'gl —L,_lev (3.38)
v(x,t)=f,(x)+L'g,— L 'Lu (3.39)

dénisir. Adomian ayrigtirma metodu u(x,?)ve v(x,¢)lineer ifadelerin sonsuz serilerin

bilesenlerine ayristirilabilecegi 6nerisinde bulunur. Bu seriler;

v(xt)=3 v, (x.1)

olarak tanimlanir. Buna ek olarak (3.38) ,(3.39)’ da yerine yazilirsa;

Sou, (xt)=f(x)+L'g — L' |L|> v,

n=0 n=0

Sov, (xt)=f(x)+L'g, — L LD u, (3.40)
n=0 n=0
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olarak ifade edilebilir. (3.40) sisteminin 6zyineleme (recursive) iliskisi,
u, (x,t) =/ (x)+ L:]g] s
e (x,t)=—L"(L,(v,)), k>0

vo (x.t)= 1o (x)+ L'g, .

Ve (x1) ==L (Lx (uk)), k>0

t

olur.

Ornek 3.3.1
u +v, =0
v, +u, =0

Baslangic sartlart:
u (x, O) =e", v(x,O) =e"
Kismi tarevli diferensiyel denklem sistemini AAM ile ¢ozliniz [3].
Coziim:
Sistemin yineleme algoritmasi (3.41)’ den,
u, (x,t) =e",
g, (x,t)=—=L"'L (v,), k>0
v (x,t) =e ",
Vit (x,t) =—L'L, (uk), k>0
seklinde ifade edilebilir. Buradan sistemin bilesenleri bulunursa,

u, (x,t) =te ",
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bu sekilde devam eder. Boylece ¢6ziim,

t2 t4 3 t5
u(x,t)=e R TRPTREC MG TR }

ot rr
v(x,t)=e TR l—e lr+§+§+ .......... }

seklinde genellestirilerek, analitik ¢coziim:

(u,v):(e" cosht+e “sinht, e *cosht—e" sinht) formunda yazilabilir.

3.3.2 Lineer Olmayan Kismi Diferensiyel Denklem Sistemleri

Lineer olmayan kismi diferensiyel denklem sistemleri operator formda
Lu+Lv+N, (u,v) =g,

Lv+Lu+N, (u,v) =g,

seklinde dislindlebilir [3], [64]. Baslangi¢ sartlari,

u(x,O):fl(x)

v(x,O):fz(x)

(3.42)

(3.43)

olmak lzere burada L, L, kismi diferensiyel operatérler, g,, g, homojen olmayan

terimlerdir. L' ters operatdrii (3.42) sistemine uygulanir, (3.43)" deki baslangic

t

degerleri kullanilirsa,
u(x,t) =/, (x)—l—L,_'g, —L,_lev—L,_lNl (u,v) ,

v(x,t): /s (x)—i—L:'gz —L;]Lxu —L;]N2 (u,v)
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elde edilir. Adomian ayristirma metodu bilinmeyen u(x,z) ve v(x,z) lineer

fonksiyonlarin sonsuz serilerinin bilesenlerine ayristirilabilir. Bu seriler,

olarak tanimlanir. Buna ek olarak M(u,v) ve N, (u,v) nonlinear operatorleri 4, ve

B, Adomian polinomlari kullanilarak,

N, (u,v):iAn :

n=0

B

n

NgE

N, (u,v) =

Il
<)

n

seklinde ifade edilir. Ozyineleme (Recursive) iliskisi

o0

Zun (x,t)=fi(x)+L'g —L'|L ivn]

t X
n=0

o0

Zvn (x,0)=f,(x)+L'g,—L"'|L iun]

=

t
n=0

s [f: B, (3.44)

olur. (3.44) denklem sisteminden

u, (x,t)=f,(x)+L'g, ,

(0t =1 (L ()~ 1, (4). k>0
vo (x,0)=f,(x)+ L'g, ,

() ==L (L ()~ 1, (B). k>0

Ozyineleme (recursive) algoritmasi belirlenir.
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Ornek 3.3.2

u,+vu +u=1

v,—uy —v=1

Baslangic sartlari;

u(x,O) =e",

v(x,O) =e "

olan kismi turevli diferensiyel denklem sistemini AAM ile ¢6zliniiz[3].
Cozim:

Sistemin operator formuna L,’1 integral operatori uygulanarak,
u(x,t)=e"+t—L " (vu,+u),

v(x,t)=e" +14+L" (uv, +v) (3.45)

elde edilir. u(x,z) ve v(x,z) lineer terimleri ayristirma serileri ile

v(x,t)= Zoo:vn (x,1) (3.46)

ifade edilir. Burada 4, ve B, lineer olmayan formda retilen Adomian

n

polinomlaridir. (3.46) ayristirma serileri (3.45) denkleminde yerine yazilir ve

00

Zun (x,t):eX—i—t—Lt—‘ [i/ln —|—iu4 ,
n=0

n=0 n=0
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> v (xt)=f(x)+L'g, — L'

00 [ o0 00
n=0

olur. Ozyineleme (recursive) algoritmasi:

u, (x,t): e,

n=0

u, (x,t):t—Lt_] [iA" +u0] 5

U, (x,0) ==L [iAk —|—uk], k>1

n=0

X

Y (x,t): e,

V] (xat):t+L:] [iBn +v0] >

n=0

., (x,t)=—L" [in +v |, k>1

n=0

seklinde tanimlanir. Lineer olmayan vu_terimleri icin Adomian polinomlari;
4, = Volbo, »

4, = Vi Vol

4, = Valy TV Ve,

A4, = Villy VU Vi, Vs,

B, = UgVo, »

B =uy, +uyy ,

B, = UV, tuyy +ugy,

B, = Usvy +uyv Uy, vy

olarak verilsin. Buradan bilesenler hesaplanabilir:

(uo,vo): (ex,efx) s
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bu sekilde devam eder. Seri formdaki sistemin ¢6zim{i,

2?8
l—t+——— ..
21 31

(1) = [ex

ve kapali formdaki ¢c6zim{i
(u,v) _ (exft) efx+t)

elde edilir.
3.4 Volterra integral denklemlerin AAM ile C6ziimii

Adomian ayristirma metodu lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlere, integral
denklemlere, integro-diferensiyel denklemlere uygulanir. Bu metot Adomian
tarafindan 1990’ dan daha onceki yillarda [12] ve [13] kitaplarinda ve [75]'de ortaya
konmustur. Bu metot Ozellikle pertirbasyon teknigine benzer bir kuvvet serisi

metodudur. Metodu seri formdaki u (x) ifadesi ile

u (x) = iun (x) (3.47)

n=0
seklinde gosterilebilir [79]. uo(x) terimi integral isareti disina yazilirsa, integral

denklem,
u(x)=f(x)+A [ K (x0)u(t)di (3.48)

olur ve boylece

oldugu acikca gorilir. (3.47) denklemini (3.48) ‘te yerine yazarsak,
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o0

> ulx)=f(x)+A [ xK(x,t){gu(t)}dt

n=0

Bilinmeyen  u(x)  fonksiyonunun uo(x),ul(x),uz(x),%(x), .......

bilesenlerini 6zyineleme (recursive) tarzinda tanimlanabilir.

w ()= [ K (x,t)uy (1)d |
uy (x)=A [ K (xt)u, (1)dt,

u, (x)= [ K (x,1)u, , (1)di

Bu denklem kiimesi kisaca 6zyineleme (recursive) diizeninde yazilabilir.

u,. (x):)\j;xK(x,t)un(x)dt, n>0

Burada kayda deger olan bircok bilesen icin cekirdegi integre etmek mimkin

olmayabilir. Bu durumda, u(x) fonksiyonuna yakin kesin bir noktada seri kesilir. Ele

alinmasi gereken baska bir nokta daha vardir; bu da sonsuz serilerin ¢ézimunin

yakinsakhigidir. Bu problem bu alanda o6nceki arastirmacilar tarafindan ele alinmistir.

Bazi 6rneklerle bu teknik gosterilebilir.

3.4.1 ikinci Tiir Volterra integral Denklemi

= ’ —t t)dt
ulx)=x+ [ (x—)uls)
ikinci tir integral denklemini ayristirma metodu ile ¢éziiniiz [79].

Coziim:

u(x)=>u, (x)

n=0

Seri formunda ¢6ziim dislinilsiin. Bu seri verilen denklemde yerine yazilirsa,
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:Lx(z—x)[—g}dtzz—j,

Bu sekilde devam edilerek

bulunur. Verilen integral denklemin kapali formdaki ¢o6ziimiiniin serisi elde edilir. Oran

2n+1
(ratio) testi ile u, (x):(_l)nﬁ '
n .

x|<oo oldugu kolayca gorilebilir. Bunun

anlami sonlu aralikta x’in biitiin degerleri icin seriler yakinsaktir. integral denklemin

1
sT+1

Laplace dénistimi alinarak, [,{u(x)} = oldugu gériilir ve boylece u(x)=sinx

olur.

3.4.2 Homojen Olmayan Volterra integral Denklem

u(x):f(x)—i-)\f()xe”u(t)dt

ikinci tir Volterra integral denklemini ayristirma metodu yardimiyla ¢éziiniiz [79].
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Coziim:

Denklemin ¢dziimii u(x):iun (x) olarak distnlsin.

n=0

koyulursa

S u, (x):f(x)—l—Aj;xe’”nZio;un (¢)dr

n=0

olur. Dolayisiyla benzer terimler,

:)\foer {)\j:e"‘f(tl)dtl}dt
=X [ f(n)d t]xe“e”‘dt
:)\zfoxe"*" (x=1,)f(t)dr,

= )\zfoer (x—1¢) f(r)dt

seklinde elde edilir. Burada

uy ()= [ [Ce p(e)dede= N [ (x—t)e " f (t)dt

yazilabilir. Ayni sekilde,

=\ [ et uy (1) f (¢)de

=X [ =t e f(t)at

2!

olur. Boylece ayristirma serileri;

u, (x)—i—u1 (x)—l—u2 (x)—l—u3 (x)—l— ................. ,

Boylece denklem yerine



:f(x)—{—)\j;x l—l—)\(x—t)—l-)\z%—k .......... e f(t)dt

:f(x)+)\foxe”x*”e**’f(t)dt

:f(x)+Aﬁxe““)(“’)f(t)dt

olarak belirtilir.

3.4.3 Lineer Olmayan Volterra integral Denklem

x2 x
u(x)=x+?—fo 0 (t)dt

Lineer olmayan Volterra tipi integral denklemin ¢oziimind bulunuz [79].

Coziim:

Bu integral denklemin ¢06zimi u(x):x olarak gozlemlenebilir. Clinki
x x X

fo t(t3)dt=? ve buradan u(x)zx%—?—?:x olur. Bu modifiye ayristirma

metoduyla kolayca yapilabilir. Bu metotta ¢6ziim u(x):Zun (x) serileriyle ifade
=0

=

edilir ve f(u):u3 , f’(u):3u2 ve f(u)y=6u , f’”(u):6 . Burada ugunci
mertebeden bilyuk tirevler sifirdir.

u = u, civarinda Taylor seri agihmi,

Su)=f(ug)+(u, +uy +uy+........ ) (ug) + =, +uy + 1ty + e )Zf”(uo)

olarak yazilabilir. Burada ayristirma serileri,
4, :f(uo):”g >

A =u, [ (uy)=3ugu, ,
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4 :uzf’(uo)—{—%uff”(uo)zuz (3u2 )+ (3uy)

Ay =) )+ 50 1 () = 0, (3 6 )+

seklinde tanimlanir. u, (x)=x oldugu dusindlstn.

Uy (x)=x,

u, (x)=%5—j;xtA0(t)a’t=x?5—j;xt(t3)dt=%5—x?:0
wy (x) == 14 (r)dr =0 cinkii u,(x)=0.

Benzer sekilde, n>0 igin u, (x)zO dir. Boylece ¢6zim u(x):x olur. Fakat genel

5
prosediire gore, eger sifirinci bilesen u, (x) = x—i—% olarak belirlenirse, ilk bilesen

. . £ 3 ¥ 3 17
u, (x):—fo tAO(t)dt:—fO t[H—g] dt
ikinci bilesen,

5 9 17

. * AV (X 20 3% x
uz(x):—fo t4, (t)dt:fo 3t[t+g] [?+E+325+2125 dt

. X X .
olur. u, (x) ve (x) bilesenlerinin — ve —— glirllth terimlerinin (noise terms)

iptal edilebildigi kolayca gozlenebilir. u, (x) "In diger terimleri denklemde sagladigi

dogrulanir ve u(x)=x tam ¢éziim olur.

3.4.4 Lineer olmayan Volterra integral denkleminin MAAM ve AAM ile Coziimii
) 1. x 1 px,
u(x):smx—i——s1n(2x)——~|——f u® (t)dt
8 4 2Jo

Lineer olmayan Volterra integral denklemini standart veya modifiye ayrisim metodu

kullanarak ¢6ziinliz. Tam ¢6zim veya seri ¢cozimunin birkag terimini bulunuz [79].
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Coziim:

Kontrol edilerek u(x):sinx tam ¢6zimi kolayca goriilebilir. Modifiye ayrisim
. - . 1 . X
metoduyla sonug saglatilabilir. Bu sebepten f(x):smx—{—gsm(bc)—z , U (x) ve

u, (x) bilesenlerine ayrilabilir. Burada u, (x) =sinx olarak belirlenir. Sonug olarak, ilk

ayristirma bileseni;
” (x)=lsin(2x)—f+lfoo(t)dt
: 8 4 2Jo

ile tanimlanir. Burada, 4, (x)=u; =sin’ x olur. Béylece

l . 1 px . 1.
U (x):§51n(2x)—%+zj; Slnztdt:§sm(2x)—%+

x 1.
Z—§51n(2x)]: 0

k>1igin u, (x)=0 ile diger bilesenler tanimlanir. Tam ¢6zim u(x):sinx olur.

3.4.5 Homojen olmayan Volterra integral denkleminin MAAM ve AAM ile Coziimii

o dt

1. X
u(x):tanx—zs1n(2x)—§+ . m

Lineer olmayan Volterra integral denklemini standart veya modifiye ayrisim metodu

kullanarak ¢6ziinliz. Tam ¢6zimi veya seri ¢cozimunin birkag terimini bulunuz [79].
Coziim:

Kontrol edilerek u(x) = tan x tam ¢6zimu kolayca gorulebilir. Modifiye ayrisim metotla
. - . 1 . X
sonug saglatilabilir. Bunu sonucglandirmak igin f(x): tanx—zsm(2x)—§ , Uy (x) ve

u, (x) bilesenlerine ayrilabilir. Burada u, (x)=tanx olarak belirlenir. Sonug olarak, ilk

ayrisim bileseni

 (3) = —sin(20) =2 + [ 4 (1)

1. S|
= —sin2x— =+ ———dt
4 2 Jol+tan"¢
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1 . x
:——sm2x—£—i—f cos’tdt
4 2 0

:—lsin2x—£+lsin2x+§=0

k>1igin u, (x)zO ile diger bilesenler tanimlanir. Tam ¢6zim u(x):tanx olur.

3.4.6 Volterra integral Denklem
X x2 X
ulw)= [ (rtut)de =2t [l (1)di

integral denklemini ayristirma metoduyla ¢éziiniiz [79].

Coziim:

f(u) =" oldugu bilinerek f’(u) =2u ve f”(u) =2 vyazilabilir. Yiksek mertebeden

bitlin tlrevler sifir olabilir. Boylece,

4
f(uo):“g:x?’
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f’(uo):2u0 =x,
f//(uo)zz

elde edilir. Bu bilgilerden,

A, (x) =ux’,
A, (x) =u,x" +u,
A, (x) = u,x* + 2uu,

Boylece serilerin farkl bilesenleri;

2
wy (x)="

4 5

)= [ 4 0)d= [ —dt:;—o,
:fOXAI (t)dt:j;xul (t)dt:j;xul (¢)dt
_f[ ] 160

g :foxAz(t)dt:j;x{uz (6)8 +u? (¢)}dt

7x]]
= f dt = ,
160 400 8800

seklinde elde edilebilir. Yukaridaki ¢oziim,

u(x):uo (x)—l—u1 (x)+u2 (x)—|—u3 (x)—|—... ,

2 11
X x° x* Tx

2 20 160 8800

olur.

84



3.4.7 Sarkag Salinimi Problemi
u”(x)—l—Zu'(x)—l—Zsinu =0

Baslangic deger probleminin ¢oézimini u(O):l, u'(0)=0 baslangic sartlari ile

ayristirma metoduna kullanarak bulunuz. Bu problem pratikte sarkacin salinimi

problemidir [79].
Coziim:

Verilen baslangi¢c deger problemi Volterra integral denklemine doénistirilebilir,

X

u(x)=142x=2 [u(e) dr— [ (x—1)sinu(r) dr

Coziim, u(x):iun(x) seri formunda dusiniilsin ve f(u)=sinu  olsun.
n=0

f(u) =sinu, u =u, etrafinda Taylor serisine agilirsa,

o0

£(u)=sinu, + iu (x)cosu, —%[Zun (x)]2 sinu, —%[iu (x)]3 COS ity + ..

n=I1 n=1
— A A+ A+ A A

yazilabilir. Burada,
A, (x)=sinuy, ,

4 (x) =u, (x)cos Uy ,

1 .
A, =u, (x)cosu, —Euf sinu, ,

Ay = uy (x)cosuy —u, (x)u, (x)sinu, —%uf cosu, ,

wy (x)=2x =2 [, (1) =2 [ (x—1) 4, (1)de
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=2x=2 ["(1)di=2 [ (x~1)sinldr
=2x—2x—x"sinl=—x* (sinl) ,
wy ()= =2 [ u (e)dr =2 [ (x—1) 4 1) di
o . x 2 . * _ 2
_2s1n1f0 t a’t—{—2s1nlc0s1fo (x t)t dt
2, . ) x
:§(sml)x3+(sm2)fo (x—t)dt
zg(sinl)x3 —1—é(sin2)x4
olur. Boylece, ikinci mertebeye kadar ayristirmanin ¢6zimdi,
u(x) =u, (x) +u, (x) +u, (x) = 1—(sinl)x2 —|—§(sinl)x3 —|—%(sin 2)x4

seklinde bulunur. Burada, baslangi¢c kosullariyla diferensiyel denklem kullanilarak bu

problem ayristirma metoduyla su sekilde ¢6zilebilir:

Ayristirma tlirev mertebesine esitlenerek
uOH + 2u0/ =0,
w' +2u' =-24, ,

w," +2u, =-24,

uy +2u] =—24, ,

w," +2u,' =-24

n—l

yazilir. Baslangic kosullariyla,
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elde edilir. Baslangic deger probleminin ¢o6zimd,

uo(x)zl,

u, (x) z%(l—bc—e_“) ,

u, (x)= sig2 (3 —4x+2x"—(3+ 2x)e_2")

olur. Boylece, ayristirma terimlerinin ikinci mertebeye kadar ¢c6zim{,
u (x) =u, (x) +u, (x) +u, (x)

sinl sin 2

:1+[T](1—2x—e2x)+

[3—4x+2x" —(3+2x)e ™|

seklinde verilir.
3.5 Fredholm integral Denklemlerin AAM ile C6ziimii

Ayristirma metodu Adomian tarafindan [13] sunulmustur. Metot Neumann serileriyle
cok benzerdir. Ayristirma metodunun lineer ve lineer olmayan diferensiyel ve integral
denklemlerin genis bir kismi icin verimli ve glivenilir oldugu kanitlanmistir. Neumann
serileri metodu gibi bu metot seri formda ¢oziimler saglar ve bu metot adi ve kismi
diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Son zamanlarda integral denklemler igin
kullanildigi literatir taramalarinda bulunmustur. Sonsuz serilerin diizgiin yakinsaklik
kavrami Adomian tarafindan [12] ve Adomian ve Rach ile [75] lineer problemler ele
alinmistir. Cherruault et al [5] ve Cherruault ve Adomian [6] ise lineer olmayan
problemleri genisletmistir [79]. Ayristirma metoduyla lineer integral denklemlerin

¢ozimu,

u(x)= £ (x)+ [ K (xt)ult)d (3.49)
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seklinde ifade edilebilir. Diizenli pertiirbasyon serilerine benzer formda seriler [81].

u(x) = iun (x) (3.50)

n=0

seklinde tanimlanir. (3.50) ayristirma denklemini yerine yazilarak (3.49) denkleminin

her iki tarafi

Su, ()= (x)+A [ ”K(x,t){iun (t)}dt (3.51)
n=0 a n=0

olarak ifade edilir. Bilinmeyen u(x) fonksiyonunun
u, (x), u, (x), u, (x), u, (x), ......... U, (x),... bilesenlerini 6zyineleme (recursive) tarzinda

tanimlanarak,

w (x) = [T K (0, (1)

wy (x) = [ K (xt)u (1)

u, (x)= )\fabK(x,t)un_] (¢t)dt

elde edilir. Burada perturbasyon teknigine benzer ana dislince f(x) bilinmeyen
fonksiyonu ile sifirnci ayristirma serisi olan u, (x) ile tanimlanmaktadir. Oncelikle

uo(x) bilinir, sonra (x), u2(x), ........ basariyla belirlenir ve devam eder. Oz

yineleme (recursive) semasi

u,, (x):)\fabK(x,t)un(x)dt, n>1

verilir. Once bilesenler tanimlanir, u(x) ¢O6ziimiU (3.51) serileri kullanilarak elde

edilebilir. Bazi problemler icin seriler kapal formda ¢ozimleri verirler fakat diger

88



problemler icin serilerde u :Zun glbl kesin terimde seriler kesilerek birkag

n—=

terim belirlenir. Sonsuz serilerin diizgin yakinsaklik 6zelligi oldugu icin maksimum
kesinlige ulasilabilir. Bazen f(x) terimini ayristirmak icin f(x):fl(x)—l—fz(x)

kullanilabilir oyle ki,

uo(x):fl(x),

w (x)= £ () + A [ K (o) (0)de

x):)\j;bK(x,t)ul t)dt

Bu ayristirmaya; modifiye ayristirma metodu denir.

3.5.1 Fredholm integral Denklem

x)=e —1+ [ u(t)de

Fredholm integral denklemini ayristirma metodu ile ¢6zlintiz [79].
Coziim:
Burada ayristirma metodu kullanilirsa

uy(x)=e"—1,

x)zfoltuo(t)dt:folt(e’—l)dt:%,
x)zfoltu, (t)dt:fO] %ta’t:—
f tu, (1) dt = f —tdt =

Boylece ¢oziim,

u(x)zex—l+l+l+l+....:
2 4 8
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olur. Modifiye ayristirma metoduyla

uo(x):e ,
u, (x):—1+f01tu0(t)dt:folte’dt:0 ,
ws (x) = [ (e)dr =0,

u, (x) =0
bilesenleri yazilabilir. u(x)=e* ¢éziimdiir. Dogrudan hesaplamayla u(x)=e" -1+«

1
elde edilir. Burada a:f tu(t)dt dir. u(x)’in degeri integral isareti altinda
0

kullanilarak, « zfolt(e’ —1~|—a)dt :%(H—a) olur. Bu yizden «a =1 dir. Boylece
u(x)=e" ¢6zimi ayristirma metoduyla aynidir.
3.5.2 Homojen Olmayan Fredholm integral Denklemi igin AAM ve MAAM Co6ziimii
1
u(x)=cos™' x—x+f0 xu(t)dt
Homojen olmayan Fredholm integral denklemi icin AAM ve MAAM karsilastiriniz [79].
Coziim:
e Standart Adomian Metodu ile Coziim:
Ozyineleme (recursive) iliskisinden,

u, =cos 'x—x,

1
U, :xj; w,(t)dt, k>0
yazilabilir. Buna gore,

—1
Uy =COS X—X,

u, zxfoluo(t)dt:%x ,
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olur. Buradan seri ¢6ziim,

u(x):coslx—x—i-%x

11
I+=+—+..
2 4

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim kapali formda,

u(x)=cos'x

seklinde elde edilir ki, geometrik dizi degerlendirmesinden kolayca gorilebilir. Burada

6nemli olan nokta denklemin homojen olmayan integral denklem olmasina ragmen

ve u, terimlerinde glirlltu terimi (noise term) elde edilmemesidir.

e Modifiye Ayristirma Metoduyla Céziim:

ilk olarak f fonksiyonu

seklinde iki pargaya boliinur. Ozyineleme (recursive) iliskisi icin u, = f; olarak segilir.

U, = cos 'x,
1
u, :—x~|—xj; u, (t)dt

1
U,y :xj; u,,, (t)dt, k>0.

Sonug olarak,

—1
U, =CoS X,

u, :—x+xﬁluo(t)dt:0 ,

u.,,=0, k=>0.
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1

yazilabilir ve ¢6ziim kapal formda, u =cos™ x seklinde elde edilir. Burada énemli olan

standart AAM ile daha fazla iterasyonla bulunan sonuca MAAM ile tam ¢6zimin

sadece iki iterasyonla ulasilabilmesidir.

3.5.3 Dejenere Cekirdek ile AAM’ nin Fredholm integral Denkleme Uygulamasi

Dejenere c¢ekirdek metoduyla, asagidaki lineer olmayan Fredholm tipi integral

denklemini ¢6ziin ve sonucu ayristirma metoduyla saglama yapin [79].

7 I /o,
u(x)—gx—i—zfoxtu (t)dt
Coziim:

e Dejenere ¢ekirdek metodu:
1
o 2
a_fotu (¢)dt
burada « sabittir, verilen integral denklem,
7 1
Uux)=—x+—xxa
(x) 15

yazilabilir. Fakat

| 2 2
a:f t Z—l—la tzdt:l z—l—la
o |8 2 418 2

49

simdi bu quadratik denklemin ¢6ziiminden a = 7 elde edilir. Verilen integral

5

-

denklemin iki gercek ¢6ziimiinden,

7 x 49
u(x)z—x—{——x:x ve u(x)z—x—{———:
8 8 8 2 4

T7x  elde edilir.

e Ayrisim metodu:

Bu metotta f(u) =u" lineer olmayan terimler icin Adomian polinomlari,
AO (x) = ué )

A, (x) = 2u,u, ,
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4, (x) = 2uyu, + ”12 >

A, (x) = 2uyuy +2uu, ,

elde edilir. Burada farkl bilesenler f(u)=u2 ile hesaplanabilir, f’(u):2u ,

f”(u) =2, f’”(u) =0 . Ozyineleme (recursive) algoritmasiyla,
u, (x) = gx ,

x ! 49
u](x)zgﬁtAo(t)dt:Ex,

x ! 343
MZ(X):EJ; Z‘Al (Z‘)dt:mx

olur. Coziim seri formda yazilirsa,

7 49 343
u(x)z—x+—x+—x+ ....... ~X.
8 512 16384

Bu ornekte tam ¢Oziim elde edilemez; bu yizden serinin birka¢ terim ¢6ziime

yaklasmak icin kullanilabilir. u(x)=x ve u(x)=7x ¢oziimleri standart AAM ile elde
edilir. Boylece, verilen integral denklem tek bir ¢6ziime sahip degildir.
3.6 Volterra integro-Diferensiyel Denklemlerin AAM ile Coziimii

Bu bolimde Volterra integral denklemleri ¢cézmek icin ayristirma metodu ve modifiye
ayristirma metodundan vyararlanarak bu metodun glivenilir ve etkili oldugu

gorilecektir. Oncelikle standart formda bir Volterra integro diferensiyel denklem ele

alinsin [79].
W = f(x)+ [ K (etu(e)ar,  u¥(0)=b, 0<k<(n-1) (3.52)
Burada u” baslangic sartlari tanimlanan x ve b, sabitlerine gore u(x)'in n.

mertebeden tirevidir. u(x) icin aranan ifadeler (3.52) denkleminden tiiretilebilir.

(3.52) denkleminin her iki tarafi 0’dan x’e integre edilebilir. Sonug olarak,
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n—1

u(0)= bt L () [ I xK(x,t)u(t)dt]

k=0 """

(3.53)

elde edilir. Burada Z bkx baslangic sartlari kullanilarak elde edilirve L' n— katli

k=0

integral operatoridir. (3.53) denklemine
=2 _u, ()
n=0
seri ¢6zimu uygulanirsa denklem,

o0 n—l

Zun(x) Zk b, x4+ (f(x))—l—L_]

n=0 k=0

olur. Bu denklem acikca,

o (%) 41, (x) 41, (x) .. = n O%bkxk +L7(f(x))

>
Il

wa [ [ K (), (x)a’t]+L“ [ [ K (e (x)dl]+...

yazilir. Bilinmeyen u(x) fonksiyonunun u,(x),u, (x),.....

(recursive) seklinde tanimlanarak

—1

!

=
Il

S
N‘

[ K (e, (t)dt] ,
[ k(e (t)dt] ,

uy (x)= L' [j;xK(x,t)uz (t)dt]

j;xK(x,t)[;un (t)]dt]

(3.54)

bilesenleri 06zyineleme

devam ettirilebilir. Boylece; bilesenler elde edilir. Yukaridaki denklemler 6zyineleme

(recursive) seklinde yazilarak,
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., ( [fot ] n>0

olarak tanimlanir. (3.54) denkleminden u,(x),u, (x),... bilesenleri tanimlanarak ¢6ziim

seri formda elde edilir ve kapali ¢c6zimii yazilabilir [82].

Ornek 3.6
(x)=x+ ["(x=tu(t)dr, u(0)=0; u'(0)=1

Volterra integro-diferensiyel denklemini ayristirma metodunu kullanarak c¢6ziiniz.

Sonucu Laplace donlisiim metoduyla saglayiniz [79].

Coziim:

Cift kath L' f f dx dx integral operatori her iki tarafa uygulanarak verilen

lineer sartlar kullanilirsa

()=t S [ uts)a]

denklemi elde edilir. Ayristirma ifadeleri,
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seklinde yazilabilir ve u(x):sinhx kapali formdaki ¢6ziim elde edilir. Bulunan

sonucun saglamasi konvolilisyon sebebiyle Laplace donlisiim metodundan yararlanarak

kolayca yapilabilir.

/L{u(x)}: 21 1 olur ve ters déniisiim alinarak u (x)=sinh x elde edilir.
§ _

3.7 Fredholm integro Diferensiyel Denklemlerin AAM ile Coziimii

Standart formda Fredholm integro diferensiyel denklemi ele alinsin [79].

W= )+ [ K (xnu()dr, ) (0)=b. 0<k<(n-1) (3.55)
0

(3.55) denkleminde K (x,t)= g (x)h(¢) yerine yazilirsa

u ()= 1 (x)+ g (x) [ hle)u(t)ds (3.56)

elde edilir. Burada (3.56) denklemi operatér formda

Lu(x)= 1 (x)+ g (x) [ hle)u(r)ds (3.57)

n

seklinde yazilabilir. Burada L = diferensiyel operator olarak verilir. L terslenebilir

n

bir operatérdiir bu yiizden L' integral operatorii n katl integral operatordiir ve her

integral icin 0’dan x’e tanimlanan integraller diisiinllebilir. (3.57) denkleminin her iki

tarafina L' integral operatorii uygulanir ve

1
I/l(x):bo +b]x+5b2x2 Tt +—b" ]xn_]

(£ () +[ [ ]h(t)u(t)a’t]L_‘ (2(x) (3.58)

elde edilir. Bagka bir ifadeyle, (3.58) denklemi 0’dan 1’e n kere integre edilmis ve
integrasyonun her basamaginda baslangic sartlari kullaniimistir. Ayristirma metodunda

u(x) gbziimd,

u(x)=>u, (x)

n=0
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seklinde seri formda tanimlanir. Bu seri ¢6zimu (3.58)’e uygulanarak denkleminin her

iki tarafinda yerine konulursa,

iun (x)::_;%bkxk—l—L [f h(t dt]L (g(x))

n=0

olur. Bu denklem acikca,

n—

1
o k!

) ey ey (e ) [ e e s ) 5

yazilir. Bilinmeyen u(x) fonksiyonunun u,(x),u, (x),..... bilesenleri &zyineleme

o (%) 41, (x) 41, (x) ... = bx' + L7 (f(x))

>
Il

(recursive) seklinde tanimlanarak,

()= e + 17 (),

bilesenler elde edilir. Yukaridaki denklemler 6zyineleme (recursive) seklinde yazilarak,

n—l
-5 bt <L (7(5)

0., (x):[fo‘h(t)u(t)dt]y (g(x). n>0

seklinde tanimlanir. Bu denkleminden u,(x), u,(x),... bilesenleri tamimlanarak

denklemin ¢6zimi seri formda elde edilir. Seri ¢ozliimleri yakinsak olarak ifade edilir ve

bazen u (x) icin tam ifadelere de ulasilabilir [82].
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Ornek 3.7
n . % !/ !/ "
u"(x)=sinx—x— [/ (t)dr,  w(0)=1, ¥'(0)=0, u"(0)=-1 (3.59)

Fredholm integro diferensiyel denklemini ayristirma metodunu kullanarak ¢6ziiniz

[79].

Coziim:
(3.59) denkleminin her iki tarafi 0’dan g' ye Ug kere integre edilir ve baslangig sartlari

kullanilirsa,

u(x):cosx—4—!—4—! . ' (¢)dt (3.60)

denklemi elde edilir. u(x):Zun (x) seri denklemi (3.60) denkleminin her iki

n=0
tarafinda yerine yazilirsa
f:u (x)—cosx—x—é‘—x—4 %t[iu' (x)]a’t
=" 41 41do |

elde edilir. Bu denklem acikea,

y (x)+uy (x)+u, (x)+... = cosx—Z—!——U;%tué (t)dt]

)_ x* %t " X dt—x4 7’ 4
u](x = —— —Sin —? —ﬁ—kmx .
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4
x v .. .
uy (x) ve u,(x) bilesenleri distnlirse o teriminin ters isaretli oldugu gézlemlenir.

Boylece, girilti terimi (noise term) olgusuna gore u(x):cosx tam ¢ozumdir ve

kolayca dogrulugu saglanabilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Adomian ayrisim metodu, fizik, kimya, biyoloji ve mihendislik gibi temel bilimlerin genis bir
kismi icin dogada var olan problemlere uygulanarak hizli yakinsakhgl ve hassas ¢ozimler

saglamasi nedeniyle tercih edilen bir yontemdir.

Bu calismada, Adomian ayrisim metodu analiz edilerek bazi sayisal metotlar ile
karsilastirmasi yapiimis ve metodun stinlikleri orneklerle desteklenmistir. Standart
Adomian ayristirma metodu ile Modifiye Adomian ayristirma metodu ayni orneklere
uygulanarak ¢co6ziime kag iterasyonla ulasildigi hakkinda yorum yapilmistir. Metot; adi ve
kismi diferensiyel denklemler, integral ve integro-diferensiyel denklemlere uygulanarak
problemlerin analitik ¢6zimlerine ulasiimistir. Ayni zamanda, lineer olmayan denklemlerde
bile lineerlestirme, pertiirbasyon teknigi uygulamasi, degiskenlerine ayirma gibi herhangi bir
doénidsime gerek kalmadan sonuca kolayca ulasmasi arastirmacilari Adomian ayristirma
metodunu kullanmaya iten sebeplerdendir. Biitlin bunlara ek olarak, ayristirma metodunun
verimli olmasi, birkac¢ yinelemeyle glivenilir sonuglar Gretmesi ve zorluklari en aza indirerek
kolayca kullanilmasi sebebiyle, lineer olmayan problemlerin lineer problemler gibi basit

usulde ele alinmasini saglar.

Sonug olarak, ¢oziilen 6rneklerde Adomian ayrisim metodu ile sadece birkag ayristirma serisi

hesaplanarak problemin analitik veya yaklasik coziimiine ulasildigi gorilmustar.
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